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SUR LES MOYENNES SUCCESSIVES DES FONCTIONS;

Par M. GHERMANEscO.

Ce petit travail est consacré a I'étude des propriétés des valeurs
moyennes successives d’une fonction u, définie dans un domaine D,
de I'espace a p dimensions, prises a I'intérieur ou sur la surface
d’une hypersphére, ayant le centre en un point donné P et un
rayon quelconque R, tel que I’hypersphére soit entiérement con-
tenue dans le domaine D.

Si la fonction u est réguliére dans D et si S, désigne I'hyper-
sphére considérée, la moyenne périphérique de la fonction u, par
rapport a S,, est définie par l'intégrale

ma(w)p = SLpfs, u(M)ds,,
M étant un point variable de la surface de S,. On définitaussi la
moyenne spatiale de la fonction u par l'intégrale

R
m,(u):%f m, RP—1 dR.
0

J’ai défini les moyennes successives d’une fonction sommable u
par la relation (')

. R
_pFr2—2 +2{—3
m;= ——Rm A RP m;_, dR,

avec m, = moyenne périphérique.

Une célébre formule de Gauss montre que, si la fonction u est
harmonique dans D, sa moyenne périphérique est égale, quel que
soit le rayon R, a la valeur que prend la fonction u au centre P de
I’hypersphére considérée S,, ce qu'on exprime d’habitude en

(') M. GHERMANESCO, Bull. de U'Acad. roy. de Belgique, 1932, n° 11, p. g20-g22,
On doit & M. M. Nicolesco une autre définition indépendante de i (ce Bull. t. LX,

1932, p. 29).
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disant que les fonctions harmoniques restent invariables par
médiation périphérique. La réciproque de cette proposition a été
établie par Koebe, E.-E. Levi, etc.

Le cas des fonctions métaharmonigues, c’est-a-dire satisfaisant
a 'équation aux dérivées partielles

Au = Au,

— A étant une constante — a été aussi beaucoup étudié et c’est
M. F. Sbrana qui, le premier a mis ’expression de la moyenne

q P , P y
périphérique d’une telle fonction sous la forme

o) =®(R)u(P),

@ (R) étant fonction de R seulement.
M. F. Sbrana s’occupe aussi (*) de la moyenne des fonctions
n-harmoniques, c’est-a-dire satisfaisant a I'équation (*)

A?"u = o.

Plus tard, M. J.-P. Robert s’occupe (*) de la moyenne des
fonctions n-métaharmoniques, c’est-a-dire satisfaisant a 1’équa-
tion

AP 4+ AP Uu 4 A AP 2 U 4. ..+ AU = O,

Presque en méme temps je me suis aussi occupé de la méme
question (*) en retrouvant, entre autres, presque tous les résultats
de M. J.-P. Robert, mais, bien entendu, par des moyens dif-
férents.

La liste des auteurs qui se sont aussi occupé de la question est
assez remarquable : nous en avons cité ceux quiont fait le premier
pas seulement.

Ce travail a pour but d’approfondir un peu les propriétés des
moyennes d’une fonction sommable quelconque, c’est-a-dire sans
Passervir a satisfaire a telle équation aux dérivées partielles.

') F. SBRANA, Rend. Palermo, t. LI1I, 1929, p. 428-437.
?) F. SBraNa, Rend. Accad. Lincei. 1925. p. 369-371.
3) M. GHrrMANESCO, Mathematica, t. VIII, 1933.

) J.-P. Rosert, Comptes rendus, Paris, t. 191, 1930, p. 193; t. 192, 1931,
p- 326, 1146, et derniérement, Thése, Paris, 1932.

(*) M. GHERMANEScO, Comptes rendus, Paris, 1931, t. 193, p. 107, 918; 1932,
t. 194, p. 2011, ainsi que Rend. Accad. Lincei, octobre, novembre 1931.

(
(
(
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Je commence donc par établir I'équation aux dérivées partielles
satisfaite par une telle moyenne, ainsi que quelques propriétés
générales. Je retrouve, comme application. les propriétés des
moyennes des fonctions particuliéres citées plus haut.

Je donne ensuite une nouvelle définition pour les moyennes
. successives d’une fonction sommable, en y faisant intervenir aussi
L’ordre de la moyenne considérée, ce qui est assez naturel, autant
qu’indispensable; j’établis aussi 'équation aux dérivées partielles
satisfaite par une moyenne d’ordre quelconque, avec application
aux fonctions particuliéres, déja cigdes.

Ce qui est digne de remarque dans tout ce travail c’est Iaffran-
chissement de la condition d’analyticité, imposée par la plupart
des auteurs non cités a la fonction dont on a défini les moyennes, ce
qui fait que les résultats obtenus ont un caractére de généralité
assez notable.,

1. Nous nous proposons d’établir, en premier lieu, I'¢quation
aux dérivées partielles a laquelle satisfait la moyenne ‘périphé-
rique m, d’une fonction u, que nous supposerons continue, ainsi
que les dérivées partielles des deux premiers ordres, dans une cer-
taine région D, de ’espace a p dimensions et nulles en dehors de
celte région et sommable sur toute hypersphére y continue.

Soit P (zy, x4, ..., zp) un point de D, et considérons une
hypersphére S, de rayon R et de centre P contenue dans D. La
moyenne périphérique m, de la fouction u, prise sur 'hyper-
sphére S,, sera donnée par I'expression, déja écrite,

(1) mo(P) = le:‘f u(ry, Yy, ..., x,)dS,,
Sp

x, étant les coordennées d’un point M situé sur S,, et K, dési-
gnant 'inverse de I'aire de ’hypersphére unité. c’est-a-dire

L
272

K, =

Pour calculer les dérivées partielles de la fonction m, par rap-
port aux coordonnées du point P et du rayon R dont elle dépend,
LXII. 17
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nous allons faire le changement de variables
£ =i+ RE; (/'::[.‘z. cey P
lorsque le point M(2;) décrit "hyperspheére S,, le point (%;) décrit
I'hypersphére 2, de rayon un ayant pour centre l'origine, et 'on

a, entre les éléments d’aires correspondants dS, et d2, des deux
hypersphéres, la relation

(2) S, = Rr-1dg,.
La formule (1) devient

(3) mo(l’,R):l\,,f w(xi+ RE) dZ,.
.

~p

Le nouveau champ d’intégration ne dépendant pas du point P,
on a immédiatement

4 Amo(P, R) = K,,f Au(ri+ RE) dE,,
s,

ou, en revenant au champ primitif,

(5) Am,y (P, I{):l—::—’:‘fAu(M)dS,,,
Sp
avec
J? )? J?

= — + - +
ari Jrd

B o m
- On a ensuite, en dérivant la relation (4),

r

Jm, Jdu
- — J i 5 d )y
JR f > g |

=P \i=1

Ol

ou, en revenant & Phypersphére S,
ro N
g Ky g L W
JR T Rr ) R~ oz,
hI' i= -
. X, — XI; . .
Mais -—’—R——‘ ne sont autres que les cosinus directeurs de la

normale extérieure a S, et T'intégrale multiple du second membre
est identique a I'intégrale de surface

Ju ' ,
J = / ZJ‘;;-,(Z‘E" (1.1:,._,. . ,(l,r:_| (.LI‘H’ .. .,1‘)'/”
s, i
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prise sur le coté extérieur de B, ou encore, d’aprés la formule dé
Green, a l'intégrale de volume '
: g

R - NPu\ :
(6) J _/S‘I'(Z;}-;-?> deyde,.. . dx,,
prise & I'intérieur de S,,.

On a donc

) dm, k,
(7) TR = R

ct, en dérivant cette relation par rapport a R,

Sme . (p-—l)K,,J + Kp dJ
JRz T R» RpP-1 R

Or 1l est facile de calculer ‘;—)l-:- en remplacant les coordonndées

rectangulaires z; par des coordonnées polaires dans 'intégrale (6),
mais on peut arriver plus facilement au méme résultat en obser-
vant que, quand R augmente de dR, I'accroissement AJ est repré-
senté par une intégrale p-uple, étendue a la portion de I'espace,
comprise entre les deux hypersphéres concentriques de rayons R
¢t R+ dR. La partie principale de cet accroissement est évidem-
ment égale au produit de dR par lintégrale (p—1)-uple de
»

O Jru ) A ’ 5
20 étendue a la surface de ’hypersphére S,. On a donc
1 ) ‘b
2my, (p—1)K, K,, f Jru .
(%) R T R TR\ Zaaap ) B
PrNi=1

En comparant maintenant les formules (5), (7) et (8), on
obtient

J2m, p—1 dm,
JRE T R OOR |’

9) Amy=

qui est I'équation aux dérivées partielles satisfaite par la-moyenne
périphérique de la fonction donnée u; mais, comme cette équation
est indépendante de u, elle représente I'équation aux dérivées
particlles satisfaite par la moyenne périphérique de toute fonction
qui en a. Elle est quelque chose d’analogue a I’équation intégrale
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a laquelle satisfont tous les noyaux résolvants dans la théorle des
équauons intégrales de Fredholm.

L’importance de cette équation nc saurait échapper : elle va
jouer le role fondamental dans toute question se rattachant aux
valeurs moyenunes d’une fonction de plusieurs variables.

2. L'équation aux dérivées partielles (9) mérite une étude
a part, indépendamment de son étroite liaison avec la théorie des
moyennes. Comme cela ne rentre pas dans 'objet de ces lignes.
nous nous contenterons d’ajouter seulement queljues remarques
quant a son intégration et aux problémes qu’on peut s’y poser
ayant trait toujours a notre préoccupation.

D’aprés la maniére dont on I'a obtenue, il s’ensuit que I'inté-
grale de I’équation (9) se réduisant pour R =o0 a une fonction
donnée u(P), satisfaisant aux conditions posées, est donnée par
la formule (1). Il est facile de s’assurer qu’elle en est la seule.
Il suffit de montrer que I’équation (g) n’a pas d’intégrale se rédui-
sant & zéro pour R = o.

dosons a cet effet mq—= R*¢, ¢ dépendant du point P et du
rayon R, étant réguliere et différente de zéro pour R =o, et
a étant la plus grande puissance positive de R, contenue comme
facteur en m,. Avec ce changement, I’équation (¢) devient
(9) R2Avp = R )R‘,+(2a+p-—1)R +a(p+1—))v

Comme ¢ est réguliére pour R = o, il en est de méme pour les
dérivées de v; en faisant donc R = o dans I'équation (g') il reste

x(a+p—2)p=0

pour R = o. Trois cas peuvent se présenter :

a. a=o. ll s’ensuit immédiatement que m,3£ o pour R = o,
d’aprés I’hypothése faite sur v¢;

b. a+ p—2. Comme p est au moins égal a 2 et « > o, cette
relation ne peut avoir lieu en général, sauf pour p = 2, dans quel
cas « = 0 et ’on retombe sur la premiére hypothése;

c¢. v=o pour R == 0. Cest contrairement a I’hypotheése, a moins
que v = o, quel que soit R,
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On voit donc que, dans aucun cas, I'équation aux dérivées par-

ticlles (9) n’a pas de solution nulle pour R = o.
Nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Tutorkme. — L'équation aux dérivées partielles
: —1 9
(9 Av = g—i_‘ -+ PT]- 5{;—

«dmet une seule solution continue, ainsi que les dérivées par-
tielles des deux premiers ordres, se réduisant a une fonction
donnée pour R = o.

Cette solution est la moyenne périphérique de la fonction
donnée, prise sur U’hypersphere de rayon R et étant contenue
dans le domaine d’existence de la fonction donnée.

Lorsque la fonction donnée est analytique, il en est de méme
de l'intégrale correspondante de U’équation (g).

La derniére proposition, que nous n’avons pas démontrée, est
assez évidente sur la formule (1); c’est ce qui a permis d’établir
une formule de la moyenne sous la forme d’un développement en
série suivant les puissances du rayon R, en remplagant dans (1), la
fonction u par son développement taylorien.,

La connaissance de I’équation aux dérivées partielles (g), satis-
faite par la moyenne périphérique de toute fonction, rend plus
aisé 1'établissement de cette formule : on n’a qu’a essayer de la
satisfaire par un développement en série de la forme

my(P) =9+ Roy+ R20y+...

les ¢; étant des fonctions des coordonnées du point P; on obtient
les conditions

Oagy) = 0, Avsik = (2k +2) (2k + P)Vakrs,

avec vg = u, u étant la fonction dont on cherche la moyenne.

3. Lorsque la fonction donnée u est la solution d’une certain«
¢quation aux dérivées parlielles linéaire, la moyenne périphé-
rique m, satisfait a la méme équation. En effet, de la formule (3 ;

17e
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on déduit aisément

,)1|+1.,+...1’,mn P TR e e
— x .
Y u(.lfj-ﬁ— Rg,')d}-/,,

a R rx, % "
drd s ol Jy, dr3...dep

ou en revenant au champ d’intégration primitif

(10)

XAt 2y Hlo(P) . I\/, JFtAg . Ay "( M)
drydris... dxde T Re—t s, dr\Or%a.daldp ”
2 S 2
Supposons maintenant que la fonction donnée u satisfasse a une
équation quelconque aux dérivées partielles, linéaire et a coefti-
cienls constants

1) E(u)=o,

. la formule (10) nous permel'facilemonl d’écrire

; K . .
(12) LE[my(P)] = e [F,|II(M)|dS,,:(),
s,

donc :

.

Tutoreme. — Lorsque la fonction u satisfait & une équation
aux dérivées partielles, linéaire et a coefficients constants, sa
moyenne périphérique m, satisfait it la méme équation et réci-
proquement, car la relation (12) ne peut avoir lieu, quelle que
soit 'hypersphére S,, a moins d’avoir la relation (11).

Ce théoréme entraine la remarquable conséquence que voici :

Lorsque l'on connait une intégrale u d’une équation au.r
dérivées partielles, linéaire et & coefficients constants, on peut
en obtenir une deuriéme par la formule (1) — R y figurant
comme parametre — se réduisant a la premiére pour R =o.

4. Un probléme remarquable qui se pose d’habitude dans la
théorie des valeurs moyennes est celui de leur donner une expres-
sion dépourvue de tout signe d’intégration. C’est ce qu’on obtient
a l'aide d'une série, lorsque la fonction considérée est analy-
tique.

Il y a cependant des cas assez étendus ou 'on peut obtenir la
formule envisagée : c’est quand la fonction donnée satisfait a une
¢quation linéaire aux laplaciens et a coefficients constants, de la
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forme générale

(13) . Ay + A4+ R =0

avec
A= A(Ak=V ),

équation connue aujourd’hui sous le nom d’équation n-métahar-
monique.

L’étude de ce cas est trés ais¢e grace a la forme de I'¢équation
aux dérivées partielles (9) qui comprend la moyenne m, sous
I'expression de son laplacien Am,. Elle nous donnera la moyenne m,
sous la forme de I'intégrale d’une équation différentielle linéaire.
par rapport au rayon R, considéré comme variable.

Désignons, en effet, par B(¢) I'expression

el par B, (¢) Pexpression obtenue en appliquant a la fonction ¢
Popération B, n fois de suite; si la fonction donnée u satisfait a
Péquation aux dérivées partielles (13). sa moyenne périphé-
rique m, sera — vu l'équation (9) — une intégrale de P'équation
différentielle

(14) B,(mg)+ 2 Bu_qy(mg) +...4+ Lpmg=o.

Réciproquement, si cette équation a lieu, on remonte — grice
a (9) — al’équation (13), donc :

Tutorime. — La moyenne périphérique d’une fonction
n-métaharmonique est l'intégrale d’une équation différenticlle
linéaire du 2 niém* ordre, par rapport au rayon R, pris comme
variable indépendante et réciproquement.

Nous allons voir plus loin que 'ordre de cette équation se réduit
an. .

Nous avons donné ailleurs (') I'intégration compléte de I'équation
différentielle (14). Nous en .reproduisons ici la marche suivie.
dans ses lignes générales, ainsi que les résultats obtenus. Remar-

(') Sur léquation de Bessel (Bull. Sc. de l’Ecole Pol. Timisoara, t. 1,
fasc. 3-4, 1932).
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quons, en passant, qu’on a 'expression remarquable pour B, (v) :
R dr ’ n+|—§ dn ( _]7’—1 ) .
(15) B,,(v):mlp -d—P" 2w
avec R?= 4p.
Pour intégrer 'équation différentielle (14), nous allons cher-
cher a y satisfaire par une solution de 1'équation

(16) B(v)=av,

« étant une constante que nous allons déterminer. On trouve que
doit étre racine de I’équation

) 24 Gy ah=V o Gpah i 4 Ky =0

¢t comme (16) n'est autre que 1'équation bien connue de Bessel,
au facteur « prés, il s’ensuit que I'équation différentielle (14)
admet les n intégrales réguliéres en p (4p = R?)

(18) v,-:.l(g,z,»p) (i=(, 2, ..., n),

a; étant les racines (') de I'équation (17) et J(v, =) étant la fonc-
tion bien connue de Bessel
2

x
J(~, ‘r)=l+;-—Y+f_——’»!Y(Y+l)+

Une autre suite de n intégrales particuliéres de I’équation différen-
tielle (14) est fournie par la théorie de 'équation de Bessel

_r
(19) wi=(2:p) “(2-?»1,&),

de sorte que lintégrale générale de I'équation différentielle (14)
est donnée par

n n
(t).O) m; = E A[Uj+ E B,-wi,

i=1 i=1

mais nous conserverons seulement I'expression

1 21) I)LO(P)ZZA,-U,-

=1

(') Pour la discussion compléte des intégrales suivant les racines a; ou la
parité de p, voir loc. cit.

.
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- les A; étant des fonctions du point P — puisque la moyenne m,
est réguliére pour R = o.

Il faut déterminer maintenant les fonctions A;(P). Or, suppo-
sons, comme il est naturel, va 'l’équation (13), que la fonction u
ait des dérivées partielles continues jusqu’a 'ordre 2n; il en est de
méme pour la moyenne m, et la relation

() Almy(P) = R,‘"

Mu(MydS, (i=o, 1,2, ..., n),
s,
qu’on déduit de (5) ou de (10), montre qu'on a Aim,(P)=A‘u(P)
pour R = o. Mais de la relation (21) on déduit, compte tenu de (16)
et de (17),

n
(23) .’Vmo(l’):zuéA;vi,
i=\

d’oti, pour R = o,

o) Afrno(l’):Za{Ai(}’):Aiu(l’),

i=1

ct I'élimination des fonctions A;(P) entre les relations (21) et (24)
conduit a

my u Aw Au ... Aty
T - TR 1 aft=t
(29 [N 1 %q 1‘% .. a{‘)l—i =0 .
D] n—
op 1 2,  aE ... ap!

valable, quel que soit le point P, dans D.

Telle est la relation qui donne la moyenne périphérique de la
fonction u, exprimée linéairement a ’aide des valeurs de la fonc-
tion u et des premiers (n-— 1) laplaciens au point P, centre de
hypersphére sur laquelle on a pris cette moyenne.

En désignant par V,, le déterminant Vandermonde des racines «;,
“cette relation s’écrit encore

26) Vomoe(P) =@ (p)u(P)+ @V (p)AwtP)+...+ ®)_ (g)Ar=1u(P),
dans laquelle

7)) Va®W(e)=(—1)f|lv; 1 a; af ..o oalTt o oafrt okt
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On a en particulier

(28) Ve ®(p)=1lo; 2 2} ... apt
et
(29) Vu®h_y(p)=(—n)r—1le; 1 a; a} ... a2y,

Sur ces expressions on lit facilement les relations

(30) APJ(2)=(—1)"2, PH_,(p),
(31) DY () =APN(p) + i PY_  (2).

C’est sous la forme (26). mais sans donner explicitement les
fonctions @} (p), que M. J.-P. Robert a obtenu son résultat. 1l a
donné aussi la relation (31), qui est en défaut si A = o, & moins
que 'on ne suppose ®;(p) = o pour k& négatif; mais la relation (30)
peat combler cette lacune.

Nous avons obtenu la relation (26) sur une autre voie encore, en
utilisant une formule plus générale que celle de Green (').

Terminons en remarquant que les fonctions ®}(p) sont des
solutions de I'équation différentielle (14) ou, ce qui est la méme
chose, de I'équation aux dérivées partielles (13), 4p exprimant la
distance de deux points et que, si Pon pose

B P L B T - - - T -7 S e P A N

1
~\Il = )

/1!7’))(#+l)--~<€+l'1—[>
2 ) )

on a
(39) (— 0N, PP o) = A Vgt += A Vinp" + AN g 2 L,
expression asscz curicuse de la fonction ®f(p).

5. Nous avons vu que la moyenne d’une fonction n-métaharmo-
nique s’exprime par une relation telle que (25) ou (26). Inverse-

ment, supposons que la moyenne d’une fonction u s’exprime par
une relation de la forme

(33) ma(P)=30(2) FolP) 5 (2) FL(P) ..o 5, (p) Fusy (P,

Nous allons montrer que, dans ce cas, la fonction u est n-méta-

(') Rend. Accad. L‘incei,‘nov. 1031,
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harmonique. Les fonctions ¢; sont supposées distinctes et avoir
des dérivées par rapport a p jusqu’a 'ordre 22, ce qui fait que la
moyenne m, aura des dérivées par rapport aux x; jusqu’au méme
ordre, grice a la relation (). Or cette méme relation (9) qu’on
peut écrire, cn y faisant l¢ changement de variable 4p = R?,

J2mg P dmy

. L 4 = e
(34) Amo(P) =3 dp? 9 do

= B(m),

nous permet de déduire de la relation donnée (33)

(35) Afmo(P)=Fo(P)Bi(o0)+F (P)Br(z ) +...+ F,_(P")B,iz,~)

(hk=1,9, ..., n).

L’élimination des fonctions F;(P) entre les relations (33) ¢t (35)
nous conduisent au déterminant nul

Nea o 1 .o Fu—1

(36) Ame Blgo) Bl ... Bl | _

qui exprime que la moyenne périphérique m, satisfait a une équa-
tion aux dérivées partielles par rapport aux coordonnées du point P.
de la forme (13), ce qui améne, d’aprés la réciproque du théoréme,
a la conclusion que la fonction donnée u satisfait a la méme équa-
tion, c’est-a-dire est une fonction métaharmonique.

La relation (36) montre aussi que les fonctions ¢;(p) ne sont pas
tout a fait arbitraires : comme il doit y avoir une relation linéaire
ct a coefficients constants entre les éléments d’une méme ligne ou
méme colonne d’un déterminant nul, il s’ensuit que les fonctions
2i(p) satisfont a la méme équation différentielle, qui cst de Ia
forme (14), les cocfficients A; étant les mémes qui entrent dans
I'expression de I’équation aux dérivées partielles (13), satisfaite
par la moyenne m, ct donc aussi par la fonction u.

Nous pouvons énoncer aussi le théoréme suivant :

Tutorime. —- Lorsque la moyenne périphérique m, d’une
fonction donnée u peut étre exprimée par une relation de la
forme

mo(P)=20(p)Fu(P)+ o (s)F i (P)+...+2,(p) Fym (P).
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les fonctions ¢;(p) étant linéatrement distinctes et ayant des
dérivées jusqu’a U'ordre 2n, alors la fonction u est n-métahar-
monique dans son domaine d’existence, tandis que les fonctions
4i(p) s’expriment linéairement & l’aide des fonctions ¢{(p).
Lorsque ¢i(p)=®{(p), on a Fi(P)=A/u(P) et réciproque-

ment.

Ce théoréme, que nous désignerons sous le nom du théoréme
de Uinversion de la moyenne, va jouer un réle important dans la
suite.

6. Nous allons faire une premiére application de cet important
théoréme, ’

Nous avons trouvé (§ 4) I'équation différentielle lindaire et a
cocfficients constants du 2 n*®™* ordre a laquelle satisfait, par rapport
a la variable p, la moyenne périphérique d’une fonction n-méta-
harmonique, ¢n annongant que cette moyennc satisfait aussi a unc
¢quation d’ordre n. C’est ce que nous ferons voir ici. En effet, on
a vu (§ 4) que la moyenne d’une fonction n-métaharmonique est
donnée par la relation (26)

26) V,umoe(P)=®(p) u(P) +PY(p)Au(P)+... 4+ P)_, (p) A tu(P).

Dérivons les deux membres par rapport a p; on a

37) Vo (P) = d§E (o) u(P) + PP (o) Au(P)+...
+ BOR () An=1 4 (P)  (k=1,72, ..., n).

Eliminons maintenant les fonctions w(P), Au(P),...A" ' u(P)
entre les relations (26) et (37); il vient

mao(P) ®8(p) D(e) ... ®N_,(p)
my(P)  ®(p)  PY(p) ... @A, (p)

mgn() B (o) BY(p) L. BEE(p)

(38)

qui est une équation différentielle linéaire ct homogéne du
n'*™%ordre A coefficients variables, a laquelle satisfait la moyenne
périphérique m,, en tant que fonction du rayon R ou de p.
Réciproquement, supposons que la moyenne périphérique m,,
d’une fonction u, satisfait a une équation différentielle linéaire
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d’ordre n, a coefficients réguliers pour p = o

dm dnm
co(p) mo—+ ;.(p)TP“ ++ ;,,(9)3_9—"" =o,

nous allons montrer que la fonction u ¢st encore rn-métaharmo-
nique. .

En eftet, toute intégrale de cette équation, donc aussi m,, est
une combinaison linéaire de n intégrales particuliéres distinctes
$iy $Pay ... Y, cest-a-dire

mo(P) = A(P)di(2) + Aa(P)da(p) +. ..+ Au(P) hu(p)

les constantes par rapport a p. A; devant éire des fonctions
du p;)int P. Or, unc tclle expression rentre dans le cas du
théoréme de l'inversion de la moyenne, que nous avons établi tout
a Uheure, donc :

Tutornime. — Lorsque la moyenne d'une fonction u est solu-
tion d’une équation différentielle linéaire d’ordre n, a coeffi-
cients variables, le rayon R ou p (4p =NR’) étant pris comme
variable, alors la fonction donnée u est n-métaharmonique
dans son domaine d’existence et réciproquement.

7. Définissons maintenant les moyennes successives m;(P) d’une
fonction u, par rapport a I'hypersphére S,, a I'aide de la relation
de récurrence
p+oi—a 8

TR f Rr+2i=3m,_ (P) dR.

o

(39) my(P) =

On en déduit, inversement,

Rr+ti=im_(P) = ———r
p+2i—20

d% [ Rr+ei=2m (P)],

ou, en passant a la variable p,

(40) mi(P) = - i[."' imH-l(P)];

£+l'-—| (l_O

(p+n2i)p?
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ensuite
L i
1 a2 i+
mi(Py = ———[c' M (P
! ) N s é’-+i—| (192 ' l+2( )
(p+20)(p+2i+)g*
et en général
i () = !
) myPy= —
iz

(p20)(p+2i—42)..ip—+2i+2rk—rp*

dF L ik ,
< Tl mi i (PH].

En particulier, on a pour i = o

, ] * [ 5—' ]
(f2)  mo(P)= T gt el

plp+or...(p+2k—2)p*

Des relations précédentes on déduit facilement que lorsque la
Sfonction donnée satisfait & une équation aux dérivées par-
tielles, linéaire et a coefficients constants il en est de méme
pour toute moyenne m,(P) et réciproquement.

En effet, Ia propriété a été déja établie pour la moyenne péri-
.phérique m,(P); désignons par

43) gu)y=o0
I'équation aux dérivées partielles a laquelle doit satisfaire Ia fonc-
tion w3 de Ia relation (42) on déduit, a cause de (10),

R ]
O == 7;_‘ [p‘ E(J)U-)» 5 .

qui-devant avoir li(-u‘»,jq‘nel‘que soit.k, exige. .
gn o . dmp)=o.

_cause de (42), ' T
: e(mo) = o,

La réciproque est ¢videmment vraie, car de (44) on déduit, a

et par suite (43).

8. Supposons maintenant que-la. fonction u ait des dérivées
partielles continues des deux premiérs ordres; il en sera de méme
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de la moyenne m,(P), comme nous 'avons déja montré (§ 1) et
la relation (42) montre qu’il en est de méme de toute moyenne,
mi(P). On déduit donc de la relation (39)

p+ol—

Am = Ry+2i—2

R
f Ro+2=5 Am (P ) dR,
0
et en particulier pour i =1

R
Am, (P) = -lfl; [ Rr=—=tAma(P) dR.

0

Introduisons maintenant dans cette relation, a la-place de
Am, (P), son expression, donnée par la relation (9); il vient, en
intégrant dans le second membre,

k 2 _ ;
Amy(P) = lzf Rp—1 [ﬂ{’{::o+ o dpl:o]dk
0 .
* R
A a —1@)
- HI‘[ 4R (Rp R )R

et Pon en obtient la relation remarquable

- ﬁ dIno(P)

(45) Am(P) R 4R’

m,(P) étant ce qu’on appelle la moyenne spatiale de la fonction u.
"~ Mais on a d’autre part, en dérivant (39). pour i =1,"

; R

.(II)I‘ _ £ pg ~ -

dR R ny— R,H—il, R/ nyy dR,

- ! R
d2my P dm"'_ plp—+1) - P2(P—+l)f p—1 R
dR: T R dR. R T TR A Rr=tm, dR.

On en déduit
dzm, p+1 dm, 2 dmg

(46)

7Rz T R AR.T R aR’

ou, compte tenu de (45),

|
(47) ' i Amy= — - + e —




— 262 —

qur est ’équation aux dérivées partielles satisfaite par la moyenne
spatiale m,(P).
Considérons maintenant la relation (3¢) pour i = »

P+

>y —
my(P) = T

R
f Rr+tm, (P)dR.

On ¢n parvient, par des calculs semblables, a I'équation

d>my, p+3 dm,

Ay = ———— +~ 1 =
*TdR? R dR

Je dis qu’on a, d’une maniére générale, les relations

(48) Am(P = p 42l —o dmi (P)

R JR ]
, dzm;  p+al—1 dmg |
(49} MUE R TR aAR |
B -
En cffet, il suffit de les supposer vraies pour lesentiers 1, 2,. . . i:

on démontre, toujours comme précédemment, qu’elles sont vraies
encore pour i + 1.

Vu 'analogie frappante entre les équations (9) et (49), il s'en-
suit que les moyennes d’ordre supérieur m;(P) jouissent des
mémes propriétés, du moins dans leurs traits généraux, de sorte
(que nous nous abstiendrons de les énoncer, pour éviter une quasi-
tautologie. Ce qui sera désormais digne d’étude, ce seront les pro-
priétés des moyefmes des quelques fonctions particuliéres, comme
les fonctions n-métaharmoniques, prises dans leur ensemble.

9. Considérons donc le cas d’une fonction n-métaharmoniq;le u.
avec ses moyennes successives m;(P), ainsi que les fonctions @} (p),
qui entrent dans 'expression (26) de la moyenne périphérique
m,(P). Posons

p+oi—n

R
Rpy~zi—z f DIt (p) Rr2i=i dR (4¢ = R?),

0

(50) i (p)=

les relations (26) et (39) permettent d’écrire

(51) mi(P) = ®i(p) u(P) 4+ @\ (o) Au(P) +...+ D) _ (p)Ar—1u(P),

al’aide de laquelle on démontre, comme nous I'avons déja annoncé,
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les théorémes pour une moyenne quelconque m;(P ). analogues a
ceux établis pour la moyenne superficielle m, (),

Donnons a ¢ les valeurs successives o, 1, .... n dans (51) et
éliminons u(P), Au(P), ..., A»~'u(P) entre les relations ainsi
obtenues: nous avons

! me B by ... By
oy Q) Dl ... D),
- H o . «
(R Cmy o df 03 L D7 - 0.
n 4
‘ m, by oy 0 dr

On obtient une relation analogue entre r + 1 moyennes quel-
conques m;(P). '

Réciproquement, supposons qu’entre n - 1 moyennes succes-
sives mi, miy, ..., mi, il v ait une relation liné¢aire et homogénc
de la forme

(53) M+ i M+ oo Dy M = 0,

les ¢; dépendant seulement du rayon R en tant que fonctions de p,
(40 =1R2). La relation (41) transforme (53) en une équation dif-
férentielle linéaire et homegéne du n**™° ordre par rapport a la
moyenne mi . Or cette propriété caractérise les fonctions n-méta-
harmoniques, donc. ..

TuatoriMe. — Lorsque n—+ 1 moyennes d’ordres consécutifs
d’une fonction donnée u sont lices par une relation linéaire et
homogéne, a coefficients fonctions du rayon R(4p = R?), alors
la fonction donnée u est n-métaharmonique et réciproquement.

10. Si dans la relation (51) on donne a ¢ seulement n valeurs
successives. on obtient du systéme d’équations en A%, ainsi form¢

; i
b, b, RV
it i+ .. pint
(54 0 ! "t 1w(P)

[ ARC B TACat B | sl

m;(P) U LU R | TR
> ] [ o 2

mia(P) BT i
My (P iFa=tpla v plrin-d

LXI. 18
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de méme que la relation plus générale

(55) | @fh i L Bk ATu(P)
= || mppr(P) ®FFF L @ @ik bk

(Js k=o0,1, ..., n—1),

qui expriment la fonction n-métaharmonique donnée u, ou un
laplacien quelconque A/u, linéairement a I'aide des » moyennes
successives m;, mi.1, ..., Mi n_i, i étant quelconque.
Supposons que, inversement, on puisse exprimer de cette
maniére une fonction donnée u. Nous allons montrer qu’elle est
n-métaharmonique.
En effet, de la relation

PU =D0M;~+ 3 Mgy oo Dy M=y,

on déduit, en divisant les deux membres par ¢ et en dérivant
par rapport i p, une relation linéaire et homogéne entre les
moyennes m;, Mi.y, ..., Mi,a_y €t leurs dérivées premiéres,
laquelle relation se transforme, a 'aide de (41), en une équation
différentielle linéaire ct homogéne, du »'*™ ordre, par rapport a
la moyenne m;_ ,,,. Or celte propriété caractérise toujours les
fonctions n-métaharmoniques, donc :

Tutorkme. — Lorsqu’une fonction donnée u s’exprime, ainsi
que ses laplaciens, linéairement a l’aide de n moyennes succes-
sives miy Mi 4, ... Min_y, la fonction u est n-métaharmonique

el réciproquement.



