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ETUDE GEOMETRIQUE DES CARACTERISTIQUES;

Par M. Pavi. MenTrE.

. Je me propose de montrer l'intérét que présente la théorie
géométrique des Caractéristiques dans I’étude des propriétés infi-
nitésimales des Variétés.

Je donnerai de préférence des exemples de variétés réglées car
la fécondité de la méthode s’affirme d’une maniére simple dans le
domaine des droites de I'Espace. Je démontrerai sans calcul de
nombreuses propriétés classiques et je grouperai des résultats que
j'ai indigqués dans diverses Notes aux Comptes rendus.

Je me bornerai ponr abréger aux Caractéristiques de variétés
dépendant d’un paramétre mais beaucoup de raisonnements s’adap-
teraient aux Caractéristiques de variétés dépendant de plusieurs
parameétres.

2. Caractéristiques de différents ordres. — Considérons une
famille continue de o' variétés (surfaces, congruences, etc.),
formées par des éléments générateurs (points, droites, etc.). Impo-
sons a une variété A, mobile et modifiable, de venir coincider suc-
cessivement avec chacune des variétés de la famille; numérotons
les positions successives trés voisines qui donnent la coincidence
de la variété mobile A avec les variétés fixes A,, A,, A, A,, ...
de la famille donnée (A).

Supposons que les deux variétés trés voisines A; el Aj,,
(J=wo,1,2,3,...) admettent des éléments communs; faisons
tendre la variété A, vers la variété Aj; 'ensemble des éléments
communs constitue une variélé dont la limite A; s’appelle la carac-
téristique de la variété A ;. '

A chaque position de la variété A correspond une position A’ de
sa caractéristique ; on peut dire que la variété A cntraine sa carac-
téristique qui vient coincider successivement avec les variétés Aj.
AGALAL L :

Nous avons une nouvelle® famille (A’) de variéiés. 1l pourra
aroiver que la variété A’ admette dans chacune "de’ ses positions
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une caractéristique A" que nous appellerons alors « deuxiéme
caractéristique » de La variété mobile A. 1l est facile de voir que la
« deuxiéme caracléristique » est formée par les éléments communs
 trois variétés A infiniment voisines. En effet la variété A7 esi
tormée de la limite de U'enscinble des éléments communs aux deux
ariétés A et Aj . cest-a-dire des éléments communs aux trois
variétés Ay, Ay, Aj,.. '

D’une maniére générale on définit la p**™ caractéristique commu
étant la caractéristique de la (p —1)"®° caractéristique. On voil
aisément que la p"™° caractéristique d’'une variélé mobile A ¢«
formée par I'ensemble des éléments communs & p 41 variéiés A
infiniment voisines,

3. Derniéres caractéristiques. — Supposons quc les «o! variétés A
aient en commun des éléments. Ceux-ci apparticnnent manifeste-
ment anx caractéristiques des différents ordres. Nous appellerons
« derniére caractéristique » I'ensemble des éléments fixes communs.

Considérons par exemple un complexe linéaire variable A conte-
nant trois droites fixes, ce qui lui impose de conlenir unc demi-
(uadrique fixe. Celle-ci cst la deuxiéme ct derniére caractéristique ;
clle sert de carvaciéristique fixe A" a la congruence linéaire caracté-
ristique variable A’

Supposons maintenant que les o' positions de la variété mobile A
n'aient nucun élément commun. Il n’existe alors que des caractéris-
tiques dont Pordre ne dépasse pas une certaine valeur. La variéte
mobile entraine done une « derniére caractéristique » mobile ¢l
modifiable occupant successivement ! positions.

Considérons par exemple un plan A mobile dans Fespace ordi-
naire. Donnons-lui un déplacement a un paramétre de maniére que
les o' positions n’nient aucun point commun, ce qui exclut les cas
simples d'un plan A tournant autour d'une droite fixe ou d'un
plan A passant par un point fixe el enveloppant par suite un cone.
Le plan A admet une droite caractéristique A', laquelle admet un
point caractéristique A”; le point mobile A” est la deuxiéme et der-
niére caractéristique du plan A,

Considérons, comme auntre exemple, un complexe linéaire A
mobile dans 'Espace projectif réglé ct supposons que les o' posi-
tions n'admettent aucune droite commune. Puisque cing complexes
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linéaires n’ont en général aucune droite commune, tandis que guatre
complexes linéaires ont en général deux droites communes, la der-
niére caractéristique du complexe linéaire A est en général du
troisiéme ordre et comporte deux droites mobiles.

Si le complexe linéaire A se déplace de maniére (que cing posi-
tions successives admettent une droite commune, cette droite
mobile est une derniére caractéristique du quatriéme ordre.

4. Théorie de la contrainte. — Eiudions lo déplacement de la
premiére caractéristique A’ d'une variété A,

\ est formé par les éléments communsa Aj et Ay, A} estde
meéme formé par les éléments communs & A; et A, donc A et
\;.y sontsitués dans A, ,; autrement dit. dew.x positions succes-
stves de A’ sont situées dans une méme variété A. Nous dirons
que la variété A’ subit la contrainte de la varidié A

Réciproquement, si une variété V subit In contrainte d'une autree
variété U, il est facile de voir que V est la caractéristique de U.

En effet V; et V;,, sont situées dans une variété U que Pon peut
désigner par U;,,; de méme V,, et V; ., sont situées dans Uj ., ;
par suite la variété V;,, est formée par les éléments communs aux
deux variétés successives Ujyy et Uj,.

On peut aisément généraliser et définir des contraintes de diffé-
rents ordres. .

Considérons dans 'Espace réglé projeétif une quadrique mobile
dont la biquadratique caractéristique est dégénérée en un quadri-
latére gauche. L'une quelconque V des deux demi-quadriques
subit la contrainte d'une congruence liné¢aire. En effet les deux
demi-quadriques successives Vet Vi, slappuient sur deux cotés
opposés du quadrilatére caractéristique; elles sont done situées
dans une congruence linéaire Uj,,. Mais la congruence linéaire
mobile U subit a son tour la contrainte d’un complexe linéaire T
En effet les denx directrices de U, rencontrent les droites de V)
et Vs les deux directrices de Uy, rencontrent les droites de
Ve et V. Nous voyons que deux positions successives des deux
directrices de U sont situées sur une méme demi-quadrique; il en
résulte que deux congruences lincaires U successives sont siluées
dans un méme complexe linéaire T. La demi-quadrique V est
donc la deuxiéme caractéristique d'un complexe linéaire mobile T':

18e
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de méme o demi-quadrique 'V, complémentaire de V, est lu
deuxieme caraciéristique d'un complexe linéaire mobile T.

. Variétés ponctuelles linéaires. -~ Cionsidérons dans I'espace
ponctuel projectil a n dimensions un hyperplan A qui subit un
déplacement & un paramétre.

Les ca ‘2ICléPiSt;({lleS des diftérents ordres sont formdées par
I'ensemble des points communs a 2, 3, 4, . .. positions successives
de hyperplan A Toutes les caractéristiques sont done des variétés
liné¢aires.

On sait que n hyperplans ont en général un seul point commun.
La derniére caractéristique est donce en général un point mobile.
lequel déerit une courbe: la derniére caractéristique est alors
dordre n - 1.

L'ensemble des points communs a p hyperplans constitue c¢n
geénéral une variété lindaire (ou plan) a n» — p dimensions; par
suite la caractéristique d’ordre p) — 1 est en général un plan mobile
a n— p dimensions.

le déplacement a un paramétre de cette caractéristique d’ordre
p -1 n'est pas arbitraire @ deux positions successives sont « con-
traintes » a se trouver dans la caractéristique d’ordre p — 2 etelles
ont en commun une caractéristique d’ordre p.

Nous dirons qu’une variété linéaire mobile subit une « contrainte
lin¢aire » quand deux positions successives sont situées dans une
variét¢ linéaire possédant une dimension immédiatement supé-
ricure. Par exemple une droite (3 une dimension) mobile subil
une conlrainte lindaire st deux positions successives sont siluées
dans un méme plan (3 deux dimensions); cette contrainte a pour
effet de donner a ta droite mobile un point caractéristique. Toutes
les caractéristiques successives d’un hyperplan mobile subissent.
d’apres ce qui précede, une contrainte linéaire.

Considérons un plan a n — p dimensions subissant un déplace-
ment avee contrainle linéaire. Cette variélé est définie, pour cha-
cune de ses positions, par p équations linéaires et indépendantes -
enlre les n coordonnées projectives: inais nous pouvons choisir ces
¢quations de telle maniére qu'il y en ait p — 1 qui soient valables
pour deux positions successives. Les points communs a deux telles
positions sont done communs a p + 1 hyperplans. Par suite, en
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imposanl au plan mobile a n — p dimensions d'étre la caractéris-
tique d'un plan mobile a n — p + 1 dimensions, on lui fournit
une caractéristique a n — p — 1 dimensions: la contrainte linéaire
entraine I’ « épanouissement » de la caractéristique (car sans
contrainte la caractéristique d’un plan an - p dimensions est une
variété linéaire a n —- 2 p dimensions).

I1 est facile de savoir siune variété linéaire mobile a n - - p dimen-
sions peut étre considérée comme la caractéristique (d’ordre p — 1)
d’un hyperplan;: pour qu’il en soit ainsi il faut que p positions
successives soient situ¢es dans un méme hvperplan.

Un point mobile peut donc en général éwre considéré comme la
caractéristique (d’ordre n — 1) d’un hyperplan.

6. Contacts et raccords de deux variétés. — Considérons
d’abord deux courbes dont I'une est formée par les points succes-
sifs infintment voisins my., my, Ma. .. .. Supposons que lautre
courbe « passe par les points m,. m,. ..., m;», c’est-a-dire que
cette courbe.est la limite d’'une courbe passant par s - 1 points
trés voisins qui se rapprochenl de maniére a-venir coincider avec
P'un d’entre eux (m, par exemple). Les deux courbes ont par défi-
nition un contact d’ordre s au voisinage d’un point commun m,.

Considérons maintenant deux variétés dont 'une est formée par
des « génératrices » successives infiniment voisines M,. M,, M.. ...,
lesquelles génératrices. sont elles-mémes formées par des éléments
de ’Espace. Supposons que 'autre variété « contienne les géncéra-
trices My, M,. . ... M, ». Les deux variétés « se raccordent ». avec
un contact d’ordre s, au voisinage de la génératrice M.

Soit p, un élément de M,. Tracons arbitrairement dans la pre-
miére variété une suite simplement infinie d’éléments en partant
de T'élément p,, ce qui oblige a « traverser » les génératrices suc-
cessives M, M,. ..., M, en leur empruntant les éléments p,,

ay ++ .+ 5. Tous ces éléments appartiendront a la deuxiéme variété
donnée. Celle-ci a donc par définition un contact d’ordre s avec la
premiére variété, au voisinage de I'élément commun .

Le raccord suivant la génératrice M, entraine donc le contact au
voisinage des différents éléments 1, de cetle génératrice.

Remarquons que la deuxiéme variété doit avoir au moins la
méme dimension que la premiére variélé,



— 270 —

Soient par exemple deux surfaces ponctuelles réglées. dont Pune
contient trois droites géndratrices successives infiniment voisines
de Pautre sarface. Les deux surfaces réglées se raccordent avec un
counlact du deuxiéme ordre; une courbe tracée sur une est oscu-
latrice a lautre surface.

Nous allons rencontrer des exemples de raccord de variéiés
n‘avant pas le méme nombre de dimensions.

7. Enveloppes. — Revenons a la variét¢ mobile A considérée au
n"2. La premicre caractéristique A’ engendre dans son déplacement
une variété (A') qui s’appelle la premiére enveloppe de la variété A.

Il est facile de démontrer que la variété A se raccorde dans
chacune de ses positions avee la variété-cnveloppe (A'), le contact
¢tant du premicr ordre,

On peut. en effet, envisager les variétés caracléristiques A
comme étant les « géndératrices » de la variété-enveloppe (A'). La
variclé A est formée par les ¢léments communs aux variélés A
eCA Lo L variété Ay est formée par les éléiments communs aux
variétés Ay, et Ajpes les deux variétés A et Al sont donc
situées dans Ay, ce qui revient a dire que la variété A, se rac-
corde avee la variété-enveloppe (A') an voisinage de la caractéris-
lique _\j/.+, . par un comact du premier ordre.

Par le méme procédé de raisonnement on peut é¢udier le contact
de la variété A avec sa deuxiéme enveloppe.

Les variétés A7, Alyy, Ay, sont formées pav les ¢léments qui
sonl communs respectivement a Ay, A et A a Ay, A el
et a Ay, Ajps et A5 ces trois varidtés A" sont donc situces
dans la variété \j,. On en déduit que la variété A ., se raccorde
avee la varidté (A”), par un conlacl du deuxiéme ordre, au voisi-
nage de la caractéristique 1\;+._..

On démontrerait de méme que la variété A garde un contact
d’ordre p avec U'enveloppe d’ordre p. en se raccordant suivant la
caractéristique d’ordre p.

Un exemple simple est fourni par un plan qui subit un déplace-
ment 4 un paramétre dans 'espace orvdinaire. La premiére enve-
loppe est une surface réglée développable. La deuxiéme enveloppe
est Paréte de rebroussement, courbe a laquelle le plan reste oscu-
lateur.



Pour avoir un exemple plus intéressant, considérons un com-
plexe A variable et mobile dans 'Espace réglé o il vient coincider
successivement avec ' complexes de droites. On a. en général,
une congruence A’ caracléristique du premier ordre, une surface
réglée A’ caractéristique de second ordre. un ensemble de droites
isolées A" formant la caractéristique du troisiéme ordre. Le com-
plexe A reste tangent au complexe (A'); il reste osculateur a la
congruence (A”); il garde un contact du troisiéme ordre avee les
surfaces réglées (A").

Lorsque A est un complexe linéaire subissant un déplacement
projectif, on obtient en général comme premiére enveloppe un com-
plexe d’une nature particuliére : ce dernier complexe est engendré
par une congruence lincaire qui se déplace de telle maniére que
deux positions successives des deux directrices soient situdes sur
une méme demi-quadrique. La deuxiéme enveloppe est une con-
grucnce dont les deux surfaces focales sont réglées; il s’agit d'une
congruence W puisque le complexe linéaire A lui reste osculateur.
La troisiéme enveloppe est formée par deux surfaces réglées dont
les génératrices sont mises en correspondance par le complexe
lindaire A, lequel contient quatre g("n('*ralrices'in(inimenl voisines
de T'une et de Pautre surface (). 1l y a certains cas intéressants ;
notamment il peut arriver que la congruence lin¢aire caractiéris-
lique soit spéciale (2); les deux surfaces réglées engendrdes par la
caractéristique du troisiéme ordre peuvent se confondre (*).

Lorsque A est un complexe quadratique, la congruence caracté-
ristique est de degré 4 et de classe 4; la surtace réglée qui estla
caractéristique du deuxiéme ordre est de degré 16 et de classe 16;
la caraciéristique du troisiéme ordre se compose de 32 droites et
elle engendre 32 surfaces réglées. enveloppes dont les génératrices
sont mises en corvespondance par le contact simultané du complexe
quadratique A, Il y aurait évidemment une foule de cas particaliers
a envisager. On pourra nolamment supposer que A est le complexe
. (quadratique hyperosculateur a une surface réglée donnée en sorte
que A contient 19 géndératrices infimment voisines : la congruence

(') P. MeNTRE, Comples rendus, . 183, 1926, p. 7205 L I84, 1927, p. (oK.
(*) . MeNTRE, (‘omptes rendus, t. |78, 1921, p. 2q0.
*) PoMENTRE, Comples rencdus, t. 185, 1027, p. 1179,
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caractérislique A’ contient 18 génératrices infiniment voisines:
la surface réglée A" contient 15 génératrices infiniment voisines (en
sorle qu'elle garde avec la surface réglée donnée un contact du
seiziéeme ordre); parmi les 32 droites de la caractéristique du
troisiéme ordre, il y en a 16 qui sont confondues; il existe une
caractéristique du quatriéme ordre formée par 15 droites confon-
dues; il existe une caractéristique dn dix-huitiéme ordre formdée
par une droite simple. ' ’

On généraliserait aisément au cas d'un complexe algébrique
d'un ordre éleve.

8. Théorie de la réciprocité. — Etudions maintenant le dépla-
cement sinultané a un paraméire de deux variétés A et B ayanl
ou n'ayant pas le méme nowmbre de dimensions. Nous supposerons
que A et B ont sans cesse une propriéi¢ mutuelle (d’appartenance,
de parallélisine, de perpendicularité, d'intersection dégéncrée, ete.).
Par exemple A est un plan, B est une droite : nous poeurrons sup-
poser que B reste située dans A ou bien reste parallélea A ou bien
passe par le pole du plan A par rapport a une quadrique fixe: sui-
vant le cas il en résulte que A contient B, que A reste paral-
lele @ B ou que A passe par la droite conjuguée de la droite B par
rapport a la quadrique fixe.

Pour abréger nous dirons que les deux variétés A et B sont
conjuguées etnous emploierons le symbole A ¢j B.

Une conjugaison simple n’a guére d’intérét, mais nous allons
étudier les conjugaisons multiples. Supposons que, dans chacunc
de ses positions, la variété A reste conjuguée a A positions suc-
cessives, infiniment voisines, de la variété B. 1l est facile de voir
que réciproquement la variété B dans chacune de ses positions
sera conjuguée a A positions successives, infiniment voisines. de
la variété A.

En cffet raisonnons, pour fixer les idées, avec &k =5. Nous

aurons :
Boo Bio Bao B, By e/ Ay

Bi. Bs. Ba By B ¢ Au:
Bi, Be cf Ay
B, B, Bi By B: ¢ Aj:
By, Biy Ba, Bs, Be ¢ A,
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Comme B, inlervient dans les cing conjugaisons, il en résulte que

I'on a
B e/ Au As Ay, A A

¢l par suite. plus généralement.

“,— (/ \i 2. \,'._,. \, \,’+|. \;1-_.;.

Bien plus, en nous placant toujours pour fixer les idées dans le
cas d’une conjugaison quintuple, il pourra arriver qu’exception-
nellement pour une position de A la conjugaison devienne sextuple :
il est facile de voir qu’il y a encore réciprocilé.

Supposons par exemple que B, reste conjuguée a A, ce qui
revient & dire que A; est conjuguée a six positions successives de B
alors B, sera conjuguée a six positions de A, savoir : A,, Ay, AL
Ai, Ay, Ao On peut appeler ce phénomeéne le « renforcement de
la conjugaison ». ‘

Par exemple, la caractéristique d’ordre p — 1 d’une variété A
peut jouer le role de la variété B; comme elle est située dans
P posilions successives de A, par réciprocité d’appartenance.
chaque position de la variété B contient p positions successives de
la caractéristique considérée. Nous avons d’ailleurs déja établi
directement cette propriété qui nous a servi a I'étude des enve-
loppes, de différents ordres, de A.

On obtient des résultats intéressants en considérant une droite
mobile A qui rencontre k positions successives d’une droite
mobile B. On trouve ainsi, avec &k = 4, une propriété des deux
surfaces réglées qui sont les transformées flecnodales d’une surface
réglée.

Si A et B sont deux complexes linéaires mobiles (dans I'espace
projectif) qui restent en involution d’unc facon quintuple, on
obtient des propriétés remarquables: notamment les deux demi-
(uadriques A" et B” sont complémentaires.




