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SUR LE LIEU DES POINTS ÉQUIDISTANTS DE DEUX CONTINUS^
ET LA DIVISION DU PLAN PAR UNE COURBE DE JORDAN;

PAR M. JULIUS WOLFF

(Utrecht).

Les développements du présent article sont indépendants du
théorème général que toute courbe de Jordan divise le plan en
deux domaines. Ils auront ce théorème pour conséquence. Une
des propriétés topologiques que nous démontrerons estia suivante :
élant donné un arc A ^ A ^ de courbe continue simple, en tout
point S de cet arc différent de A| et As le lieu des points équidis-
tants des arcs A( S et A_>S permet de distinguer les deux côtés de
l'arc A, A.j. Ce lieu joue en quelque sorte le rôle de la normale en
un point S d'une courbe régulière (théorèmes V et VI).

Nous aurons à utiliser souvent renoncé suivant, facile à démon-
trer et que nous supposons connu :

THEOREME A. — Si sur une circonférence de cercle'}^ les
points A et C séparent les points B et D, si yi et y 2 sont deux
continus rayant pas de point à U intérieur de K (ou à U exté-
rieur} et dont Vun contient A et G. l'autre B et D, alors y^ et^
ont au moins un point commun (1 ) .

Si P est un point, y un ensemble, nous indiquerons dans la suite
par Py la distance de P à y, par x(P,y) la circonférence de cercle
de centre P et de rayon Py, par e(P, y) l'ensemble commun à y
e t x ( P , y ) .

1. Soient yi et y 2 deux continus bornés dans un plan et sans
point commun. Appelons F Fensemble des points P .du plan pour
lesquels Pyi •==. Py^. Le plan est divisé en Pensemble fermé F et les

( 1 ) Lue démonstration simple s'obtient en utilisant la notion de l'ordre d'un
point par rapport à une courbe continue fermée. Voir aussi un énoncé analogue
de M. A. DENJOY {Versiagen Kon. Ak. v. Wetensch., XXVII, p. 1^7).
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deux ensembles ouverts D^ ( P Y ^ < Py.») et Ost PÏI > PÏ^)- Soil P
un point do F. Sur %(P, ^ ) = = x ( P , y _ > ) = % l'ensemble £ ( P , y , )
ne possède aacune paire de points séparés par deux points
de £ ( P , y.j), sinon yi et y^ se couperaient en vertu du théorème A.
Par suite £ ( P , y , ) et £(P, ^2) se trouvent sur deux arcs
séparés K< K, et K^K^ dont les extrémités appartiennent à ces
deux ensembles respectivement. Ces arcs peuvent se réduire à des
points. Soient Ki K^ et K\ K^ les arcs restants de K, S et S' leurs
milieux. Traçons un rayon PQ de x dont l'extrémité Q diffère de S
et S'. Pour fixer les idées nous admettons que £(P, yi ) est sur
Parc SQS'. donc £(P, y.,) sur l'autre arc SS' de x. Si P'^P est
un point du rayon PQ assez voisin de P, alors le cercle de centre P'
passa-nt par K| ou celui qui passe par K/, laisse y 3 à son extérieur,
donc P' est dans Di. Si £([P, y^>) était sur Parc SQS', tout
point P ' ^ é P du rayon PQ assez voisin de P serait dans D^. Donc
F possède en P les deux demi-tangentes distinctes PS et PS'. Il
y a plus : par chaque point P' de F traçons la droite /' parallèle à
la bissectrice des angles SPS'. Il existe un nombre fixe <5 > o tel
que, pour P' assez voisin de P, tout point ̂  P' dé V à une distance
de P' moindre que ô se trouve dans D^ ou dans D^ selon qu'il est
à Pun ou l'autre côté de P'.

Nous avons donc établi que Pensemble des points de F assez
rapprochés d'un point P de F est un arc de courbe d'équation
y =f(^x)^ x et y étant des coordonnées rectangulaires convenables
et f(x) une fonction ayant partout une dérivée à droite et une
dérivée à gauche. Quand un point P' de F tend vers P tel
que la demi-droite PP' tend vers la demi-tangente PS, alors
x(P', ^ ) = = x ( P ^ y.j) finit par couper x en deux points qui
tendent vers K^ et K.2, donc £ ( P ' , Y i ) - > R i et £(P\ y_>)-> K^. Il
en résulte que l'une des demi-tangentes'de ¥ en P' tend vers PS,
l'autre vers le prolongement de SP. Conclusion analogue pour
l'autre demi-tangente PS'. Une conséquence immédiate de ce que
nous venons de trouver est que toute circonférence de centre P et
de rayon suffisamment petit coupe F en deux points.

Nous allons maintenant montrer que D< etDa sont des domaines
à frontière commune F.

Soit P un point de D< étranger à y< et soit P' un point intérieur
à x(P, Y i ) tel que la demi-droite PP' contient un point de £ ( P , Y < )

3»
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et que o < PP^ P"fi. Alors

PjTl < Py.-PP^ . PÏ^
p^,= p^—pp ' ^ PY/

PV
Donc la fonction 7— n'a pas de minimum entre o et i. De1 v.» r

même elle n'a pas de maximum entre i et +00.
Je dis que tout domaine G, dont la frontière 0 est une partie

de F, contient y, ou v^ ou tous les deux.-'iSa effet, dans le cas con-

traire, la fonction —1 serait continue dans fi et sur <Ï> et égale à

UN sur ^. Puisqu'elle tend vers UN à l'infini elle aurait dans G un
minimum entre o et i ou un maximum entre i et +00, ou bien
tout point de G appartiendrait à F, ce qui est impossible, parce
que F a partout deux demi-tangentes.

Soit Gi le plus grand domaine contenant ^ sans contenir des
points de F; soit G.j un tel domaine contenant y2. Les frontières
de G i et de G 2 étant des parties de F\ il n'existe pas de troisième
domaine limité par une partie de F en vertu de ce que nous venons
de démontrer. Gi est dans Di , G.j dans Da. Donc G, et Ga sont
distincts, parce qu'il est impossible de relier un point de D^ à un
point de D^ par un continu ne rencontrant pas F. Par consé-
quent G| == Du G.»= Ds et F divise le plan en deux domaines D^
et D_. ayant chacun pour frontière la totalité de F.

Nous montrerons maintenant que F est une courbe de Jordan
ou réductible à une telle courbe au moyen d'une transformation
par rayons vecteurs réciproques.

Il suffit de démontrer qu'une partie <& de F qui est une courbe
de Jordan dans ce sens large constitue la totalité de F.

Soit P un point de ^. Un cercle T de centre P et de rayon assez
pet i t î\, comme nous savons, les propriétés : i° elle coupe 0 en
deux points M et M', 1° la bissectrice des angles entre les deux
demi-tangentes de <ï> en P coupe T en deux points P^ et P^ séparés
sur F par M et M' et situés dans D, et Da respectivement. Soit c
une courbe continue reliant P, et Pa. Elle possède un arc reliant
un point de l'arc MPiM' à un point de l'arc MP^M7 de T et situé
du reste ou bien intérieur ou bien extérieur à r. En vertu du
théorème A cet arc coupe ou bien l'arc MM7 de ^ intérieur à r, ou
bien l'arc MM' de ^ extérieur à r. En tout cas c coupe ^.
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Supposons ̂ our un instant que F contienne un point Q étranger
à <&. ta tistectrice des angles entre les deux demi-tangentes
de F en Q possède deux points Qi et Q.j de î)^ et D.j respective-
ment et tels que sur les Segments de droite QQ( et QQs le seul
point de F est Q. Or Pi peut être relié à Qi par une courbe
continue c\ ne coupant pas F, de même P^ à Qs par une courbe
continue €3 ne coupant pas F. La réunion de c\, Ça et des
segments QQi et QQa est une courbe continue c reliant P< et Q^
sans couper <Ï». Cette contradiction montre que <I> == F.

De la propriété de F d'avoir partout deux demi-tangentes il
résulte encore que sauf en un ensemble dénombrable nu plus de
ses points F possède une tangente unique.

THÉORÈME 1. — Le lieu F des points équidistants de deux
continus y< et y 2 bornés et sans point commun est une courbe de
Jordan ou réductible à une telle courbe au moyen d^une trans-
formation par rayons vecteurs réciproques. ¥ divise le plan en
deux domaines D< et Ds contenant y< et yo respectivement et
ayant tous les deux la totalité de F pour frontière. Partout
F est muni de deux (^emi-tan g entes distinctes. Si un point P'
de F tend vers un point P de F en restant au même côté de P,
alors Vune des demi-tangentes de F en P' tend vers la demi-
tangente PS de F en P relative à ce côté, Vautre vers le
prolongement de SP.

Si Yi ou Y.^ ou tous les deux sont remplacés par un point, on a le
même résultat.

2. Considérons maintenant l'ensemble F des points équidistants
de deux ensembles fermés y\ et Y^, pas nécessairement continus,
ayant en commun un seul point S. Le cas de deux segments de
droite se rencontrant sous un angle ~^- TC montre que F peut avoir
des points intérieurs.

Soient P et Q deux points intérieurs de F. Ils sont centres de
deux disques circulaires p et o- dont tous les points sont intérieurs
à F. Soient P' sur p, Q' sur o- et R sur le segment de droite P'Q'.
D'abord on a £(P', yi) = £(P' '_>)== S, sinon £(P^ "fi ) contiendrait
par exemple un point M étranger à s ( P^, -^ ), donc pour tout point N
du segment P'M et différent de P' on aurait N-p << Nys» contraire-
ment à l'hypothèse que P' est intérieur à F. De la même manière
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on montre que £(Q' , 71 ) •==- £ ( Q \ y._.) = S. Donc P'y; = P'Y.j== P'S
et Q^ = Q'y, .== Q'S, d'où Ry. == Ry, = RS. Tout point1 dn ser-
ment P'ÇV appartient par conséquent à F. Et puisque tout segment
tel que P'Q' a cette propriété on conclut que PQ a tous ses points
intérieurs à F. Les points intérieurs de F, s'ils existent, forment
par conséquent un domaine convexe.

THÉORÈME II. — Si l'ensemble F des points équidistants de
deux ensembles fermés^ ayant un seul point commun^ possède
des points intérieurs, alors {^ensemble de ces derniers est un
domaine convexe A.

Le raisonnement ci-dessus montre que l'ensemble
/ ( P Y . = P Y , = P S )

est convexe et contient A et la frontière 9 de A, aucun autre point.
Si A n'existe pas, f est ou bien le point unique S, ou bien un
segment de droite contenant S, ou bien une droite ou demi-droite
contenant S. 9 est l'ensemble des points de f qui sont limites
de D, (Py, < Py.j) ou de ^(Pyl^Pys) ou de tous les deux.
Si A existe, 9 est une courbe convexe passant par S.

3. Dans la suite nous supposerons que y^ et y 2 sont deux arcs
simples de courbes continues A) S et AgS ayant en commun le
point unique S.

LEMME. — Soit F une circonférence de cercle passant par S et
ne contenant aucun point de y< ni de y 2 à son intérieur. On joint
deux points L.| ̂  S et M, -^. S de yi à deux points L/| ̂  S
et M^ ̂  S de T par des continus ).i et ^L| ne rencontrant pas y.j et
sans^ point intérieur à r. On joint un point L^T^S de y.j à un
point L^ ̂  S de F pîir un continu }\.j ne rencontrant ni ^i ni ^L| ni v^
et sans point intérieur à r. Alors S et L^ ne séparent pas L^ et M\.
Car autrement le continu somme de ^ et de l'arc L^S de y.j cou-
perait le continu somme de ^, ^i et de l'arc L< M^ de yi en vertu
du théorème A. Mais alors y^ et y.j auraient un point commun
différent de S.

L'énoncé reste valable si « intérieur » est remplacé par
« extérieur »; et encore si les indices i et 2 sont échangés.

Les continus ?^, p.^ ^2 peuvent se réduire à des points.
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Pour étudier 9 (yo/ r len°2) de plus prés dans le cas fixe au n0 3.
nous aurons à distinguer différents cas.

4. Premier cas : À existe et est borné. — Alors 9 est une
courbe convexe fermée passant par S.

Soient TI etr.j les demi-tangentes de 9 en S. L'angle T| ST,» conte-
nant 9 est positif et au plus égal à 7:. Soient TT^ et Tr.j les deuxdumi-
droites issues de S perpendiculaires à Ti et T.» renfermant un
angle 7riS7:^<<7r extérieur à TiSïa et ayant même bissectrice ^
que ce dernier angle. Nous dirons que T< et ^:^ sont à droite de (3,
Ta et 7:3 à gauche. Si ^ et }i.j sont deux demi-droites issues de S.
^ entre T^ et T T ( . Lj entre T.j et TT.J, alors tout point ^ S de l'arc
T < + Y 2 = = Y assez voisin de S est dans celui des angles ^ iS/ . j qu i
est extérieur à T^ST-a. Si un point P sur y tend vers S, les limites
extrêmes de la demi-droite SP sont 7:1 et TT_>.

Sans perte de généralité nous supposons qu'il existe sur 9 à
droite de [3 une suite de points limites de D( tendant vers S. Il
existe alors une suite de points L^ de D^ tendant vers S tel que la
demi-droite SL/,1 tend vers T ^ .

x(L^, y,,) contient un point K7,1 de yi et laisse S à son extérieur.
Le segment de droite L^K.^ ne contient aucun point de ^2-

Soit r un cercle passant par S, dont le centre est sur la bissec-
trice de l'angle T^STT.J^TT et laissant A< et Aa à son extérieur, y ^ ,
parcouru de S à Ai, a un premier point B| -^. S sur F. Soit B._, le
premier point ^z S de ^2 parcouru de S à Â2.

Dès que n est assez élevé la droite L^R^' coupe F en un
point R^ à droite de (3, le segment K^R/,' ne rencontre pas y2 et i1^
aucun point extérieur à F. On a K^S, R^S, K'; et R^S
pour n->oo.

Je dis que 9 contient à gauche de p un arc d'extrémité S, dont
tous les points sauf S sont limites de D2 et non pas de D) . Car
autrement on aurait sur F à gauche de (3 une suite R^^S,
R^-^S, dont chaque point pourrait être joint à un point
K^T^S de Yi par un segment K^R^' ne rencontrant pas -^ ^
n'ayant pas de point extérieur à F. En outre R^-^S. Donc pour n
assez grand S et Bs séparent R^ et R^' sur F et les points K^ et K^
sont sur Parc B, S de ̂ \. Le lemme appliqué aux arcs B, S et BaS
de Yi et v2 fournit une contradiction.
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II est donc démontré que 9 possède un arc à droite de (3 et
d'extrémité S, dont tous les points sont limites de Di et non pas
de Ds, et un arc à gauche de (3, d'extrémité S, dont tous les points
sont limites de Ds et non pas de D<.

Donc 9 contient au moins UN point limite de D< et de Da à la
fois et différent de S.

^oit K un tel point. Supposons-le d'abord entre T^ et Ta. Soit
P,,-^K,P,i dans Di. Le cercle x(Pn,Y<) a son rayon < P,( S, donc tous
les points de £(P/( , ̂ ) sont éloignés de S d'une quantité plus grande
qu'une constante positive. Donc sur x(K, f i ) = x(K, -^2) = ^K-)
l'ensemble s(K, Y,) est composé du point isolé S et d'autres points.
Même propriété de e(K, ys)- Le lemme exige que les points de
e(K, Y i ) et de e(K, y^) autres que S se trouvent sur deux arcs
séparés Ki K\, (îtK^K^ dex(K), dont les extrémités appartiennent
à ces deux ensembles respectivement. Ces arcs peuvent se réduire
à des points. Nous supposons la dénomination telle que ^^ et v.j
n'ont pas de point sur les arcs SKi, SK-s et K\ K^ sauf extrémités.
Soient M|, M_> et N les milieux de ces arcs.

En raisonnant comme au n° 1, nous voyons que :

i° Sur toute demi-droite KR dans IJangle Mi KN ne contenant
pas M._>, les points assez voisins de K^sont dans D< et sur toute
demi-droite KR dans l'angle M.jKN ne contenant pas M< les points
assez voisins de R sont dans D.j.

2° Sur toute demi-droite KR dans l'angle MiSMa contenant S
les points assez voisins de K sont dans A. KM^ et KIVL sont les
demi-tangentes de 9 en K, qui est nécessairement un point angu-
leux do 9. K est extrémité commune de deux arcs de 9 tels que
tout point de l'un. saufK, est limite de Di et non pas de Ds, tout
point de l'autre, sauf K, est limite de Da et non pas de Dr

3° KN est la demi-tangente unique en K de la partie de F exté-
rieure à y augmentée du point K.

Je dis qu'il ne peut exister sur 9 deux points K et K entre TI
et ï2 et limites de D< et D^ à la fois.

Car x(K) et >c(K) se couperaient en S et en un autre point T.
Au moins un des ensembles s(K, fi ) et s(K, ^2); le premier par
exemple, ne contient pas T. Joignons un point 7^ S de e(K. v ^ ) à
un point de l'arc ST de x(K) intérieur a x(K) aiï? PM ren d'un



— 43 -

segment de droite sans point intérieur à x(K) et joignons de la
même manière un point ^S dee(K, ^2) à un autre point du
même arc ST de ?t(K) ou à T, tel que les deux segments employés
ne se coupent pas. Le lemme conduit à une contradiction.

Soit maintenant K -^- S un point de y limite de 1̂  et de D.j et
situé sur T ^ .

La courbe cp possède alors un segment SH de T^. Je dis que tout
point P de SH entre S et H est limite de D^ et non pas de Da. En
eflet, x(P, y ^ ) == x(P, y^) == x (P) touche x(H) intérieurement
en S, d'où e(P, -^ ) ===e(P, /a) = S. Si donc il existait une suite
P^->P dans D.j, on aurait sur Y 2 une suite K^^ S,.K^-^S, telle
que les segments K^'P^ coupent T en une suite R^^S, R^-^S à
droite de (3 sans rencontrer yi. Pour n assez grand le segment
K^R^ Saurait pas de point à l'extérieur de r. Il y aurait sur T
deux points R^ et R^ séparés par S et par un point R^1 de la suite
R7; trouvée page 4i' et tel que les segments K^R^, K^K^'
ne se rencontrent pas deux à deux et n'ont pas de point à
l'extérieur de T. Le lemme conduit à une contradiction.

Donc K est extrémité du segment SK de cp sur T^ . Tous les
points de yi-h ^2 sont extérieurs à x(K) ou sur x(K). Donc les
segments K/^L^ (voir p. 4 i ) coupent x(K) en une suite T^^S,
T^ —^ S tel que les segments K/^T^ ne possèdent aucun point inté-
rieur à x(K) et ne rencontrent pas ^2- Le lemme conduirait à une
contradiction si e(K, -^2) aurait une suite rLj^S, K.2—-S. Par
suite S est un point isolé de £(K-, "fa).

Soit PÏ-^K, P^ dans D2. Puisque P^^P^S, rensemble
^(P^ Ts) ne contient pas S. Sa distance à S surpasse un nombre
positif fixe, sinon il existerait sur ya une suite Kg' ̂  S, K.^—^ S telle
que les segments K^P^ coupent ^(K) en une suite T^^S.
T7,' -> S sans rencontrer Y| , ce qui serait encore en contradiction
avec le lemme. Donc e(K, ^2) a des points autres que S. Appelons
£*(K, ^2) leur ensemble. Soit de même £*(K, y^ ) l^ensemble des
points ̂  S de e(K, yi).

Je dis que, si £*(K. y i ) existe et si l'on parcourt x(R). en par-
tant de S, dans une telle direction qu'on commence par rencontrer
la suite T^, on rencontre e*(K, y^ avant £*(K, ^^). Car autrement
un point T^ serait séparé de £*(K. v^) par S et £*(K, ^2)? e11 con-
Iradiction avec le leinme.
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Soient SK', et K.^K', les deux arc3 séparés de 2<(K) contenant

£(K, Y,) et £*(K. Y.,>). les extrémités étant sur ces ensembles et la
dénomination étant telle que y< et y.» n'ont pas de points sur les
arcs SK._, et K^K^. sauf extrémités. K/, peut coïncider avec S.
Nous trouvons :

i° Sur toute demi-droite KR. dans l'angle SKN ne contenant
pas M_, les points assez voisins de K sont dans D, et sur toute
demi-droite KR dans l'angle IVLKN ne contenant pas S les points
assez voisins de K sont dans D^.

2° Sur foule demi-droite KR dans l'angle SKM.j ne contenant
par N les points assez voisins de K sont dans A.

KS et KÎVL sont les demi-tangentes de 9 en K. qui est un point
anguleux de op. K- est extrémité commune de deux arcs de o tels
que tout point -^- Kde l'un est limite de Di et non pas de O.j, tout
point -^- K de l'autre est limite de D.j et non pas de \)\. Le premier
de ces deux arcs est le segment KS.

.1° KN est la demi-tangente unique en K de la partie de V
extérieure hf. augmentée du point K.

Mêmes conclusions mutatis mutandis pour un tel point K sur r.j.
Nous allons montrer qu'il ne peut exister en même temps un tel

point K sur T, et K sur T\». Admettons que K et K existent. Le
domaine convexe A contient un arc SB de i<(K) et un arc SB
de x ( K ) . On peut donc joindre un point K< de l'ensemble exis-
tant £*(K, y,) à un point L, ̂  S par un segment K^ L^ ne rencon-
trant pas y.j et ne pénétrant pas dans %(K) . S et £* (K . Y,,) sont
séparés s u r x ( K ) par L^ et un point de la suite T7,'. ce que le lemme
contredit.

En parcourant 9 à partir de S tel qu'on rencontre d'abord des
points limites de D| et non pas de D.j, on rencontre après le pre-
mier passage d'un point K un arc dont tout point a la qualité
opposée; après le deuxième passage d'un point K on parcourt de
nouveau un arc de la frontière de D^ etc. Or. en vertu de ce que
nous avons trouvé, le nombre des points K ne surpasse pas 2. Mais
ce nombre est impair parce que le passage de S change aussi la
qualité des points. Ce nombre est donc UN.

K et S divisent o en deux arcs dont l'un est une frontière par-
tielle de Di, Fautre de D.^.
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î). Deuxième cas : A existe et s'étend à Pinfini. — Uors c; est
une courbe convexe s'étendant à l'infini.

Je dis que sur <p il ne peut exister plus d'un seul point K^ S
limite de D, et D^. IVabord K et K entre T^ et r.j est impossible et
de même Ksur ^ et K sur r^ : nous l'avons démontré au n° 4. Si K
est sur T|, K entre r< et T\), les ensembles £* (K .V .>) , £ * ( K , Y < )/ — \ \ - ' t ~ / ' \ / t ' /
et £*(K, ^2} existent, de même on a sur x ( K ) la suite T^' et le
lemme conduit à une contradiction. Donc sur 9 le nombre des
points K est i ou o. Des exemples simples montrent que les deux
cas peuvent se présenter.

Dans le premier cas les énoncés i°, 2°, 3° du n° 4 sont valables.
S, K et le point à l'infini divisent (p en trois arcs, dont les deux qui
s'étendent à l'infini forment une frontière partielle d'un même
ensemble Di ou D.j et le troisième forme une frontière partielle de
l'autre ensemble. Le point à l'infini joue le rôle d'un point de 9
dînèrent de Set K.

Dans le second cas S elle point à l'infini divisent <p en deux arcs
faisant partie de la frontière de D^ et D., respectivement. Le point
à l'infini joue le rôle d'un point K de cp.

On peut dire qu'il y a toujours un seul point K sur <p, qui peut
être le point à l'infini.

6. Troisième cas : / est un segment de droite SK dont S est une
extrémité. — r^ r.j et j3 coïncident avec SK, TCi et 7:3 avec les deux
côtés de la perpendiculaire TT à SK en S, que nous appellerons
côtés droit et gauche. Nous dirons que K est au-dessus de TT. Sans
perte de généralité nous supposons qu'à droite de (3 il existe une
suite L^-> S dans D,, telle que la demi-droite SL^ tend vers SK.
De L^y, << L^'S on conclut que e^L^ v^ ) est à droite de (3 pour n
assez grand. Tout point K7/ de f^L^y , ) est extérieur à x (K) ou
sur x (K) . Ceux extérieurs à x (K) peuvent être joints à x^^) par
des segments K^T^ ne rencontrant pas y^? T^ ̂  S et à droite de (3,
T^->S. On en déduit (voir le n° 4) que le segment SK est une
partie commune des frontières de D^ et D2 : si P est un point
de p entre S et K, un point assez voisin de P est dans D^ ou Da
selon qu'il est à droite ou à gauche de (3.

Il existe sur x(K) un arc SK.,>o parcouru dans la direction
fixée page 43, qui n'a aucun point de £ ( K . y 2 ) hors de S et K'.,,
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et un arc SK/, ^> o parcouru dans la directien opposée, qui n'a
aucun point de s(K, -^ ) hors de S et K/,- On le voit par un raison-
nement comme au n° 4. En parcourant x ( K ) dans la direc-
tion fixée on rencontre successivement S, K'^ K/.,. Si K', == S,
l'ensemble £*(K, "̂  ) n'existe pas. Même remarque pour K^.

Soit N le milieu de Parc K',, K, parcouru dans la direction
fixée. Sur tout rayon KR de x(K) dont l'extrémité R est sur
l'arc SN parcouru dans cette direction et différent de S et N, les
points assez voisins de K sont dans D,. L'arc complémentaire SN
jouit de cette propriété par rapport à D.j,

KN est la de mi-tangente unique en Kdela partie de F extérieure
à/", augmentée du point K.

Si K', == K'., == S, alors KN est le prolongement de SK.

7. Quatrième cas : / est un segment de droite KK. — Alors^ S
est entre K et K, y,, v.j n'ont pas de point intérieur à x(K) ou x(K).
Dans un cercle c de centre S et de rayon suffisamment petite ety.j
sont séparés par KK. Car si par exemple Y| avait deux suites P/i--^ S
et Qn -^S à différents côtés de KK, l'arc P^Qn finirait par contenir
le point S. ce qui est impossible parce que yi est simple; et s'il
existait un cercle c de centre S à l'intérieur duquel yi et ^3 sont
au même côté deKK, A existerait.

La simplicité de ce cas permet d'omettre la démonstration des
résultats suivants :

Si P est un point de KK entre K et K, tout point assez voisin
de P est dans Di ou Ds selon qu'il est à Vun ou l'autre côté de KK,
qui est une partie commune des frontières de D< et Dg. La partie
de F extérieure nf augmentée de K et K possède en chacun de ces
deux points une demi-tangente unique distincte de KS. KS respec-
tivement.

Il est superflu de mentionner les résultats dans le cas où K ou K
est à l'infini. Pour que tous les deux soient à l'infini il faut et il
suffit que Y-i et ^3 soient des segments d'une même droite.

Un des résultats des n08 4, 5, 6, 7 est : en un point K la demi-
tangente de la partie de F extérieure à/augmentée de K est
distincte des deux demi-tangentes de la frontière cp de f.

8. Nous allons examiner de plus prés Di et D^ et leurs fron-
tières F<, Fa.
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Soient P et Q deux points de D^, donc Py, < Py.j et Qyi < Qy-j.
On peut choisir un point S'=z= S et 7= A, de -^ tel que P et Q sont
plus rapprochés de ParcAiS' dç -^ que de ya. Or tous les points
ayant cette dernière propriété forment un domaine D' (n° 1), qui
est intérieur à D, parce que tous ces points sont plus rapprochés
de Y! que de ya- On peut joindre P et Q par un continu dans IV et
ce continu est à fortiori dans D,. Par suite U^ et Da sont des
domaines.

Dans le premier et le deuxième cas (n08 4 et 5) 9 se compose d'une
frontière partielle 91 de D, et d'une frontière partielle 92 de 1)^.
Dans les autres cas le segment fini ou infini 9 est en même temps
frontière partielle 9^ de D, et 92 de Da. Si/== S, 91 et 92=== S. Les
frontières totales F< et Fa de D< et Ds sont distinctes dans les
deux premiers cas, identiques dans les autres cas.On a toujours

F-/=F,-çi==P,-9s.

Tout point P de F —/ satisfait à P-^ == Pya < PS, donc e (P, "̂  )
et e(P, ^2) n'ont pas de points communs d'où (voir n° 1) : F —/
possède en chacun de ses points deux demi-tangentes dis-
tinctes.

Un point étranger à F —/ et limite de F —/ est limite de D, et
de D^. Donc un tel point ne peut être que S ou un point K de 9.
En un point K de 9 la frontière Fi de D^ a deux demi-tangentes, à
savoir celle de F —f+ K et celle de l'arc convexe, 91 === KS de 9,
et ces deux demi-tangentes sont distinctes, comme nous l'avons
remarqué à la fin dun° 7. Donc, 9 étant convexe, les frontières F^
et F ' s de D< et Da ont en chacun de leurs points P, sauf éven-
tellement S, deux demi-tangentes distinctes. L'ensemble des
points de F^ (Fs) assez rapprochés d'un point P =z= S de Fi (Fs) est
un arc de courbe d'équation y=f(x)^ x et y étant des coordon-
nées rectangulaires convenables etf(x) une fonction ayant partout
une dérivée à droite et une dérivée à gauche. Toute circonférence
de centre P =z= S sur Fi (Fa) et de rayon suffisamment petit
coupe Fi (F.j) en deux points. Ces dernières propriétés de P =z^ S
et encore les propriétés des limites des demi-tangentes de Fi (F^*)
(p. 3g) se démontrent de la même manière dont elles ont été
démontrées au n° 1 en tons les points de F.

F, divise le plan en deux doœalnes : D^ et D\ === Dg-h/— 91
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et ayant chacun la totalité de F\ pour frontière. Propriété analogue
deF:,.

On démontre comme n° 1 qu'une partie de F, (Fo) qui est une
courbe de Jordan au sens large (p. 38) est identique à F^Fa).
d'où les deux formes possibles pour F^ et FV

a. Une courbe de Jordan au sens large passant par S.
b. Une courbe continue simple s'étendant de S à l'infini.

Bien qu'une courbe de la forme b ne divise pas le plan, nous ne
voulons pas rejeter cette possibilité ici afin que nos considérations
soient indépendantes du théorème de Jordan.'

JSous trouvons donc :
Si P ̂  S et Q 7^ S sont deux points de F^ (F.j), alors ou bien

1' i (F_» ) possède un arc PQ ne contenant pas S, ou bien deux arcs
s'étendant de P et Q à rinfîni sans contenir S. Une conséquence
immédia te est (pie deux points quelconques de F différents de S
peuvent être joints par une courbe continue ne rencontrant pas
•' == y, 4- y.,. En effet, si P^ y^- S est sur 91 et P.>^ S sur 92? 1̂  seg-
ment 1 ) i 1\» est sur f et ne rencontre pas y; et deux points assez
éloignés peuvent être joints par un segment de droite qui ne ren-
contre pas y.

9. Nous considérerons différentes positions de S sur l'arc
y ==r -^ -f- Y._>. Pour distinguer les arcs y i==AiS , y 2 = A._> S et les
ensembles D ^ , Dj. F, etc. relatifs aux divers choix de S, nous les
indiquerons pa rv , (S), Y-j(S), D< (S) etc. Ainsi "̂  (A2)==y2(Ai )==Y,
Y , ( A , ) = A , . - , ( A , ) = = A 2 .

Soit S un point de y, différent de Ai et A._> et P ̂  S un point
de F, ( S ) . Soit PPi un segment de droite dont tous les points
sauf P sont dans D < ( S ) , et qui ne rencontre pas y. On a
IVfi(S) < PiY-. .>(S) et P i Y t ( A < ) > P - , Y , , ( A i ) . Sur v i ( S ) parcouru
de A^ à S le dernier point T satisfaisant à Pi"^ (T)^ }\Y._)(T) dif-
fère donc de S. Prenons un point S^ T sur l'arc ST. Alors
^•(^^^^(S') et PY^S^PY,^), donc le segment PP<
contient un point P' tel que P^YI (S') == P'y^S^ c'est-à-dire un
point de F (S'). Par suite le segment PPi relie tous les ensembles
F(S') relatifs aux points S'^ T de l'arc ST. De même il existe un
arc de "^2 (S) d'extrémité S tel qu'un segment de droite ne rencon-
trant pas y relie tous les F(S/) relatifs aux points S^ de cet arc. En
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combinant ce résultat avec celui à la fin du n°8 nous trouvons que
tout point S ̂  Ai et ̂  As de y est intérieur à un arc Œ(S) de y tel
que. S' et S'7 étant deux points quelconques de o(S), tout point
^ S' de ¥ ( S ' ) peut être joint à tout point ^ S'7 de F (S') par un
continu ne rencontrant pas Y.

Si P et Q sont deux points de F(A2), alors Py==PAo et
Qy==QA.,; donc tout point R du segment PQ satisfait à Ry == RA.
et appartient par conséquent àF(A,) . Donc F(A.,) est convexe^
Cet ensemble peut se réduire au point A.. S; P ̂  S est un point
de la frontière F^ (Aa) de F(Â2), on peut tracer un segment PP,
dont tout point sauf P est dans D^(A, ) . On conclut que A, est
extrémité d'un arc ^(A^) de y ayant la propriété des a(S) ci-dessus.
De même il existe un tel arc cr(A,) si F(A, ) ne se réduit pas au
point A^

Soient maintenant P et Q deux points quelconques hors de y.
Sur y il existe un point Sp tel que Py^ (Sp) = Py^Sp) et un
point SQ tel que Qïi (Sç) = Qy^Sg), car on a par exemple
Py^A^Py^A,) et Pyi(A,)$Py,(A,) . Donc Pe t Q sont sur
F(Sp)etF(SQ) respectivement. Or on peut recouvrir l'arc PQdey
par un nombre fini d'arcs o-(S). Par suite on peut joindre P à Q
par un continu ne rencontrant pas v.

THÉORÈME III. — Un arc simple de courbe continue y ne divise
pas le plan.

Ce résultat nous fournit le droit de rejeter la forme b (p. 48)
de F, et F,>. En même temps nous trouvons que tout point P hors
de y peut être joint à tout point S de y sauf extrémités par une
courbe continue qui ne rencontre y qu'en S. L'extension de cet
énoncé aux extrémités Ai et A,, est facile.

On peut remarquer que l'ensemble des points S de y, pour les-
quels A (S) existe, est dénombrable, car ce sont des points angu-
leux de y.

THÉORÈME IV. — Le lieu des points équidistants de deux arcs
simples de courbes continues y. = SA< et ya==SA2 ayant en
commun un seul point S est un continu F réunion d'un ensemble
fermé convexe /, qui peut se réduire à S, et d'une courbe con-
tinue F —/. L'ensemble^, (Py^ < Py^) est un domaine dont la
frontière F^ est la réunion de F —/ et d'un arc y^ == KS de la

LXIII .
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frontière 9 de f. La frontière du domaine D2(Pyi >> Py._>) ^5(
/a réunion de F —/ e( rfe Vautre arc 93 === SK ofe 9. Fi <?f F.., ,ÇOTI(
d^ courbes de J or dan ou réductibles à de telles courbes au
movcîz d'une transformation par rayons vecteurs réciproques^
et possèdent partout^ sauf en S, deux demi-tangentes distinctes,
En tout point ̂  S ces dernières ont la propriété de continuité
énoncée dans le théorème I.

Fi divise le plan en deux domaines : Di etD^-{-f—91, ayant
chacun la totalité de F< pour frontière. Propriété analogue
de F,.
f peut se réduire à un segment de droite fini ou infini. Alors

cpi et 9.> coïncident avec ce segmenta F, et F 2 sont identiques.
F—f existe, sauf dans le cas où yi et y..» sont des segments

d^une m^me droite.

10. Soit F un cercle ayant dans son intérieur un point S de y et
laissant A, cl A-j à son extérieur. Soient B< et 82 les premiers
points de rencontre des arcs SA, et SAa de v avec F, c1 et c" les
deux arcs BiB.» de F, G' et G7' leurs milieux et IV, R' des points
sur les segments SG' et SC^ tels que les segments R/C' et IVOY7 ne
rencontrent pas l'arc B ^ B a de v. En vertu du théorème A tout
continu dans l 'intérieur G de F joignant R/ à R" rencontre
l'arc Bi B.,, de v. Got arc divise donc G on deux domaines au moins.

Appelons G' et G^ les deux domaines contenant les points de G
qu'on peut joindre par une courbe continue dans G à R/ et W res-
pectivement. Tout point P de G hors de l'arc B< B_, de Y peut être
loint à IV par une courbe continue A' ne rencontrant pas cet arc
(théorème lit). Si A ne rencontre pas F, P est dans G'. Si sur A,
parcourue de P à R\ le premier point de rencontre R avec r est
sur c\ P est dans G\ ce qu'on voit en ajoutant à l'arc PR* de /r,
R* étant dans G assez voisin de R, un arc R*R de cercle concen-
trique à F, et un segment de droite RR\ Si R est sur c'^ on voit de
la même manière que P est dans G^.

Donc Varc B,B.j de y divise G en deux domaines G' et G'.
Soit x un cercle de centre S de rayon arbitrairement petit et

soient Li et La les derniers points de rencontre des arcs SB^, SB^
de y avec x. L'arc a composé de l'arc Bi L< , de la ligne brisée Li SL,»
et de l'arc L.jB.j divise G en deux domaines H' et H'7. Le lieu F du
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théorème 1 relatif aux arcs L^ B< et L^B^ coupe un cercle p de
centre S et de rayon assez petit en deux points M\ M" séparés
sur p par les points d'intersection M < , M y de p avec les segments
SL< et SL.2. Une courbe continue dans G joignant M' à M" sans
couper a aurait un arc joignant un point de l'un des deux arcs
M^ Ma de p à un point de l'autre, se trouvant du reste ou bien inté-
rieur, ou bien extérieur à p. En vertu du théorème A elle coupe-
rait dans le premier cas la ligne brisée L| SLa et dans le second cas
Parc composé de Parc LiBi de y i , d'un arc BiB.j de r et de Parc
BaLa de y. Elle. couperait donc a. Par suite nous pouvons dire
que M' est dans tP, M" dans H'7. Or la courbe F ne coupe a qu'au
point S. Elle coupe évidemment les deux arcs c', c" de F. Donc
les premiers points de rencontre avec r des arcs de F prolongeant
les arcs SM7, STVF sont Pun sur c', Pautre sur c". Nous trouvons
ainsi que les deux arcs Bi L^ et BaLg ne divisent pas G. Le rayon
de x étant arbitrairement petit nous avons démontré qu'e/i suppri-
mant un arc intérieur de F arc B, Bs de^^ les deux arcs restants
ne divisent pas G. On en conclut que tout point de Varc BiBa
de y est limite de Qet de G". Si en effet un tel point S n'était pas
limite de G par exemple, S appartiendrait à un arc intérieur de Parc
Bi Ba dont aucun point ne serait limite de G'; la frontière de G'se
composerait de c' et d'une partie de ce qui reste de Parc B^ Ba dey
en supprimant cet arc intérieur, donc G" n'existerait pas.

Considérons la courbe V\ (S) == F,i relative aux arcs SAi et SAa
de y. Soient P et N les premiers points de rencontre de F< avec F
quand on parcourt F^ dans les deux sens en partant de S. Je dis
que l'un des arcs SP et SN de Fi ainsi parcourus est dans G',
l'autre dans G", sauf extrémités.

Pour le démontrer, admettons que ces arcs seraient tous les
deux dans G7. Si F^ a des points dans G", chacun de ces points
est sur un arc a de F^ situé dans G" sauf ses extrémités Ei, E.j
qui sont sur c". parce que Fi ne rencontre pas y hors de S. Si a
et a' sont deux tels arcs de F^, alors les extrémités E',, E^ de a' ne
séparent pas ceux de a, car F| étant une courbe simple le théo-
rème A s'y opposerait. Sup| mons tous les arcs OL' ayant la pro-
priété que Parc E\ E^ de c" i<at partie de Parc E^E^ de c" relatif
à un autre arc a. Nous conservons ainsi un nombre fini ou dénom-
brable d'arcs a qui forment avec l'ensemble complémentaire p de
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l'ensemble des arcs EiEs de c" relatifs à ces a une courbe con-
tinue simple a d'extrémités B| et Ba. Soit T l'arc somme de o" et de
l'arc Bi S de y.

Parce que tout point de l'arc Bi Ba de y est limite de G", on
peut choisir dans G" un point Pi de Di (S) == Di tel que s(Pi, ^i)
possède un point Ki sur l'arc Bi S de y. Alors le segment Pi Ki ne
rencontre pas Fi. De même on peut choisir dans Q' un point Pa
d e D 2 ( S ) = = D 2 . On peut joindre Pi à Pa par une courbe continue
k == Pi Pa ne rencontrant pas T (théorémeIII). Si k ne rencontre
pas Fi nous avons évidemment une contradiction. Je dis que k ne
peut rencontrer Fi avant de sortir de G". Car un tel point de ren-
contre R serait sur un arc y! supprimé. Ajoutons à l'arc P|R de k
un arc KE\ de a', E7, étant une extrémité de <x' située sur c" entre
les extrémités E|, E.j d'un arc a conservé. En vertu du théorème A
le continu somme de l'arc PiE', ainsi obtenu, du segment PiK, et
de l'arc K|BI de y couperait a. Donc k couperait a. ce qui est
une contradiction. Si k sort de G" sa première rencontre avec la
frontière de G" ne peut pas être sur/?, cet ensemble appartenant
à T. Il ne peut pas être sur un arc EiËa de c11, car le théorème A
s'y opposerait comme ci-dessus. N'étant pas sur y < il doit être
sur y,» et dinérer de S. Mais alors un arc de k joint le point Pi
de D| à un point de y 2 s^ns rencontrer Fi, ce qui est impossible.
Si enfin k ne sort pas de G^, elle ne rencontre pas F| et l'on a
encore une contradiction, parce que Pa est dans Da.

Il est donc démontré que l'un des arcs SP, SN de Fi est
dans G^, l'autre dans G'\ ou encore, que P et N sont séparés
sur r par Bi et B,,.

Il est clair que F|(S) peut être remplacé par F2(S) et plus
généralement par F(S). Car si les arcs SPi de cpi et SPa de 92
sont dans G\ l'ensemble convexe commun à /(S) et G est aussi
dans G'.

Les raisonnements et les résultats auraient été les mêmes si
nous avions supposé que l'arc B^SBa de y sauf B( et Ba était
extérieur au lieu de intérieur à F. .

THÉORÈME V. — Soit y=BiBa un arc de y situé dans le
domaine Intérieur (extérieur) G d^un cercle F, sauf les extrè-
mités BI et B;.>. ,
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Harc y divise G en deux domaines G', G", y forme avec
Vun des arcs B|Ba rf<° r to frontière de G', a^<°c l'autre celle
de G\

Si S 7^ B^ et ̂  Ba ̂  ̂ ^ point arbitraire de y. ^01^ PSN Varc
de la courbe F-i(S) rf^ théorème IV passant par S ^ ^^M^
ûîa/î^ G sauf ses extrémités P ̂  N. Alors y sépare dans G /^
arc,? SP ̂  SN. Même propriété de Fa (S).

Si F<(S)^F2(S), soit f^(S-) la partie de /(S) rfa^ G,
^ SQ l^arc de F(S)—/(S) issu de S ^ situé dans G ^a^y
l^ extrémité Q. Alors y sépare dans G l^ ensemble /*(S) e^
rare SQ.

H. Soient S et S'7^ S deux points de Parc B^Ba de y, diffé-
rents de B< e tBa, et soient SP et ST' les arcs de F^(S) et de
F^ (S') situés dans G', sauf S et les points P et P', qui sont sur c^.
Nous pouvons admettre que S^ est sur l'arc SBi de y.

Supposons d'abord que P 7^ P' et que les arcs SP et S'P' ne se
coupent pas. Le théorème A montre de suite que P' est sur c'
entre P et B^.

Si y a des points dans G' étrangers à l'arc B<SBa, chacun de
ces points est sur un arc a de y situé dans G' sauf ses extré-
mités Ei, Ë2, qui sont sur c', parce que y est simple. Si a et a'
sont deux tels arcs de y, alors les extrémités Ep Eg de a' ne
séparent pas ceux de a sur c', car y étant simple, le théorème A.
s'y opposerait. Supprimons tous les ad ayant la propriété que
l'arc E',E1, de c' fait partie de l'arc E^Ea de cf relatif à un autre
arc a. Nous conservons ainsi un nombre fini ou dénombrable
d^arcs a qui forment avec l'ensemble complémentaire p de l'en-
semble des arcs Ei Ea de c' relatifs à ces a une courbe continue
simple <y, d'extrémités B^ et Ba» Soit T l'arc simple somme de o" et
de l'arc Ba S S'de y.

Soient Q et Q' des points dans G' sur les arcs SP et S'P^ res-
pectivement. On peut joindre Q à Q' par une courbe continue
k ==. QQ^ ne rencontrant pas T (théorème III). Je dis que k ne
peut rencontrer un des arcs AiB^ AgBa de y avant de sortir
de G'. En effet, un tel point de rencontre R serait sur un arc a'
supprimé. Ajoutons à l'arc Qïl de k un arc RE', de a', E', étant
une extrémité de oc.' située sur c' entre les extrémités E( , Ea d'un

4e
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arc a conservé. Le continu somme de Y arc QE^, de l'arc QS
de F< (S) dans G' et de Parc SBs de y couperait a (théorème A),
donc À" couperait a, ce qui n'est pas. Si k sort de G', son premier
point de rencontre T avec la frontière de G' n'est pas sur^o, car p
appartient à T. Il n'est pas sur un arc E^Ea de c', car le théo-
rème A s'y opposerait comme ci-dessus. N'étant pas sur l'un des
arcs BySS', A ( B I , A^Ba de y, il est sur l'arc S'B^ de y et diffère
<le S'. Le continu somme de l'arc QT de À", de l'arc TB< dey et de
l'arc QP de F((S) dans G' coupe le continu somme de l'arc BsS'
de y et de l'arc S'P' de F^S') dans G' (théorème A). Donc k
coupe l'arc S'P' avant d'atteindre T. Par suite les arcs SP et S'P'
sont reliés par un continu dans G' qui ne rencontre pas y. Si À' ne
sort pas de G', on a a fortiori le même résultat.

Supposons maintenant que les arcs SP et S'P' se coupent
dans G' en L. Alors ils sont reliés par le point L, qui est étranger
à Y-

Supposons enfin que P == P\ Un arc de cercle de centre P,
intérieur à G' sauf ses extrémités, qui sont sur c', ne rencontre
pas y si son rayon est assez petit. Il coupe les deux arcs SP et S'P',
ce qui fournit le même résultat.

THÉORÈME VI. — Soient S et S^^ S deux points de Varc y du
théorème V différents de B< et Ba et soient SP et S'P' les arcs
de F,, (S) et de F, (S') situés dans G' sauf S et les points P, P'.

Tout point différent de S et P sur F arc SP peut être joint à
tout point différent de S^ et P' sur Varc S'P' par un continu
dans G' qui ne rencontre pas y. __

Même énoncé pour les arcs analogues dans G'. Tout point P
de F(S) dans G {ou G') assez voisin de S peut être joint à
tout point P' de F(S^) dans G {ou G') assez voisin de S' par un
continu dans G' {ou G') qui ne rencontre pas y.

Le dernier énoncé se vérifie en remarquant que P et P' peuvent
être joints aux arcs SP et SfPf par des segments de droite faisant
partie de F(S) et F(S').

12. Le théorème de Jordan. — Soit J une courbe de Jordan,
S et T deux points diflérents de J, x un cercle de centre S et de
rayon ^ ST. Considérons des cercles T de centre T et de rayons
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p < - ST. Pour un tel T soit Bi S 83 l'arc de J extérieur à F, sauf
ses extrémités Bi, Ba et soit AiTÂ2, A, ̂ A^ un arc partiel
de B^TBs intérieur à r. Posons

AiSA.=v , A i T A î = = Y ' , A i B i S = v i , AsBgS^s.

Ces arcs varient avec p.
Tout point R dans x satisfait aux inégalités

S E ( R , y,) < 'ST, SE(R , y,) < 1 ST, S E ( R , Y) > 3 ST,
-A 2 ^

d'où résulte que la partie de F(S) dans x ne dépend pas de p,
Fixons dans x un arc PSN de F< (S).

Soit maintenant Q un point arbitraire du plan, hors de J.
Prenons p << TQ. On peut joindre Q à P par une courbe con-
tinue QP ne coupant pas Parc BiTBa de J (théorème III). Si
cette courbe QP ne coupe pas J, alors Q et P se trouvent dans
un même domaine limité par J ou par une partie de J. Si elle
coupe J pour la première fois en Q, nous pouvons choisir sur
l'arc QQ un point R^ Q assez rapproché de Q pour que e(R, y)
contienne un point SR de l'arc Bi SBs et que le segment RS^ soit
extérieur à r. Alors ce segment appartient à F(Sn). En vertu du
théorème VI le point R, donc aussi Q, peut .être joint à P ou à N
par une courbe continue extérieure à r et ne coupant pas y. Cette
courbe ne coupe pas ^ qui est dans F, donc elle ne coupe pas J.
Par suite J divise le plan en deux domaines au plus.

S'il existait une courbe continue PN joignant P à N sans
couper J, cette courbe serait extérieure à r pour p assez petit,
ce qui est en contradiction avec le théorème V. Donc J divise
le plan en deux domaines. En vertu des théorèmes V et VI
l'arc B^SB2 fait partie de la frontière de chacun de ces deux
domaines. Et parce que p est arbitrairement petit, chacun a pour
frontière la totalité de J.

Tout point S de J est accessible à partir d'un point arbi-
traire Q hors de J, car on n'a qu'à ajouter l'arc PS ou NS de
Fi (S) à l'arc qui joint Q ' P ou à N sans couper J. Enfin les
arcs SN et SP de t\ (S), ou plus généralement les deux parties
en lesquelles y divise F (S) dans le voisinage de S indiquent les
deux côtés de J.


