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TETRAEDRES INSCRITS DANS UNE CUBIQUE GAUCHE (0U UNE
BIQUADRATIQUE) ET CIRCONSCRITS A UNE DEVELOPPABLE
DE CLASSE 3 (0OU 4) OU A UNE QUADRIQUE;

Par M. BerTranD GAMBIER.

1. Introduction. — Le probléme consistant a déterminer les
tétraédres inscrits dans une cubique gauche (ou une biquadra-
tique) et circonscrits 4 une développable de classe 3 (ou classe 4
et genre 1) ou 4 une quadrique, est évidemment un cas spécial du
probléme consistant a trouver un tétraédre inscrit dans une qua-
drique (issue de la cubique ou de la biquadratique) et circounscrit
a une quadrique (inscrite dans la développable).

Je vais rappeler quelques résultats relatifs aux tétraédres inscrits
dans une quadrique Q et circonscrits 4 une quadrique Q,.

Soit d’abord le cas tres particulier ou Q et Q, ont quatre
génératrices communes formant un quadrilatére gauche PSRT;
un plan tangent quelconque « & Q, coupe les cdtés de ce quadri-
latére en FGHK ( fig. 1), EFG, EHK étant les deux génératrices
de Q, situées dans ce plan; soit un point V quelconque de Q,
M la trace sur « de la génératrice de. Q, VM, de méme systéme.
que PS; les droites GM, FM traces sur « des plans VPT, VSR tan-
gents a Q, sont tangentes a la conique C, section par « du céne S,
de sommet V circonscrita Q,; GF est une nouvelle tangente de C,;
or le triangle MFG est inscrit dans la conique C section de Q par «,
de sorte qu’il existe o' triangles inscrits dans C et circonscrits a G, :
chacun d’eux donne manifestement un tétraédre dont V est sommet,
les trois autres étant sur G, inscrit dans Q et circonscrit a Q,; on
trouve ainsi «° tétraédres, puisque.a et Vdépendent chacun de
deux parameétres et qu’il y a oo tétraédres pour chaque couple «, V.
(Je dois cette démonstration si simple a M. Charles H. Rowe.)

Ecartons ce cas, ainsi que celui ou Q et Q, seraient tangentes
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en un point (et un seul), ou auraient une génératrice commune;
nous rapportons les deux quadriques a leur tétraédre conjugué

Fig. 1.

commun, de sorte que les équations de Q et Q, soient

Q) hat+ kyt+ lz*+ mer= o,
. zs gyt g rn
(Ql) h—l+‘ITl'+—l':+'7l——0.

Les racines de 'équation en 2 relative au faisceau Q —2Q; =o
sont Ay = hhy, Ay= kk, hs=1IU,, };= mm,. Sil'on pose

H = (A4 Ao+ A3+ N )2— §(Rahg+ Aahg+ A he) — 423,
K= (A+ X+ A3+ A )2—4(MAs+ A3he =+ A k1) — 473,
L = (A~ Ao+ A3+ A)2— 4 (M A+ A+ M) — 423,
M = (A + ha+ A3+ A)2— 4 (A Aa =+ haks—+ Aghy) — 473,

(1)

j’ai démontré que le point A (zy, ¥, 50, to) de Q etla face « (BCD)
tangente a Q,, de coordonnées (u,, vo, Wo, ko) sont liés par la
relation

(2) . Huozo+ Kogyo+ Lwozo+ Mhoto= o,

et alors le cone C de sommet A, ayant pour base la section de Q
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par « est capable de «o' triédres circonscrits au céne C, de sommet A
circonscrita Q, ; on trouve ainsi o* tétraédres de l’espéce cherchée
(2 paramétres pour A par exemple, 1 pour «, 1 pour le choix du
tétraédre de sommet A et base dans ). La corrélation (2) a pour
conséquence que, si « est donné, A se trouve dans le plan o, (Hu,,
Ko, Lwo, Mh,); la correspondance (a, «,) est une homographie
conservant le tétraédre conjugué commun. Si A est donné sur Q,
le plan « passe constamment par le point A, (Hz,, Ky,, Lz,, M¢,)
et la correspondance (A, A) est la méme homographie que pré-
cédemment la correspondance (a, ay).

Un cas particulier (*), qui sera important pour nous, corres-
pond au cas A, +A;=2A;+ A, quidonne H=K=—-L=—M, de
sorte que la correspondance («, «,) ou (A, A) se réduit a !’invo-
lution biaxiale dont les axes sont les arétes opposées S, S,, S, S,
du tétraédre conjugué commun a Q et Q, (S; étant le sommet
du cone correspondant a 1;). Jai démontré. tous ces résultats
dans un Mémoire imprimé aux Annales de U'Ecole Nérmale
supérieure, 3°série, t. LI, 1934, p. 133-198). Nous n’aurons besoin
de ces résultats que pour le cas de la biquadratique. “

2. Cubique gauche et développable cubique. — La cubique T
est représentée unicursalement au moyen d’un paramétre et nous
choisissons arbitrairement deux polynomes fixes de degré 4 en ¢,
fi(t) et fo(t). Le tétraedre défini par les racines de U'équation
M fi(t)+ 2o fa(t)=o0, ot le rapport L, : Xy varie, reste circon-
scrit a une développable A cubique, car par chaque point A de I’
passent trois faces ABC, ACD, ADB (2); il est clair que la face BCD
a ses coordonnées rationnelles par rapport au ¢ de A, de sorte que
A et BCD se correspondent dans-une dualité ou I' et A s’échangent.

Lz, _ Mo,
Ty Yo F b

admettent la solution &, = y,= 3,= o, ¢, quelconque; si un point autre qu’un
sommet des tétraédres conjugués est conservé, deux coordonnées x,, »,, par
exemple, seront non nulles et alors H = K; dans ce cas une aréte du tétraédre
est conservée; pour que laréte opposée soit conservée aussi, il faut que L =M
et alors H+~K+ L+ M =o entraine H=K =—L=—M.

(?) Les arétes des tétraédres engendrent une surface réglée de degré 6, genre 1,
ayant T' pour ligne triple.

(') On vérifie aisément que 'on a H+ K+ L+ M = o; or les relations qui
' . . Hz, K
expriment que A, et A coincident sont —— — =X _ Elles
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Supposons que le ¢ de A soit calculé par I’équation de degré 6

(1) Sofs—fifa=o.

Pour ce point A particulier, B est confondu avec A et C et D sont
deux points différents de A sur I'; en étudiant, comme dégénéres-
cence du tétraédre général, ce tétraédre spécial AACD, on voit
que les deux faces ACD, BCD issues de CD et tangentes a A sont
confondues, de sorte que CD est génératrice de A : donc les
12 points ou T perce A sont répartis en 6 couples de 2 points
appartenant a une génératrice de A; les plans AAC, AAD déter-
minés par la tangente en A a T et les points C, D sont les limites
des plans ABC, ABD, donc tangents a A; on voit que les 12 plans
tangents a T et a A sont répartis en 6 couples de 2 plans se
croisant suivant une tangente & T : ce nouvel énoncé est celui
qui se déduit du précédent par la corrélation qui échange I’
et A, )

On peut remarquer qu’une cubique gauche I' donnée a priori
dépend de 12 paramétres, de méme une développable cubique A;
le total T, A dépend donc de 24 paramétres et le couple T, A
rn’admet aucun tétraédre de l’espéce en jeu, car on a 4 inconnues
(les t des sommets) liées par 8 équations (2 équations pour réaliser
le contact de chaque face avec A). Les couples spéciaux T, A
obtenus a Uinstant dépendent de 18 parametres; en effet, puis-
qu’un tel couple admet o' tétraédres, si = est le nombre de para-
meétres nécessaires pour obtenir I, A, le nombre nécessaire pour
obtenir T, A et deux tétraédres est x 4 2; or ce dernier nombre
peut étre obtenu non pas en fixant IT', puis A, puis les deux tétra-
édres, mais en fixant T, pms les deux tétraedres (ce qm donne f,
et f3, et A); on trouve ainsi

T+ 2 =12+ 4+ 4= 20, xr =18;

donc il a été nécessaire de lier par 6 relations les 24 paramétres du
couple T, A général pour arriver au coupleT, A spécial : nous avons
obtenu Pinterprétation géométrique de ces 6 relations. Nous avons
de plus obtenu ce résultat important, a savoir que si deux tétra-
eédres ont leurs sommets sur une méme cubique, leurs 8 faces sont
tangentes & une méme développable cubique (déterminée sans
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ambiguité par trois faces du premier et trois faces du second ou
quatre faces du premier et deux du second); sil’on marque 8 points
sur une cubique gauche, il y a 35 systémes de deux tétraédres
obtenus avec ces 8 points. : '

II est intéressant de signaler le cas intermédiaire entre le cas
général (24 paramétres) et le cas spécial (18 parameétres) ainsi
obtenu. Choisissons un tétraédre T (12 paramétres), une cubique T
circonscrite (4 paramétres), une développable cubique A inscrite
(4parameétres) : on obtient ainsi un systemeT, A dépendant de
20 parametres, n’admettant que Uunique tétraédre T; il se
trouve que ce nombre est effectivement la différence entre 24 et 4 :
les 8 équations signalées plus haut entre 4 inconnues exigent donc
4 conditions de compatibilité (*).

)

3. Tétraddres inscrits dans une cubique gauche I et circonscrits
4 une quadrique Q,. — Duporcq a déja esquissé 'étude de ces
tétraédres (Nouvelles Annales, 4° série, t. 2, 1902, p. 66); il
démontre la proposition exacte (mais incompléte) : trois tétraedres
inscrits i une méme cubique gauche T sont circonscrits a une
méme quadrique Q,, et il existe alors «* tétraédres de cette
espece. ‘

En effet, dit Duporcq, si fy = o, f, = 0, f3= o sont les équations
en ¢ de degré 4 définissant les sommets des trois tétraédres Ty, T,, T,
en jeu, 'équation A, fy + Ay fo+ h; f3 = 0 représente, si Ay, Ay, A3
varient ad libitum, «? tétraédres inscrits dans I' et dont les faces

(') Bien que le raisonnement du texte soit suffisant, car les 20 paramétres en
jeu sont effectivement indépendants, il est bon de le confirmer par une autre voie;
donnons-nous la cubique I' (12 paramétres), un premier tétraédre T (4), puis un
plan arbitraire (2), issu d’un point fixe w, coupant [ en 3 points A, B, C; les
développables A tangentes aux quatre faces du tétraédre et au plan ABC
dépendent encore de 2 paramétres; dans la série des «* développables obtenues il .
n’y a qu'une série oo! qui admettent, avec A, o' tétraédres; en effet, si par AB, par
exemple, on méne un plan arbitraire (qui donne le paramétre unique de la
série «o! annoncée), il ,y a une développablé A unique tangente aux 4 faces de T,
au plan ABC et au nouveau plan issu de AB; ce plan pergantI' en D, la dévelop-
pable A est tangente aussi aux faces BCD et CAD, d’aprés ce qui a été dit dans le
texte; en retranchant de la ‘série o* de développables trouvées la série wo! qui
vient d’étre obtenue, il reste bién «? développables A n’ayant avec T' qu’un
tétraédre de l’espéce cherchée. Chacun de ces systémes T, A a bien fait inter-
venir successivement 12 -+ § + 2 + 2 .0u’20 paramétres.
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enveloppent une quadrique car, par toute corde de C il passe
seulement deux de ces faces. Duporcq a simplement oubli¢ de
faire remarquer que si les 12 faces forment, pour la détermination
d’une quadrique, un systéme surabondant (de surabondance 3),
déja les 8 faces de T, et T, forment un systéme de surabondance 1
(toute quadrique tangente a 7 de ces faces est tangente a la hui-
tiéme; si la quadrique est, de plus, obligée a toucher deux féces
du troisiéme triédre, elle touche automauqucment les deux res-
tantes ). Le lecteur a pu constater que je n’ai eu, en hommage ala
mémoire du géométre ingénieux qu’était Duporcq, qu’a reprendre
mot pour mol le raisonnement de Duporcq relatif a 'équation a
trois termes A, f; + Ay fo + )\,f3: o pour trouver le résultat relatif
aux développables cubiques.

Il résulte de l'association des deux raisonnements que si une
cublqueI‘et une quadrique Q, admettent deux tétraédres T, et T,
de I'espéce en jeu, elles admettent nécessairement les o' tétraédres
relatifs a T et a la développable A correspondant a T, et T,; mais
admettent-elles simplement cette série o' ou admettent-elles effec-
tivement une série ©?? La réponse est que lexistence de deux
tétraédres déclenche lexistence de «? tétraedres, et c’est encore
un résultat qui a échappé a Duporcq.

Soit une cubique gauche I' que nous pouvons, par homographle,
réduire a (¢, £, ¢, 1); considérons le cone S qui a pour sommet
le point A de paramétre ¢ sur T et pour directrice I, puis le céne S,
circonscrit de A a Q,; exprimons que S est capable d’un (et par
suite de ') triédres circonscrits a Q, : nous obtenons une équa-
tion en ¢, E, algébrique, d’un certain degré (dont nous allons
démontrer qu'il est égala 4); soient en effet A et B les points de I'
correspondant a deux racines de cette équation; menons par AB
les deux plans tangents a Q, :ils sont tangents a S} et SP; ils
recoupent I' en C et' D respectivement; d’apreés la définition de A
les deux plans ABC, ABD tangents a S} menés par la généra-
trice AB de S* fournissent un plan (AC, AD) tangent a S{, donc
a Q,; pour la méme raison le plan (BC, BD) est tangent a Q,;
donc le téiraédre ABCD est inscrit dans T, circonscrit a Q,, de
sorte que C et D sont nécessairement aussi racines de I'équation E.
S’il existe deux tétraédres, nous avons vu qu’il en existe une
infinité, de sorte que Uéquation E se réduit & une identité :
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mais alors le raisonnement qui vient d’étre fait peut étre appliqué
a un point A quelconque de T et a un point B quelconque de T :
la corde AB, qui dépend de 2 paramétyes, donne un tétraédre ABCD
de I'espéce en jeu, de sorte que Uexistence de nos o? tétraédres
est assurée s'il existe deux tétraédres; le cas de oo! tétraédres ne
peut donc exister. ‘

Sil'on donne a priori une cubique I' et une quadrique Q,, on
fait jouer 12 + g ou 21 paramétres; si 'on donne un tétraédre T,
puis une cubique I' circonscrite, puis une quadrique Q, inscrite,
on fait jouer successivement 12 44 + 5 ou 21 paramétres, ce
qui est le méme total que précédemment et donne une forte
probabilité pour affirmer que le couple I, Q, obtenu a partir de T
est le couple général : la démonstration rigoureuse s’obtient par
comparaison avec le raisonnement qui suit.

De combien de paramétres dépend le couple T, Q, qui admet
o? tétraédres? On donne I' (12 paramétres ), 3 tétraédres T,, T,, T,
(12 paramétres nouveaux) : Q, se trouve complétement déterminée;
le nombre 24 ainsi obtenu surpasse le nombre strict relatif a T
et Q, de 2 unités nécessaires pour choisir T, dans la série ?, de
2 unités pour Ty, de 2 unités pour T;; on trouve donc 18; pour
un tel couple T, Q, le systéeme formé par T', Q, et un tétraédre
dépend de 20 paramétres : or nous avons trouvé avant des sys-
temes I', Q,, T dépendant de 21 paramétres indépendants : il y a
donc différence essentielle entre les deux résultats et nous avons
ainsi la preuve compléte que le couple T, Q, général, dépendant
de 21 paramétres, conduit & une équation E, non identique, de
degré 4 exactement. C’est ce qu’un calcul, assez long, mais sans.
difficulté (que jai indiqué dans le Mémoire déja cité), prouve
d’ailleurs.

Je signale divers paradoxes faciles a lever : partons d’une
cubique I' et de la développable cubique A qui adwnet avec I' une
série de oo' télraédres; nous avons. vu que le couple I', A dépend
exactement de 18 paramétres; si nous inscrivons une quadrique Q,
dans A, on obtient un systeme I', A, Q, dépendant de 20 arbi-
traires ; ce nombre 20 est égal au nombre 18 strictement nécessaire
pourT, Q, augmenté de 2, car il existe «* développables A circons-
crites & Q; et admettant avec I' une série de o' tétraédres : il suffit
en effet, en considérant 'équation A, £, (¢) + Ao fo (£) + A3 fo(t) =0,
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de lier A,, X,. X, par une relation linéaire arbitraire ( et homogéne).

Nous n’avons pas, non plus, dit ce qui arrive pour la dévelop-
pable A sil’équation A, f, (¢) + X, f2(£) = o a une racine fixe, com-
mune a f; et f,; on écrit I'équation (£ —a)[ 24 ¢, (£) +-2.92(¢) | =0,
ou ¢, et g, sont de degré 3; les plans correspondants aux solutions
de ¢, (t) = o ou 9,(t) = o se coupent suivant une droite d et 'équa-
tion A;¢,(t) + A:92(t) = o0 correspond évidemment aux divers
plans qui pivotent autour de d; un tel plan donne une face BCD
dont on joint les sommets au point fixe A(t = a); il est clair que
si 'on donne B, le plan 6B est déterminé, donc C et D; les deux
plans ABC, ABD ¢tant les seuls a passer par AB, les faces passant
par A enveloppent donc un cone de degré 2 de sommet A et, en
utilisant le plan particulier A, on voit que ce cone est tangent au
plan 0A, donc a la droite 8. De la sorte, si une cubique I' et une
développable cubique A admettent 2 tétraédres ayant un sommet
commun, A se décompose en une droite el un céne du second

- degré tangent a la droite, ayant son sommet au point commun aux
2 tétraédres et T', A admettent o' Létraédres. De méme si une
cubique T et une quadrique Q, admettent deux tétraedres
ayant un sommet commun, l’équation E se réduit a une iden-
tité, et T. Q, admettent encore * tétraedres.

La remarque qui vient d’étre faite permet d’obtenir aisément les
cones circonscrits a Q, des divers points de I' et les génératrices
de Q,, dans le systéme ou la génératrice est dans un seul plan tan-
gent a une développable A arbitraire (A étant obtenue en prenant
deux tétraédres relatifs a T' et Q,). On peut, en effet. remarquer
que 'équation

(I) k|f|(t)+)\_)f2(t)+)\3f3(t)‘——0
est équivalente au systéme
11X+)\3Y+)\3Z=0,

(2) X Y 2
Filt) T fart) T falt)

Ce systéme (2) peut étre inlerprété ainsi : on coupe la quartique
plane auxiliaire y[ f4 (), f2(2), f5(t)], tracée dans un plan (X, Y, Z)
quelconque, par la droite de ce plan dont (4,2, X,) sont les coor-
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données homogénes; les 4 paramétres ¢ ainsi obtenus donnent sur T
le tétraédre général relatifa T et Qy; si I'on assujettit la droite
(A1, A5y Ay) & passer par un point fixe du plan (X, Y, Z), on obtient
une développable A circonscrite a Q etenveloppe des faces des oo!
tétraédres correspondant individuellement a chaque droite tracée;
st le point fixe est le point ¢, pris sur y, la développable A se décom-
pose en le cone circonscrit a Q, du pointdeI quia pour paramétre
/o et une génératrice de Q, qui n’admet avec chaque développable
A’ qu'un plan la conlenant et tangent a A’ (il suffit de marquer sury
le point ¢, et de le joindre au point fixe f relatif 2 A’ pour avoir la
droite fournissant unique tétraédre commun a A’ et a la dévelop-
pable décomposée).

Appliquons le raisonnement qui précéde a 'un des trois points
doubles de y; soient ¢,, ¢, les valeurs de ¢ fournissant ce point
double et M,, M, les points de T' correspondant a ¢, et t»; une
droite issue du point double coupe y en deux points ¢, ¢,; on a
ainsi un tétracdre variable M, M, M, M, dont 'aréte M, M, est fixe;
done M, M, est génératrice de-Qy; ici le cone de sommet M, se
décompose donc en deux droites, dont Pune est M, M, et 'autre
une droile M, p, issue de M, ; cette droite M, g, est I'enveloppe du
plan MM, M;; de méme on trouve une droite M,p, issue de M.;
les deux droites My u,, M, u, appartiennent au systéme de généra-
trices déja signalées sur Q, (correspondant respectivement a M,
et My), de sorte que M; M, est une génératrice de Q, du systéme
oppos¢; en joignant le point double (¢,¢,) de y au point image
d’une développable A, on obtient un tétraédre M, M, M; M, et par
suite les deuz plans My M, M, M, M, M; issus a A de la droite M, M..
Nous avons donc obtenu ce résultat : T' perce Q, en six points
répartisen 3 couples de 2 points situés sur une génératricede Q, ;
cet enscmble de 3 conditions (qui réduit a 18 le nombre de para-
métres nécessaires pour obtenir T et Q,) est nécessaire; il est
suffisant; ce résultat découle au fond des décomptes déja faits;
mais on peut le voir aussi en utilisant la remarque de M. Rowe;
car G', G", G” étant ces trois sécantes doubles de T, chaque qua-
drique Q’, Q", Q" déterminée par T et un couple (G", G"), (G",G'),
(G', G"), coupe Q, suivant 4 droites; si donc on prend un plan «
tangent, quelconque, a Q,, coupant I' en 3 points B, C, D, les
plans tangents a Q, autres que a issus de BC, CD, DB se recoupent
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en un point A situé simultanément sur Q', Q", Q”, donc surT.

Je cite un dernier résultat signalé par Duporcq; si nous considé-
rons quatre tétraédres T,, T,, Ty, T}, nous avons en éliminant le
tétraédre T; une quadrique Q;; les quatre quadriques Q; ont une
génératrice commune (du systéme par lequel on peut mener a
une deéveloppable A deux plans tangents). En effet, Q, et Q,,
étant inscrites toutes deux dans la développable déterminée
parT, T, et T, ont une génératrice commune G; un plan quel-
conque issu de G perce I' en 3 points de paramétres ¢,, ¢,, t,, de
sorte que, ce plan étant tangent 4 Q, et a Q., on a pour Q, un
tétraédre (¢4, ta, t3, @), pour Q, un tétraédre (¢,, ¢y, t;, B); on a
donc deux identitds en ¢ :

(3) % )\ifz(t)-i- )\gfa(t) -+ )\;f;(t)E A(t—- ty )(t—— tl)(‘——ta)(t——&),
wfi(t) + pafs(t)+mfi()=B(t — ;) (t —t,)(t— &) (t —B),

ou Ay, Ay, Ay, py, My, (4 sont certaines constantes (dépendant de
P'orientation du plan choisi autour de G); on en conclut aussitét,
par élimination de f, ou f;,

ks fi(2) — Napa fa(8) + (pahs— b pa) fu(2)
) =(—t)(t—t)(t—t3)[— ps(t—a)+A3(t—B)],
i fi(8) — Rape fa(2) + (ade— wds) fa(E)
=(—t)(t—t)(t—t)[—m(t—a)+2(t—P)]

. . A B — . .
Ceci prouve que le tétraédre (t., ty, s, ——&B%L) esl inscrit
3T *3
dans T et circonscrita Q, et comme le plan issu de G peut varier,

G est une génératrice de Qy; de méme pour Q. On peut remar-
quer que si 'on imagine la quartique gauche unicursale auxiliaire
' (f1y fa, fsyf+) nous avons utilisé les sécantes triples g4 (¢4, ta, t3)
‘de y' et les plans projetant ces sécantes sur chaque face du tétra-
édre de référence a partir du sommet opposé; de la sorte, u étant
le paramétre qui individualise un plan arbitraire issu de G, les
expressions Ay, Ay, A4y iy, p3, s sont des polynomes de degré 2
en u.

On peut écrire les équations (3) et (4) sous une forme plus
simple, qui fait intervenir les coordonnées pliichériennes de la
droite g, laquelle engendre une quadrique, comme l'on sait. On

LXIIL 5
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écrit au lieu de (3) et (4) les équations

* + Puefa(t) 4+ puafs(t) + pasfi(t) = A(t—— t,)(t — ta)(t — t3) (¢ —2),
PuSi(D) + % + puifs(8) + pasfu(t) =Bt — 2,) (¢ — £2)(t — t:)(¢ — P),
Pufill) + pu fa(t) + % + prafu(t) = C(t — 8))(¢ — ta)(t — t:)(¢ — ),
Paafi(8) = par [2() + prafi(l) + k =Dt — &) (t — t,)(t — t3) (¢ —8).

Les pix sont des polynomes du second degré en u, ou u est le para-
métre qui individualise le planmené par G; les deux racines de p.;
correspondent a chacun des deux plans passant par G et tangents a
la développable (T, Ty, T4). On remarquera que le rapport anhar-
monique sur I' des quatre sommets «, 3, y, d de ces quatre
tétraédres qui ont leur base dans le plan G(u) est égal au rapport
anharmonique des quatre plans passant par g et les sommets du
tétraédre de référence de I'espace auxiliaire (X, Y, Z, T).

Je donne une application élégante de la construction qui précéde;
nous allons résoudre le probléme de géométrie plane suivant :
construire une quartique plane unicursale y connaissant les
valeurs (t4, t}), (ta, t,), (t3, t,) du parametre t correspondant
aux trois points doubles de y. Nous prenons sur la cubique
gauche I'(¢, ¢2, 3, 1) les cordes M; M; joignant ¢; et ¢;({ =1, 2, 3),
la quadrique Q, déterminée par ces trois cordes admet avec I' une
série oo? de tétraédres; trois arbitrairement choisis donnent les
trois polynomes f,(t), fa(t). f3(t) et la quartique plane y dont ces
polynomes représentent les coordonnées homogénes du point cou-
rant répond a la question. Remplacer les trois tétraédres par trois
autres revient a effectuer une transformation homographique sur y.
On sait d’ailleurs que y dépend de 11 paramétres, a ¢trois invariants
relatifs au groupe des homographies;. ces invariants sont par
exemple (¢,43¢3t)) (=1, 2,3). On voit que I'on peut réaliser
bien des dispositions diverses; la quadrique d’équation

C;(:y —z2)+ B (zx—y)+B'zy=o0

conduit & une quartique n’ayant qu’un point double (¢t = o, t = )
comptant pour la réunion de trois points doubles. La quadrique
d’équation

2B (zz— y2)+ 2B (zy —3z)+A"32=0
conduit a une quartique n’ayant qu'un point de rebroussement
(t = 0) comptant pour la réunion de trois points doubles.
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Les développements précédents conduisent a une nouvelle géné-
ration géométrique de ces divers tétraédres définis par les
équations

I . l.ﬁ(t)—f—ﬁﬁ(t):o,
(11 M fi(0) + s fu(1) + o fs (1) = o,
(111) M fi(8) = D fu(8) + hafo(£) + 2 fu(t) = o,

ou les f; sont des polynomes donnés de degré 4 en ¢, et les A; des
paramétres arbitraires (définis a un facteur prés).

~ Pourle premier type, les sommets décrivent T, les faces touchent
la développable cubique A. Nous allons montrer qu'il existe une
quadrique H telle que tous les tétraédres du type (1) soient
tous conjugués par rapport a H; la dualité déja indiquée,
transformant le sommet A en la face opposée BCD, n’est autre
que la polarité relativement a H, les points de T devenant les
plans de A.

Rappelons que si I'on donne a priori deux quadriques A,
H quelconques, il n’existe aucun tétraédre T inscrit dans %, con-
juguéa H; pourtant ily a 8 inconnues (2 pour chaque sommet de T
qui est point de &) et six équations seulement. Rapportons A
et H a leur tétraédre conjugué commun, leurs équations sont alors

(h) hz?+ kyt+ lz22+ mt2=o,
. x2 2 z2 e
(H) E+k—1+—l:+71~0'

Silona hh,+ kk,~+ ll; + mm,= o, ily a o tétraédres inscrits
dans A, conjugués & H; on prend un point A arbitraire sur h, le
plan polaire « de A vis-a-vis de H coupe % suivant une conique ¢
harmoniquement circonscrite a la section 2 de H et donne oo!
tétraédres ayant pour sommet commun A. Le systéme £, H dépend
de 17 paramétres, le systéme T, 2, H dépend de 20 paramétres.

- Imaginons maintenant un tétraédre T (12 paraméires), une
cubique gauche T circonscrite (4 paramétres), une quadrique H
conjuguée (3 parametres). I' est circonscrite a ' tétraeédres con-
Jugués a H, chaque poini \ de T étant sommet d'un tel
tétraédre, dont les 3 autres sommets BCD sont a_.l’intersection
de T et du plan polaire a de A vis-a-vis de H; en effet, il
existe o’ quadriques h circonscrites a I, donc a4 T; A est sur
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chaque quadrique 4 et le plan polaipe « de A vis-a-vis de H
donne comme sections des o2 quadriqiles h toutes les coniques o
circonscrites au triangle BCD; toutes ces coniques étant harmo-
niquement circonscrites a la section X de H par «, BCD est
nécessairement conjugué par rapport a 2. (Démonstration : BCD,
dans «, étant triangle de référence, les équations d’une conique ¢
et de la section 2 sont, ponctuellement et tangentiellement respec-
tivement,

(o) 2Byz +2B'zxr +2B"zy = o,

() aur+a' v+ a’ w4+ 2bvw + 20" wu + 25" uv = o.
On a, quels que soient B, B', B,
Bb+Bb+ B =0,

donc b= b6'=d"=o0.) Considérons donc deux tétraédres T,, T,
inscrits dans I', qui ont servi de base pour former I'équation (I) et
trouver la développable cubique A; il existe une quadrique H et
une scule conjuguée par rapport a T,, pour laquelle le sommet A,
de T, soit pole du plan B,C,D,; les équations obtenues sont
linc¢aires aussi bien par rapport aux coefficients de I'équation ponc-
tuelle que de l'équation tangentielle; d’aprés ce qui vientd’étre dit,
le tétraédre A, B, C, D, est lui aussi conjugué ainsi que tous ceux
de la famille déterminée par T, et T,. Le systéeme (I, A) ou
(T, A, H) ou (A, H) ou (I', H) dépend de 18 parameétres; pour
interpréter les 3 conditions nécessaires et suffisantes & établir
entre I' et H pour I'existence d’un (et par suite de ') tétraédre
de cette espéce, raisonnons sur 'un des 6 points a; (=1, ...,6),
ou I' perce H; le plan polaire de @, coupe T en a,, puis en deux
autres points ¢y, d,; le tétraédre dégénéré a,a,c,d, fournit les
résultats suivants : la tangenle a,¢, a I' en a, a pour conjuguée
vis-a-vis de H une sécante double de T (ce qui fait déja deux rela-
tions), et ensuite c,d, sont conjuguées par rapport a H (c’est la
troisiéme relation); les 3 relations obtenues ainsi pour a, sont
nécessaires et suffisantes.

Pour appliquer ce qui précéde au type (II), rappelons nous que
nous avons introduit la quartique plane y[fi(¢), fa(¢), f2(¢)] du
plan mauxiliaire (X, Y, Z); chaque tétraédre T correspond indivi-
duellement A une droite (A, A5, A;) de ce plan, les ¢ des 4 sommets
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étant fournis par Pintersection de v et de la droite

X4 hY +23Z =o;

les o? tétraédres obtenus ont leurs faces tangentes a la qua-
drique Q,; sil'on fixe le.sommet A sur I', le plan BCD de la face
opposée est assujetti & pivoter autour d’une génératrice g de Q,,
génératrice qui correspond homographiquement a A sur T'; les
deux paramétres en jeu sont donc la position de A sur I et 'orien- .
tation de la face BCD autour de g. Si la droite (},, %5, ;) du
plan (n) pivote autour d’un point fize M(X,, Y,,Z,) de ce plan, les oo
tétraédres correspondant aux:co' droites issues de M enveloppent
une développable cubique A et sont conjugués par rapport a une
quadrique H : les points M du plan (7) et les quadriques H se cor-
respondent ainsi un & un, il y a donc ? quadriques H, chacune
ayant pour image un point de =; il est important de montrer que
_ces quadriques H forment un systéme linéaire ponctuel : en
effet écrire que la droite g de Q, est dans le plan polaire (vis-a-vis
de H) du point A qui correspond a g entraine deux conditions
linéaires par rapport aux coefficients de 'équation ponctuelle de H,
I'ensemble des conditions en nombre infini -que I'on obtient en
prenant successivement tous les points de T' se réduit, d’aprés ce
qui précéde, nécessairement a sept (*) (il suffira de choisir 4 points
de T et on a 8 équations se réduisant a 7) : le systéme ainsi obtenu
coincide nécessairement avec le systéme H. Choisissons ‘mainte-
nant arbitrairement deux de ces quadriques, H, et H,, les points
images de n étant M, et M,; pour un point lui-méme arbitraire
de T, soit A, la droite intersection des plans polaires de A par
rapport a H, et H, est nécessairement la droite g correspon-
dante; si nous considérons le faisceau ponctuel aH, + H,=o,
ou a : B est une constante variable, chaque quadrique de ce fais-
ceau est manifestement conjuguée au tétraédre conjugué commun
a H, et H,, tétraédre qui est précisément celui de notre systéme oo?
dont l'image est la droite M;M,; la quadrique en questiorn
appartient & notre systéme «? et a pour image un point de la

(‘). La raison qui sert A faire comprendre la réduction A 7 de ces 8 équations
est que le rapport anharmonique sur T' des § points choisis est égal an rapport
anharmonique sur Q, des 4 génératrices correspondantes:

B5e
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droite M\M,. De la sorte une droite 8 de w, prise dans son
ensemble, est U'image d’un tétraddre T; si on la considere
comme lieu d’un point mobile, elle devient 'image du systéme
linéaire ponctuel de quadriques H conjuguées a un méme
tétraédre T.

Or, dans un faisceau ponctuel de quadnqnes il en existe quatre
qul se réduisent a un céne : ici, un pomt, de paramétre ¢, sur v,
commun 2 y et 3, donne o' tétraédres ABCD ou le sommet A est
fixe sur T'; le triedre A(BCD) a ses faces tangentes a Q, ou,
si 'on préfére, au céne S, circonscrit & Q, du point A; ses arétes
sont génératrices du coéne S qui a pour sommet A et pour direc-
trice I'; enfin elles sont deux a deux conjuguées par rapport a un
troisiéme coné C, qui est le cone du faisceau linéaire (H,, H,) qui
a son sommet en A sur le tétraédre T d’image d : par polarité rela-
tive & G les cones S et S, s’échangent. Nous devons encore faire
quelques remarques : le fait que dans le faisceau aH, + fH,=o,
d’image M, M,, il y a quatre cones et quatre seulement, prouve
que la biquadratique (H,, H;) est indécomposée et sans point
double. Le syst¢eme H a son équation ponctuelle réductible a la
forme aH, + fH,+ yH; = o, de sorte que Péquation tangentielle
est de la forme

0= 131'T.l+ {33 ﬁ2.+ "{aﬁg-!- ﬁ’YKg;-’- B‘{’L13+. R o apYH1!3)

ou H,, H,, H, sont les premiers membres des équations tangen-
tielles des quadriques H,, H,, Hj; K,;, Lj;, égalées a zéro,
donnent les équations tangentielles des quadriques enveloppes des
plans coupant 'une des quadriques H, ou H; suivant une conique
harmoniquement inscrite ou circonscrite a la section de I'autre
quadrique; H,,s a une définition un peu plus compliquée. Or,
toutes les qﬁadriques o H, + g Hy+ yHy; = o sont harmoniquement
inscrites dans [toutes les quadriques contenant I'; il en résulte
que les 7 nouvelles quadriques K,3, Lo, .. ., H,,, sont aussi har-
moniquement inscrites dans les quadriques contenant T, les
formes H,, H,, H;, H,,,, K3, Ly, ..., au nombre de diz se
réduisent a sept linéairement distinctes. D’autre part, quand on
choisit trois quadriques au hasard, d’équation ponctuelle H, = o,
H,=o0, Hy=o0, le lieu des points A de I’espace tels que leurs
plans polaires «,, a3, @; vis-a-vis de H,, H,, H; concourent sui-
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vant une droite, est défini par I'ensemble des deux équations

-

JH, oH, OJH, oH; oH, oH,
Tz dy oz 9z dy ot
oH, oH, JH, |=o, oH, oH, oH, | =o
@ dy & Tz dy o
oH, oH, oH, ~ |9H, oH, oH,
9z dy oz rrl

qui définissent une courbe de degré 9, décomposée en le lieu
véritable de degré 6 et la courbe parasite

JH, oH, JH,

dy _ 9y _ 9y
JH, = oy = o
dx dx pra

qui est de degré 3. Ici, d’aprés la construction des quadriques H,,
H,, H,, la courbe de degré¢ 6 du cas général comprend la cubique I’
comme morceau de décomposition. 1l y aurait intérét & voir ce
qu’est I'autre morceau de décomposition. '

1l reste maintenant 4 examiner les tétraédres du type (III) dont
nous n’avons indiqué que les résultats dus a Duporcq. On pourrait
recommencer ce qui a été dit pour le type (II). kci on a une quar-
tique unicursale gauche y,

Y[f1(2), fa(2), fa(2), fu(D)),

de Pespace auxiliaire (X, Y, Z, T); a un plan donné de coor-
données tangentielles (X, A3, 25, 1) dans cet espace (k) corres-
pond un tétraédre T unique de notre série co®; a un point fize
M(X,, Yo, Zo T,) de E, considéré comme enveloppe de «? plans,
correspond une quadrique Q, alaquelle restent.tangentes les faces
de la série oo? de tétraédres correspondant un a un aux plans issus
de M; si le point M est non pas quelconque mais pris sur vy, la
quadrique Q,, du cas général se décompose en le point A de I’ qui
a méme paramétre que M sur y, et en un point complémentaire a :
en effet le sommet A de T étant donné, on peut choisir arbi-
trairement deux autres so: ‘mets B, G sur I pour déterminer
Ay Mgy Az, Ay; de la sorte on irouve une série «o? de faces telles
que ABC qui sont finalement les o? plans issus de A; la face
opposée BCD doit donc envelopper un point (A étant donné, B
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et C étant ensuite choisis, la face BCD est complétemeut déter-
minée, donc enveloppe bier un point). Quand A varie sur T, le
point @ engendre un' certain lieu G dont nous allons montrer que
c’est une droite (celle de Duporcq). En tout cas, quelle que soit
la nature de ce lie, si I'on a construit ce lieu et indiqué pour
chaque point A de.I la position de @, on retrouve nos 3 paramétres
ainsi, on pren(i A (1 paramétre), puis un plan arbitraire (2 para-
métres) autour de a. Pour trouver a il suffit soit de trouver 3 plans
qui se croisent en a, soit deux droites qui s’y croisent. Il y a
dans E o* droites qui peuvent chacune étre considérées comme
enveloppe de «' plans, donc image d’une développable cubique A
ou d'une quadrique H (car on a extrait alars de notre série o* de
tétraédres une série o' ); il existe donc * quadriques H et le plan
polaire a de A vis-a-vis de I'une quelconque passe en a; ce résultat
prouve comme plus haut que les w* quadriques H forment un
systéme linéaire ponctuel, défini par 5 quelconques d’entre elles :
HH Hn, H.’H H/n Hi ( )

Il y a dangE o points M dont chacun est l’lmage d’une qua-
drique Q,; pour 'une, choisie, de ces quadriques, chaque point A

" (*) Quand on trace au hasard 5 quadriques H,, H,, H,, H,, H, dans un espace
vierge, le lieu des points A dont les plans polaires concourent en un point a est
défini par deux équations telles que

oH, oH, OoH, oH oH, JH, OJoH, O0H,
9x dy 9z ot 9z Jdy oz ot
OH, OH, oH, oH, o, oH, OH, oH,
or dy OJz Ot or dy 0z ot '=0'
ox dy . 0z a¢ | ox dy 0z da¢t
oH, OH, 0H, oH, oH, OH, OH, ¢H,
or dy 0z Ot dr dy Oz ot

dont il faut retrancher la courbe (déja rencontrée, de degré g) obtenue en
annulant les déterminants extraits des 3 premidres lignes. On a ainsi un lieu de
degré 16-g ou 9, qui. est en méme temps lieu des A et des a.Dans notre question le
lieu se désompose; on a un premier lien qui est la cubique I associée a la
droite G lieu de a; le lieu se compléte donc par une cubique gauche, portant
les couples A,a qui se correspondent. On voit qu’il y a Ia une série de problémes
intéressants, Si I'on prend 6 quadriques, les points A dont les plans polaires se
coupent en un point a sont définis par 3 équations (les deux déja écrites et une
troisi¢éme ou l'indice § ou 5 est remplacé par 6); on a trois surfaces de degré 4
ayant en commun la courbe gauche de degré 9 déjh signalée et éliminée.
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de T a une génératrice g qui lui correspond, le plan BCD pivo-
tant autour de g, quand A reste fixe : mais BCD passe par a, donc a
est sur G ou, si l’on préféere, G passe par a. Nous avons donc ce
résultat fondamental : il existe ©* quadriques Q, pour le
type 1l et les droites g en nombre «*, correspondant & un
point-donné A deT se croisent toutes en a; or a deux points M, M’
de E correspondent deux quadriques Q,, Q) circonscrites a ladéve-
loppable A dont MM’ est 'image (cette fois la droite est consi-
dérée comme lieu de points (*)] donc ayant une génératrice G
commune (d’espéce opposée-a g et g’) : G passe donc au pointa; la
variation de A sur T pendant que M, M’ restent fizes, montre
que G est le lieu du point a; les ©* quadriques Q, ont toutes en
commun la droite G; sur T et G les points A, a se correspondent
homographiquement. On'remarquera que les ©° quadriques Q,
trouvées pour le type Il forment un systéme linéaire tangen-
tiel; en effet elles sont harmoniquement inscrites a H,, H,, H,,
H;, Hy; on a aussi 5 équations linéaires par rapport aux coeffi-
cients de I'équation tangentielle de Q, ; de plus Q, doit contenir la
droite G, ce qui se traduit par des relations linéaires encore par
rapport aux coefficients de I’équation tangentielle (en nombre 3,

dont la réunion avec les 5 précédentes ne conduit qu’a 6 relations '
distinctes). Duporcq avait signalé la dreite G, sans remarquer

qu’elle était commune aux «’ quadriques Q,; pourtant, ayant
remarqué qu’elle était commune a 4 d’entre elles, choisies arbi-
trairement, le reste devait s’ensuivre. Mais je dois toujours, en
hommage a la mémoire de Duporcqs signaler que I'on ne peut per~
fectionner que ce qui existe déja : sans les résultats de Duporcq,
’ j’aurais sans doute oublié de constater I'existence de ceux, que
j'indique ici. '

Je signale enfin un paradoxe relatif au type II : nous avons .

signalé les o' tétraédres ayant en commun l'aréte M, M, obtenue
pour un point double de la quartique auxiliaire y; dans ces tétraédres

I'aréte M, M, est astreinte & 3 conditions : 1° couper I' (et méme

" (!) Si dans un plan fixe I de E, on marque un poii:t fixe aussi M, les ! .

droites issues de M dans Il fournissent chacune une développable cubique : les ®!
développables sont circonscrites & la quadrique Q,, qui a M pour image; chaque
droite issue de M dans le plan = donne aussi une qnndnqne H; leo eo' qua-
driques H forment un faisceau linéaire ponctael. -

&
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deux fois); 2° conper M,u,; 3° couper M','p.g; elle engendre la
quadrique Q déterminée par I' et les deux génératrices G, G”
de Q, qui sont sécantes doubles de I'; or la droite M, M, satisfait
aux 3 conditions et pourtant n’appartient pas a Q; c’est le
paradoxe : il faut montrer que les 3 conditions définissent
d’abord «' génératrices de Q, puis 'unique droite M, M,. Cest
trés facile, si 'on fait abstraction pour la premiére condition de
Pobligation de couper I' en deux points; les droites assujetties a
couper ', M, u,, My, forment 3 séries : les quadriques Q, puis
les droites, issues de M, et s’appuyant sur M, p,, puis les droites
analogues relatives 8 My et M, ;. Les droites de la premiére série
se trouvent étre sécantes doubles de I'; les droites de la seconde
ou troisiéme série sont sécantes simples, sauf M, M. qui est
commune a ces deux séries, sans appartenir ala premiére.

4. Tétraddres inscrits dans une biquadratique (3 et circonscrits
A une développable de classe 4 et genre 1 : premiére solution. —
Nous allons dans cette question rencontrer des circonstances diffé-
renles, nous donnant divers types de solutions que nous construi-
rons synthél.iquem(éﬁ“i, sans avoir décidé si ces solutions sont les
seules.

Une biquadratique @3, supposée indécomposable et sans point
double, peut, par homographie, étre réduite a la courbe
(p, P’y p'y 1), ot pu est la fonction bien connue de Weierstrass.
Imaginons une droite § quelconque et le faisceau de plans issus
de 9, d’équation ’

(1) Mz +Priy+1128+8) + ha(@ex + Bay + Y23+ &) =0,

de sorte que a;, Bi, yi, 0; sont donnés (i =1, 2) et que A, : ), est
variable. L’équation, ou a est une constante,

(2) Mlnp(u—a)+ gip'(u—a)+yip'(u—a)+3)
+ hafagp(u —a)+ Byp'(u—a) + .p"(u — a) + 8,]=o,

définit sur @ un quadruple de points A, B, C, D dont la somme
des arguments vaut 4 a : on suppose donc que 4a n’esl pas une
période (2w ou 2w') de fagon que les points A, B, G, D ne soient
pas coplanaires. Les faces du tétraédre ABCD enveloppent une
développable A de classe 4 et genre 1 : chaque point A de (B
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détermine un seul tétraédre ABCD ayant A pour sommet et un
seul tétraédre A'B'C'D’ dont la face B'C'D' passe par A. Le
premier point est évident; quant au point A', il a pour argument
u'=u+ 4a, u dtant celui de A. L’équation de la face BCD
s’obtient rationnellement au moyen des coordonnées de A, mais
la correspondance ainsi obtenue n’est pas une dualité; elle est
simplement birationnelle de 33 a A; les aréles de ces tétraédres
engendrent une surface réglée R de degré 10 ayant @ pour ligne
triple; pour obtenir ce dernier résultat, il suffit de chercher le
nombre de génératrices qui croisent une génératrice donnée; une
génératrice G donnée porte deux points singuliers, qui sont ceux
ou elle perce @ et ou elle est rencontrée par deux génératrices de R ;
si uy, u, sont les arguments de ces deux points, et si u, ¢ sont ceux

" des points analogues pour la génératrice G’ qui rencontre G, on a

Uy 4+ Usg+ U+ =0 ou v=— (U + uy+ u),
= 0.

3)
(4\Ja.p(u-—a)+....+8. yp(—uy—us—u—a)+...+ 8
) asp(u—a)+...+8 a,p(—u,—ug—u—'a)+...+8,

On doit pour 'équation (4), qui donne huit valeurs de u, éliminer
celles pourlesquelles on a ¥ = — u; — uy, — u, 'qui sont au. nombre
de quatre; donc G est rencontrée par un total de 2 4+ 2 + 4 ou
8 génératrices; R est donc de degré 1o.

On peut dire que, pour obtenir un tétraédre T, on a égalé a une
constante variable la fonction

(5) up(u—a)+Bip(u—a)+yp'(u—a)+38
arp(u—a)+Bop'(u—a)+y2p"(u—a)+ 3,

La dérivée de celte expression, égalée a zéro, a 8 racines [dans
un parallélogramme des périodes, la fraction (5)a 4 poles simples,
donc sa dérivée a 4 poles doubles]. Si A est le point de @3 corres-
pondant a 'une des 8 racines, le tétraédre ABCD correspondant a
un sommet B confondu avec A, de sorte que le raisonnement ana-
" logue fait pour les tétraédres relatifs a une cubique gauche nous
montre que la corde CD correspondante est une génératrice de A,
tandis que la tangente en A 4 B est 'intersection de deux plans
tangents a la fois a B et a A; B est de classe 8, la développable A
de degré 8; @3 et A ont 32 intersections, 32 plans tangents com-
muns; sur les 32 intersections de B et A, il y en a donc déja
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16 situées, par couples de 2, sur 8 génératrices de A, les 16
autres se réduisent a 8 points de contact de 3 avec A. En effet,
si nous prenons une de ces nouvelles intersections, cela nous donne
un point A, pour lequel le plan B'C'D’ précédemment cité doit
coincider avec l'une des faces ABC, ACD, ADB; supposons que
B’ C'D’ coincide avec ABC; les systémes de trois points (B, C/, D'),
(A, B, C) forment un groupe de 6 points, si les deux systémes
sont totalement distincts, ces 6 points seraient sur (3 d’une part,
dans un méme plan de l'autre; il y a donc impossibilité. Suppo-
sons que A coincide avec D' : alors comme il n’y a qu’un tétraédre
ayant A (ou D') pour sommet et que A et A’ sont distincts (car
leurs arguments différent de 4 a), B coincide avec B/, C avec C' et
le. -plan B'C'D’ recoupe (3 en un nouveau point A coincidant
avec D', de sorte que la tangente en A a @ est dans le plan B'C'D’
tangent en A a A, donc (3 est tangente en A a A; si 'on suppose
que c’est B qui coincide avec B’ (A pouvant n’étre pas en coinci-
dence avec un point du groupe B', €', D’), comme il n’y a qu’un
tétraédre de sommet B et que les arétes issues de B (ou B') se
réduisent a BA, BC, BD (ou BA’ distincte de BA, B'C/, B'D’), il
faut que BA coincide avec BC' ou BD', donc A coincide avec C’
ou D/, etl'on retombe sur ce qui précéde : la proposition est donc
établie. Le méme procédé prouverait aussi que les 16 plans tan-
gents simultanément a 03 et A, autres que les 8 couples déja
signalés, doivent se réduire a 8 seulement, dont chacun compte
pour deuz; autrement dit huit tangentes de (3 sont tangentes a A;
mais alors nows retombons sur les huit intersections doubles de (3
et A; cela prouve simplement que l'on peut substituer a chaque
propriété géométrique la propriété corrélative ; en effet une polarité
transforme un tétraédre de 'espéce indiquée en un autre dont les
faces sant tangentes a une développable B de classe 4 transformée
de B et dont les sommets sont sur une biquadratique A trans-
formée de A; de la sorte les 16 intersections réparties sur 8 généra-
trices de A conduisent aux 16 plans tangents répartis en 8 couples
se croisant suivant une tangente de 3.

Nous avons ainsi obtenu des résultats qui généralisent de fagon
trés simple ceux trouvés pour une cubique et une dévelop-
pable cubique. Essayons de méme quelques décomptes : le couple
général ‘B, A dépend de 32 paramétres et n'admet aucun
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tétraédre. Si Ton part d’'un tétraédre T (12 paramétres), d’une
biquadratique @ circonscrite (8 paramétres). d’une développable A
inscrite (8 paramétres), on trouve un couple 03, A ne dépendant
que de 28 parameétres et n’admettant que lunique tétraédreT.
Sil'on prend deux tétraédres T,, T, quelconques, leur ensemble,
qui dépend de 24 paramétres, détermine une seule courbe @, une
seule développable A et le couple (3, A ainsi obtenu dépend de
24 paramétres et admet uniquement les deux tétraédres T,,
T,. Les couples 33, A obtenus dans I'étude qui précéde dépendent
des 16 paramétres de (3, des 4 paramétres qui fixent la droite
auxiliaire 8, puis de la constante a; on a ainsi un couple (3, A
dépendant de 21 parametres, au lieu de 32, 28, 24 comme le
couple général ou les couples a 1 et 2 tétraddres. Les 16 condi-
tions, que nous avons obtenues comme interprétation géométrique,
se réduisent a 11 conditions analytiques.

Ayant obtenu le couple @3, A qui précéde, nous pouvons inscrire
dans A une infinité simple de quadriques Q,; B et Q, admettent,
comme tétraédres inscrits dans @3 et circonsgrits a Q,, la série
des o' tétraédres relatifs & B et A; ici encore nous pouvons
nous poser la question : 3 et Q, admettent-ils simplement ces
' tétraédres, ou bien admettent-ils oo? tétraédres? Il est clair
que 33 et Q, ne peuvent admettre plus de o tétraédres, car deux
points arbitraires A et B étant choisis sur (3, on peut mener a Q,
deux plans tangents et deux seulement par AB, recoupant G3, 'un
en C et Gy, 'autre en D et D, : les quatre combinaisons seules
possibles CD, CD,, C,D, C,D, fournissent avec AB quatre
tétraédres dont il reste a voir si les faces issues de C;D; ({ = o0 ou 1,
J=oou 1) sont ou non tangentes a Q,. L’ensemble @3, A, Q,
dépend de 22 paramétres; si, effeclivement, 3 et Q; n’admettent
que «' tétraédres, le couple B, Q, dépend lui aussi de 22 para-
métres; mais si 33, Q, admettent wo? tétraédres, le nombre de para-
métres dont B et Q,; dans leur ens¢mble. dépendont, est égal a 22-p,
ou p est un certain entier positif non nul. Une autre question
se pose : quatre points u,, Ui, U3, u; de (B3 déterminent un
tétraédre T, ; quatre autres points ¢y, ¢y, 93, ¢, tels que Z¢; =2u;
déterminent un autre tétraédre T,; les 8 faces de T, et T, déter-
minent une seule développable de I'espéce indiquée ici, mais nous
VErrons que pour &, + s + Uy + u; = w ou ' ouw + ', les 8 faces
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sont 8 plans associés, c’est-a-dire tels que toutes les quadriques
tangentes a 7 d'entre eclles sont tangentes a la huitiéme; si
Uy + Us—+ Uy + u, n'est pas égale & une de ces valeurs, les 8 faces
Wéterminent-clles une seule développable ou bien déterminent-elles
o? développables (dont une seule rentre dans notre construction) ?
Ce sont des questions qui restent a résoudre.

Jindique d'ailleurs une raison qui semble prouver que le
couple @3, Q, n'admet que o' tétraédres et que les 8 faces T et T,
(quand Zu;= Z¢; différe de w. w' ou @+ ') déterminent une
seule développable de classe 4. Considérons I'équation

(6) m[uplu—a)y+ip(u—a)+1p"(u—a)—+ 3]
+ holaep( —a)+... ]+ M[a3p(u —a)+...+8;]=o,

analogue a (2); on obtient, en faisant varier k, }, A, ad li-
bitum «0? tétraédres dont les faces enveloppent cette fois une
surface irréductible de classe 4; en effet une corde AB de (3 est
aréte d’un seul tétraédre et donne ainsi deux plans ABC. ABD;
ensuile, prenant le point A’ dont 'argument surpasse de 4 a celui
de A. la corde A'B est aréte d’un tétraédre A’'BC,D, dont la
face BC, D, passe par A, donc par AB; de méme le point B, ana-
logue a A’, donne une nouvelle face passant par AB, sans que AB
soit aréte. On a, cetle fois, un résultat distinct de celui trouvé pour
une cubique et une développable cubique.

On peut remarquer que donner a priori un tétraédre T (12 para-
métres). une biquadratique 03 circonscrite (8 paramétres), une
quadrique Q, inscrite (5 paramétres) fournit un total T, @3, Q,
dépendant de 25 paramétres; donner a priori deux tétraédres T,
T, (24 paramétres), quelconques, détermine une biquadratique @3
unique (on peut. donner d’abord @3, 16 paramétres, puis deux
tétraédres quelconques Ty, T, inscrits dans (3; on retrouve le
total 24); il y a ensuite o' quadriques inscrites dans T, et T, de
sorte que le systeme Ty, T,, 33, Q, dépend encore de 25 para-
métres, tout comme le couple général 03, Q, (16 + g =25); de
la sorte il y a une trés forte probabilité pour que le couple
général @3, Q, admette un nombre fini de tétraédres (ce nombre
fini étant au moins égal a 2). ‘

3. Tétrasdres inscrits dans une biquadratique (3 et circonscrits
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a une développable de classe 4 et genre 1 : deuxiéme solution.
— Nous construisons, encore synthétiquement, une autre solu-
tion.

Je me sers de résultats que j'ai obtenus dans mon Mémoire sur
les transformations homographiques qui conservent une biqua-
dratique (Journ. de Math., t. 12, 1933, p. 309-336). Je donne
ici toutes les explications nécessaires au lecteur. La courbe 03 étant
donnée, choisissons arbitrairement une quadrique Q contenant (3;

Fig. 2.

I
I,

R R,

Yl YZ

il existe trois quadriques contenant aussi (3, telles que, Q' étant
I'une, la courbe B posséde o' quadrilatéres gauches R inscrits
dans 03, dont les c6lés appartiennent alternativement a I'une (fixée)
des semi-quadriques portées par Q et i I'une (fixée également)
des semi- quadriques portées par Q'; il existe aussi o' quadri-
latéres gauches R, de méme définition, relatifs aux semi-quadriques
complémentaires des précédentes; ayant choisi arbitrairement un
quadrilatére R, un quadrilatére R,, 'cnsemble de leurs 8 cotés
est manifestement situé sur une quadrique Q,, comme le montre
la figure schématique 2, ou Gy, Ga, g4, &1 sont génératrices de Q,
Ty, Ty 74, 72 de Q'; Gy, Gy, 45 y2 sont quatre droiles sécantes,
chacune, a chacune des quatre droites I'y, Ia, g1y g2 d’'aprés la
définition de R, R, ou les propriétés des génératrices de systéme
opposé d’une quadrique (*). La quadrique Q, coupe Q suivant Gy,

(1) La figure 2 est celle que l’'on obtient par perspective A partir d’un point
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G.. g1, g2 et Q' suwvant Ty, Ty, y,, 755 réciproquement, si nue
quadrique Q, coupe Q et Q' suivant quatre génératrices, on
reconstitue la figure 1 ct les deux quadrilatéres R, R, mscrits dans
la courbe B commune a Q, Q'. On remarque que les génératrices
de Q du systéme G, donnent sur 3 une relation u, + u,=h,
ou A est constant, tandis que sur Q’'les génératrices du systéme I’
donnent une relation u, + ¢, =k, ou k est constant; de la sorte
les quatre sommets de R donnent une somme d’arguments égale
a4 2h (st 'on prend G, et G,) ou 2k (si 'on prend T, et I,);
donc 2~ =2k, de sorte que k vaut h + w, h 4+ ' ou b + v + o/,
et réciproquement. On voit aussi pourquoi on a 3 quadriques Q’
suivant que l'on adopte pour k soit k4w, soit h+ w', soit

h + o+ w'. Si 'on supposait de plus k =— h, c'est-a-dire en
supposant k =k + w, 2k = -— w (4 un multiple prés des périodes),
ce qui revient a prendre A égal a — %; %, — f—: —+ ', % — o/, on

n’obtiendrait pour Q et Q' que I'une oul’autre de deux quadriques
remarquables ¢ (portant les semi-quadriques == g), q (portant

les semi-quadriques =+ % e co') qui jouent un grand réle dans les
transformations homographiques de 3 en elle-méme; le couple
(Q, Q') est conjugué par rapport aux quadriques (g, ¢'), c’est-
a-dire qu’en un point quelconque de 03 les plans tangents a
ces 4 quadriques se divisent harmoniquement; de plus il y a une
involution biaxiale admettant pour axes deux génératrices d’une
semi-quadrique g et échangeant 33 avec elle-méme. {ci nous suppo-
sons Q distincte de ¢ ou ¢/, de fagon que Q' ne coincide pas
avec ¢; on constate d’autre part que X, Ay, Ay, A, étant les racines
de 'équation en A relative au faisceau Q — AQ)'= o, on a, comme
condition nécessaire et suffisante, \;A;— MM, =0, i, J, k, [ étant
les quatre racines dans un certain ordre, et ceci montre I’existence
des 3 séries. ,

Ainsi (3 dépend de 16 paramétres, Q d’un paramétre nouveau;
Q' est complétement connue (ou du moins a 3 déterminations
dontnous choisissons I'une) et Q, dépend de deux paramétres nou-
veaux. Nous indiquons les équations en supposant A, A— Ak, =o,

de Q, ou les deux génératrices qui s’y croisent sont rectangulaires, le plan de
perspective étant paralléle au plan tangent en ce point.
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Q et Q' rapportées a leur tétraédre conjugé commun, ce qui
permet d’écrire les ¢quations

(Q) zr+ yl— 23— 1=o,

2 1
(Q’) m?x?+ ’ﬁ—Pglz——z =0

(en prenant le plan de l'infini pour I'une des faces du tétraédre).
On constate alors que les génératrices (de systéme convenable-
ment choisi sur Q et Q') '
z—z—p(+y)=o,
(1)

I
X+ 3+ —-(y—1I1)=o0,

pmxz — pz 4+ A <p—’;ly~x)=o,
(2)

A\ m

pm.z'+p2z+~l-<£—y +1)=o,

se rencontrent si 'on a la relation

(3) 4(p"m’—!)—(p=—'n")(1~%)(#—*—i)=o,
ce qui donne le quadrilatére R ‘
1 I
moh o= =y

Les génératrices de systéme opposé sur chaque quadrique
s’obtiendront en remplagant y par — y, A et par M et p/, de sorte
que l'on retrouve la relation (3).

I est assez facile de voir que la quadrique Q, admet I'involu-
tion biaxiale dont les axes sont les arétes S, S,, S;S,, du tétraédre
conjugué (). Nous écrivons donc I'équation de Q, (S,S, étant O 3,
S,S; la droite a I'infini du plan horizontal)

(Qy) Art+Ayt+A'z2+2B'zy +20"2+D =o.

En éliminant z entre les équations (1), nous obtenons

0 (e

(') Ce résultat tient & ce que, dans cette involution, G, et G, s’échangent
&, et g, aussi, et de méme le couple (', T,) et le couple (y,, Y,). Le quadrila-
tére R fait en effet écrire u, +~u, = a, u;+ u, = a,u,+ U, = a4+ W, Uy +u, = a+w,
d’ou u; = u,+ w, u, = u,+ w; ce sont les sommets opposés de R qui s’échangent
dans cette involution.

LX1iI, 6
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" En remplagant 1 par — & nous obtenons

’ . — _—— _‘. -‘- =
4") 22 y(p. :‘>+p.+yi_o.
Si donc on posé “_lli =M, le produit des deux équations (4)
et (4") donne
(5) : (tzm—yM)ﬁ—M=—4;o..
Posant de méme p' — & — M', nous aurons.a exprimer que I'éli-
mination de 5 entre les équations Q, Q, conduit au résultat
(6) ((2z —yM)2—M2— {][(22 +yM')?*— M2— 4] =o0.
Or I'élimination de z donne
@ [Ax*+Ayr+ A'(x2+ y2—1)+ 2B’ 2y +~ DF— 4C"? (23 + y2—1) = 0.
On arrive ainsi, aisément, a I'équation de Q,
{Ql). fx2— MM y2+ 2(M'— M) ry

+2e(M+M)z+MM — 4+ A" (32— 22— y2+1) =0,

le symbole ¢ signifiant ==1; nous n’avons encore exprimé qu'un
fait, a savoir que Q,f coupe Q suivant quatre génératrices. Nous
recommengons les opérations suivant la méme marche avec Q'
et Q,, posant

et nous rappelant le résultat

i 4(pEmE—1)
(8) LM=LM=_F_____M_’_.

. . . AJ
On trouve ainsi une nouvelle équation de Q,

(Q1) (4p2m2—-K”m’)x=—<E”:'—:‘f + ’—t—2>y2+ A'p23t

”

+2p?(L—L)zy +29p?(L +L')z+ LL' — 4 + ;\T"= o.

n signifie *=1; on constate, comme vérification, que lon peut
identifier les deux formes d’équation de Q, et I'on obtient, en ne
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conservant que.M et M/, ¢ =-n, puis

A _4P%_ prmiMMW o 16piprtmi—y)  4prmt
T pi—mt prmi—1’ (PP—m MM’ pi—

Ces résultats acquis, uullsons la remarque que M. Rowe nous
a donnde : un plan tangent, a, de Q, étant choisi, la biquadra-
tique (Q, Q') ou & est coupée par « en quatre points A, B, G, D;
choisissons-en 3, par exemple B, C, D; les plans tangents a Q,,
autres que a, menés par BC, CD, DB se recoupent en un point A
situé sur Q, et encore sur Q', car Q, coupe Q (etaussi Q') suivant
quatre droites; donc A est sur (B; remarquons que A est dans le
plan «, correspondant a « quand on associe Q, a une quadrique
quelconque Q + hQ'=o0, ou h est arbitraire (autre que o
ou ) ('); or cette homographie (e, e,) conserve le tétraédre
conjugué commun a Q, et a la quadrique Q + 2Q'= o; le calcul
qui a été fait a montré que le tétraédre conjugué en jeu varie
quand % varie, mais que les droites S,S, (axe des z) et 545,
(droite de l'infini du plan horizontal) restent toujours conjuguées
par rapport & Q, d’une part et Q 4+ AQ' de lautre; donc les
sommets de ce tétraédre variable décrivent ces deux droites, qui se
conservent chacune dans son ensemble (point pour point); I'homo-
graphie est donc une homographie biaxale, et d’aprés le
paragraphe 1, est méme une involution biazale dont les axes
sont S;S, et S;8,; cela exige méme que, si Fon considére la
biquadratique Q +AQ'=o0, Q, =0, variable avec h, mais
passant par les points fixes Q =0, Q' =0, Q,=o0, la qua-
drique Q, se conserve dans une involution biaxale dont les axes
s’appuient sur S, S, et S;8, (S, s’échangent avec S,, S; avec S;)
et qui laisse inaltérée la biquadratique (Q + £Q’, Q). Le plan a,
n’est autre alors que le symétrique de o par rapport a Oz;
chaque point A, B, C, D est le symétnque de A,B,C,D respec-
tivement (?).

(') Pour Q et Q, il n'y a pas de correspondance (a, a,), car @ étant donné on
peut choisir arbitrairement le sommet opposé A la face a; de méme pour Q'

et Q,.

(?) On vérifie aisément que I’équation en A relative au systéme
Q+hAQ —XQ,=0

satisfait effectivement a la condition A+ A,= A,-+ A, qui est caractéristique;
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Nous avons ainsi obtenu une propriété trés curieuse de toute

_ biquadratique B; nous avons choisi l'un des trois couples

(S4Ss, SiS,) d’arétes opposées du tétraddre c'onjugu’é commun
auz quadriques du faisceau ponctuel déterminé par 3B, puis
Uune des ©* quadriques Q, relatives a ce couple; un plan
tangent quelconque a Q, étant donné et coupant 3 en A, B,
C, D, nous prenons le transformé de A dans l’involution
biaxiale, d’axes (S,Sa, S3S4), soit A : le tétraédre ABCD a ses
Sfaces tangentes a Q,; on a ainsi «©* tétraeédres relatifs a B
et Q,; chaque plan tangent a Q, est supportde 4 tels tétraédres;
chaque point de 03 est sommet de 4 tels tétraedres.

Ce deranier résultat s’obtient ainsi : I'involution biaxiale d’axes
$:Sa, S3S, fait correspondre au point u le point u + w. de sorte
que le tableau suivant contient 8 groupes dont chacun
ABCD ABCD ABCD ABCD
ABCD ABCD ABCD ABCD
donne des points coplanaires; I’adjonction de 2w ou 4w a une
somme d’arguments nulle donne en effet une autre somme nulle (a
un multiple prés de périodes). Nous avons maintenant un autre
tableau donnant 8 tétraédres :

ABCD ABCD ABCD

D
ABCD ABCD ABCD D

ABC
ABC
et 'on voit bien que le sommet A est commun a 4 tétraédres.
Pour chacun de ces tétraédres la somme des arguments vaut w.
Nous avons montré que le couple 3, Q, dépend de 19 para-
métres.

Supposons maintenant que nous adjoignions a Q, une autre
quadrique Q) du méme groupe, dépendant donc de 3 nouveaux

A, et ), sont racines de 'équation
f14+hAm?+ (4 — A")).][x+ —"% —(A"+ MM')I] — MM —M)t=o0
et ,, ), de ’équation

[AA"—y + ApY)] [).(A"+ MM'—4)—1+1%] — MM +M)=o.

Ces deux équations ont méme terme en 2! et méme terme en A.
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paramétres; prenons un plan « tangent simultanémenta Q, et Q, :
il nous donne 4 tétraédres ABCD, ABCD, ABCD, ABCD inscrits
dans B et circonscrits a la développable (Q,, Q',); de méme
un point A quelconque de O3 fournit 4 tétraédres : nous avons
donc une figure essentiellement différente de celle qui correspond
a la premiére solution, puisque cette premiére solution donnait
pour chaque point de 3 un seyl tétraédre ayant un sommet en ce
point.-Le systéme 3, Q,, Q| et développable (Q,, Q') dépend de

22 paramétres, en supposant que Q corresponde & un couple Q,

Q' autre que Q, Q'; inscrivons dans la développable (Q,, Q')
une quadrique Q, : B et Q, admettent o' tétraédres; il me
parait assez vraisemblable que ce couple B, Q; n’en admet
que »'; quand @B est donnée, le systéeme Q,, Q,, Q, fait inter-
venir 7 paramétres, et il me parait assez vraisemblable que Q,,
seule, fait intervenir 7 paramétres (pour que ce nombre, relatif
a Q, seule, fit inférieur, il faudrait qu’une infinité de couples Q,,
Q/, conduisent & la méme quadrique Q,).

Je signale quelques propositions & comparer avec celles relatives
a la cubique ou celles déja trouvées pour la premiére solution des
biquadratiques;

~ La quadrique Q, contient les sommets des quadrilateres R
et Ry; ces 8 sommets sont, par couples de 2, répartis sur les
‘4 génératrices Gy, Gy, y,, y2 de Q, (dont 2 appartiennent & Q,
et 2 a Q') et aussi sur les 4 génératrices g,, g3, 'y, Ty.

Réciproquement, sur une quadrique Q, quelconque, prenons
4 génératrices Gy, Gy, Y4, ya d’'un systéme, 4 génératrices g, g1,
T,, T, de Plautre; le quadrilatére R de cotés G,, G, gy &
fournit o' quadriques Q; le quadrilatére complémentaire R, I,
T3, 71, 72 fournit o' quadriques Q' et nous reconstituons la
figure 2; la biquadratique (Q, Q') dépend, quand Q, est donnée,
de 10 paramétres : 8 pour le choix des génératrices, et 1 pour le
choix de Q, 1 pour le choix de Q'; quand les 8 génératrices de Q,
sont données, les ? biquadratiques obtenues passent par les som-
mets des deux quadrilatéres R et R,; nous avons ainsi associé
a Q,, ='* biquadratiques telles que l'on puisse instrire dans
‘chacune w? tétraédres circonscrits 4 Q,; comme vérification nous

\ ée -
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avons retrouvé le nombre 19 comme total de paramétres dont

dépend le couple 33, Q, (16 + 3 si 'on commence par (3 pour
finir par Q,, 9 + 10 si 'on commence par Q, pour finir par 33).

Si I'on intervertit le role des couples (R. Ry) et (R, R, ), autre-
ment dit en considérant 'une des quadriques Q déterminée par G,,

G,, T, T, et 'une des quadriques Q’ déterminée par g4, g2, ¥4: 2,
on a un systéme remarquable de 4 quadriques

{Gl G, Q,gh r, 3

&1 &1 SR )
, Q Q

—T%GiGz Q,sé’lgz Q'

* r, r, 1 Y1 Y2

(ui toutes coupent Q, suivant 4 génératrices et telles que dans le
diagramme QQQ'Q’ chaque quadrique coupe suivant 4 droites
les deux quadriques contigués : on peut remarquer que le
systétme Q,, Q, Q', Q, Q' dépend entoutde g + 8 + 1 4141+ 1
ou 21 parameétres; or nous avons vu plus haut que si 'on donne
une biquadratique @ (16 paramétres), on peut, ayant choisi une
quadrique Q contenant (3, obtenir la quadrique Q' associée a Q
(pour un choix du couple d’arétes opposées du tétraédre conjugué
aux quadriques contenant @3), puis une quadrique Q déterminée
par un quadrilatére R et un quadrilatére R,; R a ses cotés alter-
nativement sur une semi-quadrique Q et une semi-quadrique Q';
R, a ses cotés sur les semi-quadriques complémentaires ; si mainte-
nant on prend une nouvelle quadrique Q) correspondant au méme
choiz de Q et Q' (ce qui fait au total 16 +1 + 2 + 2 = 21 para-
métres pour Q, Q', Q et Q'), cette quadrique Q' est déterminée
par deux quadrilatéres R et R, respectivement de méme nature
que R et R, ; mais alors il est clair que la quadrique Q, déter-
minée par R et R, coupe Q, Q', Q et Q' chacune suivant 4 droites;
de méme la quadrique Qj déterminée par R et R,; on a donc un
systéme tres remarquable de 6 quadrigques (Q, Q'), (Q,Q),
(Qi, Q) tel que chaque quadrique d’un couple coupe chaque
quadrique des autres couples suivant 4 droites; l’ensemble des
génératrices communes forme 16 droites dont 8 convena-
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blement choisies sont sur une quadriqué d’un couple; et les
8 autres sur lautre quadrique du méme couple.

Nous avons ici obtenu des couples B. Q, avec «? tétraédres et
dépendant de 19 paramétres, tandis que le-couple général @3,
Q, dépend de 25 paramétres. Si nous choisissons une quadrique Q)
associée a 03, du méme systéme que Q, (méme couple du tétraédre
conjugué commun ), mais correspondant a un autre couple Q, Q’,
nous avons une développable A (Q,, Q') dépendant, quand 03 est
donnée, de 6 paramétres; le couple (3. A ainsi obtenu dépend de
23 paramétres (tandis que dans la premiére solution le couple @3,
A dépend de 21 paramétres). Ici, si nous prenons un plan tangent
a la fois a B et a A, touchant @3 au point A, réunion de A et B du
cas général, et recoupant B en C, D nous trouvons comme cas
limite du tableau des 8 plans indiqués plus haut le tableau

AACD  XACcD AACD . XACD
AACD AACD AACD AACD

On remarque que les deux plans, tangents a A, issus de CD, sont
cette fois confondus en un seul AACD (au lieu de ABCD et ABCD
du cas général); donc CD (et de méme CD) est une génératrice

de A; les deux tétraédres d’aréte CD sont AACD et AACD; on a,
suivant la tangente AA a B deux plaus tangents a A, AACD
et AACD; donc les 3z intersections de U5 et A sont réparties
sur 16 géndratrices de &; les 32 plans tangents a 03 et A sont
répartis en 16 couples se croisant suivant une tangente de A :
»ci génédralise toujours le résultat de la cubique et de la dévelop-

ble «u' - uo. mals autrement que pour la premiére solution

-~ 2 une biquadratique et une développable de classe 4.

Je fais maintenant une remarque importante pour la compa-
raison des deux types de solutions trouvées dans ce travail. Sur
une courbe B, deux tétraédres T,, T,, dont les sommets donnent
la méme somme d’arguments 4 a, déterminent une développable A
et une seule, formant avec B un couple de la premiére solution
mais rien n’autorise a déduire de la que ces 8 faces déter-
minent une seule développable de classe 4 et genre 1; les
8 points ne sont pas quelconques sur @3 (si ja est différent de w,
®' ou w + ', ils déterminent une seule courbe B; si 4a vaut.w,
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@'y @ + ', ils déterminent «? biquadratiques, mais peu importe
pour l'instant) : on ne peut donc affirmer si les 8 plans sont indé-
pendants au point de vue de la détermination d’une développable
de degré 4 et genre 4 ; cette question serait a étudier.

Pour 4a égal a w (ou o'y ou w + '), les deux tétraedres T,
T, inscrits dans B donnent 8 plans qui déterminent un réseau
de quadriques d’une part et une infinité de développables de
classe 4 et genre 1: en effet les 8 sommets de T, et T, déter-
minent «? biquadratiques; sur 'une, 3 qui nous sert de point de
départ, la somme des arguments est la méme pour T, ou pour T,

" de sorte que T, et T, conduisent a une développable A de la
premiére solution; pour les autres biquadratiques nous ne pouvons
rien dire sans ¢tude spéciale, que nous n’entreprendrons pas.
Nous bornant a (3, nous avons vu que les tétraédres T, et T,
satisfont aux conditions de la seconde solution et qu’il existe «o*
quadriques Q, : toutes celles qui sont tangentes au plan B,C,D,
sont inscrites dans le téitraédre A,B,C,;D,; de méme on peut
obliger Q, a toucher le plan B,, C,, D,, donc les faces de T,
et il reste un paramétre pour Q,; deux de ces quadriques Q;
et Q) donnent alors une développable A, de classe 4, genre 1,
associée 4 03 suivant la seconde solution et non la premiére, de
sorte que les deux développables A, A ‘associces a &, T,, T, sont
distinctes : la proposition en résulte.

6. Conclusion. — J’ai tenu a faire une étude détaillée de la
question; pour les cubiques gauches et les développables cubiques,
la question est résolue d’une fagon trés satisfaisante, le mérite en
revenant surtout a Duporcq, dont le travail est d’autant plus
suggestif qu’il est incomplet, tout en étant d’une élégance remar-
quable. Pour cette partie, nous avons pu donner des conditions
nécessaires et suffisantes. . _

Au contraire, pour les biquadratiques et développables de
classe 4, il existe divers types de solutions, au moins deuz (nous
ne pouvons dire s'il en existe d’autres que celles obtenues ici par
synthése), et cela explique la difficulté de donner des conditions
nécessaires et suffisantes; nous avons donné des conditions
suffisantes. 1l reste un point a élucider : si une biquadratique 3
et une développable A admettent o' tétraédres (de I'une ou I'autre
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des deux espéces indiquées ici), et si 'on inscrit une quadrique Q,
dans A, la biquadratique @3 et la quadrique Q, admettent-elles
! tétraédres seulement (ceux relatifs & 3 et A) ou ? ? Nous
n’avons pas résolu cette question : nous serions heureux qu’un
lecteur arrive a perfectionner notre étude sur ce point. Je crois
assez vraisemblable que les couples signalés au paragraphe 4 et au
paragraphe 5 n’admettent que o' tétraédres. Pour le cas du
n° B, je perfectionne le calcul indiqué; nous avons obtenu une
quadrique Q, (a4 deux paramétres M, M') correspondant & un
couple Q, Q' sans paramétre; il est bon de diriger le calcul de
facon a mettre en évidence aussi le paramétre relatif au choix
de Q.

Il suffit pour cela de reprendre les équations Q et Q' dun® 5,
de remplacer z, y, z, t (variable d’homogénéité) par az, By, 13,
ot ou a, B, 'y, d sont des constantes, puis d’écrire

s2=H,  p=K, r=—L,  #=—FP,
1 2 S
( ) m212=H1 %=Kh P2Y3=_Lh _2=_.P”

ce qui donne
_H, _K L, P

2 _— = 2= - = —
MEHRHTK PTL TR

de sorte que I'on a les équations

(Q) Hz*+ Ky*+ Lz +Ptr= o, HK = H, Ky,
Q) Hiz+ K, y*+ L, 22+ P 2=, LP=L,P,,
(Q)) 4Hz*— MM'Ky?+ 2(M' — M) VHK zy

+2(M + M) yLPz + (4 —MM)P

p L, H L,H, MM’
- (L,H——H,L L.H,—LH

)(Hx*+ Ky?+ Lzt+P)=o.

On peul ensuite prendre

H=1+ hay, K=1— ha,y, L =1+ ha,, P =1— hay,
) I Hi=1—hay, Ki=1+ha, Li=1—has, Pi=1+ has.

La biquadratique 3 est alors définie par les deux équations

(g) T2y 324 2== 0,
() a;(x*— y?) + a3(z2— £2) = o,
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de sorte que g el ¢’ sont les deux quadriques spéciales qui ont été
signalées : chacune d’elles posséde o' quadrilatéres gauches
tracés sur elle et inscrits dans B; la quadrique Q a pour équa-
tion ¢ + hg'=o. Q' pour équation ¢ — hq'= o0, ou A est un para-
métre variable. On trouve alors pour équation de Q,

4(1 + hay) - (1 — ha3)MM' ]

a—nap) |

a,— as a,+ a, s

_§_[4(l—ha3)+(l+ha,)MM”y}}

a — as a;+ a; | [

+(I-IL2a§)§ 41+ hay) - (1 — ha,)MM'] "
T & @ — as a + a,

+[4(1——ha,)+(1+ha,)MM”tg)

a,— ay a+ a; 1

+ th(M—M) 1= A%alzy + 4h(M'+ M)y 1— h*ajzt = o;

les 3 paramétres sont A, M, M.

Pour Q' on peut prendre une équation analogue avec les para-
métres A;, M,, M. On forme ensuite 'équation tangentielle de Q,
et celle de Q' ; on constate aisément que I'équation tangentielle
obtenue a partir de

A2+ Ayr+ A'z22+ 2B'zy +2C"2+D =0
est
(N ut+ Av2—2B"uv)(C"2— DA")
+(Dw?2+ h2A"— 2~ C"w)(B"*— AA') = o.

On trouve donc, ce calcul fait, 'équation tangentielle de la qua-
drique Q,-annoncée, inscrite dans la développable A (Q,, Q) et
il semble bien que les 7 paramétres 2, M, M’, ,, M,, M, X ne
doivent pas se réduire a un nombre moindre.



