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SUR
CERTAINS SYSTÈMES CYCLIQUES ARBITRAIREMENT DÊFORMABLES;

PAR M. P. VINCEWSINI.

Introduction.

Soient une surface S et un système cyclique (C), tels qu'il existe
une correspondance biunivoque entre les éléments de contact de S
et les cercles du système (C).

Si, lorsqu'on déforme S arbitrairement, chaque élément de con-
tact entraînant le cercle associé (l'ensemble constituant une figure
invariable), (G) reste cyclique, nous dirons que le système cyclique
envisagé est arbitrairement déformable avec S.

Tout système cyclique est arbitrairement déformable au moins
d'une façon; il suffit d'envisager la surface S enveloppe des plans
des cercles, et d'associer, en système invariable, chaque cercle à
l'élément de contact correspondant.

D'ailleurs, une surface S arbitrairement donnée, fournit une
infinité de systèmes cycliques arbitrairement déformables formés
de cercles situés dans ses plans tangents : on obtient tous ces sys-
tèmes en considérant une déformée arbitraire S.̂  de S, en prenant
les cercles d'intersection des plans tangents à So avec une sphère
fixe de rayon nul, puis en déformant Sn (les cercles restant inva-
riablement liés aux plans tangents) de façon à l'amener sur S.

Un exemple particulièrement important de systèmes cycliques
arbitrairement déformables est fourni par les cercles de rayon cons-
tant a, situés dans les plans tangents à une surface pseudo-sphérique

quelconque de courbure totale — —^ et centrés aux points de con-
tact correspondants.

Les surfaces applicables sur les surface de révolution peuvent
être associées à des systèmes cycliques arbitra irementdéfurmables
remarquables. Au tome III de la Théorie générale des surfaces^

LXIII.
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G. Darboux a montré qu^a toute surface S de ce genre, on peut
associer oo2 systèmes cycliques arbitrairement déformables, tels
que les plans des différents cercles de Pun quelconque de ces
systèmes soient orthogonaux aux éléments de contact correspon-
dants (chaque plan passe par le point de contact associé).

J^ai complété ce résultat de Darboux dans un Mémoire des
Annales des l'Ecole Normale ( 4 ) , où j^ai montré que les seules
surfaces S telles qu1on puisse leur associer des systèmes cycliques
arbitrairement déformables dont les cercles sont dans des
plans normaux aux éléments de contact de S, issus des points
de contacta sont les surfaces applicables sur les surfaces de
révolution.

I/élément linéaire de S ayant la forme

ds^ = du* -+- G d^ [G = f(u)],

le cercle du système cyclique le plus général du genre indiqué
situé dans le plan tangent au point M(u, P), a son centre 1 sur la
tangente à la courbe déformée de méridien issue de M; en outre,
si Fon pose Ml == a et si Fon désigne par p le rayon du cercle,
on a

^K'1/r^].

-VkV-f:
où À et JJL sont deux constantes arbitraires.

Nous désignerons par (T) les systèmes cycliques, définis par les
formules ( i ), arbitrairement déformables avec une surface quel-
conque applicable sur une surface de révolution.

Les axes des cercles de Pun quelconque des oo2 systèmes
cycliques (F), attachés à une surface déterminée S, forment une
congruence cyclique Q qui reste cyclique lorsque S se déforme
arbitrairement en entraînant les rayons de 9 supposés invariable-
ment liés aux plans tangents correspondants.

Dans le Mémoire actuel nous effectuons la recherche de tous
les systèmes cycliques formés de cercles normaux aux plans

(l) Sur la déformation des systèmes cycliques. S* aérie, t. XL VII, 1930, p. 38i.
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tangents cTune surface S (les plans ne passent plus nécessaire-
ment par les points de contact correspondants) restant
cycliques lorsque la surface se déforme arbitrairement.

Les congruences (cycliques) des axes des cercles de l'un des
systèmes cycliques cherchés, sont formées de droites situées dans
les plans tangents de S et, si Fon suppose chaque rayon de l'une
quelconque (G) de ces congruences, invariablement lié au plan
tangent correspondant, la congruence ne cesse de rester cyclique
lorsque S se déforme arbitrairement en entraînant ses plans tan-
gents. (G) est arbitrairement déformable avec S.

Les congruences des axes des systèmes cycliques arbitrairement
déformables dont il est question ci-dessus, ne sont pas les seules
congruences cycliques dont les rayons sont situés dans les plans
tangents à une certaine surface, arbitrairement déformables avec
la surface.

Le problème général de la recherche des congruences cycliques
arbitrairement déformables semble très difficile. Nous l'avons
résolu complètement dans le cas particulier où la surface S est
Pune des nappes focales de la congruence cyclique envisagée.

Nous commençons notre travail par la mise en équations du
problème général de la recherche des systèmes cycliques arbitrai-
rement déformables avec une surface quelconque, et cela, en vue
surtout de préciser le degré de difficulté de la question, moins
grand qu^on ne pourrait le supposer a priori^ puisque, dans le
système à résoudre, ^interviennent que les dérivées partielles du
premier ordre des éléments qui fixent le système cyclique par
rapport à la surface déformée.

Nous appliquons ensuite les résultats généraux au problème par-
ticulier qui fait Fobjet de cette étude (recherche des systèmes
cycliques arbitrairement déformables avec S, les cercles étant ortho-
gonaux aux plans tangents correspondants de S).

On trouve deux types distincts de surfaces pouvant être associés
à des systèmes cycliques arbitrairement déformables du genre
indiqué.

i° Les surfaces applicables sur les surfaces de révolution (avec
leurs dégénérescences développables).

Si la surface S est la surface la plus générale applicable sur une
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surface de révolution, on peut lui associer oo2 systèmes cycliques
arbitrairement déformables [les systèmes (T) précédemment
définis]. Le nombre de ces systèmes cycliques devient oo4 si la
surface est à courbure totale constante.

Si S estFune des nappes de la développée d'une surface pseudo-
sphérique S', aux oo2 systèmes cycliques (F) du cas général, il faut
ajouter le système de Ribaucour de rayon constant relatif à S'(les
cercles étant associés, non pas aux plans tangents de S'mais à ceux
de S).

Si S est développable, aux oo4 systèmes (F) il faut ajouter une nou-
velle famille de systèmes cycliques dépendant de deux fonctions
arbitraires d^un argument et do deux constantes arbitraires; si Fon
fixe les deux constantes, les systèmes cycliques obtenus ont même
congruence des axes; les congruences des axes des systèmes
cycliques de la nouvelle famille appartiennent par suite à la classe
des congmences oo fois cycliques, étudiée plus particulièrement par
Ribaucour, C. Guichard et L. Blanchi.

2° Des surfaces (2) ayant un ds^ dépendant de cinq constantes
arbitraires. A chaque surface (2) on peut associer un système
cyclique arbitrairement déformable. Ceux de ces systèmes cycliques
qui sont formés de cercles de rayon constant correspondent à des
surfaces (2) admettant même ds^ que les quadriques imagi-
naires de Darboux tangentes au cercle de l^ infini.

\. — Systèmes cycliques arbitrairement déformables généraux.

Considérons un système cyclique (C) arbitrairement déformable
avec une certaine surface S. Le plan du cercle relatif au point M
de S coupe le plan tangent en M à S suivant une certaine droite
D ( ' ) ; par M menons la parallèle MT à D; Fensembic des droites
(MT) forme une congruence rectiligne (%) dont S est Fune des
nappes focales. Rapportons S au système formé parles arêtes de
rebroussement de Fune des familles dç développables de (%)

( l ) Le cas où le plan du cercle est parallèle au plan tangent sera étudié plus
loin.



(v === const.) et leurs trajectoires orthogonales (u = consl.). Son
élément linéaire aura la forme

ds9^ Edu'^Gd^.

Appelons (X^ Y^, Z<), (Xa, Ya, Za), (X:,, ¥3, Za) les cosinus
directeurs de la tangente à la courbe (y = const.) de la tangente à
la courbe u = const., et de la normale en M à S.

D, D', D" étant les coefficients de la deuxième forme fondamen-
tale de la surface

—8^X3^= D du^ ïD' du dv-+- D" dv^

(a?, y, z == coordonnées du point M), pendant toute déformation
de S, les coefficients des deux formes ci-dessus vérifient le système
de Gauss Codazzi

DD'—D^ .——_——— == K (courbure),

à_ /J^\ à_ ( ^\ D^ à\/G D* à y/E
à^\^) ^ Y v / E / v / E G au. ^G"^""-0'

à_t ]y\_à_/\y_\ D' ^y/E D à\/G _
^WG/ ^WG/^lE"^7 ' '4 '^ àu ~~°'

Rappelons enfin les formules connues

^laa—JLî^Ix J^X ^^ J-îL^X D/ Y
^ a3 y/G ^ '"^ v/E 3 Î ^ ~ ^G ^ ^ y/5 3?

r^X., _ D D'
^""TI^-ve t?

(3)
àXi __ i à y/G D ' Y ^X, _ JL ^ V/G D Y
'^'~ ^ ̂ " ^71 î î ^""^E â" l4"^

^X, ^ D' ^ D* ^
^p V/E 1 y/G 2'

Si À est la droite suivant laquelle le plan du cercle C coupe le
plan (XaX3), p le rayon de G, a et 6 les coordonnées de son
centre relatives à D et A, 0 l'angle du plan (DA) avec le plan tan-
gent en M à S. c la dis lance igébrique du point M au point où le
plan (DA) coupe Faxe Xa, t l'angle que fait le rayon aboutissant
au point courant P du cercle C avec la direction (X,, Y < , Z<) , les
coordonnées du point P par rapport au trièdre mobile attaché à la

11*
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surface (X<, X,, Xa) sont

l •==• a -+- p cos <,
(4) m = c-+-(6 -h p sin^)cos6,

7i === (6 -+- p sinf) sin6,

a, 6, c, p, 0, sont, de même que E et G, des fonctions des deux
variables u et p.

Les coordonnées de P par rapport aux axes fixes ont les expres-
sions suivantes :

i Ç == X -+- IXi -4- 771 Xa -h 71 Xs,

(5) ï]=j--h/Yi-+-7nY3-+-/iY3,
( Ç == 2 -+- ^Zi-+- /TlZg-l- 71 Za.

Pour que l'ensemble des cercles C constitue un système cyclique,
il faut et il suffit qu^en posant

(6) T=S(^)2. U=S^, V=S^i,
\àt I àt au àt àv

la condition
[à\] à\\ (à\ àT\ - / ^T àV\

(7) T ^^-^}- + - u (^ -^} + v (^ -^ ) = = o

soit identiquement satisfaite en t.
En outre, pour que le système soit arbitrairement déformable

avec S, il faut que la condition (7) reste identiquement vérifiée
lorsque D, D', D" varient en satisfaisant constamment aux équa-
tions (2) de Gauss-Codazzi.

On trouve immédiatement
T= S œ--

Calculons U==S- |—- En observant que ^==^/ËXi onl. t • * •« \^SJSJ\^S. T CX.AA*» ^J UC »àt au ^ au
obtient

^fê^S^^]
. . r . / ^ Y àl Y y^t àm v ^î ^v ^ l̂x ) yEXi-4- —Xi-h ^—— -+- -—Xt-»-w-— -+- —Xg-^/i—— j

L <'" au au au au au \
ryàl àl àl àm àm an an ( .àm àl\ ̂  àX^

=VETt^Ttàu^^àu^Ttàu^{lW^mài)sxî^^
. ( a n àm\ ^X, / àl yàn\ ̂  àX^-+- ( m— — n— \ 8X3—— -+. ( 7i— — <— ) SXi——»
\ àt àt I • au \ àt àt ) au
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Tenant compte des formules (3). et des expressions (4) de /,

m, 7i, on obtient sans peine

U = p ( — -+- co»6 — ) cost — p ( i/E -h — ) siir?
' \^M <^/ ' \' . au /

— -'=- v [ a cos 6 cos < -h ( ç -+- 6 cos 6 ) sin t -4- p cos 6 ]

-4- c p cos < sin 6 —— -h p ( a sin 0 cos ? -+- b sin 6 sin t -+• p sin 6 ) —= y
y/G V/E

soit, en posant
,- /^6 .àc \ 1 , - - àa\ .M = p ( -,- -4- cos 6 -T- 1 cos t — p ( i/E -+- — ) sin t1 \àu au I ' \ • ^M/

^8) < —-Ç= v—[acos6 cos^-4-(c-+-6 cos6)sin^-h p cosOj,
\/G av

P =s cp cos^sinO,
Q ̂  p ( a sin 6 cos t -+- 6 sin 0 sin ^ -t- p sin 6 ),

(9) u=M^P^Q^.

Un calcul analogue, fait pour V, conduit à l'expression.

(,o) V=N-.P^Q^,

P et Q étant les mêmes fonctions qui figurent dans U, et N
ayant la valeur

(il) N=p[coso(^G^^)-+-^]cos^p^«in^

-+- -?= —y—[acos0cos^-+-(c -»- 6cos6)sin<-+- p cos6].
\/E ou

La condition (7), peut alors s^crire

(oM_^N JD_^Q / i àP ^Q\p. D' ^p

j "àv au "+" ^/E ^p ^~ \ \/'G àv à u ) \/'G àu

- F à ( D' \ ^ / D" \-\ F ^ / D \ à ( D' \ )^PL^^/~^^;J^Q |^^~^
t ^ N _^T àV D" d'Q D')

"''"^^ ^"h ^ y/G^ ^ v/E)
( ^T_^M_^PJD^_^Q JD^)

^^""^"^^G"^'^ v / Ê ) 0 '
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D^près les formules (a) de Codazzi, on a

!L ( D \ — à- ( D/ \ _ D/ ^y/G IV ^y/E
^\\/E) ^"Y^ÎV" v/ËG ^ ^ G^ (/P 9

^ / J D ^ \ ^ / _ D ^ v _ D^ ^y /E D ^y/E
^W0^ ^ W G / ^ y E G ^ E a u 3

Si l^on tient compte de ces deux relations, on constate que les
dérivées de D, D' et D" disparaissent de la condition (7), ce qui
est une cause de grande simplification pour le problème.

La condition (7) prend alors la forme

(„) TJ^-^^^—^-Ï^^DV2; )^P au \^/Ê àv E au )

^ (JL ̂ -JL^-.-Î-^I^^Q^ ()^G.\ D
\ y/G ^ ^"E an ^/EG àv ^/EG ^ )

^——^Q^D- i
\ ^/G^ G ^ / (

(^N_(rr âp_ JD^ ^Q^l(
^ ^< ^ "h ̂  V/G"'' ^ v/E^

( ûHr _ ^M _ ^P D_ _ ^Q D ) _
~^ \àu~~~!)î Tt ^G ^ v/E ) °'

II n'y a plus maintenant qu^à remplacer T par p3, U et V par
leurs expressions (9) et (10), M, N, P, Q par leurs expressions
(8) et (11), pour expliciter la condition ( 12).

Lo calcul, trop long pour être reproduit, peut s'effectuer d'une
façon assez symétrique ; en particulier, les termes du second degré
en D, D', D" disparaissent grâce à ^équation de Gauss^ et Fen-
semble du premier membre se présente sous forme linéaire en
sin< et cos<; ces deux circonstances sont extrêmement favorables
à la mise en équations du problème de déformation qui nous
occupe.

Nous nous bornons à donner le résultat du calcul. L'équation
( 1 2 ) peut être mise sous la forme

(13) (AD-+- A'D /-+-A"DW-^- A'^siiK
-h(BD -+• B'D'-+- B^-t- B'^cos^-t- (CD -»- C'D'-h CW-t- C^) s= o,
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où A, A', ..., C" ont les expressions suivantes :

A^^=co»e?-4=sine$^p^siIleco8e--p-cosesine^,
yŒ àv ^/E ^ v/E /É ^

A , b . 1 . ^p .<^\A'ES —:(sine-!- — p c o s O — )
^/E\ au " au)

P • û & ̂ c p sin 6 6? ̂ G,, «-¥- -'—sinecose— -h • _ '—(^-(-ccose),
\/Ï au ^/EG ^M

A"^-^ î^sine^-i-ccolO),
G ^P

A^^-p^in.e^^^^J^^^-p^
^ r àv àv au au àv ^ç àv \ àv 'àv )

^-^^(A-p^^éeo.ef-L^^^—^S^^
^/E <7" \ àu au/ \^^ àu àu i/S àv àv )

,./ i à\/G àc i ^v^^c\
-h p COS^Ô ( —= -^—— —— -+- ——— —ï—— — )

\^E vu uu ^/G ^p ^p/

. ^( r^ i /G^O i ^i/E^6\ .__
^ 'ptln\^ "£- ou ̂  ̂  ̂ r ^^Kp^co.e^ccose),

.. a î ^ àp . .\B ==. —==( pcosO— — -•-sin6 ),
^E\ àv àv f9

sin6/ ^c ^p\ cp -^6 ap -^0B'^ —=^ ( p— — c — ) -(-—Lcose — -- —LcosO—
y/G \ ^p ^p/ y/G ^ v/E ^"

a ^P • & • A ao à \/G . .-h —= — sm 0 -»- p sin 0 -+• J_, —— sin 8,
V/E au • ^/EG ^"

^ sin 0 / ÔQ àc\ ao à i/E . . c o . à9B^^ —= ( c— — p - — )-»--? ^--sine— —=cose—,
^/G V àu au/ (j àv ^Q au

R-»- « »;n A / àc à^ àQ àc \ ̂  ̂  àb àb ^P A M» ^c ^P ^c \b === p sin 0 ( — — — — — î -»- — — — — -i- -+. cos8 ( -— — — — — 1
\ov ou àv au 1 au àv au àv \àu àv àv àuf

/77^P n /TT . \à^ ap d\/EàQ . .-+- vG—cos6 -»- p i/Gsin6— -+• —= —ï— —sine
' a u ' ' au ./G àv àv

ap ^v/G<^8 a ^p ^ i/G-+• —== —— —&in6 -h —: -!- —ï—cot6
^/E ('" ou L/E ^" ^M

^ ̂  ̂  ̂ E^A ̂  K ^Eç^ ^A
^/G ̂  ^
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., p2 àQ b àc . ., . a àa . . ac à \/G . .C 5=— ——cos6— — — —sin6cos6 4- —= —sm6 -4- —— —T—sin6
^/E àv ^/E <^ ^/E ^p v/È û^

,/5 . . . b àb . .- 6—=: cos6 sin6 — —= —sm6,
V/E v/E <^

r./ P2 n^6 P2 ^V/G • n a ^a . . b àc . .^^—-'—cosO— 4- —Ç=s -v sme-4- —— —sm6-h —— -—sm6 cos6
V/E ^ v/EG àu v/E ^M v/E ̂

c àa . . b àb . . . - C1 à t/G • a- —= —sin6 -+- —— —sm6 -+- a sinO •+• ——= —1—sinU
VG àv ^àu ^/EG ^

ac à\/E . „ 6c ^i/5 . .4- -=== ——sin6 -4- —== -^—sin6cos6,
V/EG ^p v/EG ^

?» ^K • n c c^a . . c2 ^ i/Ë . .C"=c-'—:sin6 -+- —= —sine -h — —î.—sinO
^G ^/G àu G ^p

6c <^ v/Ë . . . ps ^ v/È . .-t- 7 -̂ -——sin6cose -4- — —^—sm6,G àv G àv

_, p2 ^y/E . ^6 p2 ^v/G . .^e ^ . /-v
C'"^ -̂= —^—sin6-— -+- -̂ -=: —ï—sin6— -h — (c \/E)cosQ

^/G ^P ^P ^/E Û>M C>M ^

^ / /7~\ û /^a ^c ^c ^a\ a •/•î-^^ c à i/G (^6-4-—(,av /G)cos6-+- (— ——.— — ) cos6 -»- teŒ— -+- —==s—1— —
au' J ' \àu àv au àv f v àv J^ au au
c à v/E àb b àb à i/G . a àa à y/G

-l- —= —— — -+- —= — ——cos6 -4- —— — ——cos6
^/G ôv ov \/E àu au ^/E àul àu

a àa à y/È b àb à \/'E . c àc à i/G .
-4- ——= —— ———COS6 -+- ——^ —— —2-—COS6 -+- ——= —— —1——COS6

^/G àv àv ^/ç àv àv ^/E ^M ^

c àc à v/Ë . ^a ^6 ^a ^^ , ̂  i/E-+- —= — ——cos6 -4- — — — _ -̂. -+- 6-4—(^ l̂ l/ u \ a-i „ VU/ UU (7CC. W , 17 V A-< .
—=. -r- —— cos 6-+-— — — — ^—.-+-6 —ï— cos2 6
^/G àv àv au àv àv au àv

b à^E àc . . . b à\/G àc—=. —— —cos^ -h —= —!-— —cos t6
^/G ^p ^p v/E ^" au

y/E'G cos 6 — K \/EG bc sin2 6 -4- K y/ÊG p2 cos 6.

./<"' /»0 /70 /»»/ fit) rit) rlil /ïti

La forme linéaire en sin( et cost de Féquation ( i3) montre que,
pour que Inéquation soit identiquement vérifiée, il faut et il suffit
que les coefficients de sin< et de cos( et le terme indépendant de (
soient nuls. En outre, pour que le système (G) reste cyclique dans
toute déformation de S, il faut et il suffit que les trois coefficients
ci-dessus restent nuls lorsque D, D', D" varient en satisfaisant aux
équations de Gauss-Codazzi.

Chacun des coefficients est une forme linéaire en D, D', D";
pour qu^une telle forme reste nulle lorsque D, D', D" varient comme
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il vient d'être dit, il faut et il suffit que les coefficient de D, D', D"
et le terme indépendant soient nuls ; on obtiendra donc le système
d'équations définissant tous les systèmes cycliques arbitrairement
déformables, en annulant les douze coefficients A, A', . . . , C"'.

(i4) A=A r=A' r=...=CW==o.

On a douze équations pour sept fonctions inconnues, E, G, a,
6, c, p, ô; une surface quelconque étant donnée, il n'existe géné-
ralement pas de systèmes cycliques arbitrairement déformables
avec la surface, en dehors des systèmes bien connus formés de
cercles situés dans les plans tangents à la surface.

La détermination de ces derniers systèmes peut d'ailleurs se
faire à partir du système ( i4) î en tenant compte des conditions

^ c = b == 6 = o.

L'absence de fautes de calcul dans l'établissement du système
(i4) sera justifiée par certains résultats ultérieurs, directement
contrôlables; mais, nous pouvons, dès à présent, donner un
exemple simple, rassurant sur la validité des calculs. On sait que
les systèmes cycliques réels de rayon constant comprennent deux
types : les systèmes de Ribaucour, dont les cercles sont dans les
plans tangents d'une surface pseudo-sphérique quelconque, et les
systèmes engendres par une famille plane à un paramètre de
cercles de rayon constant, dont le plan roule sur une développable
quelconque.

Si nous faisons 6 = = c = = 0 = = = o , p = = const., dans le système ( î4)/
celui-ci se réduit au système des deux équations B"' === o, C" == o,
qui s'écrivent

Kv/ËGap==o,
HSTï f •V «\ à f fs\ a àa à \/G a àa à \/E\/EG(i-^ Kp*)^ —(ai/G)-+- —. — —^— -+- —; — —î— = o.• v ' / auv v / ^g au au t/ç àv àv

On a deux hypothèses possibles, a === o, K==o; si a = o, on
a K === — -^ » et l^n retrouve le premier type ; si K == o, on retrouve
le second.

Dans la mise en équations du problème, nous avons supposé
que le plan du cercle générateur du système cyclique coupait le
plan tangent correspondant à la surface ; si donc il existait des
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systèmes cycliques arbitrairement déformables formés de cercles
situés dans des plans parallèles aux plans tangents de la surface
associée S, ces systèmes ne seraient pas fournis par le système
d'équations ( i4).

Examinons ce cas particulier; désignons par H le point où Faxe
Î2 du cercle C relatif au point M de S coupe le plan tangent en M,
par F et F' les foyers de la congruence des axes situés sur Q et
par 1 le centre de C ; si. p est le rayon de G on sait que pour tout
système cyclique
(lô) iFxÏF^—p 2 . -

Celte relation peut s'écrire

(16) HÏxlÎF'—^HF^irF^—p'.

J'ai m'entré dans un Mémoire antérieur ( ' ) que pour toute défor-
mation de S le produit HF x HF' reste constant sur chaque
rayon de la congruence des axes Q^ et que la seule relation entre
HF et HF' (autre que HF x HF' === consl.) qui puisse se conserver
au cours d'une déformation arbitraire est HF-+-HF'== o (S est
alors applicable sur une surface spirale).

Si donc le système cyclique (C) existe, on aura constamment
au cours de la déformation
(17) ÏiÏ-t-HF^o
(16) montre alors que
(18) ÎÏFxîïF^—pî.

Il n'existe entre F et F' qu' un seul point vérifiant simultanément
(17) et (18) (le mileu de FF'); la comparaison de ( i 5 et (18)
montre dès lors que 1 est confondu avec H et que les cercles du
système cyclique sont dans les plans tangents à S.

Nous pouvons donc énoncer ce résultat

Les systèmes formés de cercles situés dans les plans tangents
exceptés, il n'existe pas de systèmes cycliques/ormes de cercles
situés dans des plans parallèles aux plans tangents à une sur-
face^ arbitrairement déformables avec la surface.

(t ) Sur la déformation des surfaces, et sur quelques propriétés des surfaces
spirales (Bulletin de la Société mathématique de France; 1931) .
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Tous les systèmes cycliques (autres que ceux formés de cercles

situés dans les plans tangents), arbitrairement déformables, sont
par suite donnés par le système ( i4)«

Nous allons poursuivre la recherche en supposant que les
cercles C sont orthogonaux aux plans tangents correspondants
de S (leurs axes sont dans les plans tangents).

II. — Systèmes cyclique» arbitrairement déformables avec une surface
dont les plans tangents contiennent les axes des cercles.

Les notations étant celles du paragraphe I, les conditions qui
expriment que le cercle générateur C d^un système cyclique est
orthogonal au plan tangent en M (u. P) à la surface S sont

6=0, e=^.

Si Pon a égard aux expressions de A, A', ..., C11 données précé-
demment, on constate aussitôt que cinq des équations du système
( 14 ) sont identiquement vérifiées (A == A' =s A" =È= B"' == C"' = o).

Le système à intégrer se réduit à
A"= B = B'= y= C = 0= €/= o,

soit, en explicitant les équations
/_ dp à y/E dp àa dp àa c à yTJ; dp

àv àv àv au au àv ^Q àv àv

p à^E àc c à\/G àp p à y/G àc _
JQ àv àv */E au au ^g au au ~~ î

dpa — = o,
àv

àc dp ^G dp /TT a p à v^G
p— — c — -ha—— -— -+-p i/G-h —= ——= o,

àv àv »/E au ' ' */E au
{ ï ) \ dp __ àc_ a^ dy/E _

au ^ au JQ àv ~~ î

ac à y/G àa _
"^ au ~^ a àv ~ oî

pî- t -c îdy/G /àa ^\ ac à y/È y/Ë da
•—=— —?•— -h a ( — -+- i/E » -4- —== —^— — c •̂ -= — == o,-fê^)-^/G au \àu ' / y/G ^ y/G àv

(^)pî-^-c1 dy/Ë /da , ^L—^— --v -»- c ( — -î- y/E ) = o.
y^G ^ \dK
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La deuxième équation du système (a) montre qu^on a deux hypo-

thèses possibles a -==. o, -^ === o.

Supposons a = o. — L'axe du cercle G relatif au point M passe
alors par M, et S/ est Pune des nappes focales de la congruence
des axes des cercles G. Le problème prend la forme suivante :

Rechercher les systèmes cycliques arbitrairement défor-
mables avec Vune des deux nappes focales de la congruence
des axes des cercles.

Le système donnant les solutions de ce dernier problème, qui
s'obtient en posant a == o dans le système (a), est le suivant :

C î-+-p2

y/G

^-t-pâ

y/G

à?
' au

àcp^-
t/E^ -
' àv

à\/E
àv

à\/G
au

àc
^Tu

à?C-— -+- p
àv '

à- p-

î

= 0

V/È
àv

-4- C V/È == 0,

(P)

j_ à\/E à^ _ jF_ à\/G àc
^/G àv àv ^/g au au

c à\/Q àç_ j^ à\/E àç _
^/Ê au au "h ^/ç àv Tv ~~ ot

La deuxième équation du système (P) donne - ^ m r o ; G est
donc une fonction de v que, moyennant un changement du para-
mètre P. nous pouvons réduire à Punité (G === i ).

Alors le système ((3) s'écrit

( i9) <'l/È-^-(c2-+-P2)î!^E =o
àv f

(T)

(20) c - ^—p.±
^ au

àc
au

, . àc ào(•^I) P^-^-^P-0 '
(22) t/È^-p^l-pS^E^+c^S^-o' ' ' ^c r ^ p àv àv àv àv ~
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Si l'on tient compte de (21 ), (aa) s'écrit

à?
^=0-

p est par suite une fonction de u seul [p ===/( u)], et l'équation (21 )
devient

/ àc\
P^^0'

Comme p 7^ o, on a -7— 4- i == o, d'où

c = — P -4- U [ U = foîrction de u].

Remplaçons dans (20) c et p par leurs expressions, nous obte-
nons Inéquation

/'(^^/(T^-U/^)^,
qui entraîne

/'(")=o,
X/(M)U'-U/'(M)=0,

et par suite —
p ==/(u) == (o (consfnte),

^ U = 9 s= const.,
. c =— P -»- 9.

Portant les expressions précédentes de c et de p dans (19), on
obtient pour déterminer E Inéquation suivante :

( — P ̂  9) y/E-^ [(? — 9)»^ (o»]^.® = o.

L'intégration est immédiate et donne

EssWKp-^^-Kx)»].

U est une fonction de u, que moyennant un changement-sur le
paramètre u on peut réduire à l'unité.

L'élément linéaire de S prend alors la forme
ds^ == [( p — 9 )î -t- Q)Î ] du9 -4- dv1»

On reconnaît là l'élément linéaire du caténotde de paramètre &),
rapporté à ses parallèles p === const., et à ses méridiens u == const.

Les congruences des axes des systèmes cycliques cherchés,
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formées par les tangentes aux courbes u == const. (correspondant
aux méridiens) des déformées du calénoïde, sont donc les con-
gruences des normales aux surfaces pseudo-sphériques.

Les cercles du système cyclique arbitrairement déformable
attaché à une telle congruence sont d^ailleurs les cercles du systémç
cyclique de Ribaucour associé à la surface pseudo-sphériquc corres-
pondante (cercles de rayon constant égal au rayon de courbure co
de la surface, situés dans les plans tangents de celle-ci et centrés
aux points de contact correspondants).

On peut donc énoncer ce résultat, qui donne une propriété carac-
téristique des développées des surfaces pseudo-sphériques

Les seuls systèmes cycliques arbitrairement dèformables avec
l'une des nappes focales de la congruence des axes sont les
systèmes cycliques de Ribaucour de rayon constante associés à
une surface pseudo-sphérique quelconque.

La déformation peut affecter indifféremment l'une ou Vautre
des deux nappes de la développée de la surface pseudo-
sphérique.

Recherche de toutes les con gruences cycliques arbitrairement
dèformables avec une nappe focale. — Les congruenccs des
normales aux surfaces pseudo-sphériques, fournissent des exemples
de congruenees cycliques reslant cycliques au cours d^une défor-
mation arbitraire d'une de leurs nappes focales, les rayons étant
entraînés dans la déformation.

Il est clair que Panalyse qui précède n'a pas nécessairement
donné toutes les congruenees cycliques vérifiant la condition
précédente.

On a, en effet, supposé que les cercles du système cyclique
associé à la congruence restaient invariablement liés aux plans
tangents de la surface focale déformée (aux rayons correspondants
de la congruence envisagée). Or, rien ne dit, a priori^ que l'on
ne puisse pas trouver des congruenccs cycliques arbitrairement
dèformables avec une nappe focale, pour lesquelles, au cours de
la déformation, les cercles du système cyclique associé glissent le
long de leurs axes, leurs rayons subissant une dilatation conve-
nable.
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Cherchons §41 existe (Tau très congruences cycliques arbitraire-
ment déformables avec une nappe focale, que celles déterminées
plus haut.

Soit (6) une telle congruence, (S) la nappe focale que l'on
déforme arbitrairement; les rayons de (9) sont tangents aux
courbes u = const. de (S), dont P élément linéaire est supposé
mis sous la forme

ds^ Edu^ Gd^-.

La condition qui exprime que (6) est cyclique se déduit
de ( i3) (§ I) en tenant compte de ce que a = = 6 = = = o , ô = = î t •

• 2

Les expressions de A, A\ A", . . ., G'" montrent immédiatement
que A === A! = A" == B == B'" EEE G" == o ; ( 13) se réduit donc ici à

(•23) A w s in^-^- (B / D / -+-B"D' / )cos^-^- (C / D'-+ .C ' r D f f )=o ,

les quantités A'"\ B', B", G', G" ne dépendant que des éléments
{c et p) qui fixent le cercle associé à chaque rayon de (6) par
rapport à la surface S supposée connue.

(a3) doit être une identité en (, et le rester lorsque D, D', D"
varient en satisfaisant constamment à Inéquation de Gauss et aux
deux équations de Codazzi.

Pour que (28) soit une identité en t^ il faut et il suffit que Fon
ait

A^o,
(2l) îïfDf-^B"Dlf^o,

C'D'-hC'D^o.

Ici, nous ne pouvons pas, comme nous l'avons fait au para-
graphe I, exprimer la. permanence de la congruence (6) en annu-
lant B7, B", G', G"; cela tient à ce que, a priori^ ces quatre coeffi-
cients peuvent dépendre des quantités D, D', D".

Mais la forme même du système (a4) va nous permettre de
conclure.

La première équation d système ne contient pas les quan-
tités D, D', D".

Considérons le système formé par les deux dernières équations;
LXllI .

12
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on en déduit, en supposant D' et IV^ô, ce qui écarte les
surfaces S développables

B'C'—C'B^o.

Cette nouvelle équation, jointe à A'" == o, donne un système de
deux équations du premier ordre indépendant de D, D', D",
auquel doivent satisfaire c et p. Ces deux dernières fonctions
peuvent donc s'exprimer indépendemment de D, D', D", et seule-
ment au moyen de Pélément linéaire de S. Si donc on considère
une congruence cyclique (6) arbitrairement déformable au sens
indiqué, le cercle attaché à chaque rayon (défini par c et p) reste
invariablement lié au plan tangent correspondant à S au cours
de la déformation.

On est par suite dans le cas, étudié plus haut, qui nous a
conduit aux congruences des normales aux surfaces pseudo-
sphériques.

L/hypothèse D' = D" = o, correspondant aux surfaces S dévelop-
pables, écartée précédemment, est évidemment incompatible avec
une déformation arbitraire de S.

On peut donc énoncer le résultat suivant :

Les seules congruences cycliques arbitrairement déformables
avec une de leurs nappes, focales^ sont les congruences des
normales aux surfaces pseudo-sphériques.

III. — Étude de« cas où ̂  == o.àv

Le cas où a == o ayant été étudié au paragraphe précédent, nous
supposerons dans toute la suite a7^ o. Si c = o, le plan de chaque
cercle est normal au plan tangent correspondant à S au point de
contact correspondant; les systèmes cycliques, arbitrairement
déformables pour lesquels il en est ainsi, sont les systèmes
cycliques (F), attachés aux surfaces applicables sur les surfaces
de révolution, signalés dans l'introduction; nous supposerons donc
aussi c -^ o.
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Cela étant, le système (a) du paragraphe II s'écrit

, -\ à\/E àç àa p à \/E àc c à y G <9p p à y/G àc
(20) p ———— -+- —— T- -+- -4s—1— — — ——S———-^- -+--r= —L— -T- =0,

àv au àv t/G <^ àv ./g ^M °̂  i/E ^u ^u

, .,, C^C ^/G (^0 777 Œp <^ i/G
(26) p— -^-a—r- t--^-pv /G-+-—= ——— = o,

o^ V/E C>M v/E ^

, . àç àc ao à\/E
w ^-^-^^-^T-0-

/ o \ ^ V^^ /T ̂ a

W €-^--^^=0,

fl^^^/^^^^^^-c^^^o,
• y/G ^ \^ / v/G àv ^G àv

/ a ^ p^c1 ^^È /^a /=\(30) i-—=— -4— -^ c { — -h i/E ) = o.
y/G ^p \àu 1

Multiplions les deux membres de l'équation (29) par c, ceux
de (3o) par — a et ajoutons; nous obtenons

p* / à\/G à\/E\
^^-^r-"^-^

p, rayon du cercle générateur du système cyclique, n'étant pas
identiquement nul, on aura

,., , à\/G ^y/E(31) c. -^-^a—î—==o;
au àv

(3i) pourra remplacer (29).
Si, tenant compte de (28) dans (25), on multiplie les deux

membres de (26) par — — v - , ceux de (27) par —. -v et si
y/G àv v/E àu

Pon ajoute (20), (26) et (27), on obtient la combinaison

i àp ( à\/Q à\/E\—^ JL ( c —4— — a —-— )=o ,
^/E àu\ au àv j '

identiquement vérifiée en vertu de (3i); (26), conséquence de (26),
(27) et (3i) peut être négligée, et le système à résoudre peut
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s'écrire
r^ ^Ë i à^Ïàc i ^v/G^cv 20 / —;— "+" —••—• ——— — -4- —— —-— — —• <»

àv ^/G àv àv ^/g û>" au

(.7) c^-p^^P^I-o^ t au JG àv ~ J

(28) ^_^E^=O,
au ' àv

/, -, </t/G (/i/È(3l) c^--a^-=o,

^ ^ / ^ ^ _ ,
\/G ^p \^ /

En multipliant les deux membres de (26) oar ——L ^v . et/ r y/G ^p '» //-,
ceux de (27) par—=:——-, comme nous l'avons fait plus haut, nous

\ E //

avons écarté le cas de nullité des quantités ̂ -E, -^VG. S; l'une de1 àv au
ces quantités était nulle, (3 i ) prouve que Pautre le serait aussi
(puisque, par hypothèse, a et c ne sont pas nuls); la surface S
serait alors développable et rapportée à un système orthogonal
formé de deux familles de gëodésiques parallèles (ds2 = du^ 4- rf^2);
le système d'équations ci-dessus donnerait immédiatement, U e t V
«^tant deux fonctions arbitraires de u et de v respectivement.

(32)
a = = / — u ( l = const. ).
c = U V , p = = U ;

d^où une infinité de systèmes cycliques arbitrairement déformables,
d^une définition géométrique d^ailleurs très simple.

Sur la surface S considérons un système orthogonal formé de
lignes géodésiques parallèles (a) et ((3). Soient, (3o "^ courbe
déterminée du système ((3), (a^) une courbe déterminée du
système (a), et y la développante d'une courbe a issue du point
où a coupe Pô. H étant le point de y correspondant à un point
quelconque M de a, menons par H, dans le plan langent en M à S,
la perpendiculaire A à MH; prenons sur A, tîî== V U, Vêt U étant
des fonctions arbitraires des distances géodésiques du point M aux
courbes ao et (3o respectivement; le cercle G, de centre I, d^axe A
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et de rayon U, est le cercle générateur du système cyclique arbi-
trairement déformable du type actuellement étudié le plus général,
associé à S.

La congruence des droites A est la congruence des axes de tous
les systèmes cycliques correspondant aux différents couples de
fonctions U et V; (A) appartient donc à la classe des congruences
oo fois cycliques signalées dans Pintroduction.

Le système cyclique arbitrairement déformable avec S le plus
général du type étudié, est déterminé dès que Pon se donne la
géodésique (3o (deux constantes arbitraires) et les deux fonctions
arbitraires U et V.

Nous continuons en écartant le cas des surfaces développables.
(28) et (3i ) donnent

()a ,-p f) i/L
- j -V/E—^—î— == o;
dv ' àv

d'où

^-A-'-
Moyennant un changement du paramètre M, on peut réduire la

fonction f( u) à P unité, et poser yÈ=== a.
Le système précédent peut alors s^écrire

àa i àa àc i à ^/G àc
^v i/G ^v ^v a au au !

àp f)c ao àa
e— — Q -— -\- —= — = o,

au au t/Q àv

<) y G àa
c —-— — a — =o,

au àv

(^--^-D^^a f <)a\
———— — -+- c ( a -+- — ) = o.

^/G àv v f)u/

La première équation, compte tenu de la troisième, s^écrit

<)a / c àc àc\
()v \ + {/G àv ^ àu)~ °

^ . àa . 1 , . ,. f}\/E , \INous devons supposer — -yé. o ( c est-a-dire —— ^ o ) ; car,1 r à v / \ àv f ) ?

comme on Pa fait observer plus haut, si -1— était nul, —•—- ler ' àv ' au

12»
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serait aussi et S serait développable $ nous pouvons donc écrire
la première équation

c àc àc
c -+- —= —- -+- — = o.

^/G àv au

Si Pon remplace dans la deuxième équation a —l parc -v—
(troisième), celle deuxième équation devient

àç àc cp à \/G
au au t /G au ~~ '

Pintégration est immédiate et donne

i/G = c V (V== fonction de P).
P

En changeant le paramètre v nous pouvons prendre

(33) ^=^

Le système à résoudre se réduit finalement au système des trois
équations

à (c\ àa
c — ( - ) — a — = o,

au \ p / àv '

(8) (35) M£l±^)^^c(a+^)==o,v / 1 c ^v \ à u f
, - - ôc (îc
(36) C - 4 - P — - + - — = o ,' / • àv au

aux fonctions inconnues a, c, p, où, en vertu de Phypothèsc -^- = o,

p est une certaine fonction du seul paramétre u que nous désigne-
rons par U'(U'== dérivée de U).

L'intégration de (36) donne

c = e—11 ̂ (P — U) (^= fonction de rargiiment v — U ).

(34) permet de calculer a; elle peut s^écrire

àa1 à fc\ .,, , à ["<?-" ^ fp - -U)1
-^=ÎCJ-A-p)=2e~u9(v-u)^[——D7——-J'
^a2 à /c\ .,, , à F e-u^fv—V)'}=^- . . ( - )=2e-^(P-u)-————,.———^;

Si Fon pose 5 î r 2 ( ^ — U ) = = 0 r ( P — U ) (Paccent étant un indice
de dérivation), on trouve immédiatement, en négligeant décrire
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l'argument i;= v — U

^ LT-+-U' , .„— = — ae-2" —.-FT—e'—c-^e"o^ u : i

d'où

(87) a2 = — e-2" [ 2 l^——u- O-t-6'1 -+-OL (01 = fonction de u).

L'expression de c2 au moyen de 0 est

(38) c^e-^Q'.

a2, c3 et p = U' devant avoir des expressions positives pour des
surfaces S réelles et des systèmes cycliques associés réels^ notons
une fois pour toutes, que nous n'envisagerons, dans le plan(i^, P),
que des domaines pour lesquels ces trois conditions sont remplies.
En outre, une fois a1 et c3 connus, nous devrons prendre pour a
et c les racines positives des expressions précédentes, car a == ^/E
et c = pv^G diaprés (33).

Il ne reste plus maintenant qu^à déterminer les trois fonctions
inconnues U(z^), ^(u) et 0(^). A cet effet, multiplions les deux
membres de l'équation (35) par aac, puis remplaçons a3, c3 et p
parleurs expressions en U, *U, ô; nous obtenons sans peine Inéqua-
tion suivante :

(3g) 2e-î»d^v'^v'\W^(2Vfî-^îVf\jll—2U--Uf)Qf^-^QI'=:o.
du \ U - /

(3g) est une équation linéaire et homogène en Q Q ' ^ 0', Q" dont
les coefficients ne dépendent que de u ; appliquons-lui le procédé
connu d4ntégration. Considérons les équations obtenues en donnant
à u une valeur fixe quelconque UQ ; trois cas seront à envisager
suivant qu41 existera trois relations linéaires et homogènes indé-
pendantes à coefficients constants entre 00', 0', 0", deux ou une
seulement.

Cas de trois relations. -— On aura alors nécessairement

et, par suite, c == o comme le montre {38). L'hypothèse actuelle
ne donne donc pas de systèmes cycliques nouveaux.
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Cas de deux relations. -— Nous aurons alors

A 66' -+- B 6' -+- G 8" = o
A'ee'-t- B'e'-^Oô^o (A, B, . . . , C^consl.),

00', Q' et ff1 seront proportionnels à des nombres fixes

06' 0' 6'^F^r
La première équation donne

6 == - = const., ()'== o;
P

comme dans le cas précédent, l'hypothèse actuelle ne conduit à
aucun système cyclique arbitrairement déformable nouveau.

Notons d'ailleurs qu'aucun des deux nombres a, (3 ne peut être
nul (on aurait alors nécessairement. 0' == o).

Cas d^une seule relation. — Soit

(4o) Aee'-i- B6'-4-Cr=o,

la relation à coefficients constants à laquelle satisfait la fonclion
inconnue 0(Ç), (Ç == v — U).

^4°) est une équation différentielle ordinaire dont on a immédia-
icnicnt l'intégrale première

( , j ( \0 î -4-9.B6-+-•>.C6' - t - /» == o (À-= constante arbitraire).

G n'étant pas nul, car alors, comme le montre (3Q), p == LJ' ==== o,

nous pouvons poser C = = — ~ ; l'équation ( 4 1 ) prendra alors la
f < » n n e

( . ( > . ) O^ A O ^ - ^ - ( ( B e -h /-;

d'où l'on déduit

; -+- Su = j .^ BO-^ A ( ^1 > ̂  constante arbitraire ).

Si l'on a égard à l'expression de Ç(£== v — U), on voit que la
constante ̂  peut être négligée (il suffit de rem placer v par v-\- ̂ ).

Suivant que A Â ' — B 2 est positif négatif ou nul, on obtient



pour Ô l'une des formes suivantes (on a posé \/A.k — B2 == wdans
la première forme et \/B2— A/r = m dans la seconde),

0 =r — t a n î ; { w Ç ) — -,
-V A

0 =— //l co l? /<(m?)— —•

(^--L-1?.A S À

Dans les cas particuliers A == o,. ou bien A = B === o, on trouve
les formes simples

(40 o=^-^, o=^.

11 reste finalement à déterminer les fonctions U etH par les con-

ditions suivantes on se rappelle qu'on a fixé G dans ( 4 ï ) ^n 1^

prenant égal à — ^ - i

(43)

_ e-^ d /l/-h U^ _
T^ ^^"O7^/-"'"

__ '2Vti-^f>.Vr{]lf—'2c[i—clif

^Li'3
= H.

La première de ces deux équations ne contient pas 11, et fournit
par intégration U avec trois constantes arbitraires.

Si Fon pose ,,, -= y, l'équation s^écrit
y.\{ y —. y " ) ̂ _ \eî(",

n

le changement de fonction © (u) === ye '2, donne à Inéquation la forme

que Fon intégre pur deux quadratures, introduisant chacune une
constante arbilraire. Une troisième quadrature donne

r du
^J "Y9

en introduisant une nouvelle constante, addilive, et pouvant par
suite être négligée (U n'intervient que par 2 == r — U).
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Une fois U connu, la deuxième équation (43) fournit ^U avec
introduction d'une nouvelle constante.

En définitive, le dernier cas que nous venons d'étudier conduit
à l'existence de oo6 dsî nouveaux (oo5 en négligeant une homothétie),
définissant des surfaces [que nous appellerons (2)], auxquelles on
peut attacher des systèmes cycliques arbitrairement déformables
formés de cercles orthogonaux aux plans tangents.

Les constantes figurant dans le ds'2 le plus général sont A, B, À',
et les trois constantes introduites dans la détermination de Uet^U.

Le ds2 d'une surface 2 arbitraire a la forme

(44) ds^-^Edu^Gd^,

avec
E=a î==—<^- î" [2 l—+^u-e(p—U)-+-e /(p—u)1 -h^a,

G-.—^.

Quant au système cyclique associé à Z, il est défini par

a == v/E,

(45)' c^e-"^1,

p = U ' .

En conclusion, il existe deux types distincts de surfaces auxquelles
on peut associer des systèmes cycliques arbitrairement déformables,
dont les axes des cercles sont situés dans les plans tangents à la
surface.
a. Les surfaces applicables sur les surfaces de révolution.
b. Les surface (2) d'élément linéaire (44)-

Pour lessurfaces applicables sur les surfaces de révolution, il y
a lieu d'envisager trois cas. suivant qu'il s'agit de la surface la plus
générale, d'une surface développable, ou d'une nappe de développée
de surface pseudo-sphérique.

Si S est la surface la plus générale déformée d'une surface de
révolution, on peut lui associer oo2 systèmes cycliques arbitrai-
rement déformables : les systèmes (F) définis dans l'introduction
[si S est à courbure totale constante, le nombre des systèmes (F)
s'élève à oo4].
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Si S est développable, aux systèmes (T) (en nombre oo4 et non

plus oo2), il faut ajouter les systèmes définis par les formules (3a),
dépendant, de deux fonctions arbitraires d^un argument chacune,
et de deux constantes arbitraires.

Si S est une nappe de développée de surface pseudo-sphérique,
aux oo2 systèmes ( T ) du cas général, il faut adjoindre le système
cyclique de Ribaucour de rayon constant relatif à la surface pseudo-
sphérique développante.

Les systèmes cycliques associés aux surfaces (2), sont définis par
les formules (45).

Il est à noter que les systèmes de Ribaucour, de rayon constant,
offrent l'exemple de systèmes cycliques permanents dans une infi-
nité de déformations arbitraires différentes; à la déformation de
Pune ou de Pautre des deux nappes focales de la congruence des
axes, et à celle de la surface pseudo-sphérique (v) enveloppe des
plans des cercles, il convient d^ajouter au moins la déformation de
Pune quelconque des transformées de Bàcklund de (o").

L/étude que nous allons faire au paragraphe suivant va accroître
encore Pintérêt du type précédent de systèmes cycliques.

IV. — Systèmes cycliques de rayon constant associés
aux surfaces (S) (1).

Nous avons besoin ici, de rappeler un résultat établi par
L. Bianchi dans un Mémoire de 1901, Sur la déformation des
congruences (Ann. di. mat. 3* série, t. VI).

Dans le Mémoire cité, L. Bianchi s^est posé le problème suivant :

Parmi les congruences normales dont les rayons sont situés
dans les différents plans tangents dfunesurfaceS(qui^ comme
Von sait^ restent normales lorsque S se déforme arbitrairement
en entraînant ses plans tangents et les rayons associés)^ en
existe-t-il pour lesquelles Vune des surfaces orthogonales aux

(1) Nous laissons de côté les systèmes de rayon constant associés aux surfaces
développabks, qui s'obtiennent en remplaçant U par une constante dans lea for-
mules (3a) du paragraphe III.
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rayons^ soit (o-), reste constamment à courbure totale constante
lorsque S se déforme arbitrairement ?

Il a montré qu^il existe des surfaces S dont les plans tangents
contiennent les rayons d'une congruence normale arbitrairement
déformable au sens indiqué ; ces surfaces ont des éléments linéaires
appartenant à des quadriques imaginaires de Darboux (tan-
gentes en un point au cercle de l^ infini)', en outre, sur (S) et (cr)
tous les systèmes conjugués se correspondent.

Cela étant, récrivons le système (S) du paragraphe précédent,
en introduisant ^hypothèse supplémentaire p = const. (nous pren-
drons p == i en négligeant une homothétie).

()c ôa
[ c— — CT —- == o,& au, àv

L^,)^(.-^)=<>,
ôc àc

c -(- -— •+• — = o.au ()v

Rîippelons-nous que
a -=- v/E,

comme on Fa vu au paragraphe précédent, et observons, qu'en
vertu de rhypothèso actuellement faite (p = i ), Inéquation (33)
donne

c == y G.

Mon trous que la congruence cyclique (iî) formée par les axes
des cercles (G) de rayon i , définis par rapport à S par les coor-
données a et c de leurs centres relatives aux axes ( X i ) , (Xa)
attachés à S, est normale.

?i(i/, v) étant ^ordonnée [dans le plan (X< X,»)] d\m point P
de Faxe ^2 du cercle (C) relatif au point M(.r, y, z) de S, les
coordonnées de P sont

jcy === x -4- aXi -+- ^Xî,

^'1== y-4-aYi-+-^Yâ,
Zi ==: z •+• a Zi -4- À Z^.

LJii calcul simple donne, si l'on tient compte des formules (3)
du paragraphe I, où i/Ë et i/ G sont remplacés respectivement par
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a et c,

î _ /<^a . A ^ \ (à\ a àa\., / _ D'X\ -,
r̂ - ̂  ̂  c ^ ^ a)xi -4- (ou - -c ̂ )xî -+- (D ̂  -r)x^

^1 _ /^a À àc \ là\ àc \ „ /_ D<rX\-
-57 - \à. - a ̂ ; x- ̂  (^ ̂  ̂  ̂  c) x2^ (D ̂  -T-)^-

Pour que la congruence (Î2) soit normale, il faut et il suffît que
l'on puisse déterminer À, pour que la normale à la surface (o-)
décrite par P coïncide avec le rayon i2 [soit parallèle à Faxe (X,,
Ya, Za)], et pour cela que Fon ait

oy ^xi <2Y ^"cl

bxî TU = oî sx2 •̂  == 05

soit, comme le montrent les expressions de ̂  et de à-^-r au ôv
à\ a àa

... au, c àv f

<^) . ,<M ^c
— -t- ^— •+- c == o.C^P au

La comparaison des deux équations précédentes avec la première
et la troisième des équations du système (ô<) , montre immédia-
tement, que si Fon prend P au centre du cercle ( C ) ( À = = c ) , l e
système (ôa) est vérifié. Nous pouvons dès lors énoncer deux con-
clusions :

i° La congruence (û) est normale;
2° Le centre du cercle (G) décrit Fune des surfaces ortho-

gonales aux rayons de (îî).

Les systèmes cycliques (C) de rayon constant que nous recher-
chons sont donc formés de cercles situés dans les différents plans
tangents à une certaine surface (o-), et centrés aux points de contact
correspondants.

Ces systèmes sont des systèmes de Ribaucour et (<r) est une
surface pseudo-sphérique.

La proposition de L. Blanchi, énoncée au début du paragraphe,
nous permet maintenant dénoncer cette conclusion, qui la complète
dans un certain sens :
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Les seules surfaces S auxquelles on peut associer des systèmes

cycliques formés de cercles de rayon constant orthogonaux aux
plans tangents y sont les surfaces ayant même ds2 que les qua-
driques imaginaires de Darboux^ déterminées par L. Bianchi^
dont les plans tangents portent les rayons d'une congruence
pseudo-sphérique normale permanente par déformation arbi-
traire ûfe'S.

Le système cyclique arbitrairement déformable associé à
une surface (S), est le système de Ribaucour relatif à la surface
pseudo-sphérique (<r) correspondante.

Le ds2 des surfaces S solutions de notre problème, se déduit des
formules données au paragraphe III.
. Ici, p == U' == i, d^où U == u — Mo, MO ^tant une constante que
Pon peut négliger, comme on Pa déjà expliqué (Ç == v— u\ En
outre, A étant nul, on a [voir (42')]

^^"'-"-A-
II reste à calculer ^U; la deuxième équation (43) s'écrit

2at-^-<U/==2(B-^-I)

et donne par intégration

'U = le-"-11 •+• B •+-1 ( l = const. ).

Les expressions E et G figurant dans (44) s^écrivent donc dans
le cas actuel

E = e-^ \l-^ k — (vl—l\ e^-^ -h B -4- i,
L D \ D / J
r k l B -+-1 \

-^[^B-t-B^)
G = e-*" e3®^—").

En désignant par D la constante <-h o figurant dans E, nous

pouvons écrire Pélément linéaire cherché

ds* = î e-2" [D — B——1- e^B(*'-")^ -h B -(- i | du1 -h e-^ e^^-1^ dv1,

B et D étant deux constantes arbitraires.


