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SUR
CERTAINS SYSTEMES CYCLIQUES ARBITRAIREMENT DEFORMABLES;

Par M. P. Vincensint.

Introduction.

Soient une surface S et un systéme cyclique (C), tels qu’il existe
une correspondance biunivoque entre les éléments de contact de S
et les cercles du systeme (C).

-Si, lorsqu’on déforme S arbitrairement, chaque élément de con-
tact entrainant le cercle associé (’ensemble constituant une figure
invariable), (C) reste cyclique, nous dirons que le systéme cyclique
envisagé est arbitrairement déformable avec S.

Tout systéme cyclique est arbitrairement déformable au moins
d’une fagoun; il suffit d’envisager la surface S enveloppe des plans
des cercles, et d’associer, en systéme invariable, chaque cercle a
I’élément de contact correspondant.

D’ailleurs, une surface S arbitrairement donnée, fournit une
ififinité de systémes cycliques arbitrairement déformables formés
de cercles situés dans ses plans tangents : on obtient tous ces sys-
témes en considérant une déformée arbitraire S, de S, en prenant
les cercles d’intersection des plans tangents 4 S, avec une sphére
fixe de rayon nul, puis en déformant S, (les cercles restant inva-
riablement liés aux plans tangents) de facon a 'amener sur S.

Un excmple particuliérement important de systémes cycliques
arbitrairement déformables est fourni par les cercles de rayon cons-
tant a, situés dans les plans tangents a une surface pseudo-sphérique

quelconque de courbure totale — ai, et centrés aux points de con-
tact correspondants.

Les surfaces applicables sur les surface de révolution peuvent
étre assocides a des systémes cycliques arbitrairement déformables
remarquables. Au tome Il de la Théorie générale des surfaces,

LXIII.
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G. Darboux a montré qu’a toute surface S de ce genre, on peut
associer «? systémes cycliques arbitrairement déformables, tels
que les plans des différents cercles de I'un quelconque de ces
systémes soient orthogonaux aux éléments de contact correspon-
dants (chaque plan passe par le point de contact associé).

J’ai complété ce résultat de Darboux dans un Mémoire des
Annales des ’Ecole Normale (*), ou j’ai montré que les seules
surfaces S telles qu’on puisse leur associer des systemes cycliques
arbitrairement déformables dont les cercles sont dans des
plans normauz aux éléments de contact de S, issus des points
de contact, sont les surfaces appltcables sur les surfaces de
révolution.

L’élément linéaire de S ayant la forme

ds?= du*+ G dv? [G = f(u)),

le cercle du systéme cyclique le plus général du genre indiqué
situé dans le plan tangent au point M(u, ¢), a son centre I sur la
tangente a la courbe déformée de méridien issue de M; en outre,

si on pose MI =a et si 'on désigne par p le rayon du cercle,
/T+2G “ G_ .
- G [P'—,/“: ‘/1+XGd“]'
T “ G
=/ sl*—) Vo)
e ‘/\/ G I:F j; 1+ AG ]
ou A et p sont deux constantes arbitraires.

Nous désignerons par (T') les systémes cycliques, définis par les
formules (1), arbitrairement déformables avec une surface quel-
conque applicable sur une surface de révolution.

Les axes des cercles de 'un quelconque des o? systémes
cycliques (T'), attachés a une surface déterminée S, forment une
congruence cycligue 6 qui reste cyclique lorsque S se déforme -
arbitrairement en entrainant les rayons de supposés mvarmble—
ment liés aux plans tangents correspondants.

Dans le Mémoire actuel nous effectuons la recherche de tous
les systémes cycliques formés de cercles normaux aux plans

on a

(1)

(') Sur la déformation des systémes cycliques, 3* série, t. XLVII, 1930, p. 381.
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tangents d’'une surface S (les plans ne passent plus nécessaire-
ment par les points de contact correspondants) restant
cycligues lorsque la surface se déforme arbitrairement.

Les congruences (cycliques) des axes des cercles de 1'un des
systémes cycliques cherchés, sont formées de droites situées dans
les plans tangents de S et, si I'on suppose chaque rayon de I'une
quelconque (C) de ces congruences, invariablement lié au plan
tangent correspondant, la congruence ne cesse de rester cyclique
lorsque S se déforme arbitrairement en entrainant ses plans tan-
gents. (C) est arbitrairement déformable avec S.

Les congruences des axes des systémes cycliques arbitrairement
déformables dont il est question ci-dessus, ne sont pas les seules
congruences cycliques dont les rayons sont situés dans les plans
tangents a4 une certaine surface, arbitrairement déformables avec
la surface. :

Le probléme général de la recherche des congruences cycliques
arbitrairement déformables semble trés difficile. Nous l'avons
résolu complétement dans le cas particulier ou la surface S est
I'une des nappes focales de la congruence cyclique envisagée.

Nous commencons notre travail par la mise en équations du
probléme général de la recherche des systémes cycliques arbitrai-
rement déformables avec une surface quelconque, et cela, en vue
surtout de préciser le degré de difficulté de la question, moins
grand qu’on ne pourrait le supposer « priori, puisque, dans le
systéme a résoudre, n’interviennent que les dérivées partielles du
premier ordre des éléments qui fixent le systéme cyclique par
rapport a la surface déformée. '

Nous appliquons ensuite les résultats généraux au probléme par-
ticulier qui fait 'objet de cette étude (recherche des systémes
cycliques arbitrairement déformables avec S, les cercles étant ortho-
gonaux aux plans tangents correspondants de S).

On trouve deux types distincts de surfaces pouvant étre associés
a des systémes cycliques arbitrairement déformables du genre
indiqué.

1° Les surfaces applicables sur les surfaces de révolution (avec
leurs dégénérescences développables).
Si la surface S est la surface la plus générale applicable sur une
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surface de révolution, on peut lui associer ? systémes cycliques
arbitrairement déformables [les systémes (T') précédemment
définis]. Le nombre de ces systémes cycliques devient ao* si la
surface est a courbure totale constante. :

Si S estl'une des nappes de la développée d’une surface pseudo-
sphérique S/, aux «? systémes cycliques (I') du cas général, il faut
ajouter le systéme de Ribaucour dc rayon constant relatif a S/(les
cercles étant associés, non pas aux plans tangents de S’ mais a ceux
de S). :

Si S est développable, aux o* systémes (T) il faut ajouter une nou-
velle famille de systémes cycliques dépendant de deux fonctions
arbitraires d’un argument et de deux constantes arbitraires; si 'on
fixe les deux constantes, les systémes cycliques obtenus ont méme
congruence des axes; les congruences des axes des systémes
cycliques de la nouvelle famille appartiennent par suite a la classe
des congruences w fois cycliques, étudiée plus particuliérement par
Ribaucour, C. Guichard et L. Bianchi.

2° Des surfaces (2) ayant un ds? dépendant de cinq constantes
‘arbitraires. A chaque surface (£) on peut associer un systéme
cyclique arbitrairement déformable. Ceux de ces systémes cycliques
qui sont formés de cercles de rayon constant correspondent a des
surfaces (X) admettant méme ds* que les quadriques imagi-
naires de Darboux tangentes au cercle de Uinfini.

1. — Systémes cycliques arbitrairement déformables généraux.

Considérons un systéme cyclique (C) arbitrairement déformable
avec une certaine surface S. Le plan du cercle relatif au point M
de S coupe le plan tangent en M a S suivant une certaine droite
D ("); par M menons la paralléle MT a D; I'ensemble des- droites
(MT) forme une congruence rectiligne (%) dont S est 'une des
nappes focales. Rapportons S au systéme formé par les arétes de
rebroussement de I'une des familles de développables de (%)

(1) Le cas ou le plan du cercle est parallele au plan tangent sera étudié plus
loin.
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(v =const.) et leurs trajectoires orthogonales (u = const.). Son
élément linéaire aura la forme

ds?= E du® + G dv2.

Appelons (X, Yy, Z,), (X3, Y,, Z,), (X4, Y3, Z;) les cosinus
directeurs de la tangente a la courbe (v = const.) de la tangente a
la courbe u = const., et de la normale en M a S.

D, D/, D" étant les coefficients de la deuxiéme forme fondamen-
tale de la surface

— S dX;dxr = Ddu?+ 2D’ du dv + D" dv?

(z, y, 3 = coordonnées du point M), pendant toute déformation
de S, les coefficients des deux formes ci-dessus vérifient le systéme
de Gauss Codazzi
DD"—D’2
EG
d(D\ d /D D' dyG_ D'ovE _
(2) du(ﬁ) %(ﬁ)_’_‘/ﬁc du TG o0 %
i(D )_d(D >+ D d;/E_._Bdf:o.

V oo\ VG ) ou\G VEG 0¥ E

= K (courbure),

Rappelons enfin les formules connues

X4 1 oVE D Xy _ 1
d_u=_7ﬁ_%_x,+7ﬁxa, Ju = ‘/—.'(_}'Txn-*-v-éx:n
X, _ D D
R Ju VEX'— VG v
3) _ —
Xy 1 dVG ' X, ! 9yG D’
TS VR ow T RN W T TVE e Mgt
X, _ Dy Dy,
dv VE \/E

Si A est la droite suivant laquelle le plan du cercle C coupe le
plan (X,X;), p le rayon de C, a et b les coordonnées de son
centre relatives a D et A, 6 I'angle du plan (DA) avec le plan tan-
genten M a S, ¢ la distance Igébrique du point M au point ou le
plan (DA) coupe 'axe X,, ¢ I’angle que fait le rayon aboutissant
au point courant P du cercle C avec la direction (X,, Y,, Z,), les
coordonnées du point P par rapport au triédre mobile attaché a la

11w
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surface (X, X,, X;) sont

l=a+ pcost,
(4) m = c + (b + psint)cosh,
n=(b+ psint)sinb,

a, b, ¢, p, 0, sont, de méme que E et G, des fonctions des deux
variables u et ¢.
Les coordonnées de P par rapport aux axes fixes ont les expres-

sions suivantes :
s t=x +IX;+mXys+nX,,

(5)

1=y +1lYi+mY,+nY,,
{=3+ 12+ mZ,+nl,.

Pour que I'ensemble des cercles C constitue un systéme cyclique,
il faut et il suffit qu’en posant

—g (%) g% 9% g% d
(6) T_S(d—t), U=s , V=5
U oV
@ T(H-5)+V

Jat du
OV _IT\ (9T _9U\ _
Jat dv Ju_ ot
soit identiquement satisfaite en 2.

En outre, pour que le systéme soit arbitrairement déformable
avec S, il faut que la condition (7) reste identiquement vérifiée
lorsque D, D’, D" varient en satisfaisant constamment aux équa-
tions (2) de Gauss-Codazzi.

On trouve immédiatement

ros (%) =g

Calculons U= Szet 3‘- En observant que —__\/-EX. on

°'lm

la condition

obtient

om an
U_S[d X, + % x,-.-mx,]

x[g/EXH- %x,+l"—)"+"—’ﬁx,+m"—’55+"—i‘x +n 9Xs ]

Ju dJu Ju du’? Ju
-dl dl dal om dm dn on X,
=VE G+ 5 " ot ou " 9 u (‘ - )sx, ou

dX,

dn om X, dl :)n
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Tenant compte des formules (3). et des expressions (4) de [,
m, n, on obtient sans peine

db dc =  da\ .
U=p (d—u +co.«0d—) cost —p (VE + Z)—) sin't

o oVE

\/G dv

D D
+ cp cost 8in0 — —+ p(asin®cost + b sinBsint + psind) —

[acosb cost+(c+bcosﬁ)smt+ pcosf]

’

soit, en posant

M=o <§é +cosﬂ§—2) cost -— p(\/ﬁ-«— 3—%) sin ¢

p JVE
(8 a cosfcost + (¢ + bcosB)sint + pcosf],
(8) ‘/G o L ( ) pcosf]
P = cpcostsin®,
Q=p(asinBcost+ bsinbsinz+ psinb),
DI
U=M+P—+Q—-
(9) Ve Q‘/E
Un calcul analogue, fait pour V, conduit a I'expression.
D’ D’
10) V=N+P— +0Q0—
(re) NN

P et Q étant les mémes fonctions qui figurent dans U, et N
ayant la valeur

de ab
(11) N=p[coso<g/§+d ) d"]cost—p—lmt

+_e_d\/G

VE W—[a cosb costz <+ (c + bcosB)sint + p cosf].

La condition (7), peut alors s’écrire

oM _oN_ D JQ_ (x 0P _ JQ\p D P
90 " du T R ov VG v du )" G ou

0 /D Jd (D" Jd /D Jd (/D
*[5(7%) ()] 2[5 6E) -~ w (m)
LI R
Jat dv at VG at VE
‘dT JdM JP D’ 2Q D }_ o.
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D’aprés les formules (2) de Codazzi, on a

I(D\_9 /DN D J/G_ DIyE
do<¢'§ du(v'ﬁ = VEG o« TG o’
(DN 9 /DN _ D JVE DIYE
dv(va du(va)‘ VEG o0 E ou’

Si I'on tient compte de ces deux relations, on constate que les
dérivées de D, D' et D" disparaissent de la condition (7), ce qui
est une cause de grande simplification pour le probléme.

La condition (7) prend alors la forme

) dM  ON 1 dQ Poy/G
(r2) T%w“;;““(TEW“ETu )D

+< 1 JP 1 dQ P JVE__ Q ()VG>D,

VG d  JEOJu VEG 9 = JEG Ju
L P QIVE\,
-~ %+ 85|
N JT JPID" dQ D |
U~ e vl
V{()T JM oP D’ JdQ D }-—o

Il n’y a plus maintenant qu’a remplacer T par p?, U et V par
leurs expressions (9) et (10), M, N, P, Q par leurs expressions
(8) et (11), pour expliciter la condition (12).

Le calcul, trop long pour étre reproduit, peut s’effectuer d’une
fagon assez symétrique; en particulier, les termes du second degré
en D, D', D' disparaissent grdce a l’équation de Gauss, et 'en-
semble du premier membre se présente sous forme linéaire en
sint et cost; ces deux circonstances sont extrémement favorables
a la mise en équations du probléme de‘ déformation qui nous
occupe.

Nous nous bornons a donner le résultat du calcul. L'équation
(12) peut étre mise sous la forme

(13) (AD + A’'D'+ A"D"+ A")sint¢
+(BD + B'D’+ B"D"+ B”)cost + (CD + C'D'+ C'D*'+ C") =0,
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ou A, A, ..., C” ont les expressions suivantes :

A= pb cos(id—0 — i_sinﬂdp -+ p%%smﬂcose— %g-cos()smﬂd—;

VE o yE v
L

. ) ]
A= ‘/,E(smﬂd—u-—-pcosed—u
+ £ mﬂcosﬂd—c psind dVG(b—o-ccosO),
vE Ju  yEG du
"=£dVEsin0 b+ ccosb
A= — ( )
w_ mde 0V .02 dpda 1 OVE( dp  dc
A ‘/bdv e sin dv du  du d0+V'G' v (da Pdv)

XY du du G dv odv
+bosind( — IVG % - —_— 9VE o8 +Kp yEGcos0(b+ccos)
VE du du G v dv e !

_a a0  dp .
B =7§(p0010; —;smﬁ),

(S0 do_ do) oo (00 ap. .08
B_‘V"(Pdv cdo)""/(—; 8 — w0
+ = % in 0 +'psm0+-—P dVGsino,

VE du v Jdu

B"=S_'_“.?< % _ zﬁ)+.ﬂ?—@sin0—£cosﬁﬂ,
ou" °ou G u

du dv  Jv du

+dudv du dv

d0 L e d\/ a0 .
—_ sin@
Ju VG o6 o’

. dc 00 00 dc dp db  9b dp dp dc  dp de
- — — — p—
B =psm0(d " 9% du) cosO( )

-+ \/-(_}'——coso-o—p\/GsmO

+ap d\/ﬁdﬂ in0+—a-dp 20/G

vE “du du Vv du du cost
K

a dpdﬁ

E
VG 3 o VEG ap cosb,

cos 0 +-
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2 a0 da ac d;ff‘:
C=—-"L_cost 2 — sln0c050+—-—-51 0+ sinf
ENE VE 9" T VE 0
_—b@cosesme—iﬁsmo
E 9v
C’s——i;-cosot—)i+—g._—d‘/€sin0 —sn 0+i£)—smecoee
VE Ju \/EG Ju \/"d VE du
c z)a si ¢t dyG
——— nd +~ — —sin6 ZV Zsinb
‘/de +f" sin +asm0+\/E_G_ Fm
—+ \/(;;G dd‘{)E sin® 4 V{)ECT} dfsmﬂoosﬂ
C”Ec—-_—]::_-sin()+—i-_€gsinﬂ+c—:[)ﬁsin0
VG VG du G ov
%fdd‘/ sinﬂcosﬂ—o—%()fsinﬂ.
e* dVE . db o 9/G
mE_ 0___ _ _
C T e sin ‘)"+\/E 0 smﬂ i (cg/—)cosﬁ
da dc  dc da =db ¢ dyG b
= 0 = _ZC — = =
"‘a (ay/G) cos +<du dv o av )“"se""'/ﬁdo"' T ou ou
v
+_c_a¢iob babaf 0+_a=¢£z_d\/Gcose
VG v de ;/E du ou VE du du
—‘% 3—3 d——feosﬂ+ \/—% % dd\:E cos b + ﬁ Z—i d;{chose
"¢ de dyE da 0b  da 9b OVE |
+\/(_‘,5¢:_dv 080 + -0—5;_;)_9'31—1. b pm cos?d
“+ b__d‘/E(—)fc'os‘(i+ b ()\/Gdc cos?0
VG dv dv \/E ou ou’

+ VEG cosd —K /EG bc sin?6 + K /EG p* cos®.

La forme linéaire en sin¢ et cos¢ de 1’équation (13) montre que,
pour que I’équation soit identiquement vérifiée, il faut et il suffit
que les coefficients de sint et de cos¢ et le terme indépendant de ¢
soienl nuls. En outre, pour que le systéme (C) reste cyclique dans
toute déformation de S, il faut et il suffit que les trois coefficients
ci-dessus restent nuls lorsque D, D', D" varient en satisfaisant aux
équations de Gauss-Codazzi.

Chacun des coefficients est une forme linéaire en D, D', D",
pour 'qu’une telle forme reste nulle lorsque D, D', D’ varient comme



— 165 —

il vient d’étre dit, il faut et il suffit que les coefficient de D, D', D"
et le terme indépendant soient nuls; on obtiendra donc le systéme
d’équations définissant tous les systémes cycliques arbitrairement
déformables, en annulant les douze coefficients A, A/, ..., C".

(14) A= AI A’ -..=Cm=0.

On a douze équations pour sept fonctions inconnues, E, G, a,
b, ¢, p, 0; une surface quelconque étant donnée, il n’existe géné-
ralement pas de systémes cycliques arbitrairement déformables
avec la surface, en dehors des systémes bien connus formés de
cercles situés dans les plans tangents & la surface.

La détermination de ces derniers systémes peul d’ailleurs se
faire a partir du systéme (14), en tenant compte des conditions

\ c=b=0=o0.

L’absence de fautes de calcul dans I'établissement du systéme
(14) sera justifiée par certains résultats ultérieurs, directement
contrdlables; mais, nous pouvons, dés a présent, donner un
exemple simple, rassurant sur la validité des calculs. On sait que
les systémes cycliques réels de rayon constant comprennent deux
types : les systémes de Ribaucour, dont les cercles sont dans les
plans tangents d’une surface pseudo-sphérique quelconque, et les
systémes engendrés par une famille plane a un paramétre de
cercles de rayon constant, dont le plan roule sur une développable
quelconque.

Si nous faisons b = ¢ = 6 — o, p = const., dansle systéme (14),
celui-ci se réduit au systéme des deux équations B” = o, C" =o,
qui s’écrivent

K yEGap =o,

\/—G(H—Kp)+—(a\/G) ;—:,‘zd;{,G*;\/_'zg;d;{’E o

On a deux hypothéses possibles, a =0, K =o0; si a=o, on
aK = — =, et Lpn retrouve le premier type; si K = o, onretrouve
le second.

Dans la mise en équations du probléme, nous avons supposé
que le plan du cercle générateur dn systéme cyclique coupait le
plan tangent correspondant & la surface; si donc il existait des



— 166 —
systémes cycliques arbitrairement déformables formés de cercles
situés dans des plans paralléles aux plans tangents de la surface
associée S, ces systémes ne seraient pas fournis par le systéme
d’équations (14).

Examinons ce cas particulier; désignons par H le point ou l'axe
Q du cercle C relatif au point M de S coupe le plan tangent en M,
par F et F' les foyers de la congruence des axes situés sur Q et
par I le centre de C; si.p est le rayon de C on sait que pour tout
systéme cyclique
(15) IF < TF =— pt.°

Cette relation peut s’écrire
(16) HF < HF' — HI (HF + HF') = — p*.

J’ai montré dans un Mémoire antérieur (') que pour toule défor-
mation de S le produit HF > HF' reste conslant sur chaque
rayon de la congruence des axes &, et que la seule relation entre
HF et HF (autre que HF > HF = const.) qui puisse se conserver
au cours d’une déformation arbitraire est HF + HF' = o (S est
alors applicable sur une surface spirale).

Si donc le systéeme cyclique (C) existe, on aura constamment
au cours de la déformation

(17) HF +HF = o

(16) montre alors que

(18) TF < AF = — p2.

Il n’existe entre F et F' qu'un seul point vérifiant simultanément
(17) et (18) (le mileu de FF'); la comparaison de (15 et (18)
montre dés lors que I est confondu avec H et que les cercles du
systéme cyclique sont duns les plans tangents a S.

Nous pouvons donc énoncer ce résultat

Les systemes formés de cercles situés dans les plans tangents
exceplés, il n'existe pas de systemes cycliques formés de cercles
situés dans des plans pgralleles aux plans tangents & une sur-
face, arbitrairement déformables avec la surface.

(') Sur la déformation des surfaces, et sur quelques propriétés des surfaces
spirales (Bulletin de la Société mathématique de France; 1931).
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Tous les systémes cycliques (autres que ceux formés de cercles
situés dans les plans tangents), arbitrairement déformables, sont
par suite donnés par le systéme (14).

Nous allons poursuivre la recherche en supposant que les
cercles C sont orthogonaux aux plans tangents correspondants
de S (leurs axes sont dans les plans tangents).

I — Systémes cycliques arbitrairement déformables avec une surface
dont les plans tangents contiennent les axes des cercles.

Les notations étant celles du paragraphe 1, les conditions qui
expriment que le cercle générateur C d’un systéme cyclique est
orthogonal au plan tangent en' M (u, ¢) a la surface S sont

b=0, 0=£-

Sil'on a égard aux expressions de A, A’, ..., C" données précé-
demment, on constate aussitot que cinq des équations du systéme
(14) sont identiquement vérifiées (A =A'=A"=B" = C" =o0).

Le systéme a intégrer se réduit a

A"=B=B'=B"=C=C=C"=o,

soit, en explicitant les équations

\/EQ_Pd\/E_deda dpda ¢ JVE dp
av dv Jdv du  du dv vG v ov

p 0VEde ¢ 9yGdp p 9yG ade
e —t—m e — 5 o =0,
VG dv d¢  yE du du E du Jdu

dp
a;;_.o,
22—cdp-ofal/—_: £ + \/_—e-ge——(}:o,
Jdv dv VE du V Ju
(2) <
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La deuxiéme équation du systéme («) montre qu’on a deux hypo-

-d—P-.::O.

théses possibles a = o, ~%

Supposons a = o. — L’axe du cercle G relatif au point M passe

alors par M, et S’ est I'une des nappes

focales de la congruence

des axes des cercles C. Le probléme prend la forme suivante :

Rechercher les systemes cycliques

arbitrairement défor-

mables avec U'une des deux nappes focales de la congruence

des axes des cercles.

Le systéme donnant les solutions de ce dernier probléme, qui
s’obtient en posant @ = o dans le systéme («), est le suivant :

ct+pt J\E =
e o +¢cy/E=o,
c=+p=r)\/6_0
T
%%,
(8 'Tdu Tdu T
) 9 _ % o /G=
POv — o0 TPVEEO
JVEZ JIVE o oVEde
dv " oo VG dv ov
L~ VG o
VE du du

La deuxiéme équation du systéme ({3) donne

£ 9VGde

VE Ju Ju

< 9dVE

VG dv v
‘-’-‘/—E =o0; G est
du

donc une fonction de ¢ que, moyennant un changement du para-

Alors le systéme (B) s’écrit

métre ¢, nous pouvons réduire a 'unité (G =1). -

VE dp

(19) e yE+(et+pVE _ o
dv
dp de
o (20) Con T PR =
! (21) -()—c—c@-o-p:o
) P e dv ’
=dp IVE OVEde 0
(22) VES —p=50- =PG5 5o +°

dv 96
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Si Pon tient compte de (a1 )s (22) s'éerit

% —o.

.

p est par suite une fonction de u seul [p = f(u)], et l’équauon (21)
devient .
d
[ (1 -+ ;‘c:) = 0.

. dc
Comme p £ 0, on a 5— + 1 =0, d’od
c=—v¢v+U [ U = fol¥ction de u].

Remplagons dans (20) c ‘et p par leurs expressions, nous obte-
nons P'équation
S(w)e+ fw)U'— Uf'(u) =0,
qui entraine ' B
S (u)=o,
X f(u)U' Uf(u)=o,
f(u) = w (constante),

= ¢ = const,,
v+ 9.

et par suite

¢

\
IQVQ C'o

Portant les expressions précédenmtes de c et de p dans (19), on
obtient pour déterminer E 1’équation suivante :

dyVE

(—o+)VE+[(v—9r+w]——=o.

L’intégration est immédiate et donne
E=U(y — )+ w?].
U est une fonction de u, que moyennant un changement sur le

paramétre u on peut réduire  'unité.
L’élément linéaire de S prend alors la forme

dst=[(v — 9)*+ w?] dut+ dvt,
On reconnait la I'é1ément linéaire du caténotde de parameétre v,

rapporté a ses paralléles ¢ = const., et & ses méridiens u = const.
Les congruences des axes des systémes cycliques cherchés,
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formées par les tangentes aux courbes u = const. (correspondant
aux méridiens) des déformées du caténoide, sont donc les con-
gruences des normales aux surfaces pseudo-sphériques.

Les cercles du systéme cyclique arbitrairement déformable
attaché a une telle congruence sont d’ailleurs les cercles du systéme
cyclique de Ribaucour associé a la surface pseudo-sphérique corres-
pondante (cercles de rayon constant égal au rayon de courbure w
de la surface, silués dans les plans tangents de celle-ci et centrés
aux points de contact correspondants).

On peut donc énoncer ce résultat, qui donne une propriété carac-
téristique des développées des surfaces pseudo-sphériques

Les seuls systemes cycliques arbitrairement déformables avec
l’une des nappes focales de la congruence des axes sont les
systemes cycliques de Ribaucour de rayon constant, associés a
une surface pseudo-sphérique quelconque.

La déformation peut affecter indifféremmentl’uneoul’autre
des deur nappes de la développée de la surface pseudo-
sphérique.

Recherche de toutes les congruences cycliques arbitrairement
déformables avec une nappe focale. — Les congruences des
normales aux surfaces pseudo-sphériques, fournissent des exemples
de congruenees cycliques reslant cycliques au cours d’une défor-
mation arbitraire d’'une de leurs nappes focales, les rayons élant
entrainés dans la déformation.

Il est clair que I'analyse qui précéde n’a pas nécessairement
donné toutes les congruences cycliques vérifiant la condition
précédente.

On a, en effet, supposé que les cercles du systéme cyclique
associé a la congruence restaient invariablement liés aux plans
tangents de la surface focale déformée (aux rayons correspondants
de la congruence envisagée). Or, ricn ne dit, @ priori, que I'on
ne puisse pas trouver des congruences cycliques arbitrairement
déformables avec une nappe focale, pour lesquelles, au cours de
la déformation, les cercles du systéme cyclique associé glissent le
long de leurs axes, leurs rayons subissant une dilatation conve-
nable.
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Cherchons s’il existe d’autres congruences cycliques arbitraire-

ment déformables avec une nappe focale, que celles déterminées
plus haut.

Soit (@) une telle congruence, (S) la nappe focale que I'on

déforme arbitrairement; les rayons de (8) sont tangents aux

courbes u = const. de (S), dont I'élément linéaire est supposé

mis sous la forme
ds*= E du?*+ G dv?.

La condition qui exprime que (@) est cyclique se déduit
de (13) (§I) en tenant compte de ce que a=b =0, 6 = ;

Les expressions-de A, A’, A”, ..., C” montrent immédiatement
que A=A'=A"=B=B"=(C"=o0; (13) se réduit donc ici a

(23) A"sint + (B'D'+ B"D")cost + (C'D'+ C"D") = o,

les quantités A”, B', B", C/, C' ne dépendant que des éléments
(c et p) qui fizent le cercle associé a chaque rayon de (8) par
rapport a la surface S supposée connue.

(123) doit étre une identité en ¢, et le rester lorsque D, D', D"
varient en satisfaisant constamment a I'équation de Gauss et aux
deux équations de Codazzi.

Pour que (23) soit une identité en ¢, il faut et il suffit que 'on

ait
Aﬂl = 0’

(24) B'D'+ B'D"=o,
CD'+ C'D'=o.

Ici, nous ne pouvons pas, comme nous Iavons fait au para-
graphe I, exprimer la permanence de la congruence () en annu-
lant B’, B”, C’, C"; cela tient a ce que, a priori, ces quatre coeffi-
cients peuvent dépendre des quantités D, D', D".

Mais la forme méme du systéme (24) va nous permettre de
conclure. .

La premiére équation d: systéme ne contient pas les quan-
tites D, D', D”.

Considérons le systéme formé par les deux derniéres équations;

LXIIL.
12



— 172 —

on en déduit, en supposant D’ et D" 20, ce qui écarte les
surfaces S développables

B'C"— C'B"=o.

Cette nouvelle équation, jointe 8 A” = 0, donne un systéme de
deux équations du premier ordre indépendant de D, D', D',
auquel doivent satisfaire ¢ et p. Ces deux derniéres fonctions
peuvent donc s’exprimer indépendemment de D, D', D’, et seule-
ment au moyen de I'élément linéaire de S. Si donc on considére
une congruence cyclique (8) arbitrairement déformable au sens
indiqué, le cercle attaché a chaque rayon (défini par c et p) reste
invariablement lié au plan tangent correspondant a S au cours
de la déformation.

On est par suite dans le cas, étudié plus haut, qui nous a
conduit” aux congruences des normales aux surfaces pseudo-
sphériques.

L’hypothése D' = D" = o, correspondant aux surfaces S dévelop-
pables, écartée precédemment, est évidemment incompatible avec
une déformation arbitraire de S.

On peut donc énoncer le résultat suivant :.

Les seules congruences cycliques arbitrairement déformables
avec une de leurs nappes. focales, sont les congruences des
normales aux surfaces pseudo-sphériques.

111. — Etude des cas on % = 0.

Le cas ou @ = o ayant été étudié au paragraphe précédent, nous
supposerons dans toute la suite a 5 0. Si ¢ = o, le plan de chaque
cercle est normal au plan tangent correspondant a S au point de
contact correspondant; les systémes cycliques, arbitrairement
déformables pour lesquels il en est ainsi, sont les systémes
cycliques (T), attachés aux surfaces applicables sur les surfaces
de révolution, signalés dans l'introduction ; nous supposerons donc
aussi ¢ % o.



— 113 —
Cela étant, le systéme () du paragraphe I s’écrit
OVE dpda_p dyEde ¢ 9yGdp  p 9yGde

(20) P+ 5ude T G v o yE du du yE ouw du

de a‘/ﬁd—P-;-p\/E ap 0y/G

(26) Poe A B TPVE T U Tow T O
, o% 9 ap IVE
(17) cdu—p()_zi+v_ g =
VG -da
(28) C—;;—\/E;‘;-O,
] ') G —_
(29) EE d-—VG—o-a(‘)—a-q-\/E)—o-?-f_-d‘/E—c@%:o,
' VG du du VG 9 VG 9v
pt+ct d VE (9%a )_
(30) VG e +c\du+,\/§ = 0.

Multiplions les deux membres de I’équation (29) par ¢, ceux
de (30) par — a et ajoutons; nous obtenons

_P:(cds/a_ d\/ﬁ)=o;

VG N

du dav

p, rayon du cercle générateur du systéme cyclique, n’étant pas
identiquement nul, on aura

VG o VE
(31) 9w T

(31) pourra remplacer (29).
Si, tenant compte de (28) dans (25), on multiplie les deux

membres de (26) par — 1__«1\{_13" ceux de (2 ar —'_-'-)—‘LE et si
par VG ov 7)P VE du

I'on ajoute (23), (26) et (27), on obtient la combinaison

(542 )

-V‘_E' dJu\ du dv

’

identiquement vérifiée éq vertu de (31); (26), conséquence de (25),
(37) et (31) peut étre négligée, et le systétme a résoudre peut



s'écrire _
(25) ()X’E+71_6')(X)—§S+—‘;—E')d-—‘/u—az—i=u
(27) N
(28)' c')d—‘/Ta— EZ—“:O,
(31) c’)’)Lf —a%ﬁ = o,
(30) n’;/%?! gd—\{)—i+c(3—au' +\/§) =o.
En multipliant les deux membres de (26) par — 7%(%/;, e
ceux de (27) par \/—% d;/'?, comme nous I'avons fait plus haut, nous
‘avons écarté le cas de nullité des quantités %E—, %G. Si 'une de

ces quantités était nulle, (31) prouve que P'autre le serait aussi
(puisque, par hypothése, a et ¢ ne sont pas nuls); la surface S
serait alors développable et rapportée a un systéme orthogonal
formé de deux familles de géodésiques paralléles (ds? = du? + dv?);
le systéme d’équations ci-dessus donnerait immédiatement, U et V
étant deux fonctions arbitraires de u et de v respectivement,

a=1l—u (! = const.),
(32) ¢c= UV, p=U;

d’ou une infinité de systémes cycliques arbitrairement déformables,
d’une définition géométrique d’ailleurs trés simple.

Sur la surface S considérons un systéme orthogonal formé de
lignes géodésiques paralléles (a) et (). Soient, B, une courbe
déterminée du systéme (B), (a,) une courbe déterminée du
systéme (a), et y la développante d’une courbe « issue du point
ou « coupe f3,. H étant le point de y correspondant a un point
quelconque M de «, menons par H, dans le plan tangenten M a5,
la perpendiculaire A 8 MH; prenons sur A, HI =V U, Vet U étant
des fonctions arbitraires des distances géodésiques du point M aux
courbes «, et B, respectivement; le cercle C, de centre I, d’axe A
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et de rayon U, est le cercle générateur du systéme cyclique arbi-
trairement déformable du type actuellement étudié le plus général,
associé a S.

La congruence des droites A est la congruence des axes de tous
les systémes cycliques correspondant aux différents couples de
fonctions U et V; (A) appartient donc a la classe des congruences
o fois cycliques signalées dans I'introduction.

Le systéme cyclique arbitrairement déformable avec S le plus
général du type étudié, est déterminé dés que I'on se donne la
géodésique B, (deux constantes arbitraires) et les deux fonctions
arbitraires U et V. '

Nous continuons en écartant le cas des surfaces développables.

(28) et (31) donnent

’—;—%‘\/E—a')x)h =0,
)
d’ou

—(,l: = f(u)

VvE

Moyennant un changement du paramétre u, on peut réduire la
fonction f(u) a 'unité, et poser \/E = a.
Le systéme précédent peut alors s’écrire

do  dec ap da ,
du  Tdu /G Iv !
VG __ da _

Ju dgo =
(e*+ p?)da 4)a)
—_— +Cc|la+ — ) =0,
VG 9v Ju

[.a premiére équation, compte tenu de la troisiéme, s’écrit
da . dc - dc\ o
de\° VG dv  du)

) T WE
Nous devons supposer :}—Z Z o <c’osl—a—dlre %— #0); car,
WE /G I
—— le
Ju

comme on l'a fait observer plus haut, si o était nul,

12
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serait aussi et S serait développable; nous pouvons donc écrire

la premiére équation
e S0 0
Va dv d_; -
Si I'on remplace dans la deuxiéme équation a— par ¢ ?V—

(troisiéme), cette deuxiéme équation devient

do de L L VG

e —p— 4+ —= —— =0;

ou" °ou vG Jdu
'intégration est immédiate et donne

VG = EV (V = fonction de v).

En changeant le paramétre ¢ nous pouvons prendre

(33) VG=2

Le systéme a résoudre se réduit finalement au systéme des trois
équations

8(34) cﬁ(f)—-az%zo,

p(e? +p)da da\ _
(3) (35) BB "‘Tu) o,
de  dc
(36) CHpos =0,

. . R . 0
aux fonctions inconnues a, ¢, p, ou, en vertu de ’hypothésc Zi% =o,

p est une certaine fonction du scul paramétre u que nous désigne-
rons par U'(U'= dérivée de U).
L’intégration de (36) donne

c=euF(v—U) (% = fonction de I'argument ¢ — U).

(34) permet de calculer a; elle peut s’écrire

dar AN _ d[exF(v—U)],
7;—2057‘(;)—213 ugF (v ")E[_U’—]’

Si I'on pose F2(v — U) =6'(v - U) (l'accent étant un indice
de dérivation), on trouve immédiatement, en négligeant d’écrire
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Pargument f=¢ — U
da? U+ur, ,
o = 2e2U ———[7:—0 — e,
d’ou

(37) a!=—e—!"[2y—%u—0+0’]+‘u, (U = fonction de u).

L’expression de ¢? au moyen de 6 est

(38) ¢ = e,

a?, ¢? et p= U’ devantavoir des expressions positives pour des
surfaces S réelles et des systémes cycliques associés réels, notons
une fois pour toutes, que nous n’envisagerons, dans le plan (, v),
que des domaines pour lesquels ces trois conditions sont remplies.
En outre, une fois a? et c? connus, nous devrons prendre pour a

et ¢ les racines positives des expressions précédentes, car a = /E
et ¢ = py/G d’apres (33).

Il ne reste plus maintenant qu’a déterminer les trois fonctions
inconnues U(u), U(u) et (). A cet effet, multiplions les deux
membres de I'équation (35) par 2ac, puis remplagons a?, c* et p
par leurs expressions en U, U, 6; nous obtenons sans peine 1'équa-
tion suivante :

(39) ”—’"?idﬁ (%) 00’4+ (2U 4+ 2 U U"— 2U — W) 0+ U'30" = o.

(39) est une équation linéaire et homogéne en 66', 6/, 6" dont
les coefficients ne dépendent que de u; appliquons-lui le procédé
connu d’intégration. Considéronsles équations oblenues en donnant
a u une valeur fixe quelconque u,; trois cas seront a envisager
suivant qu’il existera trois relations linéaires et homogénes indé-
pendantes a coefficients constants entre 66/, §', ¢", deux ou une
seulement.

Cas de trois relations. — On aura alors nécessairement

et, par suite, ¢ = o comme le montre (38). L’hypothése actuelle
ne donne donc pas de systémes cycliques nouveaux.
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Cas de deux relations. — Nous aurons alors

AW +BoO+Co'=0

A8 - B+ C6 = o (A, B, ..., C"= const.),

66, 6' et §" seront proportionnels a des nombres fixes

T I

x 8 ¥
La premiére équation donne

0 = = = const., '=o0:

£
B
comme dans le cas précédent, hypothése actuelle ne conduit a
aucun systéme cyclique arbitrairement déformable nouveau.
Notons d’ailleurs qu’aucun des deux nombres «, § ne peut étre
nul (on aurait alors nécessairement §' = o).
Cas d’une seule relation. — Soit
(40) 60+ BO'+ C8"=o,
la relation a coefficients constants a laquelle satisfait la fonction
inconnue (), (£=v— U).

(40) est une équation différentielle ordinaire dont on a immeédia-
teent Uintégrale premiére

(41) A2+ aBO4+2CO+ L =0 (k = constante arbitraire).

C n’étant pas nul, car alors, comme le montre (39),p = U'=o,
1 .
nous pouvons poser C = — 55 I'équation (41) prendra alors la
forme
(GRE] 0= A024+2B6 4+ 4;

d’out on déduit

® db ) o
rt o= o . )
4k, j B0k (t,= constante arbitraire)
Si l'on a égard a Pexpression de §(¢ =¢ — U), on voit que la
constante £, peut étre négligée (il suffit de remplacer ¢ par ¢ + £, ).
Suivant que Ak — B? est positif négatif ou nul, on obtient
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pour 6 I'une des formes suivantes (on a posé VAk — B? = mdans
la premiére forme et \/B* — A% = m dans la seconde),

. B
0 = ig- tang(még) — 3’
m B
) =— Xy cotgh(mg)— 1
I B
= — — =
AL A

Dans les cas particuliers A = o0, on bien A == B = o, on trouve
les formes simples
I

. IS
£ —_ 2B = kE
(42) 0= e 5 0 = kE.

Il reste finalement a déterminer les fonctions U et U par les con-
ditions suivantes [on se rappelle qu'on a fixé C dans (41) en le
prenant égal a — l)l

e Ll_(b’—o—g) —A
U3 du U -

2U2 4+ U'0"—2U — U
- 2 U" -

(43)

B.

La premiére de ces deux équations ne contient pas ‘U, et fournit
par intégration U avec trois constantes arbitraires.
Si'on pose —13, == y. 'équation s’écrit
Py =" == ety
"

le changement de fonction ¢ (z)=)-¢ 2, donne a I'équation la forme

b4t 4N =0

-0

b

que I'on intégre par deux quadratures, introduisant chacune une
constante arbitraire. Une troisiéme quadrature donne

en introduisant une nouvelle constante, additive, et pouvant par
suite étre négligée (U n’intervient que par ;. = ¢ — U).
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Une fois U connu, la deuxiéme équation (43) fournit U avec
introduction d’une nouvelle constante.

En définitive, le dernier cas que nous venons d’étudier conduit
a I'existence de wo® ds? nouveaux ( «® en négligeant une homothétie),
définissant des surfaces | que nous appellerons (2)], auxquelles on
peut attacher des systémes cycliques arbitrairement déformables
formés de cercles orthogonaux aux plans tangents.

Les constantes figurant dans le ds? le plus général sont A, B, &,
et les trois constantes introduites dans la détermination de U et ‘u

Le ds? d’une surface 2 arbitraire a la forme

(44) = E du?+ G dv?,

avec -

E=at=—¢e2 [z U+t

U=

0(v—U)+0’(v—U)] + U,

G = e—’"——-

Ul

Quant au systéme cyclique associé a 2, il est défini par

a=E,
(45)" c=euy¥,
p=U".

En conclusion, il existe deux types distincts de surfaces auxquelles
on peutassocier des systémes cycliques arbitrairement déformables,
dont les axes des cercles sont situés dans les plans tangents a la
surface.

a. Les surfaces applicables sur les surfaces de révolution.
b. Les surface (2) d’élément linéaire (44).

Pour les surfaces applicables sur les surfaces de révolution, il y
a lieu d’envisager trois cas, suivant qu’il s’agit de la surface la plus
générale, d’une surface développable, ou d’une nappe de développée
de surface pseudo-sphérique.

Si S est la surface la plus générale déformée d’une surface de
révolution, on peut lui associer «* systemes cycliques arbitrai-
rement déformables : les systémes (I') définis dans U'introduction
[si S est a courbure totale constante, le nombre des systémes (r)
s'éleve a oot ].
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Si S est développable, aux systémes (I') (en nombre w* et non
plus «?), il faut ajouter les systémes définis par les formules (32),
dépendant, de deux fonctions arbitraires d’un argument chacune,
et de deux constantes arbitraires.

Si S est une nappe de développée de surface pseudo-sphérique,
aux oo? systémes (I') du cas général, il faut adjoindre le systéme
cyclique de Ribaucour de rayon constant relatif a la surface pseudo-
sphérique développante.

Les systémes cycliques associés aux surfaces (2), sont définis par
les formules (45). '

Il est a noter que les systémes de Ribaucour, de rayon constant,
offrent I'exemple de systémes cycliques permanents dans une infi-
nité de déformations arbitraires différentes; a la déformation de
I'une ou de l'autre des deux nappes focales de la congruence des
axes, et & celle de la surface pseudo-sphérique (o) enveloppe des
plans des cercles, il convient d’ajouter au moins la déformation de
I'une quelconque des transformées de Biacklund de (o).

L’étude que nous allons faire au paragraphe suivant va accroftre
encore I'intérét du type précédent de systémes cycliques.

IV. — Systdmes cycliques de rayon constant associés
aux surfaces (Z) (1).

Nous avons besoin ici, de rappeler un résultat établi par
L. Bianchi dans un Mémoire de 1go1, Sur la déformation des
congruences (Ann. di. mat. 3* série, t. VI).

Dans le Mémoire cité, L. Bianchi s’est posé le probléme suivant :

Parmi les congruences normales dont les rayons sont situés
dans les différents plans tangents d’une surfaceS (qui, comme
Uon sait, restent normales lorsque S se déforme arbitrairement
en ‘entratnant ses plans tangents et les rayons associés), en
existe-t-il pour lesquelles l'une des surfaces orthogonales aux

(') Nous laissons de coté les systémes de rayon constant associés aux surfaces
développables, qui s’obtiennent en remplagant U par une constante dans les for-
mules (32) du paragraphe III.
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rayons, soit (¢), reste constamment a courbure totale constante
lorsque S se déforme arbitrairement ?

Il a montré qu'il existe des surfaces S dont les plans tangents
contiennent les rayons d’une congruence normale arbitrairement
déformable au sens indiqué; ces surfaces ont des éléments linéaires
appartenant i des quadriques imaginaires de Darbouzx (tan-
gentes en un point au cercle de ’infini); en outre, sur (S)et (o)
tous les systémes conjugués se correspondent.

Cela étant, récrivons le systéme (S) du paragraphe précédent,
en introduisant I'hypothése supplémentaire p = const. (nous pren-
drons p =1 en négligeant une homothétie).

‘ c()-c—a(-)g-—o
Jdu dv T
(1) (C:+l)d—a+c’ a+da =0
(o | dv Ju) "
'c+dc+dc—o
! du = dJo

Rappelons-nous que
a = \/E,

comme on l'a vu au paragraphe précédent, et observons, qu’en
vertu de I'hypothése actuellement faite (p = 1), I'équation (33)
donne

c=yG.

Montrons que la congruence cyclique () formée par les axes
des cercles (C) de rayon 1, définis par rapport a S par les coor-
données a et ¢ de leurs centres relatives aux axes (X,), (X.)
attachés a S, est normale.

A(u, ¢) étant I'ordonnée [dans le plan (X, X,)]| d’un point P
de ’axe € du cercle (C) relatif au point M(z, y, 3) de S, les
coordonnées de P sont

ry=x + aXi+ AX,,
)'1:_y+aY1+ lYg,

si=2z+ali+ 21,

Un calcul simple donne, si 1’on tient compte des formules (3)
du paragraphe I, ou ‘/—E et V/G sont remplacés respectivement. par
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dzy _ (da % da d) ada D'AN
m —(dﬁza?*“)-‘**(az—zw)x** (D+7)""

dzy __ [(da A de Id\  de . , D"A
W—(;—;d—u>xn+<a—v+d—u+0))\z+(D+ )X;,.

c

Pour que la congruence () soit normale, il faut et il suffit que
I'on puisse déterminer A, pour que la normale a la surface (o)
décrite par P coincide avec le rayon  [soit parallele a 1’axe (X,,
Ya, Z,)], et pour cela que I’on ait

0z _ dxy
SX-_) Ju =0, SX, d—v = o0,
soit, comme le montrent les expressions de 921 o1 de 25
du oy
A _ada
du_caoe
(8)
ok  de
de T ogu =™

La comparaison des deux équations précédentes avec la premiére
et la troisi¢éme des équations du systéme (9,), montre immédia-
tement, que si 1’on prend P au centre du cercle (C) (A =¢), le
systéme (d,) est vérifié. Nous pouvons dés lors énoncer deux con-
clusions :

1° La congruence () est normale;
2° Le centre du cercle (C) décrit 'une des surfaces ortho-
gonales aux rayons de ().

Les systémes cycliques (C) de rayon constant que nous recher-
chons sont donc formés de cercles situés dans les différents plans
tangents a une certaine surface (o), et centrés aux points de contact
correspondants.

Ces systémes sont des systémes de Ribaucour et (o) est une
surface pseudo-sphérique.

La proposition de L. Bianchi, énoncée au début du paragraphe,
nous permet maintenant d’énoncer cette conclusion, quila compléte
dans un certain sens :
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Les seules surfaces S auzquelles on peut associer des systémes
cycliques formés de cercles de rayon constant orthogonauz aux
plans tangents, sont les surfaces ayant méme ds* que les qua-
driques imaginaires de Darboux, déterminées par L. Bianchi,
dont les plans tangents portent les rayons d’une congruence
pseudo-sphérique normale permanente par déformation arbi-
traire deS.

Le systeme cyclique arbitrairement déformable associé a
une surface (S), est le systeme de Ribaucour relatif a la surface
pseudo-sphérique (o) correspondante.

Le ds? des surfaces S solutions de notre probléme, se déduit des
formules données au paragraphe III.

Ici, p=U' =1, dou U=u — u,, «, étant une constante que
I'on peut négliger, comme on I'a déja expliqué (§=v¢ — u¢). En
outre, A étant nul, on'a [voir (42")]

1 k
— e eBv—u) — .
b=3B° 2B

Il reste a calculer U ; la deuxiéme équation (43) s’écrit
2U + W =12(B+1)
et donne par intégration
U = le—t 4+ B +1 (I = const.).

Les expressions E et G figurant dans (44) s’écrivent donc dans
le cas actuel

E= et [l+ % — (\%-‘) e“’("—")] +B 1,
G = e—tu eBlv—u),
En désignant par D la constante [+ % figurant dans E, nous

pouvons écrire ’élément linéaire cherché

dst = ’ e—tu [D _B ;- ! e"’("—")] +B 41 t du? + e~ eBlv—u) o2,

B et D étant deux constantes arbitraires.



