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SUR L’EQUATION DE M. P. HUMBERT;

Par M. Gay.

Au cours d’'une Communication faite a la Société Mathématique
de France (séance du 22 mars 1933) M. Liénard, par un simple
changement d’axes, a transformé I’équation des potentiels de troi-
siéme ordre de M. P. Humbert en la suivante
(1) ‘ A‘()—z =o,
ou A désigne le laplacien du plan 2Oy et il a établi [ équation (4)
dela note citée ] la formule de Green correspondant a cette équation.

A ce sujet je me permets de présenter quelques remarques
simples, conséquences immédiates de la théorie des fonctions har-
moniques de deux variabless

1. Formule de Green. — Conservant les notations de la Note
citée précédemment, nous désignerons par S la surface fermdée
pour laquelle on veut établir la formule de Green, par C sa
courbe de niveau de cote 3, en regardant 'axe 0z comme vertical,
par ds un élément de courbe C et par n une normale intérieure
a C dans son plan. Soient P(a, b, ¢c) un point jintérieur a S et
P'(a, b, 5) Vintérsection de la verticale de P avec le plan de C; nous
supposons 3 assez voisin de ¢ pour que I’ soit intéricur a C. La
dérivee 22
des fonctions harmoniques donne I'équation

. l)v(P') _ 1
(2) Jz 2_;![

dans laquelle 3’% désigne la dérivée prise suivant la normale int¢-

est harmonique en a et b et la formule fondamentale

ds,

log r d 4)9) dilogr
87 dn vz Jdz  dn

rieure en un point M de C et ou r =P'M. Dans cette équalioh»(a)
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le second membre [ est fonction de s par Uintermédiaire des
données et de CG. Sil'on désigne maintenant par P, P, le segment
de verticale de P, limité a S et contenant le point P. en intégrani.
Péquation (2) par rapport & s, il vient

‘.

(3) t‘(P-i——l"l).l:/\ I(z)dsz,
Sz .

ol

¥) |'l|’._,)——r(P)=/ .l(S)l{Z,

on 3, et 3, sont les cotes des points P, et P,.
Les équations (3) et (3') entrainent immédiatement I'équation (4)
de M. Liénard

() ‘.(Pl]=;":(I)I’—F“(PM"-‘—“’I‘/‘ l(,:)tlz-—‘/ -l(:)dz‘,

dans laquelle la surface S n’intervient que par la zone comprisce
entre les courbes de niveau des points P, et P,.

Remarquons encore que les équations (3), (3') ou (4) subsistent
si la verticale de P ne rencontre pas la surface ouverte S; il suftit
de fermer S par un ou deux plans horizontaux et de se donner la
valeur de ¢ sur ces plans.

Dans les ¢quations précédentes ¢(Py) et ¢(P) sont des fonc-
tions de @ et b seulement.

2. Transformations. — Les équations obtenues précédemment
appellent quelques remarques. Sil’on désigne par « et 3 les cosinus
directeurs de la normale n a C et par ¢ 'angle de navec I'axe O z,
a ct B sont fonctions de ¢ et dé z, et 'on a

(s J [ dv _ v N 3'1‘_)
2) _dz lfn> Tz \tax T dy

. Jre o v , o @ o
= *Jxaz T ° vz *o0e " B Jdy
d [dv o Jy + Jo
dn \ds “dx Ps dy
Les plans de cotes 5 et 5 + dz coupent la surface S suivant deux
courbes C et C'; si U'on projette C' sur le plan de C on obtient une
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courbe C voisine de C et la portion % de la normale n comprise
entre G et C, dépend de la forme de S; on voit aisément que

N=— C (/3,
ot

s
VAR
¢=cotNgz,

N désignant la normale intérieure a S au point M.
Le point M, ou n perce C| est li¢ a M par

s>
6) 50M = n,
qui entraine

7) : ds, = ds (1—2>v

p désignant le rayon de courbure a G ou M.

Si I'on dérive (6) par rapport a s,, abscissc de M, sur G\, on
obtient, en utilisant (7) et les formules de Frenet, 'accroisse-
ment on, d’ou

Jdn ,
(8) Iz =ce

et I'équation () s’écrit finalement
) d (o0) _ o (dv) . dv
9 dn dz) ~ dz \dn Sds

Considérons maintenant une intégrale de la forme

J =f H(s, z) ds
C

qui s'écrit, puisque ds =p dg, sous la forme
2%
J=[ H(g, 3)p(9, 3)d53.
Ju

\ . aJ ,, .
(C’est une fonction de z el = s'éerit
Jz

4

) 9 *F 19U dp oH J 4
(10) —(;—;-/{: <7);P+H¢)_z)d?—‘/(:(7z- +H P logp)d.s.

Remarquons que ce résultat peut s’obtenir en utilisant I'équa-
q q p q
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tion (5 ) d'ou l'on tire

7
7 (ds)= - ds.

vIs

En comparant ce résultat au calcul précédent il faut en conclure
que ¢ est équivalent a p, ce qu'un calcul direct montre facilement.
En utilisant (¢) on met I'équation (2) sous la forme

de Lf loar dJ (dv dlogr dv o logr dv ds
9z axJ.| 7 dz\dn dn Jz i LA
et, daprés (10), il vient
e J dv “dlogr
(11) 2= 33 = Ja ./(:(logl Y T >(I.s

— f:ll—:('”;f' + logr 2logp I’;)’gp)ds
C <& -~

-+ [‘o(f} 4llogr+ dlogr dlogp)ds——'/c} logr(—iﬁds.
G e

Jds  dn dn J3 ¢ ds

En intégrant (11) par rapport a z, on obtiendra dans (3), (3')
et (4) la valear de ¢(P) connaissant seulement les valeurs de ¢ ct

de % sur C.

dn

3. Probléme de Dirichlet. — Si I'on connait pour C la fonction
de Green G(P, M), c’est-a-dire si ’on sait résoudre un cas parti-
culier du probléme de Dirichlet pour le contour C, I'équation (2)

s¢ simplifie et devient

dv(P) 1 41(1 Ed"

%) Jz  oxJ.dz dn

En utilisant (10) on obtient

de (P 7 dG f
2% = - v —ds— [ v
3 93 Jg dn C

Mais, d’aprés (9).

d dG dG Jdlogp

9z dn T dn "Iz ds.

) dG_ 4 (46
Jz dn = dn\9z )’
car on a ici

dG

—_ =0 -

ds
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ot finalement

y Jv(P") J f dG
(") 2% = -- v——ds—fv
)z Jdz /. dn c

Cette équation, intégrée par rapport a z, fera connaitre une
solution du probléme de Dirichlet pour I'équation (1) et relatif,
as.

., dG

On peut calculer la dérivée -
une fonction du contour (i, et quand on passe de C a €/, la varia-
tion G est donnge par

M M’
3G = Lf"Gv ACW ) dsw (1),
(

2w dn  dn

d (JG +§l)lng9 .
dn \ 9z dn —ds |

qui figure dans (2"). G(P, M) est

d’ou
N w -
(12) G _—1 ‘fl)Gp dGy ¢ dsy-.
(

Jz 2% J¢ dn dn

La solution du probléme de Dirichlet pour I'¢quation (1)
n’est plus unique; la différence w de deux solutions vérifie (1) et
s’annule sur S; elle vérific donc; avec les notations habituelles :
(1') Aw=f(p), p ¢tant le pied de la verticale de P sur Oy,
avec w = o sur S. Cette fonction w n’est pas nulle, elle est donnée
par la formule connue

(13) w(P)= _—j?lfG(P, M) f(m) don
v D

dans laquelle f est une fonction arbitraire et ou D représente le
domaine intérieur a C.

D’une fagon générale si I'on considére une fonction de P définie
par une intégrale de surface de la forme

(14) K(P):fu(p, M) f(m) doy
D

lorsque 2 varie, la.variation de K provient de la variation du
contour C du domaine D et de celle de H si H est une fonction du
contour et on a

SK(P)= [SH(PM)j(lrl)(lcu+fll(P, M) f(m)\ds,
'p c

(') HapaMarp, Lecons sur le calcul des variations, p. 305.
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d’oun

) Jk JH
(14" — = f—_.f(m,)dcu—fli Semyeds.
dz fl Jdz C

Pour Ia fonction w définie par (13), I'intégrale curviligne qui
figure dans (14') est nulle car G(P, M) est la fonction de Green du

contour et 3)7 est définie par (12).

4. Remarques. — Certains calculs peuvent éire explicités dans
les résultats précédents. On peut calculer par exemple les dérivées

J dlogr

J logr» t
Jdz L4 ¢ dz dn

qui figurent dans (11). L’équation (6) donne en poussant les déve-
loppements jusqu’aux infiniment petits du second ordre

(15) Il$|=(ls(]_§+§;) (l-—i—)i-—)

2
et pour la variation de n quand on passe de M en M,
(16) 8n=—)\}<1+l>f—}f~.ll.
[«] 2
On en déduit aisément que
(3g)=)¢

et, en remarquant que ¢ et A croissent simultanément,

Ao,
P

(17) 8y = Al=

En projelani le contour PMM, sur M¢ et sur Mn on a
8(rsing)=o0 et 8(rcosy) -+ \=o.
ou Y est I'angle de MP avec M~ ; on en tire
(17) or =—)cosy
et

('7r) 84': }\si.m‘n.

14
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En utilisant (17). (17) et (15") on trouve

. 7 «
(17" 52 logr =~ cos}
Jdz ’
et
J dlogr 1 ¢ .
2= — Zcosad 4+ Psindy ).
Js  dn r r ) ] ’

. Oas particulier. — En particulier supposons maintenant que
toute courbe de niveau C de la surface S soit un cercle dont le
rayon p soit une fonction connue de 53 I'équation (2') se réduit
alors a I'équation de Poisson

r)(‘([" e /e s 1
(18) s f,), - ‘3};)”‘

o d est Pangle de MP avee le rayon du point M.

h ) . - o
De (18) il résulte que si o- est positive ou nulle sur S, 5" est
z Jz
positive en tout point intérieur a S.
Par suite si la fonction harmonique :}‘: est partout positive elle

se réduit a une constante (') et ¢ a la forme
o(P)= A2z + f(p)

ou A* est conslante et f(p) une fonction arbitraire de p, projec-
tion de P sur zO y.

Dans le cas tout particulier ou S est un cylindre de révolution
' y . " e g _
de rayon p, dans I'équation (18), seul le terme - dépend de 5 et

en intégrant par rapport a 3 on résout immédiatement le probléme
de Dirichlet si 'on connait la valeur de ¢ en tout point d’une sec-
tion droite du cylindre.

6. Généralisations. -— 1l est évident maintenanl que tout ce qui
précéde peut s’étendre a des équations analogues a I'équation (1).
(Vest le cas par exemple de 'équation

(1)

(') Goursar, Analyse [, p. 189,
LXIIIL. 14
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ou
Flu)=Au+a Ju +b Ju “+c
dx Jdy
a, b, c et f étant des fonctions de P, quand on connait une inté-
grale particuli¢re de I'équation adjointe de F(u)= o de la forme
a(P, M) = U(M)logr + V(M)
ou U et V sont réguliers a 'intérieur de C avec U(P)=—1.
Un calcul analogue & celui du n* 2 fera encore connaitre ¢(P)
si Pon connait ¢ et 2% en tout point de S.
dn
Si P'intégrale particuliére « s’annule sur C, on peut résoudre le’
probléme de Dirichlet pour I'équation précédente (*).
On peut étudier de la méme maniére une équation de la forme

AF =o
ou F est une fonction de P, de v et de ses dérivées par rapport a z,
st 'on sait résoudre I'équation

F=f(P)

ou f représente une fonction connue de P. .

7. Probleme de Neumann. — On peut résoudre I'équation (1)
en la prenant sous la forme (1) dun®3, qu’on vérifie en posant

(19) v(PY=A(P)+ K(P)
ou K(P) est la fonction (14) dans laquelle

H(PM)= ﬁlogr‘

et ou A(P) est une fonction de P qui est harmonique par rapport
aux coordonnées de p dans le plan 2Oy, et qui sera déterminée
par les conditions aux limites, la fonction f de K restant arbi-
traire. :

Bornons-nous aux problémes classiques.

(') Goursat, loc. cit., p. 23a.



— 205 —
Le probléme de Dirichlet (D) pour ¢, se raméne pour A(P) au

probléme de Dirichlet sur la courbe de niveau C.
Le probléme (n) qui consiste a déterminer ¢ connaissant la

d . . ~ N
valeur de d—: en tout point d’une section C quelconque, se raméne
pour A(P) au probléme de Neumann pour C.

La condition de possibilité

J~ ffﬂ ds = (—l—}i ds
c dn . an

s'écrit, d’apreés I'expression de K (P, M)

qui doit étre vérifice quel que soit 3.
Le probléme de Neumann (N) relatif a S s¢ raméne a un pro-
bléme aux limites pour la fonction harmonique A(P) car

dv . N de N de
(—Iﬁ-_tsmNz;i—,i+cosN..d—z

et A doit satisfaire en tout point de C a une condition de la forme

dA JA
(20) —(7';4—(:%_9(!\1)

on ¢ est une fonction connue en tout point M de C.
Si I'on prend pour A (P) un potentiel de simple couche

A(P) =fp.(s’z)logr ds’
c

dont la densité w est fonction de s et de z, I'équation (20) prend
la forme

) , .cosy J , , )
(20") r:p(s:)——fp.(s z) r‘ds—t:—flu.(s silogrds =o(s3z),
C ¢

Jz

ou 9 est une fonction connue de s el de z.
En utilisant les équations (10) et (17"”) et en rappelant qu'en
tout point de C on a

_ I)P

(21) c_d——z-
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on met Péquation (20') sous la forme

(29) Tpls, 51— [K(ss'z)y(s'zuls’.—_— Ds, 3,
v
ou
| !
cos ! ce
K= (1+ce)—2 4 2C logr,
r o

désignant la valeur de ¢ au point d’abscisse s’ de C et ou
Ju
D=3 +(‘f—-‘~ logr ds'.
P Iz

L’équation (22) se vésoudra par approximations successives soil

¢n prenanl pour premiére approximation ?. soit en résolvant

d’abord I'équation (22) ou P'on remplace ® par ¢; le noyau de
I'équation intégrale a résoudre n’a qu’un infini logarithmique. On
calculera les valeurs successives de p en utilisant chaque fois
I'équation de transformation (10).

1l restera a ajouter a celte solution particuliére 'intégrale géné-
rale de I'équation oblenue en faisant ¢ = o dans 'équation (20').

8. Cas singulier. — Ce qui précéde suppose que tout plan
horizontal coupe la surface donnée S suivant une courbe de niveau
unique; si S se replie on aura arésoudre les trois problémes précé-
dents dans un domaine D compris entre deux courbes C, et C, qui
s’enveloppent. Les problémes (D) et (n) sont connus. Pour
résoudre le probléme (N) on peut considérer la fonction harmo-
nique A(P’) comme la somme de deux potentiels A, (P) et A,(P)
de simple couche de densités respectives p, (s, 5) étalée sur C,
et pa( sy 5) étalée sur G, et Pon formera un systéme de deux équa-

“tions en gy et p,. quion pourra résoudre par approximations ‘
Successives.

Sur une telle surface il y a lieu de considérer en particulier des
courbes de niveau singuliéres le long desquelles le plan tangenta S
est horizontal. Pour une courbe singuliére C,. que nous supposc-
rons dans le plan s =0, le probléme (N) n’est plus résolu par
’équation (22).

Si le plan z =0 a un contact du premier ordre avec S, il est
facile de voir que le vayon de courbure en un point d’une courbe
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de niveau C voisine de C,, est donné¢ par un développement
1

suivant les puissances de s%; soit

ct

Par suite dans (22) le noyau K a un développement de la

forme
h= /‘j

3

& L
-+ “TI + Ao+ kystl

»
3

N

ou ko, ki, ....sont des fonctions connues de s et s'.

Le développement de ¢ cst de méme nature ou les coefficients
©ys @1y - - -, sont des fonctions connues de s.

Prenons pour la densité p(ss) un développement de la forme

(23) =13

En portant le développement (23) dans l'équation (22) et en
égalant les parties principales, on obtient ¢n faisant tendre C
vers G, 'équation intégrale de premiére espéce

'l'-?o

(24) pilogrds =— - = — :.‘_ fj( m) logr ds'.
= Je.,

. o)
C, v

On obtiendra ensuite des équations pour définir de proche en
proche les coefficients pa, pg, . ...

Le potentiel A(P) a au voisinage de G, un dévcloppement de
la forme

1
A(P)=3%a)(P)+za,(P)+...

ct, d’apres (24), le coefficient a,(P) est défini par le potentiel de
simple couche

, R
“! .

i (P)y=— ’—_/ Sinologr ds'.
7 Jg,

Le cas ot 5 =0, a le long de C, un contact d'ordre supérieur
avec S, se traite de méme

9. Cas de la surface de révolution. — Pour terminer étudions

14
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le probléme (N) daus le cas particulier ou la surface S est de
révolution autour de Oz; le rayon p du paralléle étant une fonction
connue de 5. Supposons la fonction arbitraire f(m) développée
en série de Fourier

P

-
Somy= Z tayt 6)cosnt 4+ 0,(8)sinnl ",

=0

ou ¢ et 5 sont les coordonnées polaires dans le plan 20y et o on
suppose que la série

(aj+ b7

est convergente quel que soit d.

La fonction
1 .
hePr=- f/(/n)lo;_{/' day
N
Y

s’¢erit sous la forme

- An o ‘n a .
(25) K= E _l§ = -+-A‘_,,o")msnﬂ+ ]——+I3_,,o” smnO'
2n |\ 6" &n s

€n posaut

o g
A, = f 3 Va,6db. A, = f dt-na,(8)dd.
o [

ctoa B, et B_, sont construits de facon analogue avee b,(95).
Dans f(m) les fonctions a, et b, sont supposées hornées, mais
pour que K(DP) ait un sens lorsque P vient sur Oz, il faut supposer
que a, et b, sont, pour § infiniment petit, dés que n est supérieur
a 2, d’ordre
non— 9.

La série K est absolument convergente comme la série 2n=2 ct

- s . K <
en dérivant terme & terme on obtient pour - sur le cercle C de
(
rayon p.
dk 1

- ! .
(26) cem = E —— i Auzrcosnb+ By(z)sinnb].
’ dan 2 ! )

L’équation {14') donne ensuite

71N z

S = tmylogr ds’
)z 2% j Sm)log

<L ' ;
2 o fa,(p)cosn® + b,(g)sinnb !,

’

(27)

ou ¢ est la dérivée de p par rapport a s.
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Pour résoudre I’équation (20') posons maintenant

w(z0))= Za,(z)cosnd + 3,(z)sin nb.

Si l'on suppose le second membre de (20’) développé en série de
Fourier

=X X,(3)cosnb + p,(z)sinnb,
sinN 3z .

ou la série

(A4 pd)

est convergente. Le coefficient a,(z) est défini par I'équation
différentielle ordinaire

128) go'oy, + na, = ky,

on

N n
an(p)— ot An(p)— niy,
et B,(3) par une équation analogue.

D’aprés (28) la série Z(a2 + 2) est convergente puisqu’il en
est ainsi de 2(A3 + p3). :



