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SUR UN THEOREME DE CARLEMAN
ET SUR UN THEOREME DE CARLSON-NEVANLINNA;

Par M. Arexanpre Dincuas
(Berlin),

Dédié a la mémoire de
mon professeur et ami
Aristote Oeconomou.

1. Le.théoréme bien connu de Carlson ('), d’aprés lequel toute
fonction entiére d’ordre un et du type moyen << 7 ne peut s’annuler
pour tous les entiers positifs sans étre identiquement nul, a été
I'objet de plusieurs travaux (?). Le progrés le plus essentiel en ce
qui concerne la généralisation dudit théoréme, est di a MM. F. et
R. Nevanlinna () qui sont parvenus au résultat général sui-
vant (*) :

Considérons dans le secteur

N
nv

[

°?

A
[~
>¢-l A

(+21)

une fonction f(z) méromorphe en z = rei®, ayant pour zéros

T
T2k

an="\ap|ei%s (n=1,2,3, ..., |lan|S|@ns])

et pour pdles
bp=|buleBr (n=1,2,3,...,|6n|<|bnsi]).

(') P. CARLSON, Sur une classe de séries de Taylor ( Thése Upsala, 1914,
p. '58). Ce théoréme est établi aussi par M. Wigert, mais sous certaines restric-
tions pour f(z). Voir S. WieErt, Sur un théoréme concernant les fonctions
entiéres (Arkiv for Matematik, vol. 11, 1916, n° 22, p. 1-5).

(?) Voir par exemple G, H. HarpY, On two theorems of F. Carlson and
S." Wigert (Acta Math., 42, 1920, p. 327-33g).

(3) F. et .R. NEVANLINNA, Ueber die Eigenschaften analytischer Funktionen
in der Umgebung einer singuldren Stelle.oder Linie (Acta Soc. Scient. Fenn.,
vol. 50, n* 5, p. 4o).

(*) Je fais abstraction ici d’un théoréme de R. Nevanlinna, qui généralise le
théoréme de Carlson dans un sens différent. Voir R. NEVANLINNA, Ueber die
Eigenschaften von ‘meromorphen Funktionen in einem Winkelraum (Acta
Soc. Scient. Fenn., 50, 1925, n° 5). -
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Posons
np(ryo0)= Z coska, np(r,x)= 2 cosk3,,
lai<r . lai<r
n(r)y=ng(r,0)— ngirywo).
Supposons que la fonction F(r) soit pour r>r,> o constam-
ment positive et telle que l'intégrale

r
F
T(I') =f ;;(—:_;}d"

diverge pour r->w. Si les grandeurs

i’ IOQlf(pc—‘%)l+los|f(.°e'f_‘)|X

(1,1) .
;;fﬂloglf(pc'?)]coskpd; et nx(r)

Tak
satisfont respectivement aux inégalités

Spli+o(0)F(p); Sqli+o()]T(p); 2s[1+0(1)]F(r),

on aura
pP+g2=s.

Ils dérivent leur théoréme (') d’un principe général d’aprés
lequel une certaine expression dépendant des zéros, des poles et
de la grandeur absolue de la fonction f(z) méromorphe dans un
domaine B, ne peut converger vers l'infini négatif que dans le cas
ou f(z) s’annule identiquement dans B.

2. Je vais démontrer dans ce petit travail que le théoréme connu’
de Carleman (2) suffit complétement pour la démonstration du théo-

() Loc. cit., p. 36.

(2) Ueber die Approximation analytischer Funktionen durch lineare Aggre-
gate von vorgeschriebenen Potenzen (Arkiv for Mat. ochk Fysik, vol. {1, n° 9,
p- 5). Carleman fait du reste la remarque que son théorémc démontre celui de
Carlson. .

Pour une autre démonstration - du théoréme de Carleman, voir encore
A. DiNenas, Ueber einige Scitse aus der Theorie der meromorphen und gansen
Funktionen (Math. Ann., 110, 1934, p. 284%).
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réme général mentionné plus haut, si on le transforme ¢onvenable-
ment. A cette occasion je remplace dans le théoréme de Carleman
un certain O (1) par une expression explicite. D’ailleurs j je voudrais
observer que le détour par la formule générale (3.5) n’est pas
absolument nécessaire. On pourrait au contraire se servir d’autres
démonstrations du théoréme de Carleman. Mais la démonstration
donnée ici rend plus clair le fait que ce théoréme joue dans un
certain sens, pour I’étude des fonctions méromorphes dans un angle,
le réle du théoréme de Jensen. 4

3. La formule de Poisson pour un demi-cercle et pour un sec-
teur (). — Soit w(3) la fonction analytique qui donne la repré-
sentation conforme du demi-cercle

(3,1 Rz20, |3!<e

sur le cercle unité, et soit d’autre part f(z) une fonction de z holo-
morphe dans (3,1). D’aprés la formule de Poisson, on aura

. 1 w(z)+w(f) wi(z)
(3’2) f(r)-lc"—mv/rveaf(z)w(z)_w(:) W(z)d31

dans laquelle ¢ représente un point intérieur de (3,1), et I'intégrale
sera prise dans le sens positif. La constante C dépend de la fonc-
tion w(z). Mais on peut par une modification simple de (3,2)
arriver a une autre expression oa C ne dépend que de f (o),

Pour cela écrivons (3,32) pour un autre point de I'axe réel £, et
considérons la différence

(%) —f&o

On aura

. 1 w({)—wi(lq) .
&&fwhjmw—;haafuﬁwm—wmnwm~mnnwumm

(1) Cette formule fut établie premidrement par moi dans mon travail : Zur
Theorie der meromorphen Funktiqnen in einem Winkelraum (Sitsungsber.
der Preuss. Akad. der Wiss., 1935, p. 576-596).

La démonstration développée ici tient essentisllement & une idée gui revient
a4 M. Erbard Schmidt. La disposition de Ja démonstration et les détails sont
‘dues & mon ami Heinz Westphal.
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D’autre part, on sait que
wiz)= 21 Y3
o Z4y pt—v 3

ou y est un point intérieur de (3,1).
Posons y == ¢,. On aura

:_‘ rn 9!+ Ko

{+% p*— L%
SO =S+ 2 f RIG)  ivh: T—t p s
3+%o p2—%3s {4+ To p2— %0

ou

S =11t n)+l—(r so)‘?z'*-r’:o)
x/(Rf(z 3T+ p?
r,

(3—"CLo0)(p?+%03)(3—7)(p? +zt;)

Pour ¢,~ 0, nous savons (') que cette intégrale converge vers la
valeur principale de

314 p? dz
r (Rﬂ ) —{)p? _+_Z,,)';—‘Rf(0),

on aura alors

. 4 (€ 3+ pt dz
(3,{,) £ =91 0’+m/1:° fen —0)(pt+32%) 3z
ou
[(¥]
P ) I ' INEE o*— 3¢ ) dsz
(3,5) f(L)y=3f(o)+ 21:1"/1:? (R/(..)l Py P’+5C§—;'
Pour un secteur quelconque
.. : I
(3.6 oSrse,  —<esh (k23)

on aura

k k4K p’ —z‘t‘)dz
(3,7 f(§)~5f(°’+‘—£ ‘z>§ TF_(k T gtk ghR(

et. dans ce cas, (C) signifie que I'intégrale sera prise dans le sens
de Cauchy. En outre S, est la frontiére de (3,6). Enfin, pour 2%, ¢#,
on doit prendre les déterminations qui sont réelles pour 3, ¢ réelles.

(') Voir, par exemple, Herwirz-Courant, Funktionentheorie, 2° éd.,‘ p- 3og.
LXIV. 6
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4. Supposons maintenant que la fonction £(5) soit dans le sec-
teur Rz 2 o une fonction méromorphe, ayant pour zéros a,, as. ...,
et pour poles by, b,, .... On peut encore admettre que

fafo,  Ihii>0 et |flo)]=1.
La fonction
40031 = f(3) l S+ a, st—a,l l] s5—b, 2+ b,z
& 3)= z =
e 3 —a, 14 a,l s+ b, 9__/,",'

78BS 1< e

est dépourvue de zéros ¢l de poles dans notre demi-cercle (3,1),
alors la fonction log&,(s) est holomorphe dans ce méme demi-
cercle.

De la formule (3,5) on tire, aprés quelques caleuls faciles él¢-
mentaires ('),

o log () =— 2 log

la,'i.o

Considérons la fonction

i
1 e . 3+
(f.,2) logg (,)——)——. |0:.z{/(:>|<;

az .
“+arg f(o)
‘T"-/(,,,z' z

avec o, << min( | a,l, 1b,]), fonction qul(*\l holomorphe dans (3,1)
et qui s’annule sur le demi-cercle | 31 =0, R 5 > o0, tandis que sur
le segment — p, <<y < p, elle prond les \'\lcurq log!f(iy")!. Une
combinaison de (4,1) et de (4.2) donne

'3 — v v 3
st Ay T Ay S+ b, P_—b\l(.
— g(5) =— E lo — -+ E lo
lox (%) log &1 g — o ay ] g: by e+ byl
la 10 101<p
bd E3 -7 -
{5+ 2 e?— sl ds
4+ — lo (2)] — —
glfiz) }: 4 P ::S p

2T Te.20

ouI', . représente le chemin suivant :
° de — poi jusque — pt en ligne droite;
2° sur le demi-cercle | 3| =p, Rz>0;
3° de pijusque p,i en ligne droite.

(1) Ce procédé est analogue avec celui de M, R. Nevanlinna dans son travai
mentionné plus haut.
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Divisons les deux membres de cette formule par 2¢ et faisons
converger { vers 0, on aura :

C=“ logf‘ )'—logé’(s)

(4,3
(4,3) im 57
_ 2 {cosav !avlcosav%
{Ta] -oe?
lwlse .
- 2 § cost_ lbv|cospv$
L 16yl p?
i<p
1 o 3| dz
+;;~I‘ log[f(z‘)[(—z+la—z e
2%
3. On peut démontrer maintenant que
(5,1) C= —_—{— log]f(pne“F)]coso ds
{
-+ ( = )f logif(iy)|dy-
27\ of
En effet on a, pour un point intérieur du demi-cercle |5|<p,,
(Rzzo,
log f(Z)= ———f log|f(3)] b+t pb—silda + arg f(o)
50 e T E .
alors
_ oﬂe ~?+, poe— e — 7
log f(5) —logg (%) = —f log[jwoei@)% 7 poe— 9+ de
— Gl v P
N
27 (pd+ 37 p*+35\ 3
et, par suite, par une transformation élémentaire,
logf(t)s—log (%) 1 3 o
c->o 27 £ == ﬂ1°€|f(Poe‘?H°°5?d?
_Po
1 I 1
—_— lo (2)]{ = — =t da.
274 gl/f i3 e

Pol
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Nous introduisons encore les fonctions
Ri(r,o) = Z |ay, | cosa,,

lal i r

Ri(r,»)= Z by | cosB,.
L ba<e :
En remarquant que

2 j cosa, | a, | cosa, | _qu R.(I.m{"
(ES s* U/ AL

la,|<r '

2 {cosﬁ\,_Ibvlcos{iv)_Zj‘ R,(t ®) a4
15,1 et (7

16,4 g r

et

on obtiendra la formule de Carleman sous la forme suivante :

4 ) 3
(5.2) C:—zf Mdt+2f R;‘t—’—w—)dl
A 73 A 3
1 , 1 3 )ds
i f s A

ot C est donné par (5,1).

6. Posons enfin

ny(r,o)= E cosa,, ny(ryo)= 2 cos 3,

jal < A< r
on aura
‘)f Rnt 0) __f R, (2, O)d(_[:>=_l‘\,(p.o)+\/‘pdni(l,o~)
) e P2 o t
ou

2fPR1‘t,0)dt=_R|(P,0)+Il((P,O) +fpn'(t”(,)(1t.
o 2 e? e 0 ¢

Mais on a
0 P
R,(’p,o)-_—_-f tdn,(t,0)=pn4(p, o)-—[‘n,(l,o)dt,
] “o

alors

: g
_Ri(P’o’_._n‘(P’O):-lz-f )“([,O)dt:
p? P PtV
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de la on tire

6.1) /‘ R.(t O)d _f ;ti —l ju(t,0) de

el. d’'une maniére analogue,

(6.2) /‘R‘””’dt f zl ;'i ny(t, ) de.

En combinant (5,2), (6,1) et (6,2), on a finalement

(6,3) C:—.—f {t- - }m(t)dt+——/ loglf(z)l

ot I'on a posé encore

dz
z

ny(ry=ny(ryo)—ny(r,o).

Pour un secteur quelconque, on peut obtenir par des considéra-
tions analogues la formule de Carleman sous la forme

PS 1 th—1) ‘
C‘.Z—I 1-[—‘1—“—’- oIk jnk‘t)dt_*_—./s: loglf(z”;_'"'rtk\'-;

ou

T
Py
Ck——lp— log | f(poei®)|cos k¢ ds
T
9k
— ! zk—1 dg
Pk g
et S, . signilie le chemin :
S I
1° de poe _]usque pe * en ligne droite;
LT 'R
&
2° de pe * jusque pe * sur I’arc du cercle | 5| =p;

T‘

30 de pe “ jusque p0

'iln

en ligne droite;

et enfin Tp, le chemin :

'i\ﬂ

Jusque o en ligne droite;
7‘

2° de o jusque p,,eﬂ * en ligne droite.

1° de p,e
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7. Démonstration du théoréme de M. Nevanlinra. — De la for.
mule (6,4) on peut facilement déduire le théoréme de M. Nevan-
linna formulé dans 1°. Puisque ni(r)2>o0, on a

ng(t)
c,(<—/ e _.f

o

log| ftz)]
?4!

AR
zk T otk

a8

u’\

Cette intégrale est égale a

L [ el A Dl

)]
. i tk\ dit 1
,’((EI PTk>—+—'

t = pk ﬂ‘°§|/‘°€‘r)|cosko({o

EE]

2%
et cette expression est plus petite que

S

p«x-q-o(x);—f [:‘(_fl'( ——f log| f(peiP)icos ks 3

1
§;(p+q)[x +o(1)]Tig).

Supposons maintenant que notre fonction vérific les condi-
tions (1.1). Divisons la derniére formule par T(p) et faisons p
croitre indéfiniment. On aura

I
0l—s—+ P+,
c’est-a-dire

=s<p—+q.




