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SUR UNE INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE
DE LA COURBURE PROJECTIVE DES COURBES PLANES;

PAR M. F. VYCICHLO
(Pral ia) .

On à obtenu la signification géométrique de la normale projec-
tive en un point général (Tune courbe plane K. à Paide d^une courbe
du troisième ordre avec le point double au point pris en considéra-
tion et qui a en ce point un contact d^ordre sept avec la courbe K.
Les tangentes en point double de cette cubique unicursale sont :
la tangente de la courbe considérée et sa normale projective (1).

On peut se demander, si les propriétés projectives de cette
cubique interprètent géométriquement aussi la courbure projective
de la courbé K.

Ce Mémoire répond à cette question ( 2 ) .

1. Considérons une courbe plane K, dont les équations (en
coordonnées projectives) sont

( l , l ) ^= Xi(t) ( î = I, 2, 3),

où les fonctions xi satisfont aux conditions suivantes :

( 1 ) E. J. WILCZYNSKI, Projective dijfferential geometry of curves and ruied
surfaces, Leipzig, 1906; G. SANNIA, Nuova trattazione délia géométrie proiettivo-
differenziale délie curve piane^ Rend. Linceiy 1922 (4 Notes), p. 432-434;
E. BOMPIANI, Invarianti proiettivi di contatto fra curve piane, Rend. Lincei,
1926, p. n8-i23; E. ÊECH, Projektivni diferencidini géométrie, Praha, 1926;
A. TERRACINI, Sul significato geometrico délia normale proiettiva^ Rend.
Lincei, 1926, p. 584-591.

( 2 ) M. V. HLAVATY a démontré dans le Mémoire : Connexion projective et
déplacement projectif {Annali di Matematica, 4e série, t. XII, i933-i9'34,
p. 26^-272 ), que la courbure projective de la courbe plane ou gauche peut
s'exprimer par un birapport anharmonique, mais il n^a pas étudié la signification
géométrique de ce birapport, qui n'est pas d'ailleurs identique avec le birapport
mentionné dans la suite.
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( i , l ) . Les fondions xi sont régulières pour n'importe quelle
valeur de t d un intervalle << a, b >».

( i . II ) . Si t^t^ sont deux valeurs de << a, /> >, les droites
déterminées par les équations

î ),- i:^)-
sont linéairement indépendantes.

( i J I I ) . On aura
f/J'l (^Xi

-^ ^-HT-dF < ? é < > ( 1 > >

pour chaque ^ de << «, b ̂ >.
Iniroduisons les abréviations

n-^S (.,,

où 9 est une fonction d^un paramétre t qui a au moins une dérivée
première.

Soienl. en outre
^ „ i / </^-, <-/./•-\( 1 . 3 ) .^>=^(^^-.,-^), ,,

( 1 . 4 ) \,«)^D^D^,- I^Dî^ ..^

où
D 2 ^ = D ( D ^ ) ;

(i;5) S:i( / ) = D.^.^)^,,—D.r3D:ÎJC2, ....

Ceci nous permet d'introduire les notions

(1,6) Â-( () =— i(XiSj-+- XîSî-t- X.tS.i ),

0,7.) ^)= ̂ ^(=,:DX,— X,D3/) ,

(1) On peut voir facilement que les équations (1,1) avec les conditions (i,I),
( i , II) et (i, III) définissent les courbes planes qui n'ont pas, aux points pris en
considération, de points d'inflexion ou d'autres points singuliers.

( 2 ) Nous prendrons ici (et aussi dans la suite) la valeur principale pour la
troisième racine.
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cl nous dirons d'après M. E. Cech que A'(<) et n(t) sont respective-
ment le premier et le second unimodulaire invariant de la
courbe K (•) .

Nous supposerons encore que pour la courbe enjeu K, en chaque
point de l'intervalle << a, b >>, on a

( i . I V ( n ( t } ^ o { î ) .

Supposons donnés deux points

i^,.== ̂ nxi.

o . f \ ̂ . l Y}n .A r ! /Dn Y , î f( i . î< î < ^^ ̂  D .̂̂ - - — D.r<-+- - . ( — ) - À Lf/-
^// t j /? LI^ \ /l / J i

( /= i,-.^ 3).

i\ous dirous que 1 équation

( 1,9) < '^•^^.r:.,— ^r:} ':?./•^).rl-»- ( iJ'^î.r^ — ^x\ ̂ x^Xî-^^ i.v\ ̂ Xi— ^ X i i.rï)./'^ = o

définit la normale projectile de la courbe K au point t ( l).
Soit enfin

/ , r^\ / î D2^ 7 /^Vl(1 ,10) % ( n = ^ • ^ - 4 - - — — — — • ( — ' •
L 3 /l Iy \ / ? / J

L'expression y - ( t ) est coînpièlernent définie par la courbe K et
par le point t et ne change pas pendant la transformation prôjective.

Cotte expression est la courbure projectile en point f de la
courbe K ( l ) .

Le présent Mémoire est consacré à la recherche de la significa-
lion géométrique de la notion de courbure prôjective que nous
venons de définir.

Ï. Soient

x-i= .r,< n, Yi-= yi{ u ) , ïa < t< 6), (^i < u < b\ )

( 1 ) E. CECH, Pj'ojekttvni cdferencidini géométrie^ Praha, i9-i6, p. 220. Dans
la suite nous désignerons ce livre par E. CECH, P. D. G.

(2 ) Une courbe qui satisfait à la condition (i,IV) n'a pas dans < a, é> de
point sextactique. Voii\ E. CECH, P. D. <?., p. 225.

( 3 ) E. CECH, P. D. G., p. 229-
( 4 ) E. ÈECH, P. D. G., p. 233.
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les équations des courbes K.;,.(^), Ky(^) qui satisfont aux condi-
tions (i J)-(i ,IV) et qui possèdent le point < o ( ^ n ) en commun.

Supposons que les équations suivantes soient vérifiées :

! ./•,-( ^ ) == Yi( Uo > {fl < to < ̂  ; <T4 < ^o < ̂ i ̂

(%,.n /^.rA ^/d^
\ dt^ ],-,, \du^ ,

( a = = i , . . . , 7 ; < = i , - 2 , 3 ) .

Nous dirons que les courbes K^, K.r ont cm point commun un
contact au moins d'ordre sept (ou un contact huit-ponctuel) ( ' ) .
On a ce théorème :

Les courbures projectiles des courbes K.,., Ky au point
commun t^ ( u^ )sont identiques.

La démonstration est trop simple.

3. Soit K ( Q une courbe plane qui satisfait en point t == t^ aux
conditions ( i , t ) - ( i , l V ) . Soit K^( i^ ) une cubique qui possède le
point t=t^ [u=u^], en commun avec la courbe K(<) et qui
satisfait en t = <u aux équations (i,L)-(i.lV) et (2 ,1) . On peut
démontrer cette proposition :

La couî 6<°Ki appartient au faisceau des cubiques qui, excepté
les cubiques unicursales avec le point double en ^ = = < o , satis-
font aux conditions ( i . ï ) - ( i , IV) et aux équations (2.1). Alors.
les cubiques du faisceau mentionné qui n^ont pas le point double au
point considéré et la courbe K(^) ont au point commun t == t^ un
contact au moins d'ordre sept (huit-ponctuel).

Démonstration, — Nous chercherons la cubique K|(^).
Supposons la courbe K.(<) donnée par les équations

( 3 , i ) X i - = X i ( t } ( / = i . - ? , 3 )

et supposons qu'on ait

[ .r i (^o) =0, X î { t ^ ) =0, .-r:i(^o.) == i;
\ /d.ci\ [ dx.\ I dx^\

(3,.) 1 (-^X^ (^X^ ^À^0 '
d'-x^ /d^.A (d^x\ (d--x^\ (^x.\ ( d ^ x ^ \

f^)^0' A-^A^ \'^^)^-^}^=0' {'d^j.r^ ^
( 1 ) E. CECH. P. D. G,, p. 114.



— 91

Soient ensuite

( 3 , 3 )
lîl^l} =
dt^ ) f ,
Y^=.Yi{U }

( / = i, 2 ,3 ; a =3, .... 7 > ,

( / = = I , 2 , 3) ,

les équations paramétriques de la cubique K ) (u). où ;)'i(^) satis-
font identiquement à l'équation

(3,4 ) F ( ji, yi, y-^ ) == \ r} -+- yf ( ̂  -h c^) -^y^ n^ -4- Ë.rîj':? -h F.^)

-+- Gy<] -+- H^rih^-h îy^rii -+- ^rii =<>.

pour n'importe quelle valeur d'un paramètre n.

^V, v
/ / / /> ///,/

Si nous substituons les valeurs (3,2) pour ( ——— ) '
\ (in^ ///,.

(̂ ,,,....̂ ,,,)
dans les équations

/ dkV\( 3 ,51 -,—,- ) = o,\ du^ /u-=i^(3 ,5 . ——) =o, ( ^ = i , . . . . . . 7 > ,\ dif / U-=UQ

nous obtiendrons les relations suivantes :

K = o, F = o; 2 C -»- 1 == o ;

6 À -^E-ha^I^o, I2B-^-8^ : { )C-^-4^ )E-+-6H-h< ï (2* ) I=o

ôo^A -4- aoay^B + îOa^^C -+- 2oa(;t:l) C -+- 3oD -4- lûay^E
-h Ôa^E -+- ^Ort^5!! -»- CT^ ' I -4- ^oa^î ==0.

(ïorti^A -h r./.oa^B -+- 3oa2• )B -^ sot^^J^G -h laa^C
-h- 3o«,'' C -h lîOrta^D -t- lo^'i^E -h 2oa(^:t)a23)E -h a^î l

( 3,6 ) < -t- 4oCT2:l)a3:l) 1 -+- 3oa(;^4} 1 = o;

420 [(Vf51^ A -h i -26 a i'''; \ -4-210 a^} B -h 280 CT^-'1} a(2:l ) B -»- 42 aa3 ; B
-+- 7oa(, ; î)rt(^4)C -h 28oa^ : ( )a, : ( )C-»-42rti5)C-^- I4« (^6)C-4-2Ia (^5 ;E
-+- 35a ( , î ;oy l )E -+- 35avnCTy )E -+- Uoa^W^E -+- loÔa^^E
^..7^yi)E-^-2IOrt^3)D-^-2Ipay )D-+-I4o[rt2 : l )]2D-^-63oa (.nG
-^ 2ioa^ H -+- 4'>^)H -h 7oa2 l )a2 i )H + a^^ -+- 70^)^y(5^

-+- 70CT2 : ( )<^ (^ i ) I -^ -ia^^I = o.

Dans le cas général le système (3,6) a la solution

(3,7) *A = A i X i - i - A s X s , B = B i À i - t - B s X î , ..., K = Ki \i -+- KÎ Xs,
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où (A|. . . ., KI }, (A.j. . . . . K.,») sont deux solutions linéairement
indépendantes du système (3,tf).

Alors la cubique K i ( ^ ) appartient au faisceau

(3 .8) ' A I^ I -^A^K^^O,

où 'K i , -'K-j sont deux cubiques dont les équations ont les coeffi-
cients (A,, . . ., R|) resp. (A..», .... K..>).

Nous démontrerons maintenant que chaque cubique K ) ( M ) du
faisceau (3,8) qui a le point général au point t === ^ de la
courbe K(^), a en / == /„ un contact au moins d'ordre sept avec K(^)-

Nous chercherons les points d'intersection des courbes K, K( qui
sont situes au voisinage du point t == <„.

Si nous substituons aux fonctions Vi dans

( 3,9 ) K, =s \ y ' ] -+-... -h \yîY^ == < »

les développements

(.3,10) J L ' i ( t ) = JCi( ^ ) -+- ( t — f^ » .2-;.<: /., ) - ^ - { t — — tft ^ 'Lî————— -4-. .

( / = i. •->., 3 ).

où nous prenons les valeurs (3, à) pour les dérivées

(.^.)o == ^^.<tu >, . . .,

nous aurons, en raison de (3,6) Féquation suivante :

( 3 . 1 1 ) ( t — ^o)8[»o-+- ^\.(t— t^ > - < - . . . ]== o.

Alors, nous obtenons l'équation

d^- )
(3.12) ^^^^I j - =0 (a == o, i, ....;).

Or, c'est la condition nécessaire et suffisante pour que la courbe
algébrique K.< (y) et la courbe K.(Q aient au point commun t == ^
un contact au moins d'ordre sept (ou huit-ponctuel) ( ' ) . Par
conséquent, les équations (2,1) et les conditions (i ,IV) et (i,III)
sont valables.

Puisque K( est la cubique qui n^a pas le point double au

( 1 ) E. ÙECft, P. D. G., p. ni, etc.
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point t === /„ considéré les conditions (i.Il) et ( iJ) sont aussi
valables au voisinage du point t=l^. Nou^ parvenons ainsi au
théorème énoncé plus haut.

Remarques. — 1° La courbe K(^) et les cubiques du fais-
ceau (3,8), qui n'ont pas le point double en t === (y, y possèdent
la normale projectile et la courbure projectile en commun.

On déduit la prouve des paragraphes î et 3 et de la défini-
tion (1,9) de la normale projoctive.

2° La remarque précédente fait clairement voir le rôle de la cour-
bure de K.i pour l'interprétation de la courbure de la courbe R.
Alors, pour chercher l'interprétation géométrique de la courbure
de K nous pouvons substituer à la courbe K n^importo quelle
cubique elliptique du faisceau (3,8).

Nous allons le faire dans le paragraphe suivant.

4. Soit KI une cubique elliptique réelle et soit ô;i un point arbi-
traire de cette cubique qui n^est ni point d^inflexion ni point
sex tac tique.

La tangente de la cubique en o:<, coupe cette courbe au point o.j
et la tangente en o.j détermine sur cette courbe le point o\ comme
le point d'intersection.

Soit o\o^o:\ le triangle fondamental du système des coordonnées
projectives y\ : r.j : )';i.

Ceci étant, nous pouvons écrire l'équation de la cubique

( \. i ) K i ̂  y\ ( K y , -+- C .̂, ) -+- ̂ i ( Er^s -h. F y^ ) -+- îly::;.r, = o,

où tous les coefficients sont réels et B ̂  o, F ̂  o, H ̂  o ( ').
Ensuite nous pouvons, démontrer que :

La normale projectile de la cubique (4îQ ̂  o:\ ^t

(4.-->) Eri-h.Hy,=o

et la courbure projectile en ce point est

.—.^(^n)1 -".

OLes conditions B 7^ o. H 74 o sont nécessaires pour que 1^ cubique K( ne
soit pas dégénérée et la relation F 7^ o exprime que o, n'est pas le point double.
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Démonstration. — Au voisinage du point o,( les équations para-
métriques de la cubique sont

— :> E u — F -+- A
•;» ^ E y/. -+- G )( l?4 ) ^ = .^^C) ? y2 = ̂  ̂  = ̂

où
A = -h v/( E M -4- F ) 2 — î H /^< H M -h C ).

Nous obtiendrons îni point considéré les dérivées suivantes :

y , - o (^\ - o ( u î y i \ - 2H l^y^ 6EH
•yl-0> Wo-0- ^/.~~' 'F"' h^^ '̂ ~'
/^r.\ >4 H
\ du^ /o F^ ( E Î - I - C H ) ,

^M 4 / ,» F^

^^- 1^(BFH-^--3CEH),
/̂ \̂ _
\du- /,.'", ̂ :1 /„ F4

( î- ' / (S).-^3^17"-^1"11-202"-1"^
^^\ _ ;^ol
^di^ ],~ "TS"

(^^-^^(-^BCFH—ftBI^FH+ioC^EH^

/< / r î \ /^r.>\
"-=0' (-^)o==I ' (^h-0 < À • = ^ 3 - • • ^

,__,. (^) ^, <^,,.
\ ̂ / /o

Les invariants unimodulaires k^ n de la courbe Ki au point o.-i
sont, à cause de (4^ )•

. ̂  / / F Vï^--4CH 5B
( 4 ? h ) ^^(.ïii} ——F——^ ^-T- ( 1 ^

et leurs dérivées en ce point sont

.<,;, -̂,,(J,,)̂ , .̂«^«(̂ ^SiS ï̂iL „,

Ensuite les équations ( 1 ,8) , ( 1 , 2 ) , (4,5), (4,6) et (4,7) donnent

^4,8) (ij-i : i^^ : *^)o== o : o : i , (^i : ^2 : ^3)0=— PH : EF : CE.

( 1 ) Ici (et aussi dans la suite) on doit prendre la valeur principale pour la
troisième racine.

( 2 ) Dans ce cas les notions considérées au point 03 sont désignées par l'indice o.
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U s'ensuit réqualion (4.^ <ie In normale projeclive de la

cubique K< en 03.
L-équation (.,9) en raison de (4,6) et (4,;) <lon"c la ̂ urburc

projeclive cherchée de la courbe K, au point o,, a savoir

,_ ^^ifJ^-V1. C.Q.E.. . .- t o — — l 4 yî ^ l o B l l /

o. Considérons encore la courbe k, donnée par (4,.) et soient

» i = l - - t > î ( K c - » - I l ) .

-,.i> r^l-'t't^ • -+ "»>
y^—liCE-BF^ '+fCl I - i - l^ i f ' 2 -» - - ' ' ^ " 1 ' - 1 1 !

los équallons paramétriques de la courbe K,.
On peut, démontrer ceci :

i" La courte K, est la cubique unir ur sale qui a eno,. le point

double. , T'
o" Les tanye.ntes de la courbe K. au point double o., sont : 1 ,

uni est la tangente delà courbe K, en o., et N, am est la
normale projective rfeKi en o-,.

•î" Les courbes K, et K, possèdent en o,, huit points (sur neuf
points d-intersection} en commun. La branche clé la courbe K,,
qui touche K, dans le point o.,, a un contact au moms d ordre
six ( ou sept-ponctuel} avec (a courber,.

4" Le neuvième point d'intersection h des cubiques^ et K.
est le troisième point tangent du point o:, sur la courbe K _ ( ).

5- Soient n, (,, i. les points d'inflexion de la cubique K_et
soient (T,N.HJ<), ( A - = = 1 , 2 , 3), les birapports des droites 1 , ,
N., H=o.,A. h-o,i, (A-=i, a, 3) du faisceau o.,, et soit,
enfin, ^ la courbure projectile de la courbe K, en o:,. i\ous

avons l'équation très intéressante

,„,, ^.^-^.(T.NiHliXTiNiHIîXTiNiHI:,),
V ^ î ^ ' 0 io'2

(.) Le premier point tangent du point gêner,.! de la cubique est le point
d. .uersec'tion de ^ cubique avec sa tangente construite au P,".^1^-^^
tiération Le rle"'« (r> 2) point tangent du point gênera )de la cubique est e point
dinterTectÏn de la cub^ue avec sa tangente construite au (,——)-"• point <an-

gent du point mentionne.
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c^est-à-dire : la troisième puissance de la courbure projectile de
la cubique K< au point général égale, au facteur numérique
(-^ -14-! \ près^ le produit des birapports (T, N< HI/.) (k == i, 2, 3).

Démonstration. — a. Les équations paramétriques (5, i ) nous
montrent que la courbe K.2 est la cubique unicursale avec le point
double 0:1. Les paramètres de ce point sont

_ _ II

Les tangentes en Q:( ont les équations

(5,3 ) ,ri = o. Ey'i -+- Hyi = o.

Ces équations avec (4? 1 ) el (4-2) démontrent le premier et le
second théorème énoncé plus haut .

b. Les points communs des cubiques données par (5, i ) et ( 4 i ' )
ont leurs paramètres déterminés par Inéquation
. 0,4 ) ^ { E v -+- H ) [( BF — CE ) c — CH ) = o.

Il s'ensuit
H CH
E 7 •'- B r — C K

( B F — G E ^ O ) ( l ) .

Alors les valeurs t^ jusque t^ appartiennent au point o;i. L^équa-
tiou (5,4) [)wt ^tre écrite de la manière suivante :

i[y(P)]ll (a=l,. . . ,()).^[w^iL
Or, c'est la condition nécessaire et suffisante pour que les

cubiques K^ et K_> aient au point 03, qui est le point double de Ka.
un contact au moins d'ordre sept (ou huit-ponctuel) (2).

( ' ) Voir(^).
{î)\\ est évident que la branche (mentionnée plus haut) de la courbe K; a

en o, un contact au. moins d'ordre six av^îc la courbe K .̂ (La définition de ce
contact se trouve au paragraphe 2.) Alors-les courbes K^, K, ont en o, un contact
au moins d'ordre sept (huit-ponctuel). Le cas échéant on doit appliquer la défi-
nition la plus générale du contact, à sivoir la définition du contact des courbes
algébriques au point double. ( Voir E. CECH, P. D. G., p< 2:4.)
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C'est le troisième théorème.
fis

Le neuvième point d'intersection h a le paramètre v^= pp _ -,
et ses coordonnées sont

(5,6) (yi : y, : y^n == Ci H : (CE - BF)C : (CE - BF;B.

Les coordonnées du point d'intersection de la tangente en o<
{il y aura (y< : y 3 : y 3 )A], c'est-à-dire

B^s -+- Cys = o,

à K < , avec la même courbe (4,1), sont déterminées par

y\ :yi \y^^^ : (CE-BF)C : ( C E — B F ) B ;

c'est précisément l'équation (5,6).
Alors le point h est le premier point langent du point o< de K<.

Car dans le triangle choisi o^o^o^ le point o< est le premier point
tangent du point 02 et le point 03 est le premier point tangent du
point 03, le point h est le troisième point tangent du point o;i.

C'est le théorème IV.

c. Étant donnée la courbe (5.i) nous désignerons par v le para-
mètre du point d'inflexion de cette courbe. Soient ensuite Ti la
tangente y^ =-= o et N4 la tangente Ey< + H ro == o de la cubique K.j
en o:t et enfin soit H == o:tA, 1 = o^i.

Cela étant, on peut construire le birapport

^. .T.N.HI)=^i1^. .

On constate facilement à l'aide de l'équation du troisième degré

(5,8) (BFH — Es)p3— SE^pt— BEH 1?— H3== o

qui donne les paramètres vi des points d'inflexion i^ 1*3, 13 de la
courbe (5,i). que celte quantité est invariante par la transforma-
tion du paramètre sur la courbe K.2.

Ensuite on peut construire le produit

^ ^ /T N H T VT N Hî VT N Hî ^ C^H ̂ E^) (H ̂ E P.) (H-^ Epa)<5,9) (TiNiHIi)(TiNiHI,)(TiNiHl3)== ——————33 pg^^^——————'

où pi, ^2« ^a son^ les solutions de réquation (5,8).
LXIV. 7
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Si nous substituons les valeurs bien connues de (5,8) aux fonc-
tions symétriques des racines dans (5,9), nous obtiendrons immé-
diatement

(ô,io) (T iNiHI i ) (T iNiHI , ) (T iNiHI ;0= g^.

Il s'ensuit en raison de (4»3) pour la courbure de la courbe (5, i)
en 03 l'expression

(5 , i i ) t x„=-—=^(T lNlHI l ) (T lN lH^) (T lNlHI3 )
/ioo

que nous voulions obtenir.

Appendice. — Si nous nous reportons aux paragraphes et
remarques précédentes, nous pouvons énoncer au sujet de l'inter-
prétation de la courbure d'une courbe générale K le théorème
suivant :

Soient
Xi= x i ( t ) ( i == i. 2, 3 )

les équations paramétriques de la courbe K et soit o un point
général (qui n'est ni point singulier ni point d'inflexion et ni point
sextactique) arbitrairement choisi sur K et enfin soient Xi les
fonctions régulières au voisinage du o.

Soit K< n^importe quelle cubique elliptique^ qui a en o un
contact au moins (Tordre sept (ou huit-ponctuel) avec K< et
soit K.a la cubique unicursale^ qui touche au point double la
normale projective de K< et qui a en o un contact d^ ordre sept
avec Ri.

Soit h le neuvième point (le point de Halphen) commun aux
courbes K.i et K.2, soient i^ ^'2, fa les points d'inflexion de la
cubique K-a et soient T<, Ni ses tangentes en o. Le produit des
birapports (T^NiHI^) des droites T<, N^ oA, 04, ( Â - = = = I , a, 3)
égale^ au facteur multiplicatif ( — -̂i- ) près, la troisième puis-
sance de la courbure projective de la courbe K en o.


