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REMARQUES SUR LE THEOREME DE NGETHER;

Par M. P. Dusrem.

1. Introduction. — Dans deux Noles récentes. W. van der
Woude (') et B. L. van der Waerden (?) ont de nouveau attiré
I’attention surle théoréme de Noether. Ce théoréme, relatif a deux
courbes algébriques planes f(z. y)=o, g(z,y)=o0 ou fet g
sont deux polynomes de degrés m et n a coefficients quelconques
n’admettant pas de facteur commun, donne comme on sait une
condition suffisante (d’ailleurs aussi nécessaire, mais a ce point de
vue le théoréme est trnvral) pour qu’un polynome ¢(z, y) satisfasse
a lidentité

(1) s(x, y)=Alx, y) fle,y)+ Bz, y)glz, y)

Cette condition fait intervenir le comportement du polynome ¢ en
chacun des points d’intersection M,, M,,..., M,, des « courbes
de base » f=o0, g=o0, auxquels sont attachés des nombres
Pis 0ay- -+ pu appelés exposants ou multiplicités de Noether, et
s’énonce de la mmaniére suivante :

A. Pour qu’'un polynome ¢ satisfasse & Uidentité (1), il faut
et ilsuffit que, pour chacun des points M;(z;, y:), on puisse déter-
miner des polynomes A;, B tels que ladifférence ¢ — A; f —B; g
développée suivant les puissances croissantes de x — zi, y — ¥,
commence par des termes de degré au moins égal & p;.

En particularisant, on a la condition suivante, seulement suffi-
sante, mais d’'un emploi commode :

() W. vaN DER WouUDE, Uber den Noetherschen Fundamentalsats (Math.
Ann., t. 111, 1935, p. 425).

(?) B L. vAN DER WAERDEN, Zur algebraischen Geometrie : VIL. Ein neuer
Beweis des Restsatses (Math, Ann., t. 111, 1935, p. 432). Voir aussi, du méme
auteur, Zur Begrindung des Restsatses mit dem Noetherschen Fundamen-
talsatz (Math. Ann., t. 104, 1931, p. 472).
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B. Pour que ¢ satisfasse & l'identité (1), il suffit que la courbe
¢ = o admette chaque point M; comme point multiple d’ordre
au moins égal & p;. (La condition A est en effet vérifide en
prenant A; == B; = o). ' '

Deux cas particuliers sont importants pour les applications géo-
métriques. Le premier (cas simple) est celui ou les deux courbes
de base ne présentent pas de contacts en leurs points d’intersection.
L’énoncé B peut alors se mettre sous la forme :

B'. Pour que ¢ satisfasse a l'identité (1), il suffit que la
courbe ¢ = o admette chaque point d’intersection M; comme
point multiple d’ordre ri + s; — 1, r; et s; désignant les ordres
de multiplicité de M; pour les deux courbes de base. Si l'on
a ri=si=1 (cas élémentaire), il suffit que ¢ = o passe par
M;, condition qui, évidemment, est aussi nécessaire.

Le second cas particulier st celui ou l'une des courbes de base,
f=o0 par exemple, n'admet que des points multiples a tan-
gentes distinctes. On a alors I'énoncé suivant :

B". Pour que @(x,y) satisfasse & Uidentité (1), il suffit que la
courbe ¢ = o, en chaque point M;, coupe chaque branche 33} de
f = o avec une multiplicité (') au moins égale & ri — 1+ ph, r;
désignant Dordre de multiplicité de M; pour f = o, et p;, étant
la multiplicité avec laquelle la méme branche B, est coupée
par g =o.

La méthode de démonstration la plus intéressante au point de
vue algébrique remonte a Noether lui-méme (?). Elle consiste
a utiliser le résultant R(z) des polynomes f et g, qui satisfait
a l'identité

(2) Riz)y=WUlz, y)f(z, y)+V(x, yv)g(x, y)

(') Nombre de points d’intersection confondus en M,.

(?) M. NoktHeEr, Math. Ann., t. 40, 1892, p. 1fo. Voir aussi E. Picarp et
G. SiMART, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépen-
dantes, t. 2, Ch. I, p. 1.
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de méme forme que (1) ('). J'ai signalé dans ma thése (?) qu’il y
a intérét pour la détermination de la multiplicité de Noether p,
a remplacer le résultant par le polynome en x seul de degré mi-
nimum satisfaisant a unc identité analogue a (2), polynome qui est
en général un diviseur du résultant et que j’ai appelé le sous-
résultant des polynomes f et g. Dans la premiére des Notes
aunxquelles je viens de faire allusion, W. van der Woude remarque
que, si F est un polynome quelconque, on peut écrire, d’aprés (2)

R(z)F(z, y)=FUf+FVg

et chercher, pour obtenir I'identité (1), a faire apparaitre R(z) en
facteur au second membre sans-que celui-ci cesse d’étre une
combinaison linéaire de f et g; il en déduit une démonstration
du théoréme de Noether dans le cas simple (énoncé B'). Dans
la deuxiéme Note, B. L. van der Waerden, utilisant la méme
remarque, établit directement le théoréme B’.

Je me suis proposé ici d’indiquer en premier lieu la signification
qu’on peut donner a la remarque de W. van der Woude, et le parti
qu’on peut en tirer, dans la démonstration du théoréme de Noether
sous sa forme générale (énoncé A): cette remarque n’entraine sans
doute pas de modification réelle des principes de la démonstration,
mais a l'avantage d’apporter quelques simplifications dans les’
raisonnements. Je donne d’autre part (théoréme IV) un théoréme
qui me parait présenter un double intérét : généralisant une propo-
sition de a thése, il joue un role fondamental dans la détermination
de la multiplicité de Noether, et, ainsi que je I'ai signalé sommai-
rement a M. van der Waerden dans une lettre qui remonte a 1931,
I’énoncé B” en est une conséquence immédiate. Enfin j’ai essayé
a celte occasion de grouper et de présenter dans leur ordre logique
les différentes propositions dont ’ensemble me parait constituer
actuellement le théoréme de Noether. '

(') On obtient immédiatement cette propriété i partir du déterminant de
Sylvester, voir par exemple B. L. vAN DRR WaEkRDEN, Moderne Algebra, t. 2,
| .
(?) P. DuBREIL, Recherches sur la valeur des exposants des composants
primaires des idéaux de polynomes, thése, Paris, 1930, Ch. I (Jour. de Mathé-

matiques pures et appliquées, g° série, t. 9, p. 231).
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2. La remarque de W. van der Woude et la démonstration du
théoréme de Noether. — Nous utiliserons seulement quelques-unes
des définitions fondamentales de la théorie des idéaux, ainsi qu’une
remarque élémentaire concernant les idéaux simples, c’est-a-dire
dont la variélé se réduit a un point ('). Le théoréme fondamental

(') Résumons rapidement ces définitions et cctte remarque. Dans ’ensemble o
des polynomes A deux variables x, ) 4 coefficients complexes, on appelle idéal
tout sous-ensemble de o possédant les deux propriétés suivantes :

1° en méme temps que ¢ el ¢ ce sous-ensemble contient 9 — ¢ (donc aussi O,
— ¢, ¢ +¢); 2° en méme temps que ¢, le sous-ensemble contient le produit
de ¢ par un polynome quelconque de o.

Si f,, fa ..., f, sont des polynomes donnés, ’ensemble des polynomes f
définis par :

f=a,fi+...+a,f,

ou a,, ..., a, sont des polynomes arbitraires, est un idéal a, que 'on désigne

par
a=(f, .., fu)

L’e¢nsemble des f; est la base de cet id¢al. En particulier, 'ensemble des poly-
nomes ¢ satisfaisant 3 I'identité (1) est un idéal m = ( f. g).

Un idéal a est dit multiple d’'un idéal b (b diviseur de a, notation : a C b) si
tout polynome de a appartient & b. Le méme signe C sera utilisé pour exprimer
qu’un élément ¢ appartient  I'idéal a: ¢ C a.

On appelle :

Plus grand commun diviseur (8, b) de deux idéaux @, b ensemble des poly-
nomes de la forme ¢ + ¢ ou ¢ et ¢ appartiennent respectivement a @ ¢t b; c’est
évidemment un idéal. On a a C(a, b), b C(a, b). Si

a=(fis.ces [u) b==(g. ..., &

(avh):(fn "-1fl.' s oees 81)s

Plus petit commun multiple [a, ] de deux idéaux a, b, 'ensemble des poly-
nomes appartenant i la fois & a et & b. C’est évidemment un idéal.

Produit de deux idéaux a,b 'ensemble ab des polynomes ¢ ¢ (produits d’un
polynome ¢ de @ par un polynome ¢ de b) et des sommes ¢, ¢,~+...+ 9,4, d’un
nombre fini quelconque de tels produits; c’est encore un idéal. Si

8=(fi ..o fuh b=(g&y ) &)

ona@b=(...,f;g...). Extension immédiate & un nombre quelconque d’idéaux
( commutativité, associativité du produit). Cas particulier : puissance d’un idéal.

on a

Un idéal p est dit premier si les deux relations ¢ Cp, 9(p entrainent $Cp.
Exemple : ensemble des polynomes nuls en un point (xy, ¥,) : p = (T — Ty, Yy —)0)-
Un idéal q est dit primaire si les deux propriétés : ¢ C q et : aucune puis-
sance de ¢ n’appartient A ¢, entrainent ¢ C q. L’ensemble des polynomes dont
une puissance appartient & q est un idéal premier p, et on a ¢ Cp. Si oy C q et
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de décomposition d’un idéal en idéaux primaires, dont le théoréme
de Noether est un cas particulier, n’est naturellement pas supposé
connu. ’

Etant donné I'idéal m = (f, g), nous supposons que les courbes
de base f = o, g = o, sans partie commune, n’ont pas de direction

2 p, on a ¢ Cq. Dans le cas des idéaux de polynomes, I'idéal p admettant une
base, il existe un nombre p minimum, appelé exposant de g, et tel que p¢C q.

Si deux idéaux p et q ont les trois propriétés :

1 qCp;

2° ¢ C p entraine : il existe A tel que ¢*Cg;

3> 99 C 4, ¢ (Cp entrainent ¢ C g, q est primaire et p est I'idéal premier cor-
respondant. (Démonstration facile, voir par exemple B. L. vAN DER WAERDEN,
Moderne Algebra, t. 2, p. 33, 111.)

Soit p P’idéal premier des polynomes (A un nombre n quelconque de variables)
nuls en un point O. Etant donné un entier positif a et un polynome A n’appar-
tenant pas A p, il existe un polynome 7 tel que P’on ait

nh=1+4+P avec P C pa.

En effet O étant pris comme origine, mettons en évidence les différents poly-
nomes homogénes dont % est la somme

h = hy+h\~+...+h,,  h,=const. non nulle.

En cherchant % sous la méme forme

NA=Te+N+...y
nous avons les conditions
Nhy=1,
Ny g+ ek, =0,

qui déterminent de proche en proche les m;; on peut prendre pour n un poly-
nome de degré « —1.

Conséguence. — Si p est Iidéal premier des polynomes nuls en un point donné
et si q est uyn idéal tel que l'on ait

PCICh
(donc un idéal simple), q est primaire; I'idéal premier correspondant est p.

11 suffit de montrer que
¥ e, edw

entrainent ¢ C q. Or il existe, d’aprés le lemme, un polynome 7 tel que .

ne =1+P avec PCp?CAq;
ney=¢+9¢Pp,
ne¢Cq,  YPCy,
$Cs

d’ou
et comme l’on a

il en résulte bien
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asymptotique commune, que Oy n’est paralléle a aucune direction
asymptotique de f, a aucune des droites joignant deux a deux les
différents points d’intersection M; des deux courbes de base, mi
enfin & aucune des tangentes a f=o0 en l'un quelconque de ces
points M; : nous exprimerons l’ensemble de ces hypothéses en
disant que O y est régulier.

Si un polynome ¢ (=, y) satisfait a 'identité

(1) ¢c=Af+Bg,

on peut choisir les polynomes A et B d’une infinité de maniéres :
a partir d’un tel couple, on en obtient une infinité d’autres en posant

Av=A+%g Bi=B—1f

ou A est un polynome arbitraire. Nous fixerons le choix des poly-
nomes A et B de la maniére suivante : d’apreés les hypothéses faites
sur Oy, le polynome f, de degré m, contient effectivement un
terme en ™. On peut alors supposer B de degré m — 1 en y, car
dans le cas contraire il suffirait de le remplacer par le reste B, de
sa division par f suivant les puissances de y. Avec cette convention,
U'identité (1), pour un polynome ¢ de Uidéal m:=(f, g), n'est
plus possible que d’une seule maniére.
Soit ‘
(3) R(z)=U(x, y)flz, y)+ Viz,¥y)glz, y),

un polynome en z seul appartenant a I'idéal m. Ce polynome
pourra étre le résultant ou le sous-résultant; nous n’utiliserons ici
qu’une propriété, vérifiée aussi bien pour le sous-résultant que
pour le résultant (*) : dans I'identité (3), ou U et V sont supposés
choisis de la maniére qui vient d’étre précisée, les coefficients de

(') Si on désigne par ®(x) le résultant, par R(x) le sous-résultant des poly-
nomes f et g et que 'on pose

R(z)=W(z,y)f+V(z,7)8 Rz)=VU(x,y)f+V(%,7)8
Wz, ¥) = U(Z) y '+ U (Z) Y2+ o+ U, (D),
V(z, ) = V() Yy '+ V() y" i o+ ¥, (),
on a
®(x)=R(z)P(z),

ou P(x) estle p. g. c. d. des polynomes ¥V, (x), ¥, (&), ..., ¥, _,(Z).
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ces polynomes appartiennent an plus petit corps contenant les
coefficients des polynomes fet g.
Désignons par ¢(x, y) un polynome quelconque. Nous avons

(4) R(z)e(z,y)=Uef+ Vo g=58f+Tg,

T étant le reste de la division de V¢ par f suivant les puissances de y,
d’ou résulte immédiatement le

Tutorime I. — La condition nécessaire et suffisante pour
qu'un polynome ¢(z, y) satisfasse a Uidentité (1) est que le reste
T(z, y) de la division de Vo par f suivant les puissances de y
soit divisible par R(z)=Uf + Vg.

Cette condition est évidemment nécessaire puisque de (1) et (4)
résulte T=RB. Elle est suffisante, car si R(x) divise T, il
divise le produitS £, donc S, pmsqne J=on’admet pas O y comme
direction asymplotique.

Telle est la forme que prend la remarque de van der Woude
lorsqu’on précise en outre, comme nous U'avons fait, le choizx des
polynomes coefficients dans toute identité de la forme (1).

On remarquera que le théoréme I fournit, par un procédé
rationnel, les polynomes A et B relatifs & un polynome ¢ de I'idéal m.
Les coefficients de A (x, y) et B (x, y) appartiennent donc au
plus petit corps contenant les coefficients de f, g et ¢.

Le polynome R(z) est le produit de facteurs primaires corres-
pondant biunivoquement, d’aprés le choix de Oy, aux dlﬂorents
points d’intcrsection M; des courbes de base

R(z)=(x — x1)%(x — x5)%...(x — &N )%,

et pour que 9 (x, y) appartienne a l’idéal m, il faut et il suffit
que le reste T(z, y) correspondant soit divisible séparément
par chacun des facteurs primaires (x — z;)%. Or ensemble des
polynomes ¢ (z, y)tels que le reste T correspondant soit divisible
par (& -- ;)% est un idéal, g; (vérification immédiate).

‘Ce qui précéde peut donc s’exprimer de la maniére suivante :
Uidéal W est le p. p. c. m. des idéaux §; relatifs aux différents
points d’intersection des courbes de base

n‘=[qt1 Q25 -o oy QN]-
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Il y a lieu maintenant d’étudicr ces idéaux ¢; (et notamment de
montrer qu’ils sont primaires).

Considérons I'un des points d’intersection, M, par exemple, et,
pour simplifier P'écriture, prenons-le comme origine O. Posons

R(z)=u%(x — x,)%...(x — 2x)"N= 2Ry(2), Ri(0)# o,
Désignons par g I'idéal g, relatif a 'origine, par p I'idéal premier

constitué par tous les polynomes nuls en O.
Soit ¢(x, y) un polynome quelconquec de ¢; on a

"Tix, yr=a28Ty(z, y);

d’ou d’apreés (4)
(5) Ri(z)o(z, y)=81f+Tig, CmCyp,
d’ou, puisque R, (o) est différent de o,

o, )Ty,
donc

(6) aCor.

L’idéal q est, d'apres (5), Uensemble des polynomes ¢ dont le
produit par R,(x) appartient & m; R,(z) n’appartenant pas a p,
on peut faire correspondre a tout entier positif « un polynome
L(z, ) tel que I'on ait

Ru(z)L(z, y)y=1+P(z, y) avec P(x,y)Cp>.
~ En multipliant les deux membres de (5) par AL, on obtient
o(x, ¥)=LS; f+ LTy g— P C (m, p*)
de sorte que ’on a, quel que soit l’entier positif a,
(7) S aC (m, pa).

Nous allons établir maintenant une proposition qui est en
quelque sorte la récipraque de la relation (7), et dont le théoréme
de Noether, sous sa forme classique, résulte immédiatement.

Soient r et { les ordres en O des polynomes fet V (1).

(*) Un polynome f est dit d'ordre r en O quand 0 est point r-uple pour la
courbe f = o.
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ThéoremeIl. — On a
| (m, p2)Ca dés que a2s+r—1—1 ().

En d’autres termes, un polynome o(z, y), pour lequel on
peut déterminer des polynomes A' et B' tels que la différence

A=c—Af—Byg
soit en O d’'ordre au moins égal & o + r —1— [ (condition de

Noether), appartient & Uidéal 4.

Soit ¢ un tel polynome, nous devons montrer que le reste
T(z, y) de la division de V¢ par f suivant les puissances de y
est divisible par z°. Supposons-le divisible seulement par zo—*
(1£7<0). L'identité (4) donne

(4" z'Ry(z) ¢ =S1f+ Tag,
T, (o, y) étant un polynome non identiquement nul. En posant
flo,y)y=urfiy)  (fi(o)5 o).

etremarquant que f,(y) et g(o, y) sont deux polynomes premiers
entre eux en raison des hypotheéses faites sur le choix des axes, on
voit, a partir de (4'), que I'on a

Ti(o, y) = fi(y)8(y).
L’identité de la division de V¢ par f
 Ve=Qf+T,
peut s’écrire d’autre paﬁ

20Ty =V(A' f+Bg+A4)—Qf
(8) ' z0—"T) = B'z0Ry(z) + Cf + VA,

en pasant
C=A'V—B'U—Q.

: Le polyname Cf+ VA étant fnultiéle de 5% ot VA étant en O .

(') On remarquera que

(m, p*) C (m, p%) si a' 2 a.
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d’ordre au moins égal & ¢+ r — 1, toute partie homogéne du
produit Cf de degré inférieur a ¢ -~ r— 1 est multiple de zo-=.
Comme le polynome homogéne de degré minimum r dans f n’est
pas divisible par z, toutes les parties homogénes de C de degré
inférieur a ¢ — 1 sont divisibles par %7 (ou identiquement nulles),
ainsi qu’on le voit de proche en proche en commencant par celle
qui a le degré minimum. Nous pouvons donc écrire

C=uax0—7C;+ Cg_.
C, étant en O d'ordre au moins égal a ¢ — 1.
L’identité (8) s’écrit alors
(9) ) Ty=Ba*Ri(x) + G, f+ D,

en posant
Cof + VA= x9—"D(z, y).

Le polynome D est en O d’ordre an moins égal a

T4 —1—(T—%)=r+T—I127,

de sorte que l'on a
Dio, y)=)"Dy(y).

En faisant £ = o dans (9) nous obtenons
Ti(o, yr=fi(y)18(y)=Cilo, y) )" fily)+ )y "Di(y),

qui exige
8( ') = multiple de 7,
d’ou
Ty(0. »)= multiple de f(o. y),
ce qui est impossible, puisque le degré du premier membre est
inférieur au degré du second.

Le théoréme précédent admet plusieurs conséquences impor-
tantes.

1° En premier lieu, le th¢oréme de Noether sous sa forme
classique en résulte immédiatement. Le nombre p; est au plus égal
a gi +ri—1—1/ et un polynome ¢ satisfaisant a la condition de
I'énoncé A appartient a chacun des idéaux g;, donc a

m=[qy, 42, ..., ]
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Réciproquement, pour un polynome ¢ satisfaisant a I'identité (1),
on pourra prendre, quel que soitZ, A; = A, B; = B et la différence
¢ —A f—Bg. identiquement nulle, sera d’ordre supérieur a p;.

2° Poura2e+r—i1—1I,ona
(m, p*) 9.

En comparant a la relation (7), valable quel que soit «, nous
voyons que I'on a

(10) q = (m, p%),

dés que .
a2c+r—i—I.

En particulier
(11) > aCyp

pour
a2e+r—i1—/|,

d’ou résulte (note, p. 102-103), que 4§ est primaire et que p est
Uidéal premier correspondant. Les relations

S(z, v)e(z, ) m

STy

entrainent donc
g Co.

L’exposant p de 4, plus petit entier tel que I'on ait
P9,

satisfait, d’aprés (11), a 'inégalité .
(12) pSo+r—1—1.

On vérifie immédiatement que p est 'entier minimum pour
lequel on a .
(m, p2)C 0 ppC(m, pot).

3° Enfin nous pouvons énoncer le théoréme de Noether sous la
forme algébrique suivante :

Lidéal m=(f, g) est le p. p. ¢c. m. d’un nombre fini
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d’idéauz primaires relatifs aux différents points d’mtersec-
tion des courbes de base - :

m={a, 4 .., 4]

(théoréme de décomposition).

3. Compléments. — Nous supposons maintenant que le poly-
nome R(z) = z° R, (x) considéré est le sous-résultant. Comme

on a
zpCpe_a,
et par suite
xR (x)Cm,

o satisfait nécessairement a I'inégalité

3<e (Se+r—1—1),
¢t nous avons

1<r—u.
Tutorime ('). — La valeur de p est donnée par la formule
(13) p=54+r—i—IL

On cn déduit bien aisément que :

St les courbes de base ne sont pas tangentes en O (cas

simple) on a
p=r4s—1,
ce qui donne I’énoncé B,

La multiplicité de Noether p est évidemment invariante vis-a-vis
des transforinations homographiques. 1l n’en est pas de méme de
I'ordre de multiplicité ¢ de la racine x = o pour le sous-résultant.
Cependant, ainsi que je I'ai établi dans ma thése (*), ces deux
nombres sont en général égaux. On a cn effet le théoréme suivant :

Tutonime. — L’axe Oz étant fixé, on peut toujours choisir
l'axze Oy de maniere que Uordre de multiplicité ¢ de la racine
z = o pour le sous-résultant R(x) soit égal a p. Si on appelle

(') Loc. cit. (6), p. 26. :
(%) Loc. cit. (6), p. 7. Je considére, dans ma theése, le cas général d’un idéal
ayant pour variété un systéme de points.
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normal un axe Oy régulier pour lequel on a o = p, il n’existe,
lorsque O x est fixé, qu’un nombre fini de positions non-normales
de Oy.

Si la direction de I'axe Oy est normale pour tous les points
d’intersection My, M,, ..., My, Pexpression du sous-résultant est

N
R(z)=A[ (e =205,
i=1
A étant une constante.
La condition nécessaire el suffisante pour qu’un axe Oy, régu-
lier, soit normal (en un point d’intersection O) est que I'on ait la

relation
l=r—i.

Oy étant normal, si dans I'identité
R(z)=afRi(2z)= Uf+ Vg,

on remplace la variable y par la fonction algébrique de 2 définie par
une branche de la courbe f=o passant parle point O, g(z, y) devient
comme on sait une fonction de # dont 'ordre infinitésimal par rap-
port a x est s 4~ N, N désignant la somme des ordres de contact de
la branche de f considérée avec toutes les branches de g; V(z, y),
polynome d’ordre r — 1 en O, devient une fonction d’ordre rr — 1
au moins. On a donc pour p la limite inférieure, souvent utile

(14) e2r+s—i—+N.

Si k désigne la multiplicité de Bezout relative aux deux courbes
de base et au point d’intersection O considéré, on a, d’aprés la

définition du sous-résultant
. sk,
ce qui donne

N

k.

e

Cas particulier. — Supposons le point O simple pour lune
des deux courbes de base; soit par exemple r = 1. La condition de
normalilé est satisfaite d’elle-méme. On’a d’autre part

k=J+N,

le nombre N étant pris pour la brasche unique de f qui passe
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par O; k& est égal au second membre de l'inégalité (14); on a donc
(en supposant O y régulier)

(15) s=p=4hk=s+N.

De plus la condition nécessaire et ’suf_ﬁsante pour gu'un
polynome ¢(z, y) appartienne au composant primaire § de
Uidéal (f, g) en O est que la multiplicité

p'= A= s+ N’,
relative a U'intersection des courbes f = o, ¢ = o soit supérieure
ou égdle a p (s', ordre de ¢ en O; N, somme des ordres de contact
de la branche de f = o passant par O avec les différentes branches
de ¢).

Reprenons en effet les deux identités déja utilisées

(16) Ve =Qf + 2tTy(z, y) Ti(o, y)# o,
(17) 2PRi(z)o =Sf+ 2T, (x, y) glz, yv):
1° Silon a
s 9, c'est-d-dire @ 2p,

il en résulte, d’apreés (16), que I'ordre infinitésimal s'+-N' de ¢ (, y)
lorsqu’on remplace y par la fonction de z définie au voisinage de O
par f = o, est au moins égal a p, donc au moins égal a p.

2° Sil'on a
s o, c’est-a-dire p<p,

on voil, en divisant les deux membres de (17) par a* et fai-
sant x = o, que le polynome T, (o, y), de degré m —1 au plus
en y(m, degré de f), doit étre divisible par le polynome

1
fi(}’)—;f("r r)

qui est.de degré m —1 et non nul pour ¥ = o, ce qui entraine
Ti(0,0) # o.

L'ordre infinitésimal s'+ N' de ¢ est donc égal a p, c’est-a-dire

inférieur a p.

Pour poursuivre 1’étude du composant primaire 4 de I'idéal
m = (f, £) en un point d’intersection O des courbes de base, il y
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a lieu d’utiliser la proposition suivante, bien naturelle, puisque g
ne dépend évidemment que des propriétés locales des courbes
de base : "

On ne diminue en rien la généralité en supposant que les
polynomes f(z, y), g(x, )') ont leur degré en y égal a leur
ordre, r ou s, au point O, et sont de plus décomposés en fac-
teurs irréductibles correspondant & leurs différents systemes
circulaires en O ('). Les théorémes suivants vont précisément
permettre d’utiliser la décomposition des polynomes de base fet g.

Soient ¢(xz,y) =0, 9a(x, ) = 0, 9a(x, y) = o, trois courbes
algébriques passant par O et deux & deux sans partie commune.
Soient 4,, 4., 45, les composants primaires en O des idéaux

M= (91, 92Sa), M= (93, 93%1),  M3= (93, ¢ F2)s
Désignons par 74, T2, 75 les exposants de 4y, {,, ;.
Trtorime lII. -— On a
(92, 037 = (03, 00] = [a1, 92],

et un quelconque des nombres t,, t3, ©, ne peut pas étre supé-
rieur a la fois aux deuxr autres (*).

On vérifie d’abord sans peine que, si I'on pose

m = (%$1%2, F2%3, $391),

on a .
m=[my,m]=[mymy]=[mzm]

‘Soit alors @ I'ensemble des polynomes Q a chacun desquels

(') Loc. cit. (6), théoréme II, p. 22.La démonstration de ce théoréme repose
sur trois lemmes qui permettent de passer de  deux polynomes f et g
donnés 2 deux polynomes f et g satisfaisant aux conditions de I’énoncé. Dans
le passage la multiplicité de Bezout k est conservée ainsi que I'ordre de contact
d’une branche quelconque de f avec une branche quelconque de g. Dans les
deux derniers lemmes, on peut laisser de coté les considérations relatives 2
I'ordre des polynomes A et B et & la normalité des axes.

(?) Loc. cit. (6), théoréme VIII, p. 36; la démonstration de ma thése utilise le
théoréme de décomposition et le fait que le p. p. c. m. de deux idéaux pri-
maires relatifs an méme idéal premier, est un idéal primaire. Il n’en est pas
de méme de la démonstration résumée dans le texte. On peut d’ailleurs vérifier
immédiatement que I'idéal ‘désigné par a est primaire:

LXIV. ‘ 8



— 114 —
correspond un polynome S non nul en O tel que I'on ait

SQCm  (SCw).
On a
o=[a,0]=[00]=(wmn];

d’ou en particulier
(18) [ 92, ﬂn]f:ﬂn
et, si I'on suppose les notations choisies de maniére que I'on ait
'-nZ'-ez “a,
la relation (18) entraine nécessairement
Py, donc %<7
" et par suite

Ty = Ta.

Soient f = 0, g = o deux courbes sans partie commune passant
par O, et supposons f décomposé en un certain nombre de facteurs
deux a deux sans diviseur commun

S=Fiforn S

Désignons par §(¢, ¢) le composant primaire en O d’un idéal
(9, ), par p(9, ¢) son exposant et posons '

9 =a(f,8)=0/i fo- - Sus 8) e=eolfsg)=0lSif2e  Sus 8)
8= (S Shni ---fpfl N (e aN on=0(fnfr fp.f1 oS &)
(h=1,2, ..., n).

Tutorime IV. — On a
[ 82y «oviap]C e
En supposant les notations telles que Uon ait
P12022...2 s
Uexposant p satisfait a U'inégalité

]
h

N

.° 1y
avec nécessairement

?=rn si g1 > pa.

Pour p =2, ce théoréme n’est autre que le théoréme III. Sup-
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posons donc la propriété élablie pour un nombre de facteurs fi
inférieur ou égal a p — 1. On a, d’aprés le théoréme III

1=4(f "'fp.—h.f;u-a &) D[alf ---fu—hfgé’)» 9l

eL comme _
q(ji e ./p-—la .f}l-) !’s’)_)[“l’ cevy Qu— J,
il vient
q D [qh ceey qp.—u ‘ly-]'
L’exposant p est inférieur ou égal au plus grand des deux expo-

sants p, et
dr=olfre e Sfumrs Sug),

et nécessairement égal si I'on a p'5£p,.
Or nous avons

d’ou

D’autre part, 'inégalité p, > p, entraine

o'=p1 (> 2u),

el par suite

o

=p1 C.Q. F. D.

Il nous reste a indiquer les conséquences de ce théoréme :

1° Supposons que O soit point r-uple & tangentes distinctes
pour la courbe f=o. On peut alors remplacer f par I'ensemble
de r courbes passant simplement par O : fy=o, ..., f,=o.
Si nous désignons par N, la somme des ordres de contact de la
branche f, = o avec les différentes branches de ¢ = o, par N le
plus grand des nombres N;, nous avons d’apreés (15)

oh= P(fh,fha-i--.-fh—lg) =r+s—i+ Nyp;
d’ou
eSr+s—i1+N,
et, puisque r+s—1 -+ N est précisément une limite inférieure
de p,

=r4+s—i+ N.

Pour qu’un polynome ¢ apparticnne a g, il suffit qu’il appar-
tienne aux idéaux g4(h =1,2, ..., r). Or les multiplicités d’in-



— 116 —
tersection de f = o avec g =oet fry, ... fr_1 &= 0 sont

S+N/,:]J./, et I‘+S—I+N/,——"r'-—-l+p./,,

et la condition nécessaire el suffisanté pour que ¢ appartienne
a g4 est que 9==0 coupe f; =0 avec une multiplicité au moins
égale a r — 1 4y, : nous obtenons donc l’énoncé B" (').

2° Si au point O les courbes f=o, g = o n’admettent qu’'une
tangente commune, simple par exemple pour f—=o, on a, ¢n
désignant par N la somme des ordres de contact de la branche
Ji=ode fiangente & g =0, par fo=o0 l'cnsemble des autres
branches de f

pr=p(fr. rgr=r+s—i1+\.
plfe rg)=r—+s—ui;
d’oun

et comme la multiplicit¢ de Bezout a pour valeur ici
k=rs+N,
on obtient
e=hk—(r—uis—iy,
relation déja vérifiée lorsque les deux courbes de base ne pré-
sentent aucun contacl (p=r +s -1, k=rs).

Quelle que soit la disposition des courbes de base en (), on a
Uinégalité (*)
eSh—(r—r1)(s--n.
et Uégalité n’a lieu que si les courbes de base ont au plus
une tangente commune simple pour U'une d’elles (*). De ce
qui précéde et de la relation (15) résulte immédiatement que la

(') La condition ainsi obtenue est seulement suffisante. Mais on peut la
remplacer par une condition nécessaire et suffisante en imposant 4 la courbe
B =o0 (B étant le polynome défini par Videnté p = Af 4 Bg) d’étre une
adjointe pour f=o. Sur ce point et sur 'intérét de I'énoncé B" pour la démons-
tration du théoréme du Reste, voir les travaux de B. L. van der Waerden déja
cités note (*), p. 99. )

(2) Cette inégalité a été établie par Bertini et Voss; voir par exemple, Voss,
Uber einen Fundamentalsatz der theorie der algebraischen Funktionen
(Math. Ann., t. 27, p. 533).

() Loc. cit. (6), p. 35.
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condition nécessaire et suffisante pour que le résultant et le
sous-résultant soient identiques (p =k en tout point d’inter-
section) est que tout point d’intersection des deux courbes de
base soit simple au moins pour Uune de ces deuz courbes.

3° Soient f =0, gy== 0. g,= o trois courbes deux a deux sans
partie commune admettant O comme point multiple d’ordres r, s,
et s,. Posons

4=q(f, g1&:), a=a(f, &), 0=q(f, £2),
p=2al(f. £1&2), ar=2(f; &), ea=2(f, &)

Tutorime V ('). — On a

P21+ sy

et Uégalité a lieu si les courbes f = o, g;= 0 ne sont pas tan-
gentes en O.

En appliquant simultanément ce théoréme et le théoréme 1V,
on obtient un résultat fondamental pour le calcul de I'exposant.

Soient D,, D,, ..., Dy les tangentes communes, simples ou
multiples, aux deux courbes de base au point O. On peut sup-
poser, sans diminuer la généralité, les équations de ces courbes
de la forme

f=f0f""fA=": E=go&r... =0,

fo=o0 n’élant pas langente a g = o, g, = o n’élant pas langente

a f=o, fai=o et ga=o0 groupant les branches de f=o0 et de
& =no tangentes a D;. Si I'on pose

o(fu, gn)=ra+sp—1+ M,
et .
f=.f/lfh’ 6"—'5’&5’/17

on a, d’aprés le théoréme V,
P(fln./'hg) =r+s—i+ M,
Si les notations sont telles que I'on ait

M2M2...2M, (2Me=o0)

(') Loc. cit. (6), théoréme VII, p 28.
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le théoréme IV entraine

Or du théoréme V résulte I'inégalité
e(fig2elig+s—si=o(fi.en+r—r+s—si=r+s—i+ M,
de sorte que l'on a finalement

s=r+s—i+ M,

Ainsi on est ramené, pour le calcul de l'exposant, au cas ou
les courbes de base ont toutes leurs tangentes confondues avec
une méme droite (V).

(') Pour I'étude de ce cas, voir loc. cit. (6), Chapitre I, p. 43 & 7o.



