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SUR L'ALLURE DES FONCTIONS ANALYTIQUES
AU VOISINAGE DES SINGULARITES ESSENTIELLES;

Par M. Rapoiscic.

1. Dans certains de mes travaux précédents (') je m’étais pro-
posé I'étude générale des fonctions analyliques au voisinage de
leurs singularités essentielles, basée sur la division en feuillets,
compléte ou partielle, des surfaces de Riemann appartenant aux
fonctions inverses. A cette division correspond une division du
domaine d’existence de la fonction considérée, ou seulement d’un
voisinage de la singularité envisagée, en domaines, que nous avons
nommés domaines fondamentaux. Comme ces travaux le montrent
déja, tout un groupe de fails ayant une signification simple et se
démontrant facilement, repose uniquement sur les propriétés topo-
logiques du réseau des domaines fondamentaux. Celui-ci nous
représente I'entrelacement des feuillets et par conséquent la nature
de la surface de Riemann correspondante.

2. Dans la présenle communication nous avons l'intention de
continuer dans la méme voie, en démontrant quelques propositions
nouvelles qui se rattachent directement a certaines autres
démontrées antérieurement (2). Donc, nous reprendrons les mémes
conditions générales, ce qui nous dispense de les répéter comple-
tement. Pourtant, quelques mots ne seront pas, peut-étre, inutiles.

(') Sur la division des surfaces de Riemann en feuillets (Glas de I’Acad.
Roy. Serbe, t. 134, 1929). Sur une maniére de partager les surfaces de
Riemann en feuillets (Glas, t. 146, 1931). Sur les domaines fondamentauz
des fonctions méromorphes (C. R. Acad. Sc., t. 190). Sur une classe de fonc-
tions analytiques (Publ. math. de U’Univ. de Belgrade, t. 1, 1932). Sur les
domaines fondamentaux des fonctions analytiques auprés d'une singularité
essentielle (Publ., t. &, 1933). Domaines fondamentaux et valeurs exception-
nelles des fonctions analytiques aux environs des singularités essentielles
(Bulletin de I’Acad. Roy. Serbe, 1936.

(?) Voir les deux derniers des travaux cités.

LXIV. : 10
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I1 s’agit d’un certain voisinage D d’une singularité essentielle S,
la fonction considérée { = f(z)y étant uniforme, mérdmorphe.
D est représenté par un domaine ouvert, simplement ou double-
ment connexe, suivant que S est un arc de cercle ou un point
unique (appartenant & un ensemble quelconque de points singu-
liers) et qu’il se trouve sur la frontiére unique de D, ou bien que S
est un cercle entier ou un point essentiel isolé et qu’il constitue la
frontiére intérieure de D. Puisque, grice a la représentation
conforme, tout continu linéaire peut étre transformé en un cercle
ou en un arc de cercle, S est en réalité quelconque; la restriction
ne concerne que D.

Nous supposons que D soit divisé en domaines fondamentaux de
maniére que : 1° la frontiére de chacun d’eux soit continue; 2° que
de toute suile infinie de ces domaines on puisse extraire une suite
qui converge vers un point de S (qui peut étre le point unique
de S) et 3° que tous les points de S soient de tels points limites (3).

Un point situé sur la frontiére d'un domaine fondamental est
appelé par nous un sommet de ce domaine, si tout voisinage de ce
point appartient A plus de deux domaines fondamentaux différents.
Les sommets d’un domaine fondamental divisent la frontiére en
cétés. Deux c6tés conséculifs renferment un angle. Chaque
ensemble d’angles, qui ont un sommet commun et dont les élé-
ments forment une suite ininterrompue d’angles adjacents, est
nommé un faisceau, pourvu que cet ensemble ne soit pas une
partie d’un ensemble plus grand de la méme espéce. Les sommets,
les angles et les faisceaux sont appelés algébriques ou transcen-
dants, suivant que le sommet correspondant soit un point algé-
brique ou transcendant de £ (3).

En outre, nous dirons pour un domaine fondamental qu’il
entoure un aulre, si ’autre est conlenu dans I'un des domaines
finis du plan, limités par S et le premier domaine. Si, entre deux
domaines fondamentaux ce rapport n’existe pas, nous dirons sim-
plement qu’ils se trouvent I'un & coté de I'autre.

3. Notons d’abord les deux propositions suivantes, concernant
les voisinages D de la premiére espéce, c’est-a-dire dans lesquels

(?) On reconnait ici les conditions A, B, C de l'avant-dernier des travaux
cités.
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tous les domaines fondamentaux, excepté peut-étre un nombre
fini, ont des sommets transcendants situés sur S :

Lorsque, D étant de la premiére espéce, deux angles trans-
cendants d’un domaine fondamentalsituédansD appartiennent
au méme faisceau transcendant, le nombre des domaines fon-
damentauz situés entre ces deux angles est fini.

En effet, le nombre des angles transcendants situés entre ces deux
angles est fini (*); puisque D est de la premiére espéce, le nombre
des domaines fondamentaux situés entre ces deux angles est égale-
ment fini.

Lorsque, D étant de la premiére espéce, deux angles trans-
cendants d’un domaine fondamental situé dans D appar-
tiennent au méme faisceau transcendant, ce domaine entoure
au moins un domaine fondamental qui n’a qu'un seul angle
transcendant.

En effet, le nombre des domaines fondamentaux situés entre les
deux angles étant fini, si 'un de ces domaines a plus d’un angle
transcendant, le nombre des domaines fondamentaux situés entre
deux de ces angles-ci est fini, différent de zéro et plus petit que le
premier. S’il y a parmi ces derniers domaines de nouveau un, qui
a plus d’un angle transcendant, la méme conclusion a lieu, etc.
Comme le nombre des domaines envisagés diminue ainsi et
comme il ne devient jamais nul, on arrive a un certain nombre de
domaines dont aucun n’a plus qu’un seul angle transcendant.
Parmi ceux-ci il y en a au moins un qui posséde un angle trans-
cendant, puisqu’ils remplissent un domaine du plan qui a S sur
sa frontiére.

4. Sur ces faits s’appuient d’abord les deux propositions
suivantes :
I. S¢ chaque domaine fondamental situé dans D, excepté

peut-étre un nombre fini, a au moins deuzx sommets transcen-
dants et s’il y a une infinité de ces domaines l'un a coté de

(%) Ibid n° 6.
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Uautre, alors, il y a dans D une infinité de faisceaux trans-
cendants.

En effet, puisque le nombre des domaines fondamentaux qui
n'ont qu’un seul angle transcendant est fini, le nombre des
domaines fondamentaux dont deux angles transcendants appar-
tennent au méme faisceau est, d’aprés ce qu’on a vu, également
fini. Par conséquent, chaque domaine fondamental dans D, sauf
peut-étre un nombre fini, a au moins deux angles transcendants
appartenant & deux faisceaux transcendants. Prenons parmi ces
derniers deux qui sont situés 'un & co6té de I'autre; ils ont au
moins quatre angles transcendants, appartenant a plus de deux
faisceaux transcendants. Donc le nombre des domaines situés 'un
a coté de 'autre étant infini, il y a une infinité de faisceaux trans-
cendants.

Il. St chaque domaine fondamental situé dans D, excepté
peut-étre un nombre fini, a au moins deuzx sommets transcen-
dants et s’il y a une infinité de ces domaines dont chacun a au
moins trois sommets trancendants, alors, il y a dans D une
infinité de faisceaux transcendants.

S’il y a, parmi ceux qui ont au moins lrois sommets transcen-
dants, une infinité de domaines se trouvant I'un a c6té de 'autre,
la proposition se réduit a la précédente. Supposons que cela n’a
pas lieu. Alors uue infinité de ces domaines, formant une suite
D.,(n=1,2,...), est disposée de sorte que D, entoure
Dpo(n=1, 2, ...). Puisque le nombre des domaines qui ont
moins de deux sommets transcendants est fini, les faits dun°3
nous autorisent & supposer que chaque D, ait au moins trois
angles appartenant a trois faisceaux transcendants. Désignons ces
faisceaux par F,, F,, F, dc facon que F;, se trouve entre F,, et F,,."
Puisque D, entoure D, , les faisceanx F,, ., F,,,,, F,, se trouvent
«entre» F, et F, ou «entre» F, et F, (®). Il en résulte que
'un au moins des Fi,, est différent des F¥. D’autant plus, 'un
au moins des F¥,, est différent des F¥¥, etc., donc il y a une infinité
de faisceaux transcendants situés dans D.

(*) «Entre» F, et F;, doit signifier : entre F, et F;, ou égal 4 F, ou a Fp.
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La proposition II est équivalente a la proposition suivante, con-
cernant la fonction inverse z = ¢({) et le domaine A de sa surface
de Riemann, correspondant a D :

St dans A chaque feuillet, excepté peut-étre un nombre fini,
a sur sa frontiére au moins deux points de ramification trans-
cendants et si, pour une infinité de ces feuillets, le nombre deux
est dépassé, Uensemble des points de ramification transcendants
situés sur la frontiére de A est infini.

5. Démontrons maintenant la proposition suivante :

II. 8¢ chaque domaine fondamental situé dans D, excepté
peut-étre un nombre fini, a au moins deux sommets transcen-
dants et s’il y a dans D une infinité de sommets algébriques,
alors, il ¥ a dans D une infinité de faisceauz transcendants.

En effet, désignons par s,(n =1, 2, ...) une suite infinie de
ces sommets algébriques. En chaque point s, se rencontrent plus
de deux domaines fondamentaux. Soient D,, D,, D, trois parmi
ces domaines. Parmi les D,(n =1, 2, ...) il peut y en avoir
d’identiques. Mais le nombre des domaines fondamentaux se
rencontrant dans ’ensemble des s, étant infini, on peut supposer
qu’il y ait une infinité des D, différents entre eux et, dés lors, que
tous les D, soient différents entre eux.

Le nombre des domaines fondamentaux, qui ont moins de deux
sommets transcendants, étant fini, les propositions du n° 3 nous
autorisent a supposer que chaque D,, D, Di(n=1, 2, ...) ait
au moins deux sommets transcendants, appartenant a deux fais-
ceaux transcendants, et une frontiére unique.

Divisons la frontiére de D, en arcs dont les bouts sont les som-
mets transcendants de D,. L'un de ces arcs, soit E,, renferme
avec S un domaine fini, qui conticnt les autres arcs; désignons
I'ensemble de ces derniers par I,. Le point S, se trouve sur E, ou
sur I,.

S’il y a une infinité des D, qui sont situés 'un a coté de I’autre,
notre proposition se raméne a I. Supposons donc que cela n’a pas
lieu. Alors, on peut admettre que D, entoure D, ,(n=1, 2, ...).
Deux cas se présentent :
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1° I'l y a une infinité de sommets s, se trouvant sur les I, ; dési-
gnons cette infinité de nouveau par s,(n=1, 2, ...). Soient F,
F, les faisceaux transcendants qui contiennent les deux angles
transcendants de ), dont les sommets présentent les bouts de E,.
Puisque les autres angles transcendants de D, s’il y en a, sont
situés entre ces deux, F, et F), sont différents entre eux. Comme
sn se trouve sur I,, DD, entoure D), et D), ; donc ceux-ci sont situés
I'un a coté de 'autre et par conséquent les angles transcendants
de D), et D, appartiennent au moins a trois faisceaux transcendants
dont 'un, soit F,, est surement différent de F,, et F),, étant situé
entre ceux-ci. Puisque D, entoure D, ., les faisceaux F, 4, F, |,
F, . se trouvent «entre» F, el F, ou «entre» F, ct F,, de sorte
que U'un au moins des I} est différent des F'). D’autant plus, 'un
au moins des Fi, est ditiérent des Fi¥, etc. Donc, il y a dans D
une infinité de faisceaux transcendants.

2” Il y a une infinité de sommets s, se trouvant sur les E, ; dési-
gnons cette infinité de nouveau par s,(n =1, 2, ...). Soient F,
et F) les faisceaux transcendants qui contiennent deux des angles
de D, et qui sont différents entre cux. D, et ), sont I'un a c61é de
I'autre, donc leurs angles transcendants appartiennent a au moins
trois faisceaux transcendants dont 'un, soit F,, est sirement diffé-
rent de ), et F.. Celte fois-ci F,, est situ¢ entre F,, et F, ou bien,
F, est situé entre F, et F,. Supposons que les faisceaux qui sont
désignés par F, el I7. le soient de telle sorte, que pour tout n F,
soit situé entre F), et F!.. Puisque D, entoure D, , et 1), (¢),les
, F,. . se trouvent « entre» F, et F). Par
éonséquent., I'un au moins des F7, est différent des F'?; donc
il y a dans D une infinité de faisceaux transcendants.

faisceaux F,.,, F,.,, F,.,

Cette démonstration nous rappelle une autre qui avait pour but
la proposition suivante : ‘

Si le nombre p des valeurs exceptionnelles dans D est plus
grand que un et s'il y a dans D une infinité de faisceauzx algé-
briques, alors, il y a dans D aussi une infinité de faisceauz
transcendants (7).

(%) Il est possible aussi que D), soit ide?tique a ['),u. Alors D, est sire-
ment différent de D, et 'on peut remplacer D, par D;_,.
(") Voir le dernier des travaux cités.
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Or, c’est une conséquence immédiate de la proposition III. En
effet, comme p>1, chaque domaine fondamental, excepté
peut-étre uh nombre fini, a au moins deux sommets transcen-
dants, de sorte que les conditions de la proposition 1II soient
remplies.

Dans le domaine A de la fonction inverse la proposition III con-
duit a la proposition svivante :

¥

St dans A chaque feuillet, excepté peut-étre un nombre fini,
a sur sa frontiere au moins deuzx points de ramification trans-
cendants et s'il v a dans A une in finité des points de ramifica-
tion algébriques dordre > 2, alors, le nombre des points de
ramification transcendants situés sur la fronticre de A est
infini.

Les propositions II et Il peuvent étre réunies en une seule, a
savoir :

IV. 8 chaque domaine fondamental situé dans D, excepté
peut-étre un nombre fini, « au moins deux sommets transcen-
dants et si une infinité de ces domaines a un troisieme sommet,
transcendant on algébrique, alors, il v a dans D une infinité
de faisceauz transcendants.

6. Supposons maintenant que, oulre les conditions contenues
dans les propositions 1, 'II, III, il y ait dans D une valeur excep-
tionnelle w (c’est-a-dire que f(z) accepte w dans D un nombre
fini de fois au plus). Nous allons montrer qu’il y a alors dans D
une infinité de faisceaux transcendants dont la valeur asympto-
tique est w.

Considérons d’abord la proposition I. Evidemment, il y a une
infinité de domaines fondamentaux situés 'un a coté de I'autre et
possédant, chacun, un angle transcendant dont la valeur asymp-
totique est . Parmi ces domaines formant un ensemble E prenons
un ensemble infini E’ tel, qu’entre chaque paire d’éléments de E
se trouve au moins un élément de E; alors deux angles appartenant
a deux éléments de E' ne peuvent jamais appartenir a un seul fais-
ceau transcendant. Par conséquent chaque domaine de E’ a un
angle appartenant a un faisceau transcendant dont la valeur asymp-
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totique est » et qui est différent de tous les autres. Donc le nombre
de ces faisceaux esl infini. -

Voyons maintenant la proposition II. Nous pouvons supposer
que l'un des faisceaux F,, F,, F, qui entrent dans sa démons-
tration — nous le désignerons par Fy — aif la valeur asympto-
tique w. S’il y a une infinité des F différents, notre proposition
est démontrée. Si le contraire a lieu, tous les Fy sont pour n assez
grand identiques entre eux. Alors, puisque.les Fi_ se trouvent
«entre» Fp et I, ou «entre» F, et I}, F} est pour n assez grand
différent de F,; pour simplifier la description, supposons que
pour n assez grand F{? soit identique a F, et que par conséquent
les Fi2., se trouvent «entre» F, et F.. Puisqu’une infinité de
domaines fondamentaux se trouve entre deux angles de D, appar-
tenant a F, et F,, il y a sirement un faisceau transcendant G, dont
la valeur asymptotique est w et qui est situé «entre» F, et F;.
Or, il y en a une infinité parmi les G, qui sont différents entre eux.

Quant a la proposition III, reprenons sa démonstration et ajou-
tons les remarques suivantes, valables pour chacun des deux cas
désignés par 1 et 2. Puisque » est une valeur exceptionnelle, on
peut supposer que parmi les faisceaux contenant les angles trans-
cendants de D, il y ait un, soit F?, dont la valeur asymptotique
est w. Ce faisceau peut coincider avec F, ou F. Sinon, cheisis-
sons F? pour F,. Ainsi 'un des faisceaux F,, F,, F, sera égal
a Fy. D’ici on peut continuer exactement comme dans la consi-
dération précédente, qui se rapporte a la proposition II.

Nous avons donc la proposition suivante :

V. 8%l y a dans D une valeur ewcep.tionnelle w, ${ chaque
domaine fondamental situé dans D, excepté peut-étre un
nombre fini, a au moins deuzx sommets transcendants et si une
infinité de ces domaines a un troisicme sommet, transcendant
ou algébrique, alors, il y a dans D une infinité de faisceaux
transcendants dont la valeur asymptotique est w; dans Ail y a
une infinité de points de ramification transcendants dont
laffize est .

Pour illustrer la proposition V citons quelques conséquences :

VI. 8¢, hormis les points de ramification trancendants qui



correspondent a deux valeurs exceptionnelles w, et w, de f(z)
dans D, il y a dans A ou sur sa frontiére une infinité de points
de ramification, soit transcendants soit algébriques d’'ordre
> 2, alors, le nombre des points de ramification transcendants
situés sur la frontiére de A et correspondant & w, (ou @ w,) est
infini.

VII. 8’ y a dans D au moins deux valeurs exceptionnelles
et une valeur asymptotique différente de ces deux valeurs,
alors il y a sur la frontiere de A une infinité de points trans-
cendants situés en chacun des points { = w désignant les valeurs
exceptionnelles.

En effet, la valeur asymptotique mentionnée correspond a un
faisceau transcendant. Celui-ci est composé d’un nombre fini ou
infini d’angles. Si ce nombre est fini, il y a, d’aprés la définition du
faisceau (?), une infinité de sommets algébriques dans D; s’il est
infini, une infinité de domaines fondamentaux situés dans D a plus
de deux sommets transcendants. Or, dans P'un et l'autre cas
s’applique la proposition V.

VIII. 8%l y a dans D plus de deux valeurs exceptionnelles,
alors il y a dans D une infinité de faisceaux transcendants; il
» a méme une infinité pour chacune de ces valeurs et, par con-
séquent, une infinité de points de ramification transcendants
se trouve sur la frontiére de A en chaque point du plan de ¢,
qui correspond a U'une des valeurs exceptionnelles.

7. Démontrons encore la proposition suivante, valable dans le
cas ot D représente le voisinage tout entier d’'un point essentiel
isolé ou d'une ligne essentielle fermée (°) :

Si le nombre des valeurs exceptionnelles dans D est égal a
deuz, le nombre des faisceaux transcendants situés dans D
peut étre infini ou bien un nombre pair quelconque; jamais
le nombre de ces faisceaux ne peut étre impair.

En effet, selon la proposition VII, s’il y a dans D hormis les

(8) Voir le n* 5 dans 'avant-dernier des travaux cités.
(?) C’est-d-dire dans le second des deux cas qui se trouvent dans le n® {.
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deux valeurs exceptionnelles mentionnées et que nous désigne-
rons par w;, wy, une autre valeur asymptotique, le nombre des
faisceaux transcendants. est infini. Donc, si ce nombre est fini, o,
et w, sont les seules valeurs asymptotiques dans D. Or, nous avons
démontré ailleurs (') que si le nombre des valeurs exceptionnelles
est plus grand que un, deux faisceaux transcendanls consécutifs
ont des valeurs asymptotiques différentes. Donc, en suivant les
faisceaux trancendants dans 'ordre qu’ils occupent autour de S,
nous renconlrons sans cesse alternativement les deux valeurs o,
et m,, ce qui exige que le nombre de ces faisceaux soit pair.

D’autre part la fonction ¢ " nous donne I'exemple d’une fonc-
ton qui a 5==0 comme boinl essentiel, deux valeurs exception-
nelles o et o et 2n faisceaux transcendants.

Cies remarques montrent qu’on peut s’exprimer aussi par les

mots suivants :

8¢ wy et wy sont les seules valeurs cxceptionnelles et si le
nombre des points de ramification transcendants situés sur la
Jrontiere de A est find, alors ce nombre est pair, sa moitié se

trouce en ==, et Cautre moitié en == w,.

('*) Voir le dernier des travaux cités.



