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SUR LA STABILITE DES LOIS DE PROBABILITE A DEUX VARIABLES,

Par M. Ervin FeLpHEIM
(Budapest).

M. Khintchine a démontré (') que la classe des lois a corréla-
tion normale est la seule classe finie, stable, et de coefficient de
corrélation R différent de ==1.

Nous donnerons ici une nouvelle démonstration, trés simple, de
ce théoréme, basée sur la notion de la fonction caractéristique.

Exprimons d’abord les propriétés exigées des lois en question.

Une loi de probabilité sera dite finie, lorsque les moments du
'second ordre existent et sont différents de zéro. La loi sera stable,
lorsque le couple de variables aléatoires (2’ + 2", y'+ y") suivra
une loi de la méme classe que les couples (&, »'), (2, y"), qui
suivent, par hypothése des lois de la méme classe.

Considérons deux lois de probabilité a deux variables, ayant
respectivement les fonctions de répartition (ou fonctions des pro-
babilités totales) F(z, ) et G(z, y), liées par la relation

(1) F(az + by, cx + dy) = G(z, y),

a, b, c et d étant des constantes réelles, choisies d’une fagon con-
venable.
On a dans ce cas

(2) F(, .y)=fdlfdzc<s, ),

ou le domaine d’intégration I est défini par les inégalités
at + bn‘< z, ck+dn<y.

Si l'ori peut admettre Pexistence des lois élémentaires, les den-

(1) Uber die Stabilitit sweidimensionaler Verteilungsgesetze. ( Rec. Math.,
85; 1. 1928, p. 19). : :



— U0 —
sités de probabilité correspondantes satisferont a la relation
(3) sz, y) = kflax + by, cx + dy),

avec k = |ad — bc|.

Introduisons maintenant la fonction caractéristique, définie par
I'équation

) g )= [ fernrma,6 e, p).
Pintégration étant étendue a tout le plan. -
Désignons par ®(u, v) la fonction caractéristique de la loi, qui

admet F(z, v) pour fonction des probabilités totales.
On pent établir la relation

P(u, v)=cg(au + cv. bu + dv).

La formule (1) donne. en eflet, pour F(x, y’) Pexpression

Flo )= 6(22=hr w — ”') ,

Sad —he’ ad—1be

(l)( u, ‘-) :—_ffeim,ru ) (/2 F(-Z' ‘V)

. de — by ay —cx
= ) of, G ~ .
f/el "2 G \ad —bc’ m/—bn)

Le changement de variables

d’ou

de — by ] ay —cx

T ad=<be

oy

ad—be’
est de déterminant un, par suite,
D (u, ) =ffei[(a2+l;n)u+:cﬁ+dmu] dsG(E, 1)
=ffeif*“"+l"')5* wudeln) oy G(E, 1) = ¢(au + cv, bu + dv).

Soit alors G(z, y) la fonction de répartition d’une loi apparte-
nant a une classe finie, stable. et de coefficient de corrélation R
différent de == 1. Cette loi de probabilité est caractérisée par cingq
constantes : les moments du premier et du second ordre z,, yo,
o, o, et le coefficient de corrélation R. Les variables seront
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supposées centrées et réduites, c’est-a-dire
5) w= [ feat@ =0, y= [ [yat(z =0,

(6) a?=jfx’d2G(m,_y)=1, a%:ffyﬁde(x,y)=1.

Admettons encore, sans diminuer la généralité, que

(7) . R=jfxyde(x_,y)=o.

Cette hypothése introduit seulement une nouvelle relation entre
les constantes qui figurent dans l’expression de la fonction de
répartition, et simplifie notablement la démonstration, tout en
conservant son caractére général.

Le théoréme de M. Khintchine s’exprime alors par I'égalité

I * Y gl
(8) G(‘xh},):;f f e ? dz dy,

ou ce qui revient au méme

. .
2 (13v?
3l )

(9) ?(u, v)=e

On va considérer, pour la démonstration, »n couples de variables
indépendantes (zi, y:) (i =1, 2, ..., n), satisfaisant toutes a la
loi de G(z, y) et soit F(z, y) la fonction de répartition 'de la loi
du couple

(10) X=ix,~,l Y=iy,-.
i = i=1

Si P'on désigne encore par ®(u, ¢) la fonction caractéristique de
la loi de F(«, y), on aura, a cause de la stabilité,

(11) ®(u, v)=9(au + cv, bu + dv),

pour des constantes a, b, ¢, d choisies d’une fagon convenable.
Si n— o0, on a, d’aprés un résultat connu,

n
—Z (ud4p?
3 o+

(12) ®(u, v)—e <t

¢ étant un nombre positif, arbitrairement petit.
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Posons
a= ‘/;a, b=nj, c= \/;y, d= v nd.

La formule (12) donne alors, en tenant compte de la relation (11)

1
(1l
2‘u+u)l

(13)

On sait, par définition de la fonction caractéristique, que

‘5-_f/xdF(z‘}’ [?}u?] =’
v=0
(ci=ffy2d)F(-”’J’)—_[()v’ ]u—("

[te={1]

)2
(15) R = ffxww(a« J’)z‘[ouw],_o

Pour la loi F(2, y), on a

o(au+1yv, Ju+8¢)—e

(14)

2

7=5?=n. H::()7

ce qui résulte des relations (10).
On tire alors de (14) et (15)

= [')Z(I) =—0n ()24) =0
du’ u—-o dv? ,,:.— ’ . dudy ,,:o_ :
=0 +

Eu égard a ce que

()2_? = ")-2—‘? =—1, i ? = 0.
du? u=0 Jdv? u=0 ()II,()V u=0
V=0 v=0 v—0

la formule (11) permet d’établir les relations
(16) at+ 3t=1, Y24 82=1, ay + B8 =o.

Elles montrent que les quanmés , B, 1, 0 forment une substitution

orthogonale
(e +yv)2+ (Bu+ 80)2= u?+ o3,

de sorte que (13) revient & écrire

—;—(u’+v’)

(17) o, 0y e
équivalent a (9).



