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BULLETIN
DE LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE

SUR LORTHOGONALITÉ DES FONCTIONS FONDAMENTALES,
ET SUR LA FORTE CONVERGENCE EN MOYENNE DES POLY-
NOMES D'INTERPOLATION DE LA GRANGE DANS LE CAS DES
ABSCISSES DE TCHEBYCHEF ( j ) ;

PAR M. ERVIN FELDHEIM
f Budapest).

Introduction.

t. Notions et notations. — Désignons par x^ ^c.., . . ., Xn des
valeurs réelles, différentes entre elles. Soit lk{x) la fonction
entière, rationnelle, de degré // i , qui est égale à î , pour x = Xk,
et à o pour les autres points x^ x^ . . ., x^i, ^*Â+<? • . • < ^*/r La
formule d'interpola don de Lagrange
(1) ^ ( x )=y^ l ^ ( x ) - ^ - y ï l î ( 3 f ) - ^ . . . ^ - yn ln ( .K )

représente la fonction entière unique, de degré au plus égal à n — \,
qui prend les valeurs données y<, y.j, . . . , yn respectivement pour
x = x^. .2*2, . . ., Xa' Les abscisses d'interpolation x^ .z'a, - . ., ^n
sont encore appelées points fondamentaux de Pinterpolation; de
même que les polynômes
(2) /,(.r), h(x}. .... 1,,(X)

sont dits fonctions fondamentales de l'interpolation de
Lagrange (2).

( l) Les principaux résultats établis dans le présent travail ont été énoncés dans
deux Notes présentées à l'Académie des Sciences de Paris, le 12 octobre et
le 9 novembre 1936.

(*) Ces dénominations) de même que celles analogues de l'interpolation d'Her-
mite, ont été introduites par M. L. Fejér.

LXV. l
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Formons le polynôme ^n(x), de degré TI, dont les zéros sont les

points fondamentaux donnés :
(3) to//(<) == ( . r—. / - , ) ( . / •—J- . ) ... (.^_^,j

(à un facteur constant près). Alors

(4) h(x)= . CM^——- (/. = ! , • > , ...,,n.c.^(./-/.)(.r—.r/.) v » ? ^

On vérifie facilement que ce polynôme satisfait aux conditions
imposées ci-dessus. On verra aussi que l'on a identiquement

//
(5) ^/,(.r)==i.

/ =: i

Si l'on considère le système de points

où la /i'®"10 ligne représente les n racines dinerentes de Inéquation
0 ) , , ( X ) == 0,

à chacune de ces valeurs correspond une fonction fondamen-
tale ^' (,r),

Si ^ n { x ) est le polynôme de Tchebychef
(7) co/,(.r) = T,/(.r) = co^ / /0 avec .r = cos6 (—i^^^ i )?

les points fondamentaux sont

(8) .r /^^cosO/f^co^Â—i)^- (Â==I , . . * , . . . , /<) .

La fonction fondamentale correspondante a l'expression suivante :
(9) / ^ - (A- )= /^ ( c o s O )

^inO?' cos / / 0
= = ( _ D / - I ——/- ————————— (/.= i. • > , . . . , /i).

// c o s O — c o - 0 / ; ' /

Dans le présent Mémoire nous considérerons seulement ce
dernier système de points, défini par (8), que nous appellerons le
système T. Nous négligerons l'indice supérieur, s'il n'y a aucune
ambiguïté à craindre, et x/,.= cos Qfç désignera ainsi dans tout ce



qui va suivre la valeur (8), de même que h(x) signifiera l'expres-
sion (9).

Soit y. ==/(a?) une fonction définie dans l'intervalle — i ̂ x <, i.
Si tous les points fondamentaux sont dans cet intervalle, L,,(^)
ou L,t(/) désignera le polynôme d'interpolation de Lagrange, de
degré ^n— i , qui prend aux points x^ x^ . . ., Xn les valeurs
y«=/(^i).y-»==/<>2), ...,yn==/(^,,) :

//
(10) W/)--=^/(.^)^).

e - i • Â'=:l

01 la suite
/<

( 1 1 ) Ao(.r, ^)=^|^-(A1)
À-=I

reste bornée pour 7^-^00, et pour une valeur fixe XQ de .z'(— i^o<i),
on aura. d'après le théorème de Hahn, -

(r2) "m L,,(/).^,,=/(^),
/<->- x

oùf(x) est une fonction continue quelconque ( < ) .
Pour les abscisses de Tchebychef, (i i) augmente indéfiniment,

et l'on peut trouver une fonction continue/^), dont les paraboles
de Lagrange formées sur le système T augmentent indéfiniment.
sauf peut-être sur un ensemble de mesure nulle ( 2 ) .

2. Convergence de la quadrature. — Si f{x) est une fonction
bornée, et intégrable au sens de Riemann de l'intervalle — i <x< i ,
l'intégrale

( I3) ^'^ f [^n(f)-f^)]dx
^-l

converge vers zéro, pour les abscisses de Tchebychef (et d'autres
encore, par exemple les abscisses de Legendre (3).

( 1 ) H. HAHX, Lber das Interpolatioasproblem (Mathem. Zeitsclu-ifi, t. 1,
1918 , p. n5-i42).

(2) G. GRUNWALD, Ùber Divergenzerscheinungen der Lagrangeschen Interpo-
lationspolyrwme {ActaSzeged, t. 7, 19.35, p. 207-221).

(3) a. T.-J. STIELTJES, Quelques recherches sur les quadratures dites méca-
niques {Ann. Scient, de l'École Norm. Sup^ Paris, 1884, 3e série, p. 409-426).

b. L. FEJÉB, Mechanische Quadraturen mit positiven Coteschen Zahlen {Math.
Zeitschrift, t. 37, 1933, p. 287-809).
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M. G. Pôlya a démontré que la condition nécessaire et suffisante
pour la convergence de quadrature

lim \'^ = o,
H ••> »

est que la suite

-2l r"^^)^ -y^i
/—l17- ' ;—

(i4) Ài(/<)=>, / r^(^)^\=y\^

reste bornée pour n ^ oo ( ' ) . Les nombres ^/<? sont nommés
nombres de Cotes du système de points considéré. Rappelons le
résultat de M. Fejér (2) , d'après lequel il suffit pour la conver-
gence de quadrature que tous les nombres de Cotes ^(A* =.= i,
2,. . ., n) soient non négatifs. Il en est ainsi, par exemple, pour les
abscisses de Tchebychef (8).

3. Convergence en moyenne. — MM. Erdôs et Turàn ( : l) ont
poussé plus loin l'étude de la convergence de quadrature, en
démontrant Inexistence, pour une classe do système de points 1res
générale, de la convergence en moyenne

,̂-n
(lÔ) lim r^=lim / [ L/, (/)-/( ;r ) j- clx = o,

H >• ac n -->• -se »/_ ^

où /(^') est une fonction bornée, et intégrable au sens de
Riemann. Disons seulement que le système T jouit de cette
propriété.

Il suffit (mais il n'est pas nécessaire) pour la convergence en
moyenne que la somme

" //

W -^^^S^L/^ l i ( x ) l k ( x } c U
i-=i ^=1 ' —1

soit bornée pour n -> oo.
Nous ne démontrerons ce théorème que pour une fonction/'(a?)

continue. Pour le cas général, voir des indications dans le mémoire
cité sous (:l).

( * ) G. POLYA, Uberdie convergenz von Qudratu.rverfnhren {Math, Zeitschrift
t. 37, i9.33, p. 294-286).

(2) Mémoire cité note (3) 6, p. 3.
(3) P. ERDÔS-P. TURÀN, Quadrature and Mean-Convergence in thé Lagrange-

Interpolation (Annals of Math.. t. 38, 1937^ p. i42-i55).



Diaprés le théorème de Weiertrass, à chaque £ > o, aussi petit
qu'on le veut, on peut adjoindre un polynôme 9(^)7 de degré
^ 11 - - 1 , de sorte que

Posons

Alors

max ; / ( . / • ) — ç ' f ^ ' ) ! ^ ^ pour ' . y ' ^ î .

/ (^ ) - î (^ )=^( . r ) .

!^)|^.

L'opér.ition L,t(/) est linéaire, et la parabole d'interpolation de
Lagr.m^e d^un polynôme est é^ale à ce polynôme lui-même. Donc

^(/) -/(^) == ̂ (/- ? » - ̂ - c ) = L / ' (^) - '^•r)'

Or. en tenant compte de ce que

(a—bY^'z^^-^l^},
il vient

1,;^- F |L../)-/(.r)|^/.r== f |L.(^)-^(^)p^,
^— i *-'--1

^^f ^( • r ) ( ^ -'ï Ç ^n^r^Lc.
M;iis,

> Ç -^-'(.r) 'fx <^z\

•>r\.nW^^^^.(Xi)^(Xk}f. l,(x)i^C}^C

l-^\ /=:l

1 1 ^ /-+-1

I^)^4s^^2y ̂  / l i { . r ) l k { j : )c ïx ==4^ -+ - •2£• Î A2( /Q .
.'""" AiBI

 «-
/

—l

11 en résulte que si la condition précédente est vérifiée, on a, pour
une fonction/(.r) continue,

lim I,y = o.
/i^o

MM. Erdôs et Turân ont montré aussi que si la suite

^ /-4-1
(18) S^)=^ / îî(x)dx

'— */_i
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augmente indéfiniment pour /t->-oo, il existe une fonction
continue g(x) telle que

„+!

(19) l i m s u p ^ | I^(^)—^(. r )p^==-+-x.
M ->> x> »/_ ^

Nous avons tenu à rappeler tous ces résultats pour bien
montrer l'importance de l'étude des sommes (i i), (i4). (16) et (18)
pour la convergence de l'interpolation, de la quadrature et pour
la convergence en moyenne. Ces quantités jouent ici le même rôle
que les constantes de Lebesgué des séries orthogonales. Mais pour
les puissances plus élevées que la seconde, ces sommes cessent
d'avoir cette importance, comme nous allons le voir au cours de
nos recherches.

4. Forte convergence en moyenne. — Nous nous proposons de
rechercher si la propriété de la convergence en moyenne ( i5) peut
être remplacée par une condition plus forte : notamment si, pour
une fonction y (a?), bornée et intégrable, on a encore

(20) l im I ^ = l i m Ç [L,,(/)-/(^ </.r =o.
// ->- x II -> x i7_ .

Nous pouvons démontrer que la forte convergence en moyenne
aura lieu pour toute fonction continue si, pour le système d'ab-
scisses considéré, la somme

il fi n ii

( 2 1 ) A,(/<) =^ ̂  ̂  ̂ \J_ '^WW7-/^)^

l==l ,<-=.l /7==1 V==l ' ~ 1

reste bornée, lorsque n augmente indéfiniment. Mais ce n'est
qu^une condition suffisante, et non nécessaire. Nous trouverons
effectivement que, pour le système T, cette condition est en défaut,
parce qu'une des sommes (21) augmente indéfiniment avec n :

ii n îi

^
S S S ( lîWipWi,^) —h— >O[(IO^H
^—— ^—— ^—— »/ < t/ T —— .T'2\/ï— X ' 2 |
;=1 p==i q=i ' 1

l ^ P ^ ' J

et la forte convergence en .moyenne a lieu, tout de même, pour le
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système T. On peut naturellement poser une condition analogue
à ( i 8 ) :

Si la somme

" /,4-1 " 7l 4-1
S,(n)^j l!(x)dx^^^f n (x } i ï ( x } c l x

(=1 ~1 i=i Â-==l ~'1
/7=/l-

augmente indéfiniment, pour n - > oo, on peut trouver une fonction
continue g{x) telle que

/,-+-!

limsup I [Ln(^)— ^(x)}^dx =-+- oc.
/< >- ac »/_ ^

L'étude de l^expression (21 ) nous a amené à la découverte d'une
propriété très intéressante des fonctions fondamentales relatives
au système T. Nous avons trouvé, en effet, que

/'4-i ^
(22) / l i , ( x ) l i , ( x ' } . . . l i ^ ( x ) ——— =0,J-l ^ / I — ^ 2

où i^ l'a, . . . , i^h représentent un nombre pair d'indices, tous
différents^ choisis parmi i, 2, . . . » /i. Nous appellerons cette
propriété Yorthogonalité d'ordre pair des fonctions fonda-
mentales.

Nous donnerons, dans les paragraphes suivants, un développe-
ment du produit /(( a?) Ik(^) des fonctions fondamentales apparte-
nant au système T en série de polynômes de Tchebychef qui nous
permettra de calculer les quantités

r^1 dx/ lp(x)l,{x)l,\x)l,(x) —==^-1 \ / l — ^ -

(jo, y, r, ^ difTérents ou non). Nous appellerons ces quantités

nombres de Stieltj es d^ ordre supérieur rapportés au poids . .

On trouvera que, contrairement aux nombres de Stieltjes (et
aussi aux nombres de Cotes) simples, qui sont tous positifs, ces
nombres de Stieltjes d'ordre supérieur peuvent prendre des valeurs
négatives.

La méthode employée pour la démonstration de (20) permet de
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démontrer qu'on a, en général,

lim î)r = lim f [L.(/)-/(^)p'^ = o
II -•>- » // >• oc i/_ ^

•pour toute fonction continue f (.^)? si les points fondamentaux de
l'interpolation sont encore ceux de Tchebychef ( ' ).

Nous donnerons, dans le paragraphe 7, la démonstration de ce
théorème.

Un dernier paragraphe contient enfin quelques développements
relatifs à l'interpolation d'Hennite.

I. — Développement du produit li{jc)lk{a').

1. La fonction fondamentale relative aux abscisses -de Tche-
bychef (8) admet le développement suivant ( L ) ) :

ii — i
I 2 f̂̂(23) /^ (cosO) == — -i- ~ ^ c o s / ' 6 ^ . cos/'O (^ == i, ? . , . . . , / / ) .OS/ '0^ . COS/ 'U (^==1, ?., . . . , / / )

/•-=1

Cette formule n'est qu'un cas particulier du développement plus
général que nous allons esquisser en quelques mots.

Soit donnée une fonction/)(J?)^M > o, intégrable dans l'inter-
valle (— i, + i), par exemple. On sait, d'après E. Schmidt, qu'il
existe alors une suite de polynômes (»>,»( .2?), de degré marqué par
l'indice, orlhogonauv à cette fonction-poids p ( ^ ) :

/'+1 / / • , \ = ° pour /fi -^ n,I (o///(^)(o,i(.r)/>(.r)r/^ { , r '
J ' ' 1 ' ( 7 ^ 0 pour m=/i.

Le polynôme (»)/i(^) admet dans l'intervalle ( — i , +1), n zéros
réels et distincts. Supposons encore que ces polynômes sont
normalisés, c'est-à-dire que

Ç ^(.r)p(x)c/x-=i.
i/_ ^

( 1 ) P. ERDOS-E. FELDHEIM, Note des Comptes rendus, t. 203, 1986, p. 913-915.
< 2 ) L. FEJKR, voir note ( 3 ) b, p. 3.



Il est facile de voir qu41 existe une relation de récurrence entre
trois polynômes w(x) successifs
(•24) .r(0,i(.r) = \nWn+l(Jr) -fr- B^CO^(.r) -h \n-lt')^l-ï('r)-

Proposons-nous de calculer la somme
n

(2;-) S,,(.r,0=^(0((0 "((•»•)•
Î'==U

Multiplions les deux membres par ^ — ^. La relation de réccur-
rence (24) donnera

n

(^—S)S,,(.r, 0= V[A,to^i(^)-+-B/oj/(.z-)-hA,-.i(x),-i(^)]to,(0
l==0

/î

—V[A/(OM(;) -+-Bfto,(S)-4-A,-ico,-i(î)]ojK^)
<==u

= A^[co,^i(^)oj,,(;)—o^(.r)co^-n(ç)],
c'est-à-dire

/ ^ \ C / ^\ V f \ ^\ \ Wn+l(^)^n(^)—Wn+îW^n{^)(26) S,<(.r. ;)==^(o,(.r)co,(0=An—————————^-^———————•

C^cst la formule de Christofiel-Darboux.
Or, si l'on prend pour ^ un zéro du polynôme co,i(*r)

e _ /r(^)ç — l r/. »
il vient

S.(^.r,)=-A.(x)7l+i(•rÂ•)w/l(-^=-A.co^l(.r,)^(.^)^(^);
^c — •r ^

d'où
H—ï

(•27) ^.(.r)=— -———r^-———x Y1, ^K^)^^^)*v ' / v / A,tCOn-n(^)co;<(^.) AJ
î==o

On peut donner une autre expression au coefficient du second
membre, qui montre que ce facteur est positif.

Faisons tendre, dans (26), la variable \ vers x. Nous obtenons
la formule de Darboux ( ' )

n

R,,(.r)= S,/(./-, .r)=ytO?(.r)=A^[to,,+i(.r)(o^(^)—to;t(^)û)/i+i(^)];
z=:o

( 1 ) G. DARHOLX, Mémoire sur l'approximation des fonctions de très grands
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d'où

K^(^) ==— A,i(*)n-,-i(^)(i)^(^).
de sorte que

n—i
(27 a) i k ( J r ) -= p-——) ̂  to/(^-)^(^).

Cette formule donne le développement de la fonction fonda-
mentale appartenant aux racines de tout polynôme orthogonal à
un poids positif, et inlégrable.

Ce développement a été employé, sinon sous cette forme
explicite, par plusieurs auteurs.

Si Pou veut appliquer la formule (2^) au système T, il faut
prendre

/^o), (je) = A y ^ cost 6 avec x = cos6 ( i = = i, 2, . . . , / Q ,

t0o( . r )= A /^ .

Alors A/i==-- ? xi,• == (a k — i ) -?t-» et Fon retrouve (a3).
2 2/1

2. Ecrivons Pexpression (28) pour deux indices i et k (diflérents

nombres (Journal de Math. pures et appl.^ 4e série, t. 4, 187^, p. ô-ô; et
377-416).

On peut donner une démonstration directe de cette formule de la façon sui-
vante : écrivons la relation de récurrence (24) sous la forme

^-B^A..10^^,.,01^(*>,.(a7) '-1 (*),(a?)

et dérivons les deux membres. Il vient

_ ^/^t^r——^-^.+l . A ^'r^^r——^r^r-^ .i_A,————^————-4-A,.-,————^———— .
d'où

O2. ( X ) = A,.[u);,-^b),—— td,.^,J — A^-,[(0;. t0,_i—— C»;._ i 10,.]

et

n
^o)^^) = A„[fa)/,^l(^)o)„(^)—ù),((J7)(.)^^(a;)]
f=0

n— 1 ^

+ ̂  ̂ .[^i^.—^r^+i] —^Ar-»L(*>r<i>r-l—«*>'r-l(<)J•
/•==0 7-=l

Ces deux sommes se détruisent, et il reste la formule de Darboux.
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ou non) et faisons leur produit. En tenant compte de la relation

cosrO cossQ = - [cos(/- -+-^) 6 -+- cos(r — s )Q |,

on pourra écrire
fi—i

/ i ( ^ ) l k ( x ) = ̂  -+- ̂  V (cos / -0 / -+- cos r6Â- ) cos / -0
r==l

/i — 1 fi — 1

-+- ̂ V V c o s / - e / c o s 5 e ^ [ c o s ( / - - 4 - ^ ) 0 - + - c o s ( / - — 5 ) 0 j .
r=.i 5=1

Groupons ensemble les termes oùl^irgument est le même multiple
de Ô. On obtient, après quelques transformations,

('zS) / / (cos6)/ / . (cos6)= ^-(cos(4)^(cos6)

^ ̂  (-1^" 2 c;u)cos/>o-4-2 ̂ •cos/-0 !
//•=-> ,.t"! 1

avec

(•-)()) ^ '^ '^^V s i r l 5 e , s i n ( / < — ^ ) 0 ^ .
A' == l

Le coefficient c^ peut se mettre sous la forme
/ • — i

^'x)=^ ; c o s [ / - 6 ^ — . ? ( 0 / - 4 - O A - ) J — c o s [ 7 - 6 x - + 5 ( 0 < — 0 ^ ) j j .

Cette somme se calcule très facilement, et Pon troin e finalement

/ o ^ ,^.) _ sin / 'O/. s i n O / — sin/ 'O/ sin6/-
/' cos 0^.— cos6^

Si i^-k^ on aura
/,'/,-<-) _ /,'M-'
^în—r — °/'

et, comme dans ce cas,
/,(cos0/.)=o,

on aura le développement
-2 n — 2

(3i) / , (cos9)^(cos0)= ^ (-i)^-V c^'cosre ( i ^ Â - )

avec la valeur (3o) des coefficients.
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Si À" ^-= /, il vient

, V • n • / .û - i n r 6 / c o s 8 / — / - c < ) s / - 0 / s i n e /(3-.) ^'/ =^.in,0/Mii(/--.ç)6/ = ———————^———————

j==i
Alors

(^///_,. == c'̂  • ' • -+- // co^ / 'O/ ,
et, connue

^ c o - 0 / ) = = « .
lîi relation (28) donne

(33) /,-'(cos0)= '- -+- > y c o - / - 0 , < - . » - / - 0 — -'- y < l l / ' /cos/•0
// // ^à I I " ^^

avec l^expression (3^) Jes coefticiml^ c / ' .

3. Le développement ( 3.V) permet de retrouver, par une simple

sommation, une formule de M. Fejér ( '), qu*il a obtenue au

moyen de mn triées ortho^onîdes. En k'nîinl comple de ce (pn1

n

^cos/ 'U/=() pour r o,

^1 . . /
\^ sin(/- -+- i ) 0 / V V n >2^ —^r,— "^ ï "h 'Zé ̂  t ' ) / \ "= // pollr r palr-/--=i / . 1 . . . ï . - 1 )

. \ —
î s in ( / - -+- i )0 / Y < V / < > • •V s i n ( / ' -+ - I )o^ ^ v < . \?

Z»à sinO, ~ Z^
f-=l / - ,1
2é —sino;— "2- / ''Zro<" ~ I ) o / 1 -0 pollr ''IInp<llr-

il vieni

// n — \
V , . » / , , ï V< , ï s inr->. / / - - i i07 / / - (co^O ) -= ( -+ - - • 7 PO--> . / -O — ï -^- — ————————
^à n. ^J j>. // -in 0

et
//

/ Q ^ V1 jr., v I I S I U ( - > / / ——— 1 ) 0
( 34 ) ^ ^ ( . r ) = = i — — ^ - — ———:———— .

éHÀ 'in •* n sinO

C'est le résultat de M. Fejér.

( 1 ) L. FI-:JÊH, Bentinimung der jf'ni^en Abszissen eines Intervalles^ fti. (Annuli
délia R. Sruo/a Norm. Sup. di Piaa^ 2e sme. Vol. I, iy3'2, p. 263-*7<)).
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En employant l'identité (5), on peut tirer de (34) la relation
îvant.p •suivante :

n n

w 2 2^)^)=^[-^^-6}
1=1 X-==l-H L ' -J

et l'on en déduit que

<36) ISS^)^) <•
1 /.-^ ;

II. — Orthogonalité des fonctions fondamentales.

1. La relation (3i) montre que

r "f ^(cos0)^-(cos0)r/e==o pour / ^/-,
^u

c'est-à-dire

(^) r ^(^)^.(^)-.^==o ( i ^ k ) .w—\ v i — j e 2

C'est encore une propriété générale, qui est vraie pour toutes les
fonctions fondamentales appartenant aux zéros d'un polynôme
orthogonal.

En effet, si ^n(x) est un polynôme orthogonal par rapport au
poids p{x), positif et intégraMe dans l'intervalle (a, 6), l'expres-
sion (4) des fonctions fondamentales donne

wlk(x^ ^(^^.(^^^^.r-^)^^
= C(.r—a-i)(^—.r2)...(a?—^._i)(,c—^^,)._

X (X — Xk-Y) (X — .r^+i) . . . (./• — ./•„ )Wn (X).

Le facteur de ^n {x) est un polynôme de degré 71—2, qu'on désigne
par Qn-2(^*) : alors

^ „&
(38) / li(a;)lk(x)p{x)dx= 1 (în-î(jC)^n(y)p(x)cl3:=H,

^a ^ a

d'après l'hypothèse de l^orthogonalité.
Cette relation (38) n'est vraie que pour des indices / et k diffé-
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reots. Par exemple, pour les abscisses de Tchebychef,

/l-+-l ,o , dx T:
/ l ï { x } --———== - - ,

•/-l ^ I—J- 2 /l

qu'on peut trouver de différentes manières, et qui se déduit immé-
diatement du développement (33).

La relation (38) résulte d'ailleurs directement du développe-
ment (27) ou (27 a). Cette dernière formule donne aussi, en
général, que

r1' r 6 i i/ l'f(^)p{^)dx= f li { x ) p ( J T ) dx =————- ^—————,
Ja J a t\n{J'i)

^tO;2 (./•,)

les Ur(^) étant orthonormés à p(x).

2. Le développement (3i) permet encore d^établir d'autres
propriétés intéressantes de ces fonctions fondamentales.

Considérons quatre points fondamentaux différents entre eux^
Xi^ Xk^ Xp^ x,^ II est très facile à déduire de (3i) que

_ 2/t — 2

(39) Ç /,^.^/^cos0)6/0 = —— ( —iy-^-+-/—/ V c;/^-)^/v/)
*'c ^ ̂  ^1^

( i ^ k ^ p ^ q } .

En remplaçant les coefficients c^'71 et c^^ par leurs expres-
sions (3o), un calcul simple donnera que

•in—î

^c,^c^=o,

de sorte que, pour le système T, on aura encore orthogonalité
(Tordre quatre :

/ +1 rîr
(40) l i ( x } l k ( x } î p ( x ^ l . ( x } .___ =0 (i^- k ^ p ^ q } .

-i ^ / i — x ^

lien sera de même pour le produit de six fonctions fondamentales,
d^indices diflérents. Un calcul facile donne que

în—2 r—î

f ^W/^A^ == ̂  (-lY^^^^^ ̂  ^c^^'^c^.
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Les résultats précédents permettent d'établir que Pon a
y+1 cix

(40 / l i ^ x ) l i , ( x ) l i , { x ' ) l i , { . r } l i . ( x } l i , ( x ) —=== =o,
J-^ v /1—.r- 2

pour 7i ̂  6, et ^ 7^ ̂  7^ ^ 7^ ^ ̂  z's 7^ /e-

III. — Orthogonalité d'ordre'pair.

1. Les résultats du paragraphe précédent suggèrent ridée de
rechercher si cette propriété d'orlhogonalité n'ait lieu pour tous
les produits d'un nombre pair de fonctions fondamentales appar-
tenant à des abscisses de Tchebychef différentes entre elles. Nous
avons trouvé le

THÉORÈME I. — Les fonctions fondamentales relatives aux
abscisses de Tchebychef toutes différentes

xi^ «r^ • • • ? «r .̂

vérifient la relation

^-M dx
1 l i ^ X ) l i ^ X ) . . . l,^(3T ) , , = 0.

^-i V I — - r 2

On peut écrire, en effet, en tenant compte de (4)« qne

y , , _C———————f^^)^_________i^. . . ̂ ,-0 ̂ _^^^_^^^^_^^

= Ci(^ — X r , ) { j r — Xi^ ). .. (.r — ^/•„_,^.)co;i/l-l (^),

où ̂ . ̂ .. . ., x,^_^ désignent les n — ik points fondamentaux
restants, C et Ci sont des constantes.

Dans le cas qui nous occupe
t.ûn(s') = cos/i6 avec .r==cos6,

et nous pouvons écrire les développements suivants :

(42) co^-'f.zQ^cos^--^)

= aiCos(2Â' — i)n Q -+• a^cos(ïk— 3)nQ -h .. .-h fîîk—i cos/iô
et

(43) (cos6 —cos0,.,)(cos6—cos6,^).. .<cos0 —cos6/^_^.)

= COS71-^^ + piCOS^^^-^ -h. . .-+- ^,/_2/—iCOSe -t- p,,-2<-

== ^o cos( /i — 2 À•) 6 -+- bi cos( /? — 2 À — 1)6-1-...
-1- 6/(_2^—iCOs6 -+- bn-îk^
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Alors

f.
7:

//,//,... /^(cos(nrf0
/-i //-•^-

= C, V ^«•2r+i^ / r o s ( 2 Â — 2 r — i ) / / O c o s ( / < — i > Â - — . ^ 0 < / 0 .

Les arguments des facteurs de la quantité à intégrer ne pouvant
devenir égaux, il en résulte que le second membre est toujours
nul, et Fon a bien

(44 ) ^1^... )/^)...^.^-==^=<» (^ -^ ^ • • • • [ ? ] )

pour des points fondamentaux de Tchebychef tous différents. Ce
résultat contient donc ceux du paragraphe précédent.

Il serait intéressant de chercher s'il existe d'autres systèmes de
points fondamentaux jouissant de la propriété que les fonctions
fondamentales correspondantes vérifient l'orthogonalité d'ordre
supérieur.

Condition suffisante pour Uortiiogoluilit^ durdre pair. — II
suffit pour Forthogonallté d'ordre ' ^ k que le développement de
ût)^~'(a*) suivant les différents polynômes orthogonaux w,(x) ne
commence que par (»),,—.j^< (x) :
(45) t^2/"1 ("c) = ai0)/<-^.-n(.r ) -r- a^.)^ -^-4-2^^ ) -»-. ..

-t- 3l2^(w-+-l)—27»Wn(2X•-^ (• / ' »•

Remarquons que le polynôme de Tchebychef de seconde espèce
-. , sinC// -t-1 lu .
U,,( .r) == —————— avec .r = cosO,

sinB

ainsi que le polynôme de Legendre P,((.T) ne vérifient pas celle
condition (45) si À' > i.

2. Nous pouvons montrer que Forthogonalité d^ordre impair
ne se produit en général pas, même pour les abscisses de Tchebychef.
Prenons, en effet, 2 A- + i points (8), tous différents :

^•/•p «^ • - • ' ^i^-r
Pour ces points, on a

, , , _ . _______^^(^_______^ ̂  • . • ^^-, - (- ̂ . _ ^.^,, ̂  _ ̂  ^ ^ ^ ̂  _ ̂ ^

= Ci ( j C — Xr,) (JC — r̂./> . . • < ̂  — ^^-,t- ,HO?/(^;,
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où a^, x,^. . ., ^_,^ désignent encore les points fondamentaux

restants. Mais ici

CO2/1 ( X ) == COS'2^' /^ 0 = C<o COS 2 / 71 0 -»- rt2 COS ( 2 À —- 2 ) /< 6 + . . .

-+-rt.2/-—2COS2/? 0-t-c/.j/.,

avec
( 2 Â - ) !

----ïr^y.
et
( cosO — cos 6,. J( cos 6 — cos 6,.j. . . ( c o s O —cosO,^ ^_ J

= 6oCOS(/t—2Â-—l)0-(-^iCOS(/^—2Â—2)0-4-. . . -+-6, ,—^_:>COSO-4-6, ,- : : /—i,

de sorte que

(46) ^ l(,li,... /^( cosO) 6/6 = Ci^a,^,,...,/._,,

a^ étant toujours différent de o, cette intégrale ne peut s'annuler
que si bn--îk-\ == o et, en général, cela ne se réalise pas.

3. Il faut encore considérer le cas où les points fondamentaux
ne correspondent pas à une même valeur de n. Prenons, par
exemple, les zéros x^ et ̂  de T,»(^) et T,,0) respectivement
avec m -^- n. Le développement (23) permet de montrer très sim-
plement que, dans ce cas, Forthogonalité d^ordre deux n^est plus
toujours vérifiée.

Si m>/î,

r^
/ ^m ) ( cos O)^ ces 0)^9

^0
n— i

= ^n -^ ̂  2[cos7•(8lt""+ e!ft>)) + ̂ '-(^- ̂ )]-
r==.l

En effectuant la sommation, on aura

(47) r^w^ -dj— - ̂  ( D- cos^^)sin6^),
^-i t v / / > v / ^/TZ-^ï mn ) cos e^- cos 0^

où /n>7i, et
QW-- (2^ -1)^ Q;^:_ (2Â-- I )^

/ 2m /> 2^

On voit donc que le second membre n^est pas toujours nul, si
LXV. 2
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m -^ n, mais il existe des valeurs particulières de/, pour lesquelles

cos/zO^^o,

pourvu que m soit un multiple impair de n.
Si

m = ( 2 ^ — i ) / / (0115^1)
et

i = p ( ' Î S — l ) ^ S (P=Ï, 2, . . . , 7 2 — 1 ) ,
on aura

û(mi 20-4-1
COS 61- = COS -1——— 7: == 0,

2

et Pon a bien, pour ce cas,

/^^(^^(^-^^o.
^-i ^i—.r'2

IV. — Calcul des nombres de Stieltjes d'ordre supérieur.

Avant d'entreprendre la démonstration du théorème sur la forte
convergence en moyenne, signalé dans Fintroduction, nous effec-
tuerons des calculs auxiliaires, nécessaires pour la suite.

1. Nous avons déjà indiqué que

r^
/ ^^(cosOWO =o ( i ^ k - ^ p - ^ q ) .

^o

Le développement (3i) permet encore de trouver les résultats
suivants :

- 2 n — 2

f /^rfe=^(-i)/^^c^M' (i^p^q),

- ïn—î

y /3 ̂ rfe = ̂  (-1 )'+-? ̂  c;,',"4',?' ((- ̂  y),
r=2

7: • 2 / < — 2

F /?/^0=-^-t-^cose.cosô,,-}-" V c^^c^î {i^P\J^ ' n^ n'1 • ' 2/i4 Â^ 1 t v T-^/?
7'=2

^ 2 7 1 — 2 • 2 « — 2 2 n — 2

f /^O = -^ -h '̂  y cos^-6,-4- 2" y c^^cosr6,-h -î- Y (cî '))9-.
JQ /<2 / î '2 ^J n3 ̂  f ïn^ ÀuA v / 7
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On peut encore signaler les formules suivantes, quoiqu'elles ne

nous serviront pas :
'7: n~l

Ç l, /,, ̂  </6 == ̂  ( - i y^ ̂  d,W cos r e< (.1 ̂ p^q\

-. /f — i
/^?^=^^ ^^^cosre,

Dans toutes ces relations, les coefficients Cr sont donnés par les
expressions (3o) et (3a). En effectuant les sommations indiquées,
nous trouverons

(43) /•^^^^^^(-x^^^e.-c^^-cosQ,)

( i ^ P ^ q ) ,

«„ ^ ,̂,,,,.̂ ,̂̂ ^Sl̂ îîî!̂ ^
^'^^)<

/ - \ / " / a / o /n ^ sin-2 6,-(-sin'^e,,(.0) ^ ^^^-^(^e.-cose^

-4^ . ̂ "e^—o1^; "^ ^'^^^
) sin2 ———L- sin2 ———L-1
( 2 2 l

(5i) r^^-^^—i—çr-1^)'
«/, ^n ^/l \sm Qi ^ 1

On a encore

(52) f^W^- ^(-^^^cose.-co^^To^-cosej
+-!L(_iy^ _____sin9^i^e7_____

in9' (cos 8;— cos6^) (cos6y—cos 6^)

^ L̂. < _ i)̂  _______g1116^111^_______
2/1'^ (cosQi— cos6y) (cos6^—cos 6^)

(/^p^).

(Ceci prouve que l'orthogonalité d^ordre 3 n'existe pas entre les
fonctions fondamentales relatives aux abscisses de Tchebychef.)

Ajoutons enfin

(53) F z?^9 = ̂  + J- (———— - ï} •*/> 4'1 27^ 3 \2Sln 20^ /
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2. Nous aurons besoin de la somme des modules de toutes ces
intégrales, pour les différentes valeurs possibles des indices. Il est
assez simple de donner des formules exactes pour les sommes posi-
tives (5o), (5i) et aussi pour (53), tandis que pour la somme du
module de (48) et (49) nous ne ferons qu'une évaluation asymp-
totique. Ces derniers calculs seront développés dans le paragraphe
suivant.

La formule (5o) donne immédiatement que

s^ f . " ' 1 "rit-»
<=1 />=!

H i—\ii i—\

T^^L ^
\ 1

t/t3^ ^sin^^-0 sin^1-^^ n 2 n

-i(—^/,=i+i\ sin2——-
n(n—î).( i - ^ -p - î ) ^ ^ ( p — i ) n -,,î3

^'^ sln"——ÎTi—— sln .,„
il

( Le signe ^/ désigne, comme partout dans la suite, que la som-
p=\

mation n'est étendue qu'aux valeurs de p différentes de /, indice

de la sommation suivante. ) Alors

<'<> 2; Ïf'w ^i^v v' r/^/e= - y în^-l-.é^^ ^ ̂ sm^
r.(n-i)JLV^

\n^ ̂  .4/ l 3 J-J . , v : ( ï i — i ) in'1(—1 sin2 —^————'-
in

r: / c c/ x 7:(n—i)
: =47Ï3 { S / ^ -S / ^ ) - -^———5

ou

S - V tln~iin — î
r^i
in

sn^ L —ïî
(=1 sin2

et

1 1 = 2â . , 7 : ( l i — l } == ̂  SÏE
S;,= . , ^ ( 2 ^ — 1 ) ^sin^ô,

-lsln'2——7— -1
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Là somme S'̂  se calcule très aisément. En nous rappelant que
cos0(== Xi, on a

s;< =2 T~^ = ̂  [r^T, - ̂ —^\ •
Mai s

»
w,, ( .c ) = T,, ( .r) = •2"-« TT ( .r — a;;),

donc

v ' =T^1) „, v ' - T«(-l)
^il-.c, T,.(i) • • ^-i-.r. - ï,.(-i)'

Or,
T«(i)=i, T,(-i) =(-!)"; T;.(i)=n«, T;, (-i)=(-i)'>-in-

de sorte que
irT;,(i) T;,(-.)I

"•"ilT^,) T,,(-i)J -71"'

<-> i^—
/=1

Remarquons que

smTo;^0)'

^(.2?) étant le ((facteur linéaire caractéristique » de Finterpola-
tion (THermite ( 1 ). Diaprés le résultat de M. Fejér (2), on a

//
^p,,(^)=^,
/=3l

qui donne, sans calcul, la valeur de S',,.
Passons maintenant au calcul de S^. Il est immédiat que

2ft—\ 2 / 1 — 1
ç _ V in—i ^ i
" ~ 2< ~~^= 2^ ~1Tr
- sln-^ 7:=l SIn2^

( 1 ) Voir le paragraphe 8, p. 36.
La relation (55) est d'ailleurs démontrée, par une méthode tout à fait diffé-

rente dans M. RIESZ, Eine trigonometrische Interpolations formel^ etc. (Jahres-
bericht der d. Math. Vereinig^ t. 23, 1914? p. 354).

( 2 ) L. FEJKR, Uber einige Identitaten der Interpolâtions théorie^ etc. (Acta
Szeged, t. 5, 1932, p. i45-i53).
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d'où

2 ^ — 1 2 îl - 1^ i n v1 r l ï ^
^^l——^ll l———^-—————.7 •1=1 sln2^ - L1-'08^ -^-^^J

Considérons alors le polynôme

^-.(-9)= ̂  = .2'-1 n^0—5^)'
d'où

Î 7 Î — 1
V I ^ ^^,-1(1) ^ ^nfi—\
^ ^cos^"112-1^ 3

2^

et
2 ^ — 1

2 i _ U ^ > - i ( — i ) ^ _ 4^—t
^z- t-.n-i(—l) 3 î

,-, — I — C O S — — v /

9.n
et ainsi

271—1

/^\ <•; V ïn~i ^(4^'2—I)(56) S.= ̂  ——^. = ———3——.
î = j sln2^

La formule (54) donne enfin que

<w iiy'"^'"'-;^'-"-
t=l /?=!

Cette somme reste bornée pour n —>- oo :

nmV yY^^i.
"^—"^

La connaissance de S,, permet d'écrire simplement la somme de
(5 i )e t (53) :

n
Y^ F k » l »n 2 ̂  ^ 3C I I ;:

(58) 2^ ^--T^--^
1=1

o,) ^F^-^.^-^,.
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Ces deux sommes sont encore bornées lorsque n augmente indéfi-
niment.

Il est très facile de montrer que S^ suffit aussi pour le calcul de
(57). Effectuons la première sommation (par rapport àjo) sous le

signe f • La relation (34) donne

" " . r

(60) 2 2/ lîl^
i=l /^==1 °

^/"'.•(-^-.ï-^r^-'.')^

-(-W'^-ij:'^'
1=1 /•==! "

+-LV r,^in(^-.)0
•27i AJ JQ l sin6

On sait que

/ „ y /^sinmO . _ ( o pour w pair,
^/y sin6 ( 7: pour /n impair;

donc, en tenant compte de (33), (3a) et (53), on aura

r^^Miii^d^^^y^^^^
JQ s inO n n2^ -r n^ sin^, n2

et
n 7./c~\ V F ^ s i n (2 /? -—1)6 - 7:(62), ^. li———————dQ=ï^—-.AJ J^ sin6 n

En remplaçant le second membre de (60) par les expressions
que nous venons de calculer, nous retrouvons la valeur de (57).

La sommation sous le signe f donne aussi la valeur de la somme

de (48) et (49)» que nous indiquerons pour être complet, bien
quelle ne nous servira pas dans la suite. En employant Pidentité
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(5), il vient

i i;'i;".A'w>
/=.-:l /» - l y - 1 * °

" H _

=2 2/ "/?//,(i-/;-//,)</o
(=1 />=:! "

^y ^'/;!(I-/,we-y y r'/^/o-y /"'/?(,_/,),/o
^- 0 '̂ ^ " „ - • » <^ -0

/l r T" "• r ~i n " —= y r " /;' </o - •>. r" /? (/o + r i\ M -y y' ( " ci rj, M,^ [ - v u Jtt Ju -1 1-1 ^-i17»
de sorte que, en nous reportant aux formules (07), (,">8) et (09),
nous pouvons écrirf

^ i i' i'jf"/^^^" =- ;:(/'-;y-^•
/ - 1 p --1 -/ - - 1

Do la môme façon,

v v F1^^^ r^o-^^vr f'/^e-r^^l;^^Jo ^Jo ^L^ ^ J

d'où

ISjf'i'.-*-"''-,^-5'-

V. — Évaluation asymptotique de la somme du module de (48) et (49).

1. On verra facilement que la formule (48) peut s'écrire de la
manière suivante :

(48<Q f fVp^^=^l',{^)l',^i) ( { ^ p ^ q ^

où les dérivations sont faites par rapport à ô.



2o

Cette formule est équivalente à

(.86) /^ /?(.)//,(.)/,^)^^=^(,_.,^/;,(,,)^(,,)

<^P^'l)-

où les dérivations se rapportent à ;c.|
Alors

ii'ï|.A^»
/==! //==! y=l 1 0

- // // ' ( // • )
=^^ S i^o / ) j ^i7^^—^^0/);-:^^)!^=.̂  s'^^ii-^sï7/^9"-•>//:'^dj^J ' / '

/ - « f / < = - i 2/ / 3 ̂  ̂  /'
/ - ; 1 f)=\

Mais. d'après le développement (a3), on a
/< — i

^(°/)==— :- ^rcosrO^sinrO/;

d'où

^/;?(e/)==^^^sin--'/-e,

et

V V/;;J(o/)=V,..= ^(^^—^/i+i)

D'autre part,

donc

V V/;.<o,)=

/;.(0,)== ^ c o t O / ;

/? f a // ï — 3 /i -r-1 ) i
^COt-^

/==!

= n^lltî~~ 3n -t- ̂  _ ! 'V / i \
6 ~ 4^Viin^;~~1^
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On en déduit en tenant compte de (55) que

n n
v v^ ^ r-'re-)^ n(^nî—^n-^ 1 > ) ^ A i ( / ? — i ) ( 4 ^ — - ) )
-—J -—J // ! 1 2 1-2
/•==! /^=l

En comparant ce résultat avec (07), nous voyons que

(5oa) f^?^^^^ [^(^)^-^(M,
»/' ""'

relation assez remarquable.

Alors
/ i ii iiss's'IA^9

/=i /,=i </=i' u

= JLvSv^^e.^ii'2 ^^- i ) (4^-3)
n f ii

^ JLV^V'7,
2^3 ̂ ) ̂  1 '/-

/^l v^==l
2^2^^1^ ( o t ) l^ -——————Ï4^——————•

II nous reste encore à évaluer le premier terme du second membre,
lorsque n augmente indéfiniment.

En faisant usage de l'inégalité de Cauchy
1 1 / //

Vap^fV^-Z^ l ^a, \ (ai>o),

nous pouvons écrire que

Or,

" » 1 2 l H 1 1 \ï

SÏ'^6-)' ^JSÏ'^i-
^'=1 P^\ ' \ i=\ /)=[ )

^-cos^e, (^/')-
En remarquant que

( c o s e . — c o s c ) 2 — (—— s m y ——)==cose ,coso—i<o
do \ cos6 t—coss / 1 =

et
( cosy — cos6,)2 — (——— s l n ? ..,)= i — cos6;cos? >o,c/c \coso — cosQi)/ ' = ?

on voit que la fonction | l'^(ôi) [ varie toujours dans le même sens.
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II est donc permis décrire révaluation suivante :
i-ï

sinôr sin6,n2iw-)i=2 Vcos 6^,—cos6t ^ cos6i—cos 6,,
^=1 p=i+ip=i

d^ù

sinç
î':f^ ^ft.

sin 9 n
————;- rf? -+- —/- n 1/ ? - ( - - !

;T ^ft. .
-,^~^JQ cosç—cosOi 1 î1 Je. cosO^—cos;

^ ri . ^ t . ÎT ( l —— 1 ) . . 7: ( i —— 1 ) . 7:= - Log2 sin — sin .————' — Log2 sin ———— sm —
?; L 'în ïn ri 2n

. îî t" ^ ( <* — i ') , . ^ i . ^ l-h Log2 cos — cos ————- — Log2 sin — sin —ï/ij
. 251-]sin —2nJ

2^ 2/1 ° /l 2/lJ

Tir , . 7:1 . TC( t - l ) - , . ^l . 3 T ( t — — l ) . 27ï1= - Logsin—sin————- —Log4 sin— sin ————'- sin —
^ L /l /î n n 27iJ

2 7i . ^ in n==— "r1'0^28111^ ̂  "r og;5

V ( V i /' / f l \ i \ ï ^nk (\ 7^\2 4 ^ 3 / , ^\2
^j^l^(e.)l ^-^.^log^^ =-^(iog^^

et, enfin,(65) i ïïl r^^^^6 ^(log^^oc).^J
/==! /?=! <7=il'
-^^ ^^ •̂ ™ | c/o '" \ ^ /

2. Nous démontrons maintenant que la somme du module de
Fintégrale (4o) tend, au contraire, vers une limite finie pour n -> oo.
Une simple transformation de la formule (4?) donne

r-.1m ̂ /e= —r-iy^5-^
' i6/i3 / <{ s inOî sin2 «l̂ ^ sin.0!-9,

"î ^ ..n.6'-9» '

d'où
/t n ,

S Ï /'•".-
^=1 y==i 1 w

n 71
^ ^ y y'

<re

6 sin8, / i i

ine^in^--6'/ (si^9^^ ' sin'?'-0-/
2 \ 2 -2



— -28
On tire alors de (55) et (56) que

2^-
A sin2

____ _______\—^ g, _ f i ( n — i ) ( ^ n - ^ - î }
^"^"" . ..^—0. ^^-^—————3—————•sin-

D^autre part,
H n n i-\ s in /0 (— '—(!-} /'-t ^- 'sinfo,-+-^^
V V " f / =V V \ /l / ^ \' \ » /
^ ̂  ^ ; — ^ , , Â » à ^ T.q ^^ ^à\ . , . r.a
f=i 7==i sinO^-sin2 ———'- ,^î y^i sinOf sin2 —2- /==! y^î sinO^sin2—^-

Or,

2
/ /=lCOS- 2

< •2 71
——^(
,9 r' 7' ^ T.

T. ( n - 1 )
2/1 a;^-

cos1-/'
2 /î

2 /l

•2 /Z

fl( C O t •

2 //

1__\
/t . 7: Isin — /

^/
2 /A fl . 7:sin -

/t,

2 /î , ^ 2 n2 2 /l . 2 /<-+- -^- lo? tang ̂  ̂  -̂ - - -^ log ^-.

II en résulte que

(66) ^ È'I/^?^sîA^9^-0^'̂ '̂  '̂ "'̂  ^ o1 = 1 fj^ l •

donc reste bornée lorsque 71 augmente indéfiniment.

VI. — La forte convergence en moyenne.

Considérons maintenant une fonction /(^) continue, mais à part
cela quelconque. Diaprés Weierstrass, à chaque s > o aussi pelit
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qu'on le veut, on peul faire correspondre un polynôme ^(a?), de
degré au plus égal à n. — i , tel que si Pon fait

/( ./• ) — o (' x ) = A( x ;,
on ait

| A i ^ & pour ; x \ ̂  i.

Il résulte des propriétés élémentaires de la fonction L,,(/), dont
on a déjà fait usage dans le n° 3, de l'introduction, que

L / / ( / ) — / ( ji-} = L n ( A ; ) — A ( . z , ' ) ,
de sorte que

( [L.(/)-/(.z-)p dj' = F '[L/^A)-A(\r)p-=^.
^— i y7 1 — 'i''1 ^-1 V ! — •r'2

En appliquant encore l'inégalité

«/ — 6»^8(( r / 4 -^ 64) ,
on aura

/•+1 ^!„= / [L,f/)-/.(\r)]»
J-\ \,\—^

o rlL„,A).-A^+» r'^/)—^.
^-1 v i — ./'2 -/-1 v i — x'1

Pour la démonstration de la convergence, il suffit d^établir que
l'intégrale

r1^^ ^_j-i ^i—.^
est bornée lorsque n->ao. Or,

n n

Ln ( A ) = ̂  A( ̂ , ) Z, ( ./• ) = ̂  A, lc\
i=i . .=1

donc
H H II II

f L,,(A)tcTO=^ ̂  ̂  ̂  A, A, A/, A,, y lthl,l,dQ
0 t=l A-==l /?=! V=:l 0

/< W W .̂ 1 1

^'S Ï ̂ ^^^f^ipi^^-^f'iï^
f==1 ^-=1 /»=! 1) 1=1 u

il H _ u n

+6^ ^'^A^"/?^.rfe+4^ ^'A?A^f'/, ' /*</e.
(=t <•=! " 1=1 A=l "
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C^est seul le premier lerme du second membre qu^il importe
d^étudier, les sommes des nombres de Stieltjes d^ordre supérieur
figurant dans les autres termes étant toutes bornées, en module,
comme nous Pavons montré dans les paragraphes 4 et S.

Alors
// // n

(69) f L,.(A)*^e<i2 V V ' V\»ApA, f't\lpl,d^ -i-Cis*,
•7" Î=Ï P=I ^=1 Jtt

G) étant une constante indépendante de n,.
Considérons, d'après une remarque de M. Erdôs, la somme

— ^
K»=>,A? / l'î^nW-d^

' ,'=? >/0

qui peut s'écrire de la manière suivante :

=VA? /"'^rfe+aV V'^A3, f ' i î l ï
S •"' ,=1 ;=, t/»

K,,=>A,* \ /,*rf8+-2
< == l /? •=: 1

/< " , ^

^ ^A?A^ ^^f/^e-4-2
/•==! /?=:! l 0 /=:i ^==1 ^=:i

/< ^ i ) n n ^+ -^ 2A? A/' //'3 ̂ rfe ̂ 2 2 s ï^A/' ̂ ''y/7> f/'/"</0;
d'où

^ /t /»

(70) ^ ^ ̂  ̂ \ï^\,r/ïlpl,dQ ^6K,+C,£*,
l=l /,=.l y=l 0

€2 étant une autre constante.
Mais, pour les abscisses de Tchebychef,

donc

^^(^)^2;

fi

f L„(A)t-rfe=•^';;yA?,K,,<2£2 / L
i/o —^

et ainsi
Kn<l7:^.

(69) et (70) donnent alors que

r "/ L „ ( A ) 4 ^ e ^ ( C l - ^ C 2 - + - 2 T C ) e t
^0
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ou

r^( 7 1 ) / WA)^e<c^,
^o

où G est une constante indépendante de n,

r^ r7'In^S Ln(^de-+-S I A*< r /e^8C6 î -+-8^£ 4 =8(C-^-^ )çS
^O ^0

de sorte que

(72) Hrn !„= o.
/(> <x

Or,

"< r\^f)-f(^dx<, r\Ln(f)^f^)Y-^=',
^-1 •/-1 ^/I--^2

d^où le

THÉORÈME II. — La forte convergente en moyenne

(73) lim I^=inn /^ [L^/') - A^)P ̂  = "
/i > oc n > » ̂ __ ^

du polynôme d^ interpolation de Lagrange des fonctions conti-
nues sera vérifiée, si les points fondamentaux de l'interpola-
tion appartiennent au système T.

Cette démonstration contient trois éléments essentiels :

1. La convergence en moyenne

„-+-!
lim F,2^ lim / [L,,(/)—/(^)J-^=o,.

n •>- oo /< •>- oc »/_ ^

qui est vraie pour les points fondamentaux formés par les zéros
de tout polynôme orthogonal par rapport à un poids p(^) > M > o
(et encore pour des systèmes de points plus généraux);

2. L/évaluation
n

^(•^2,

<=1

des fonctions fondamentales provenant de M. Fejôr;
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3. L/orthogonalité d'ordre 4 des fonctions fondamentales.

Nous ne connaissons pas d'autres systèmes de points que celui
de Tchebychef, pour lesquels la troisième de ces conditions soit
vérifiée. Mais nous pouvons énoncer encore le

THÉORÈME III. — On a, pour toute fonction continue f {je)

^ F [M/)--/^)]4^^
/I > •X: ^/ ,

si les points fondamentaux sont les n zéros du polynôme ^n(x)
orthogonal par rapport au poids p{x) > M > o, intègrable dans
l9 intervalle (— i, 4- i), et si l ' o n a

i i
(a) 7 ï ' f ( - f ' } - Ci (constante indépendante de / / ) ,

:',//

(b) co;i(^)= V a/,(.)/.(A^.
/:=„// -:;

Cette dernière condition (suffisante pourl'orthogonalité d'ordre 4)
n'est pas nécessaire. Il suffit que

// ft ii i i

2 2 S S .F l•l^pf^{J•)d•'• <c<'
/ 7: k / p ; il

ou même que la quantité
// // it n

S S S S^'^'/^/ f i i i k i p î ^ p ^ ' ) ^
•"". /'— _- 'a_ v

 —l

i^/ft^qq~~l

soit bornée. On peut montrer qu'elle prend sa valeur maximum dans
le cas où tous les yi sont. en valeur absolue, égaux à l'unité ( ' ) .
Il faut donc que

^ ^ ^L ^^•£^£7 / i i i k i p i . f p ( ^ ' ) f i ^ ' <c:î

(1 ) Cette remarque est due M. Erdôs.
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(Ça == constante absolue), pour n —»- oo, et pour £i== ± 1, indiffé-
remment pour tous les indices i(i== i , 2, . . ., 7i).

Pour les polynômes de Jacobi Jn(a. (3, a?), si — i ^ a ^ o ,
— i ^ P ^ o , les conditions i° et 2° sont vérifiées. Pour ce qui
est de la condition 3°, nous espérons y revenir prochainement dans
une autre publication (^.). Nous reviendrons également au cas où
f(x) est bornée et intégrable au sens de Riemann.

/,-+-.!

VII. — Convergence des intégrales 1;?^= / [L^(/)—/(.c)p^/.y (2).
^—i

Nous démontrons le

THÉORÈME IV. — On a

(74) lim f^[L.(/)--/(^)]^—^lim / rW/')-/^)^——^— =o,
• a?2// >- oo J_ . U I —— ;

pour toute fonction continue f{x') et pour les abscisses de
Tchebychef.

La convergence des intégrales P,2'' s^en déduit immédiatement.
II suffit alors de prouver que

-r"-'/"-^
reste bornée pour n -> oo.

Or,

(75) H»= ^ ^^..^^•••^f' W-.-lî:^
y.i-+- a2+...+ a,=2r

où Z désigne une somme multiple : le nombre des sommations est
indiqué par le nombre des indices î. yjç = f {^k), ̂ valeur de la fonc-
tion/(.r) pour le point fondamental x/,.

( 1 ) Nous donnerons, dans un travail ultérieur, intitulé: Quelques recherches
sur V interpolation de Lagrange et difformité par la méthode du développe-
ment des fonctions fondamentales, des développements analogues à ceux du
présent Mémoire, pour le polynôme de Tchebychef de second type l ~,,{x) ( qu i

est le polynôme de Jacobi de paramètres a == jà = -)•
( 2 ) Nous reproduirons ici la démonstration donnée dans la Note citée sous (1),

p. 8.
LXV. 3
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Nous procéderons par une double induction. On sait, comme
nous Pavons signalé dans Pintroduction, que le théorème est vrai
pour r== i, et nous venons de démontrer qu'il en est ainsi pour
r == 2. Supposons qu^il en est ainsi pour toute valeur de Pexposant
^ 2 r — 2 , et démontrons qu'il reste encore vérifié pour ar
( r désigne une valeur fixe > 2 ).

Le fait que
lim r,? î = = o

n->- ao

permet de conclure que

/^
(76) / \^n(f)—f(x)\dQ-^o pour ^-^00 (i),

•A)

et Pon tire de Phypothèse
^

y L/ï(y)2r—2^9 < Ci (constante indépendante de /i),
^o

et de (76), que Pon a

(77) . f iM/)i*rfe<^
~'o

pour toute valeur de /r, comprise entre i et 27' — a.
Il reste alors à montrer que tous les termes de la somme (7^))

sont bornés. Nous le ferons encore par induction relativement au
nombre s des exposants a^.. Si s = i, on a le terme

H. =2^ f lîr

k=i l/u
H.=y,rr C IVd^

Mais, diaprés un résultat déjà employé,

^(^2,

et tous les yk étant uniformément bornés, il en sera de même de H^.
En désignant par s un nombre fixe ^> i, supposons que les termes
qui correspondent à des valeurs au plus égales à s — i sont tous
bornés, et passons à la valeur suivante s.

( l ) Consulter le Mémoire cité note (3), p. 4-
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Considérons F expression

^jfY^^yi^^-fi^^ rf6

/ V==i

=rrw/)^fy^^
^o \ ~^~

<A=1

^ ' n \ j3 , / /î \p,,

2>^ ... 2>r^r) ^
sA=l\A=l

où P< est le nombre des ik qui sont égaux à i , (^ îe nombre de ceux
qui sont égaux à 2, et ainsi de suite.

r^Cette expression est bornée, parce que f Lre(/)[^ûtô l'est à
t/» ' •

cause de (77) et les sommes qui y figurent sont aussi bornées (1).
Le premier membre contient, après avoir effectué les multiplica-
tions, le terme général de H^, el d^autres termes, pour lesquels le
nombre des exposants a^ est plus petit que s. Ces derniers, en vertu
de l'induction, sont bornés, donc on aura ce même résultat pour
le terme général de Hn. Le dernier terme de (75), où tous les oc-k
sont égaux à i, est égal à

2r ' Sy ,̂ • • • yi.r f ^ ̂  • • * ̂  ̂ ft,
'—— */o

c^est-à-dire nul, diaprés l'orthogonalité (44)'
Nous avons donc démontré que

Hn== Ç LnC/)^^
*^n

est borné si n augmente indéfiniment.
Un raisonnement connu, et employé à plusieurs reprises dans

les paragraphes précédents, permet d'en déduire alors que

r ^ ' rfv
/ [Ln(/)-/(^)]^—==.-^o, pour n->oo,

^—1 ^ l — .C2

(1) On

^^•(^)^2, ^11{X) ^2^2 ; . . . ,

*=1 t=l

^lmW ^ €„ (constante indépendante de n).
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et aussi que

l im]^)==l im f '[L,(/)-/(.c)p^ = o,
n •>- oo n ->- ao »/_ ^ .

pour les points fondamentaux de Tchebychef donnés par (8).

VIII. — Quelques développements relatifs aux fonctions fondamentales
de l'interpolation d'Hermite.

La formule d'interpolation d'Hermite définit un polynôme de
degré-au plus égal à 271—i , qui prend les valeurs données y<,
ya,. . ., yn, aux points d^abscisses distinctes x\, a^? • • • ? Xn-, tandis
que sa dérivée prend, aux mêmes points, les valeurs prescrites
y\ '> y^ • • • ? Vn:

n n

(79) X,(^)=^^A,(^)+^y^(^),
^=1 ^=1

les polynômes h^Ç^) et l)^(*r) étant appelés respectivement les
fonctions fondamentales de première et de seconde espèce de
Finterpolation d'Hermite. Pour ces polynômes, on a

h k ( x i ) = o , ^(^)==o (si i = i , 2 , . . . , Â - — i , Â : - 4 - i , . . . , / i ) ,
hk{xk)= i , ^(^)=o;

h'f,(Xi)==o, ^.( .y,)==o (pour i ̂  Â-),
h'i,(xk)=o, Vk(xk)==i.

Si x^, ^2,. . ., Xn. sont les n racines distinctes de Inéquation

tù(x) = Wn(-v) = 0,

et si lk(x) désigne la fonction fondamentale de l'interpolation de
Lagrange, donnée par (4), on aura

(80) ^(^)=p,(^)[/,(^)p=^-^^(^-^,)j^,(^),

Vk{x) étant appelé le facteur linéaire caractéristique^ et

(81) lu(^)==(^-^)^.(.z0.

La formule (33) permet de donner, pour les abscisses de
Tchebychef, des développements pour hk(x) et (^(.a?).
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Pour ces points, on a
, .__ i — xxk _ i — cos Q^. cos 0

V k ^ X ) - ^ _ ^ - _ ^ ^

et
2/1—1

^.(cosO) = ̂  -h ̂  ̂  [^îf smre^-+- (2^— r)cosreJ cosre.
/'=!

Nous avons trouvé par un calcul facile
în—i r

(82) A/-(.r) ̂  {- 4- -^V Vcos^e^cos^ô

2/t — 1

==- -+ -—, ^ (c î / î— r ) cosrQ^ cosrQ.
r==l

On déduit de ce développement une propriété très intéressante
des fonctions fondamentales de première espèce de l'interpolation
d'Hermite.

Considérons, en effet, la série

s = ̂  (.j + COS^COSÔ -h COS 26^.005 2 6 -+-. . .-(- COS/l6<-COS7l6 -h. . .),

et posons
5o(^)=-1- ,

Sr(Qk) == -(^ -+- cos8<.cos6 -4-...-i- cos /•6^ cosr6 ) (r= i, 2, ...).

Nous avons vu [relation (a3)j , que

^(cos6)=.^_i(6^,

et la formule (82) montre que

( 83 ) h'fH cos 6 ) = ^o-4-^-4-—-^^-!.
/1 2/<

^interpolation (fHermite peut donc être considérée^ en
quelque sorte, comme la moyenne arithmétique de Vinter-
polation de Lagrange.

Remarquons encore [on le voit d^ailleurs sur la formule (83)],



— 38 —

que, pour les abscisses de Tchebychef, tous les hk(x) sont positifs,
tandis que les lk{x) présentent n — i changements de signe.

Pour les fonctions* fondamentales de seconde espèce, on a le
développement

2/1—1

(8^) M-c) = sln^Vsm^e^cosre.
/•==i

On déduit immédiatement de (82 ) la somme des fonctions A/,( a?).
En remarquant que

n

^cosre^=o si r ^- o,
X:=1

on retrouve Pidentité connue
n

(85) ^h^)^i.

On peut encore calculer aisément la somme des fonctions fonda-
mentales b^(^). Étant donné que

ycos(r-i)6,=J0 si r^^
^ \n si r=i,

Vcos(r-^i)e,=i 0 ^'^^-i,
^ / j—7 i sir==2/i—i,

il vient
« •2 n — i w

^^(a;) = ̂  ^cosr6^[cosCr-i)eÂ-hcos(r4-i)e^,
^"=1 r=i yC-=l

et finalement
/z

(86) ^^(^) =-^[cose-hcos(2/ i—i)6] (i).
A-==i

Les fonctions fondamentales hk{x) ne jouissent pas de la pro-
priété d'orthogonalité, tandis que les ^(a?) sont orthogonales. On

( ') L. FEJÉR, Ùber Weierstras$che Approximation^ etc. (Math. Annalen,
1.102, 1980, p. 707-725). Voir le n® 17, formule II.
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peut le montrer sur le développement (82) et (83), mais pour les
l^(a-) on peut aussi raisonner de la manière suivie dans le para-
graphe 3.

En effet, si i^k,

M^)^^)=(^-^)(^-^)^^^^^^^.^^_^^
= C(x—Xt)(x — x^). . . ( j e— Xi-i)(x—^i+i)...

x (x—xk-\)(x—Xk+i)-. .(^ —a?/<)co;i(^).
Mais

(o,3, ( x ) == cos3 n 6 = -- cos 3 7i6 •+- . cos n 0

et -

————^^————— = &oCOS(/l—2)6-4-6iCOS(^—3)e-4-...-h&/i_3COS8-»-6,t_2.
( X — X i ) \X — «y A')

On a donc bien

/*71 /*'+'1 rf.r(87) / bf(cos6)^(cose)^e == / ^(^)bÂ-(^) . = o
Jo ^-i ^ / i — r r 2

(^A:).

Nous pouvons démontrer de la même façon le

THÉORÈME;V. — Les fonctions fondamentales de seconde espèce
ï)h(x) vérifient Uorthogonalité d'ordre supérieur quelconque

/'-+-1 ^
(88) /. ^^.. .^—====o ( r = i , 2, ..., 7i)

J — i ^ i — .y2

^i fe^ points fondamentaux sont encore ceux de Tchebychef.
Pour les fonctions fondamentales de première espèce, on a

7l ïn-\

f hi(x)hk(a')clQ = --; -h- —1^ ^, /•2 cos r 6^ cos r 6^-.
l/Q ^~ '2/2' ^M

Mais
271—1

Vr2cos^(e(-+-e^)= ——n . —2/i2;
î .sin26^-^

2

donc
/o \ r^\ / \L i \ dx ^ i—cos6icos6^(89) ^ A.(^^(^)-^^=^^^_^^ (^^).
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S i ( = À ,

2/ î—l

f ^6== .̂ +^ ̂  (^-h-^cossrOx.)

et

•(90) .C^-^ ̂ = = ̂  (À -8—)
Ensuite

2/1—1
/* , ,/, TC sin6/- ̂1 A, ̂  (̂ 6 == — -——— > r si n /• O/ cos /• O/

J^ 2 /i4 ^^

=-:L^^[rsmr(e/+0,)-/•sinr(e,-e,)J.

On a
.„ , 0/-+-0/,i i i — ï cos ————
^7-sin/-(e,+0,)=-»——j.^;
/ •=-( sin ————

•.)

donc
/ v r4"1; / \ i. / \ ^•r T: sin^O/.(<,.) j^ /.,(.r)^(.,-)^=^=^,^_^ (^k).

Si ( = A-,
(*|2) . / hi,(.f)fnt (,/•)—=====—— cos 0<.

*/_i v l — . r 2 '»71

Enfin,

(93) / 'h l l , i .(.r)^==——sin20, (').
o'—i v l — .r^ > " i

Les développements précédents nous permettraient d^établir la
convergence de la quadrature, et de la convergence en moyenne
de l'interpolation d'Hermite sur le système T, mais, étant donnée
la convergence absolue,

l imXn(j - ) ==/(./•}
//——->-OC

des paraboles d^interpolation d'Hermite de toute fonction continue
dans Pintervalle ( — i, 4- i ), ces questions, dans le cas des abscisses
de Tchebychef. n^ont aucun intérêt.

( 1 ) Nous donnerons une application des relations (88) et (g3) dans le travail
signalé note (1) , p. 33.,


