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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR L'ORTHOGONALITE DES FONCTIONS FONDAMENTALES,
ET SUR LA FORTE CONVERGENCE EN MOYENNE DES POLY-
NOMES D’INTERPOLATION DE LAGRANGE DANS LE CAS DES
ABSCISSES DE TCHEBYCHEF (');

Par M. Ervin FeLDHEIM
(Budapest).

Introduction.

I. Notions et notations. — I)ésignons par z,, £,, ..., x, des
valeurs réelles. différentes entre elles. Soit l;(z) la fonction
entiére, rationnelle, de degré » - - 1, qui est égale a 1, pour z = z;,
et & o pour les autres points Z, 23, ..., Zt—1) Tigsy - - -+ La. La
formule d’interpolation de Lagrange

(1) L(.z-)—_-_-_y,l.(x)—t~_y-,l,(.r)+._..+_y,.l,,(a:)

représente la fonction entiére unique, de degré au plus égala n-——1,
qui prend les valeurs données yy, ¥, ..., y. respectivement pour
Z =2, X, - .., ZTa. Les abscisses d’interpolation z,, .xy, ..., x,
sont encore appelées points fondamentauz de U'interpolation; de
méme que les polynomes

(2) Li(x), L(x). .... lL/(x)

sont dits fonctions fondamentales de linterpolation de
Lagrange (?).

(') Les principaux résultats établis dans le présent travail ont été énoncés dans
deux Notes présentées 2 I’Académie des Sciences de Paris, le 12 octobre et
le g novembre 1936.

(?) Ces dénominations, de méme que celles analogues de l'interpolation d’Her-
_ mite, ont été introduites par M. L. Fejér.
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Formons le polynome w,(z), de degré n, dont les zéros sont les
points fondamentaux donnés :

(3) op(x)=(r—ur)(x—x:) ... (r—ux,)
(a un facteur constant prés). Alors

wp(a)

(4) Ik(x)=———m,”(.r“(j — )

(h=1,2, ..., n)

On vérifie facilement que ce polynome satisfait aux conditions
imposées ci-dessus. On verra aussi que I'on a identiquement

(5) zlk(.r)zl.
A=:1

Si I'on considére le systéme de points

/ ‘I."I\‘

\ NI
(6) )

\

ou la n"*™ ligne représente les n racines diftérentes de I'équation

w,(x)=o,

By

a chacune de ces valeurs correspond une fonction fondamen-
tale I;' (.x).
Si w,(z) est le polynome de Tchebychef

wu(r)=T,(r)=cosnl avec . = cosf —1<x <),
(7 ) sxs

les points fondamentaux sont
(8) .r'/,"’:m»s()‘,‘f":cos(q/('——l)‘-;il (k=1,2, ..., n).

La fonction fondamentale correspondante a 'expression suivante :
(9) Li(a) =1y (cosh)

~in 07" cosnl
10 Skl (h=1y.n, ..., n).

= (— 1)k
( n cosl — cos 0,

Dans le présent. Mémoire nous considérerons seulement ce
dernier systéme de points, défini par (8), que nous appellerons le
systéme T. Nous négligerons I'indice supérieur, s’il n’y a aucune
ambiguité a craindre, et z;= cos6; désignera ainsi dans tout ce



—3 —

qui va suivre la valeur (8), de méme que () signifiera 'expres-
sion (9). _ '

Soit .= f(x) une fonction définie dans l'intervalle — 1<z <1.
Si tous les points fondamentaux sont dans cet intervalle, L,(z)
ou L,(f) désignera le polynome d’interpolation de Lagrange, de
degré <n —1, qui prend aux points z,, Z,, ..., Z. les valeurs
I :_/’(.z‘,), )";»=f(-7/‘2)> ) ,}’nzf("l'n) :
(10) Lu(f) = X,/ (24) Lulx).

. . k=1
Si la suite

(1) Ao(z, n) = | ()]
k=1

reste bornée pour n— o, et pour une valeur fixe z, de (—1<2z,<1),
on aura, d’aprés le théoréme de Hahn,

(12) Jim L (f)r=e, = f(20),

ou f(z) est une fonction continue quelconque (').

Pour les abscisses de Tchebychef, (11) augmente indéfiniment,
et 'on peut trouver une fonction continue f(z), dont les paraboles
de Lagrange formées sur le systéme T augmentent indéfiniment,
sauf peut-étre sur un ensemble de mesure nulle (2).

2. Convergence de la quadrature. — Si /() est unc fonction
bornée, et intégrable au sens de Riemann de P'intervalle — 1 <z <1,
I'intégrale

(13) = [La(f) = /(2)]da

converge vers zéro, pour les abscisses de Tchebychef (et d’autres
encore, par exemple les abscisses de Legendre (). .

(') H. Haux, Uber das Interpolationsproblem (Mathem. Zeitschrifi, t. 1,
1918, p. 115-142).

(?) G. GRUNwaALD, Uber Divergenszerscheinungen der Lagrangeschen Interpo-
lationspolynome ( Acta Szeged, t. T, 1935, p. 207-221).

(3) a. T.-J. StieLTIES, Quelques recherches sur les quadratures dites méca-
niques (Ann. Scient. de U'Ecole Norm. Sup., Paris, 1884, 3¢ série, p. 409-426).

b. L. Fuitr, Mechanische Quadraturen mit positiven Coteschen Zahlen (Math .
Zeitschrift, t. 37, 1933, p. 287-309).
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M. G. Polya a démontré que la condition nécessaire et suffisante
pour la convergence de quadrature

i 4L
lim I} = o,
N>

est que la suite
" “+1
(14) Ar(n) = lf 1 () de
k=1 =1

reste bornée pour n »ow ('). Les nombres 1" sont nommés
nombres de Cotes du systéme de points considéré. Rappcelons le
résultat de M. Fejér (2), d'aprés lequel il suffit pour la conver-
gence de quadrature que lous les nombres de Cotes AV (A =1,
2,...,n) soicnt non négatifs. Ilen est ainsi, par exemple, pour les
abscisses de Tchebychef (8).

n
= E 3)\"‘/”'

k=1

3. Convergence en moyenne. — MM. Erdis et Turan (*) ont
poussé plus loin I'étude de la convergence de quadrature, en
démontrant 'existence, pour une classe de systéme de points trés
générale, de la convergence en moyenne

+1

(15) lim Y = lim [Lu(f)— f(x) ] dx = o,
ny>= n>xd__y
ou f(«x) est une fonction bornée, ct intégrable au sens de
Riemann. Disons seulement que le systéme T jouit de cette
propriété. ,
Il suffit (mais il n'est pas nécessaire) pour la convergence en
moyenne que la somme

n n

(16) _\-_»(n)=22\f+ Li(x) L(2) de

i=tk=1

soit bornée pour 7 — <.

Nous ne démontrerons ce théoréme que pour une fonction f'(z)
continue. Pourle cas général, voir des indications dans le mémoire
cité sous ().

(1) G.PovLya, Uber die convergensvon Qudraturverfahren (Math. Zeitschrift
t. 37, 1933, p. 294-286).

(%) Mémoire cité note (3) b, p. 3.
. (3) P. Erpos-P. ToriN, Quadrature and Mean-Convergence in the Lagrange-
Interpolation (Annals of Math., t. 38, 1937, p. 142-155).
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D’aprés le théoréme de Weiertrass, a chaque ¢ > o, aussi petit
u'on le veut, on peut adjoindre un polvnome (), de degré
q ) p ] pol) AL ), g
<n--1, de sorte que

max | f(r)—s(xr)|<: pour !'xriZr.
Posons
S(x)—s(x)=1q(x).
:\l()l‘s
[Y(x)|<e.

L’opération L, (f) est lindaire. ¢t la parabole d’interpolation de
Lagrange d’un polynome est égale a ce polynome lui-méme. Donc

(/) = fl) = La(f =31 = (= 5) = Lu (%) — 4 (r).

Or. ¢n tenant compte de ce que

(a — b)) a(ar+ b),
il vient
+1 +1
l,;—'i-_—f (Lo /) — f (&) | e = f [La(%) —Y() ] de.
-1 v
++ 1

+1
12 < :),f L) da = / L) de.
. J

Mais,

o e <,
' |

+1 S -1
2 Ly(Y)de =2 Y .I.'i)':J(z‘k)‘/‘ li(x) lx(a) de:
S 22 8

E iz A=z

don

n n +1
ij’iﬁs'-’—k‘).s‘-’Z Zl f li(r)l(x)de | = 2+ 2e2As(n).
J1

i=1A-21

I en résulte que si la condition précédente est vérifiée, on a, pour
une fonction f(.r) continue,

(17) i 12 =o.
0

MM. Erdos et Turdn ont montré aussi que si la suite

(18) S:(n) =Y fﬂz,f-‘(x)d.z
-1

i=1
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augmente indéfiniment pour n-—>ow, il existe une fonction
continue g(z) telle que ‘

+1
(19) lim sup/ [Ln(g) — g(z)] dz =+ x.
n>» 1

Nous avons tenu a rappeler tous ces résultals pour bien
montrer I'importance de I'¢tude des sommes (11), (14). (16) et (18)
pour la convergence de l'interpolation, de la quadrature et pour
la convergence en moyenne. Ces quantités jouent icile méme réle
queles constantes de Lebesgue des séries orthogonales. Mais pour
les puissances plus élevées que la seconde, ces sommes cessent
d’avoir cette importance, comme nous allons le voir au cours de
nos recherches.

4. Forte convergence en moyenne. — Nous nous proposons de
rechercher si la propriété de la convergence en moyenne (15) peut
étre remplacée par une condition plus forte : notamment si, pour
une fonction f(z), bornée et intégrable, on a encore

-+ 1

(20) lim 1) = lim [Lo(f) — f(£)]* da = o.
n>x nxxzd__, * *
Nous pouvons démontrer que la forte convergence en moyenne
q ) Y
aura lieu pour toute fonction continue si, pour le systéme d’ab-
scisses considéré, la somme

(21) A(n) =Z 2 Z Z][+lli(z‘)1k(x) 1,,‘(1')1,,(.1*) dr

i=1k=1p=19=1

reste bornée, lorsque » augmente indéfiniment. Mais ce n’est
qu’une condition suffisante, et non nécessaire. Nous trouverons
effectivement que, pour le systéme T, cette condition est en défaut,
parce qu’une des sommes (21) augmente indéfiniment avec n :

n n

DD

i=tp=1¢g=1
e

[ B(2)t,(2) 1, (0) =2
vy \/ —x

>0{(log n)],

)
1 2

et la forte convergence en moyenne a lieu, tout de méme, pour le
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systéme T. On peut naturellement poser une condition analogue
a(18):

Si la somme

Si(n) =i‘/:+ivlib(.r)dz+6$ i[_:‘ll}"(z)l};’(.z)dx

i=1 ! i=1k=1
£k
augmente indéfiniment, pour 7 - > o, on peut trouver une fonction
continue g (z) telle que
+1
lim sup [La(g)— 2(x)] do =+ =.
n> o —1 .
L’étude de l'expression (21) nous a amené a la découverte d’une

propriété trés intéressante des fonctions fondamentales relatives
au systéme T. Nous avons trouvé, en effet, que

+1
. dx
(22) [ @) @) o) == =,
) —1 Vi— z?
ou i, I3, ..., la représentent un nombre pair d’indices, tous
différents, choisis parmi 1, 2, ..., n. Nous appellerons cette

propriété Vorthogonalité d'ordre pair des fonctions fonda-
mentales.

Nous donnerons, dans les paragraphes suivants, un développe-
ment du produit /;(z) li(x) des fonctions fondamentales apparte-
nant au systéme T en série de polynomes de Tchebychef qui nous
permettra de calculer les quantités

dr

[ @) 1) ) L) =2

v \/I—.l‘2

(p, q, r, s différents ou non). Nous appellerons ces quantités

—t
Vi—az®
On trouvera que, contrairement aux nombres de Stieltjes (et
aussi aux nombres de Cotes) simples, qui sont tous positifs, ces
nombres de Stieltjes d’ordre supérieur peuvent prendre des valeurs
négatives. .

La méthode employée pour la démonstration de (20) permet de

nombresde Stieltjesd’ordre supérieur rapportés au poids
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démontrer qu’on a, en général,

lim 12 = limf*1[L,,(f)—f(x)]5"’d.z=o
n>x n>od_y
.pour toute fonction continue f (), si les points fondamentaux de
'interpolation sont encore ceux de Tchebychef ().

Nous donnerons, dans le paragraphe 7, la démonstration de ce
théoréme.

Un dernier paragraphe contient enfin quelques développements
relatifs a I'interpolation d’Hermite.

I. — Développement du produit /;(x) li(2).

1. La fonction fondamentale relative aux abscisses .de Tche-
bychef (8) admet le développement suivant (?) :
n—1
P . I 2 l
(23) li(cos0) = -+ cosr Bz cosr0 (k=1,2,...,n).

r=—1

Cette formule n’est qu’un cas particulier du développement plus
général que nous allons esquisser ¢n quelques mots. '

Soit donnée une fonction p(.£)>M > o, intégrable dans U'inter-
valle (—1, 4 1), par exemple. On sait, d’aprés E. Schmidt, qu’il
existe alors une suitc de polynomes w,(z), de degré marqué par
I'indice, orthogonaux a cette fonction-poids p(x):

+1 = .
f wp(r)wa(z) p(r)de )y =0 pour 3= 1,
—1

|l #o pour m=n.

Le polynome w,(x) admet dans U'intervalle (—1, +1), n zéros
réels et distincts. Supposons encore que ces polynomes sont
normalisés, c’est-a-dire que

f+]m;-}(x)p(x)dx =1I.

(') P. Ervis-E. FeLpueiy, Note des Comptes rendus, t. 203, 1936, p. g13-915.
(?) L. FriiR, voir note (3) b, p. 3.
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Il est facile de voir qu'’il existe une relation de récurrence entre
trois polynomes w(x) successifs

(24) Ton(x) = Anwn1 () + Brwa(x) + Ap_gor,_g(r).

Proposons-nous de calculer la somme
(2(‘)) . Sn(‘ry s) =2wi(f)‘”i(-")~
i=v .

Multiplions les deux membres par z — %. La relation de réccur-
rence (24) donnera

(r—§)Sn(x, )= Z[Aiwm(&‘) + Bioi(x) + Aiqwimg (2)]0i(§)

i=0
n

= D[N (3) + Broi(5) + Aimrwii (81 ]ou(r)
i=v

. = An[ona(r)oa(5) — on(z)wra(5)],
c’est-a-dire
n

(26) Su(er. )= 3 o) ou(z) = A, LalB)on®) —onn(Bloale)

xr—E

i=u

C’est la formule de Christoffel-Darboux.
Or, si I'on prend pour £ un zéro du polynome w,(z)

E=¢2’”,

il vient
Sn(-l', .TK-) = — ;'\n.(%"‘_—l.i‘ll;%.’iiﬂ =—Anwn+i(~’tk)(’)'/,(/rk) ]k(‘”);
d’ou
. n—1

I

(l/) lk(‘r) == I\Ixt')n+l(J'k)(l);4(‘Tl') 20 wi(wk)wl(f).
i=

On peut donner une autre expression au coefficient du second
membre, qui montre que ce facteur est positif.

Faisons tendre, dans (26), la variable ¢ vers 2. Nous obtenons
la formule de Darboux (')

=0

Ruy(r)=S,(r, ) =2 o (x)= \p[0(x)oa(2) — o) (2)wara(2)];

(') G. Darsetx, Mémoire sur Uapprozimation des fonctions de trés grands
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d’ou :
Ra(zr) =— :\nwn+i($k)w;;(xk)~
de sorte que
n—1\1
(27 a) () = gy & @i wi(e).

i=0

Cette formule donne le développement de la fonction fonda-
mentale appartenant aux racines de tout polynome orthogonal a
un poids positif, et intégrable.

Ce développement a été employé, sinon sous cette forme
explicite. par plusieurs auteurs.

Si I'on veut appliquer la formule (27) au systéme T, il faut
prendre

2 . .
w;(x) = = cosif avec x = cosf I=1,2,....n),
- ) /

a1

I b
Alors A= &y =(2k—1 ).;;, et I'on retrouve (23).

2. Ecrivons I’expression (23) pour deux indices i et & (différents

nombres (Journal de Math. pures et appl., 4° série, t. 4, 1878, p. 5-57 et
377-416).
On peut donner une démonstration directe de cette formule de la facon sui-
vante : écrivons la relation de récurrence (24) sous la forme
w, () w,,(Z)

e=b=AS A

et dérivons les deux membres, Il vient

’ ’ ’ ’
Wy, W — W, W) W, — W, w
[= Ar r41 rm2 ) r+1 &+ A"_l Ir—1 rm2 7 r-l;
. r r
d’ou )
w(z)=Afw.o—oe ]—A [ve —o. o
et
n
O B ,
Y 03(@) = A, [00(2) 0,(2) — 0(2) 0,y (2)]
=0
n—1 ”
’ ’ ’ ' ’
+ Y AL 0, — 0o, ] — 3 A e — o) e,
r=0 r=1

Ces deux sommes se détruisent, et il reste la formule de Darboux.
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ou non) et faisons leur produit. En tenant compte de la relation

cosrlcossf = i [cos(r +s5)0 +cos(r—s)0],

on pourra écrire

n—1
2
+ 5 2 (cosrl; + cosrfz)cosrl

r=1

1
n2

Li(r)yli(x) =

n—in—i
2

+ F—' 2 2 cosrB;cossOz[cos(r + )0+ cos(r—s)0].
r=1s=—1

Groupons ensemble les termes ou 'argument est le méme multiple

de 6. On obtient, aprés quelques transformations,

(28) 1i(cos0)l;(cos0) = 1;(cos0z)l;(cosh)

n—i

n- 2
! i+& (i, k) R U3 ) '
+ 5 (1) E e cosr 0+ Y ek cosro ‘

r=2 r=n

avec

e

(29) ek = 22 sin s0; sin (7 — 5)04.
s=1
Le coefficient ¢>® peut se mettre sous la forme
r—1
2 X
bk =z teos[70p — s(0;4+ 0z) | —cos[70z+ s(0; —0z)]i.

y=1

Celte somme sc¢ calcule trés facilement, et ’on trouve finalement

sin7 0z sin0; — sin70; sin 6z
cos 04— cos9;

(30) cbH =

Si ik, on aura
k) ik

20— r

C

el, comme dans ce cas,
li(cos0;) = o,

on aura le développement

. )= Lk S b gosy Pk
(31) l,(cosﬂ)lk(cow)—n,_,( 1)i+ 2 ¢ cosrd (L= k)

r=2

avec la valeur (30) des coefficients.
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Si A =1, il vient

r—i

(32) e =¢,.E sins0; sin(r —s5)0, =

<inr0; cost; — rcosrf;sinh;
sin0;

s=1
Al()l‘S
ol = e 4 ncosrh,,
et, comme
li(co~0;) =
la relation (28) donne

a2 AN -2

(33) [ (cos0) = ! + > 2 cosrf, cosrl) + “l: 2 l.",'.’i cosrl
n n n

r= r
(=1, ....0).

avec Pexpression (32) des coefticients ¢ .

3. Le développement (33) permet de retrouver, par une simple
sommation. une formule de M. Fejér ('), qu’il a obtenue an
moyen de matrices orthogonales. En tenant compte de ce ue

n

E cosrl;=o pour r 0.

i=
’
noo " ;
sin(r + )l N .
—_—a = ", g . . .
2 sinf; d I+ ? tos v sl pour , pai

- il am \
iqn(:m-;l)o —ZI }.‘(m(“—”" 2

i=1 f:.1 Y s=it

pour 7 impair,

il vienl

n "oee |
<1 g ) = <y
2’2"(00.\0;:(4_.F.Z“o\.l/." »_:I__‘__'_ in(an .l’) il
: n Y sinf)

i=1 r=i

et
1 osin(2n—r1)0

3 Z A =1— — + — —_—
(34) (r) = 2n o n sinf

i=1

Cest le résultat de M. Fejér.

(') L. Friir, Bestimmuny der jenigen Abssissen eines Intervalles, ete. (Annali
della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa, 2¢ série, Vol. I, 1932, p. 263-2-0).
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En employant 'identité (5), on peut tirer de (34) la relation
suivante :

(35) 2 2 li(x')lk(x)=ﬁ[l—§il%0:ie],

i=1 k=i+1

et 'on en déduit que

(36) |2 PRAIATS!
ki

_1
<l -
3

II. — Orthogonalité des fonctions fondamentales.

1. La relation (31) montre que

f 1;(cos0)2i(cos0)ddd =0 pour ik,
v
c’est-a-dire

(37) f (@) li(a) = =0 (i k).

; 9

[ yV1—x*

C’est encore une propriété générale, qui est vraie pour loutes les
fonctions fondamentales apparitenant aux zéros d'un polynome
orthogonal. ‘

En effet, si w,(z) est un polynome orthogonal par rapport au
poids p(z), positif et intégrable dans l'intervalle (a, b), I'expres-
sion (4) des fonctions fondamentales donne

wp(x)
wp(z)wy(2r) (2 — x;) (x — 2k)
Clz—z)(r—22) (22— i) (& —ina) ...

X (& — Zr—1) (X — Tip1) ... (0 — n)op(2).

i

Li(x) ()

Wy ()

Le facteur de w, (z) est un polynome de degré n — 2, qu'on désigne
par Qn_.(z) : alors

b b
(38) f L(z) i (x)plx)de = /‘ Qu—a()op(x) p(x) de = o,

d’aprés I'hypothése de I'orthogonalité.
Cette relation (38) n’est vraie que pour des indices i et & diff¢é-
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rents. Par exemple, pour les abscisses de Tchebychef,

+1

o d: =

f lf(il',)—/——z—=""
i Vi1—a n

qu’on peut trouver de différentes maniéres, et qui se déduit immé-
diatement du développement (33).

La relation (38) résulte d’ailleurs directement du développe-
ment (27) ou (27 a). Cette derniére formule donne aussi, en
‘général, que

b b )
9 . _ e _ 1 . I
‘/a‘ (x) p(a)de _/; li(r)p(r)yde = Ru(ei) — #— )

(');‘f ( xi)

r—u

les w,(z) étant orthonormés a p(z).

2. Le développement (31) permet encore d’établir d’autres
propriétés intéressantes de ces fonctions fondamentales.
Considérons quatre points fondamentaux différents entre euz,
Ziy Zry Zpy 2y 1l est trés facile a déduire de (31) que
e an—2
(39) f lilily ly(c0s0) db = = (— Diesrrs E i by
(i kp=q. B
En remplagant les coefficients c!"" et c¢/”? par leurs expres-
sions (30), un calcul simple donnera que

2n—2

E c;.iv/"‘ S == o,

r=2
de sorte que, pour le systéme T, on aura encore orthogonalité
d’ordre quatre :
dx

Vi—z?

Il en sera de méme pour le produit de six fonctions fondamentales,
d’indices diftérents. Un calcul facile donne que

=0 (izk#p£q).

+1
(".o)f L) k() (2) 1, (2)
—1

on—2 -2

= 3= e fo b b N itnis) il plhssde)
Ul Ll 0 = 25 (= ittt B el et et

~

J

r=% s=2
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Les résultats précédents permettent d’établir que 'on a

+1 ’
(41) f [1‘(z‘)li,(.z‘)lia(“l‘\)li‘(d‘y)lis(:l“.)li‘(‘l‘)iﬁ—
—1

VI—ua?

=0’
pour n26, et iy £ iy iy i £ 55 Iy

III. — Orthogonalité d’ordre ‘pair.

1. Les résultats du paragraphe précédent suggérent I'idée de
rechercher si cette propriété d’orthogonalité n’ait lieu pour tous
les produits d’un nombre pair de fonctions fondamentales appar-
tenant a des abscisses de Tchebychef différentes entre elles. Nous
avons trouvé le

Tuneorime 1. — Les fonctions fondamentales relatives aux
abscisses de Tchebychef toutes différentes
.Z‘,'” .’I’,", veey Ly
vérifient la relation

+1
f li,(.lf)li,(.z‘)...l/,k(m)’—‘t=O.
- Ry}

On peut écrire, en cffet, en tenant compte de (4), que

[wn(x)]?k
(& — T )& —Z4) ... (& — i)

L, l,=C

=Ci(r—a,) (0 —xp) .o (& — Xy _y )0V (2),

ol Z,, Z,, ... X, _,, désignent les n — 2k points fondamentaux
restants, C el G, sont des constantes.
Dans le cas qui nous occupe

wp(x)=cosnb avec & = cosf,

et nous pouvons écrire les développements suivants :
(42) w2'~1(x) = cos*—1(z)
=acos(2k —1)n0+ azcos(2k—3)nb +...+ @z~ cosnd

el
(43) » (cos® — cosl,., ) (cos0 —cos,,)...(cos0 — cosb,,_ )

= cos—2k0 + Bycos k=10 4. ..+ 3,_04—1€080 + st

= bocos(n —2k)0 + bycos(n —2k—1)0 +...

-+ b,,_qk_,cosﬂ -+ bn_gk.
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Alors

ko
f ,i,liu-- /,‘__,k( cosl) |d0

k=1 n-

—(4|2 2((»,+.bf cos(2k—ar—i1)nlcostn — 2k — s)0d0.

r=0 s==0

Les arguments des facteurs de la quantil¢ & intégrer ne pouvant
devenir égaux, il ¢n résulte que le second membre est toujonrs
nul, et Pon a bien

+1 B
(H)f Lol oy —— de ("—“-l..‘.!.....[l—l])
- Vi— ot 2

pour des points fondamentaux de Tchebychef tous différents. Ce
résultat contient donc cenx du paragraphe précédent.

Il serait intéressant de chercher s'il existe d’autres systémes de
points fondamentaux jouissant de la propriété que les fonctions
fondamentales correspondantes vérifient l'orthogonalité d’ordre
supérieur.

Condition suffisante pour U'orthogonalité d'ordre pair. — 11
suffit pour l'orthogonalité d’ordre 24 que le développement de
w*~'(z) suivant les différents polvnomes orthogonaux w;(z) ne
commence que par wp—si. () :
(45) 2R (£) = @y 0y gt (1) 4 O pfia (X)) =+

=+ A2 k(n41)—2n On(2 k- |~‘,(‘J' ).

Remarquons que le polynome de Tchebychef de seconde espéce

Un(~") = w avec = (‘050,
sin
ainsi que le polynome de Legendre P, (x) ne vérifient pas cctte

condition (43) si A >1.

2. Nous pouvons montrer que 'orthogonalité d’ordre impair
ne se produiten général pas, méme pour les abscisses de Tchebychef.
Prenons, en cffet, 2k + 1 points (8), tous différents :

Ly Ligy  eeny Ligpye
Pour ces points, on a

2l
¢ [OF ()
Lty i, =
(.l—-.l,‘)ll-—.li) A — Ly )

=Ci(e—xp ) (£ —xp) oo (0 — xp . D0RF(T),
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ol L, X,y T

n-thk—1

désignent encore les points fondamentaux

restants. Mais ici

02k(x) = cos? nl = wycos2knl + a,cos(2k —2)nd+...

+ A2f—2C08200 4 1ap,
avec
(24!
Ayp = = !_“(/\_-'T'
et
(cos0 — cosH,.)(cos® —cosb,,)...(cos0 —cos0,, ., ,)

= bocos(n—2k—1)0+bicos(n—2h—2)04...4+bp_st_2c0s0 b2y,
de sorte que

(46) f Ul i, (€080) dB = Gy ctagbnosioss
0

ctax étant toujours différent de o, cette intégrale ne peut s’annuler
que si bp_s_; = o0 et, en général, cela ne sc réalise pas.

3. Il faut encore considérer le cas ou les points fondamentaux
ne correspondent pas a une méme valeur de n. Prenons, par
exemple, les zéros 2™ et 2} de T, (z) et T,(z) respectivement
avec m % n. Le développement (23) permet de montrer trés sim-
plement que, dans ce cas, l'orthogonalité d’ordre deux n’est plus

toujours vérifiée.
Sim2n,

n—i1i

n
f 1™ (cos0) 1M (cosh) db
0

w TN (m) n) m; )
= —_— 4 — cosr (0™ 4+ 05" 4 cosr (8" — 05)).
mn mn /-J[ (0 ) (0 )]
r=1

En effectuant la sommation, on aura

+1 (m) . :nalre)
{x =, cosn ;"™ sin 6
[ )1 (2 a = I (— )k i h
(47) /; )i )\/1__1-2 mnt ™Y cos 85" — cos 04"
oum2n, et
0([m)= (2i—1D)= 03t = (21"_1):_

2m 2N

On voit donc que le second membre n’est pas toujours nul, si
LXYV. 2
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m # n, mais il existe des valeurs particuliéres deZ, pour lesquelles

cosn 0" = o,

pourvu que /m soit un multiple impair de n.
Si
m=(2s—1)n (o s21)
et
i=p(2s—1)+s (p=1,2,...,n—1),
on aura

2p+1 _

cos 0™ = cos = =0,

2

et 'on a bien, pour ce cas,

+1
i@t s <o,
—1 w/.l-—-—.'l"‘2

IV. — Calcul des nombres de Stieltjes d'ordre supérieur.
Avant d’entreprendre la démonstration du théoréme sur la forte
convergence en moyenne, signalé dans I'introduction, nous effec-

tuerons des calculs auxiliaires, nécessaires pour la suite.

1. Nonus avons déja indiqué que
™
f Lililyly(cos)db =0 (iZkZp#q).
[

Le développement (31) permet encore de trouver les résultats
suivants : ‘

2n

f lplgdd = ——(—1r=1 ¥ efbdefnd (5 p#q),
(U

r

2

2
1

2

f Blods = Zo(—ver B o (i g),
1 -

r—=2
2n—2
kX
BOdy = T 2T osh 0 i V' lisi) gl 3
ipdd=— 4 ch icost, + vy ciht el (¢ # p),
0

2n—2 2n—2 2n—2

U4 -~
A = 2= ) 2% iy ® P
f I d0=~"—2—+— - cos?7 0i+? E cihcos 7 6i+m E (ethine,
0

r=1 r=2 r=2
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On peut encore signaler les formules suivantes, quoiqu’elles ne
nous serviront pas :

n—1

f Uil l,db = —-(— 1)P+q Zc,l"‘l’cosreg E#£p#q),

r=2
n—1

f Bdd=Z + 2% clividcosrd,.

2

r=2

Dans toutes ces relations, les coefficients ¢, sont donnés par les
expressions (30) et (32). En effectuant les sommations indiquées,
nous trouverons

" = 0,sin0,
4 2 ) = ——(— sinf,
(48) j: it s (O (cosﬂ —cosﬂp)(cosﬂz~cosﬂ,,)
(E#p#q)
" = inb, 3(1— cosb;cosb,) — 5sin20;
3 0 — T ryieg S00y ‘ .
(49) f [ ydd = s (= O e
(i q).
B % sin?0;+ sin2
- 32 0 — = sinb; »
(50) .[ 17 13! 213 (cos0;— cos0,)

w~ 1 -~ .
TR S T i vyl Saeer B CE Y O
sin? L gipr 2 )
2

2

(51) [ v = 3= _<§T)€ 131>

On a encore

™ . .

= sin0,sinf

5 {; (= —_—— 1 )P P Y
(32) £ dlplyd 2n3( D q(cosﬁi—cosﬂp)(cosﬁi—cosﬂg)

(= 1)t sinf;sinf,
213 cosb; — cosf,) (cosb,— cosb
( P q P
sinf;sinf,

(— )41)(00501‘— cosf,) (cosb,— cosb,)
(i#p+#q)

211’

(Ceci prouve que I'orthogonalité d’ordre 3 n’existe pas entre les
fonctions fondamentales relatives aux abscisses de Tchebychef.)
Ajoutons enfin

= 3
53 11 =2 = —— — ).
(33) f @ = 2n~’<zsin20i l)



— 90 —

2. Nous aurons besoin de la somme des modules de toutes ces
intégrales, pour les différentes valeurs possibles des indices. 11 est
assez simple de donner des formules exactes pour les sommes posi-
tives (50), (51) et aussi pour (53), tandis que pour la somme du
module de (48) et (49) nous ne ferons qu’une évaluation asymp-

totique. Ces derniers calculs seront développés dans le paragraphe
suivant. -

La formule (50) donne immédiatement que

i ilftlflﬁ(lo

=1 p=1

n i—1
:WE’E singx(i[—f—p—l)+ .27-(ll'—P)>

i=1 sin
wn 2n
n
1 I =
+ - + - — —nln—1).
L ,m(l+p—1) L ,m(p—1) 2 n’
p=i+1\ sin? sin
on an

n

. ~\ . .
(Le signe 2" désigne, comme partout dans la suite, que la som-
p=t
mation n’est étendue qu’aux valeurs de p différentes de 7, indice

de la sommation suivante.> Alors

2n—1

n n
! T = N on—{(
Y 20240 = —_
(54) 2 e _/0‘ B db = 4n3 ZJ =i

i= = [=—1 sinﬁ—"—'
i=1 p=1\ ) an
n
= 2 1 m(n—1)
4n3 o ,m(20—1) 2 n?
i —1 S1 ————————
P 2n
= =(n—1)
= —1(8,—8))— =(r—1)
4ns " n) 2n?
ou
2n—1 .
2n—1I
Sp= _
., ®L
=1 sin?—
i=1 o7
et
n n
SI = ﬂ—-—l-—- = _l_.
" 2! ., m(2i—1) 25in‘20,~
i=4 S1IN° —————— i=1

2n



- 9 —

-

La somme S se calcule trés aisément. En nous rappelant que
cosf;=z;, on a

n n
1 IO 1 I
=Y ——5=1 — .
" 1—ax? 2 —ar; @ —1—a

i=\ =1

Mais
w,(x)= l,,( r)= z"—‘]_[ (r —x;),
i=1
donc
< 1 (1) Q1 Ty (— 1)
= 7 s =,
2 1—x;  T,(1) ot 2 —1—x; Ta(—1)
i=1 i=1
Or,

T.()=1, Ta(=1)=(=n"; Tha()=n?, Ty (—1)=(—1)""'n*

de sorte que

n2,

1 [Tal) _ Tu(=1)
Su= 5 T n<—[>]

n

. N _ | 9
(53) 2‘ sintg;

i=1

Remarquons que

= 9[(0),

sin2f;

vi(z) étant le « facteur linéaire caractéristique » de l'interpola-
tion d’'Hermite ('). D’aprés le résuliat de M. Fejér (2), on a

n
'
2‘ vi(x)==n?,
i=1
qui donne, sans calcul, la valeur de S),.
Passons maintenant au calcul de S,. Il est immédiat que

2n—1 2n—1
Y 2n—1 i
S, = 2 ;= -5
=i T
i=) sin?— i—=1 sin2 —
2n 2

(') Voir le paragraphe 8, p. 36.

La relation (55) est d’ailleurs démontrée, par une méthode tout a fait diffé-
rente dans M. RiEsz, Eine trigonometrische Interpolationsformel, etc. (Jahres-
bericht der d. Math. Vereinig, t. 23, 1914, p. 354).

(%) L. Frsir, Uber einige Identitaten der Interpolationstheorie, etc. (Acta
Szeged, t. 5, 1932, p. 145-153).



d’ou
2n—1 2n—-1
I n 1 1
Sa=n . = — . — .-
L, Wl 2 = T
i—y SiA® — =1 I— COS — — ] — C0S8 —
2 2n 2n

Considérons alors le polynome

2n—1

sin2n0 i =i
U:p—y(cosB) = - = 22—t l I (cos()—cos—);
. 2n

sinf 2
i=1
d’ou
2n—1 .
N 1 UG (1) dn2—1
ond 7t Uapy(1) ~ 3
i=1 I-—COS‘— 2n 1()
2n
et
2n—1
1 Uap_y (—1) int—1
- = — _ — )
=i Usny(—1 3
i=1 — I— COS§ — a1 ( )
on
et ainsi
2n—1

o2n—1i n(4gn2—1)
(56) Sn= — = .
1:21 sin2 = 3
2n

La formule (54) donne enfin que

(57) 2 2[ l}zl/,‘(,()::(n——il(’in—i)_

Cette somme reste bornée pour n— oo :

nr, .=
i v f 272 ——E.
Jim 2 > [ Ghdl =3

i=1 p=1

La connaissance de S, permet d’écrire simplement la somme de

(51) et (53):

tde = == — .
(58) Z lidd= 3 " in Tond

™ 3= 3= F
3 —_ — — —
(59) E By ="+ o — 2
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Ces deux sommes sont encore bornées lorsque n augmente indéfi-
niment.

Il est tres facile de montrer que S, suffit aussi pour le calcul de
(57). Effectuons la premiére sommation (par rapport a p) sous le

signe f - La relation (34) donne

(60) Z Zf 1213 do

i=1 p=t

of L Lsin(zn—l)O )
_Xfl(‘ an T an sin 6 — 1) db

i=1

=(,_;%)n fo ldO——Efldﬂ

i=1 i=1

z‘f‘ ,sm(zn )dﬂ
sinf

i=1

On sait que

(61) f"§ir}m0 db— { o pour m pair,
' 0

sin = pour m impair;

donc, en tenant compte de (33), (32) et (53), on aura

n—1

f l,sm(gn—l)Ode: +£ch}“— = 1 '=(1+n)

=
sin 0 n n? N sin? 20; n?

v

r=i

et

. 9 sm(2n—1)0 _ =
(62) Zf e LT
i=1

En remplacant le second membre de (60) par les expressions
que nous venons de calculer, nous retrouvons la valeur de (57).
La sommation sous le signe fdonne aussi la valeur de la somme

de (48) et (49), que nous indiquerons pour étre complet, bien
qu’elle ne nous servira pas dans la suite. En employant I'identité
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(5), il vient

S’ / L3, 1,0

n 2

I"‘l /r—l r/

—2 Zf 13,1 — l—1,) db
i=1 p=1

»Zj I — Loyl — \ Zf/ 10—)f 31— 1) dlb
i=1 1-_| e =

- ~ e

._-2 [[ l}'dO—tzf 1;-=do+f /;ae] 2 2/ 112 o,

I v o 0 =1 =

de sorte que, en nous reportant aux formules (57), (58) et (39),
nous pouvons écrire

n

(63) \‘ \‘ 1 (dy —— = =D (n—2)
’ . ra 6n2
| /:-1 g 1 !

De la méme facon,

:\wf 11“10_ f /(.—/)do_Z[f/do~f I ]

i—=1v p-=

d’ou

- ~ '(n—l)(n-—5)
(64) ‘ f ity b = 1202

l-l o l

V. — Evaluation asymptotique de la somme du module de (48) et (49).

1. On verra facilement que la formule (48) peut s’écrire de la

maniére suivante :
(18 a) f Blylgdy = 0,008,000 (i p q),

ou les dérivations sont faites par rapport a .
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[Cette formule est équivalente a

, +! Y dr = » - ,
(i86) j:, li(‘l’)lp(f)/q(l‘)‘/—x-_—ﬁ=m(1—w,~)l,,(x,-)l,,(&l‘i)

(i p##q).

ou les dérivations se rapportent a .7;]

Alors
n -n , n
Ny N

f 2t do ‘
o

" n n

e N ", , ‘ . . ' Vg
=SV N 1’/:“’:')1'Zl/q("i)‘._(l/:("i)‘“-flf(ﬁi)[

P )
i=1 p=t ¢4=1I

i=1 p=1 Ly=1
n n , 2 n n ,
= ~ - , ~ VY, .
= 2N 1,(0,)] __—2 DNATO
DN ’ 2n3 st
P o p= iz p=t

Mais, d’aprés le développement (23), ona

n—1
2 .
0,(0p=— -incoer,,smre,-;
7
r=1
d’ou
" n—1
WU 2 QY .
.\_‘/};-’(0,-) = - Zr" sin?r9;
»=1 r=i
ct
n " n-—1 .
AN vr-.'(o.):\’,.g: n(’l/l”——Jll—-}-l).
ot ot T ek 6
izt == r==1i

D’autre part,

1;(0) = = cotly;

donc
n n , ( R 3 ) ; n
Vo n(on:—3n—+1 ,

— E l,,-n\(),-):.— ———6_— — ZECO[‘O,

i=1 p=1 i=1
n

_ n(on*—3n+41) LV .l. Y
6 4 amd \ 5in?0;

=1
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On en déduit en tenant compte de (55) que

n n

AN Vl”(ﬂ n(in?-——9n+))=n(n—1)(_/,n—-;).
s e 12 12

i=1 p=1

[En comparant ce résultat avec (57), nous voyons «ue

(50a) [ = o (L (0)+ 12 (0)),

)

relation assez remarquablc.]

Alors
- {1,, 3 \
Z‘ fo (21,1, db
=1 ¢ =1
n 9

I (=1 (4n—>)
25,52‘)2.'1/:(%”2— agn :
i=1\p=

= ’

2

Il nous reste encore a évaluer le premier terme du second membre,
lorsque n augmente indéfiniment.
En faisant usage de I'inégalité de Cauchy

S <s> -,

i=1 =1 S

nous pouvons écrire que

n

o o , '
ps 2‘ (01) ‘ Z—]‘ Ell/r(oi)l .

i=1\ p=1 1—1 p=1
Or,
, sin0 o
L, (0)= L (i #p)

cosf;— cos,

En remarquant que

d sin
(c0s0; — cos3 )% — L S =cosf;cos9 —1<0
do \ cosb; — cos g =

et

(cosp — cosf;)? (—%( S e

— I )=1— cosf;cos9 20
\coscp—cosei)) 1005929

on voit que la fonction | [,(8;) | varie toujours dans le méme sens.
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II est don¢ permis d’écrire I'évaluation suivante :

n t—l .
Z 7,(8)] sinf, sinf
AN —Aicosﬂ —cosﬂ, dend 05 0; — cosB,
p=1 p=t p=i+1
ei‘l in=
Z'—l‘[ sing ds + " f sm\r dp
== Jy, cos¢ — cos 0, B, cosﬂt—cos.

n . ®L. t—1 i—1) . =
== [Log2 sin — sin d Gl =( ) gin =
= 2n 2n n

— Log2 sin ———'sin
n

=L z(i—1) . ®L . =
+ Log2 cos — cos ———— — Log2 sin — sin —
2n 2n n 2n

n .owml . wm(t—1) .wt . w(t—1) . 27

= - Logsm—sm—-———-—-—LogJsm——sm—(——)sm—

% n n n n 2n
2n .= 2n n
=— —Log2sin— 22 — Log —)
= 2n = =

d’ou
"1 4né n\? nd n\?
%_4 ,(MI; 2% Ts(“g;) = 2 (1os)
l—‘l p =1

et, enfin,

w  3IEY

i=1 p=1 q=1

fllldﬂ

2. Nous démontrons maintenant que la somme du module de
I'intégrale (49) tend, au contraire, vers une limite finie pour n — co.
Une simple transformation de la formule (49) donne

2 % <log;’£>2+0(1).

sinf, 1 1
l‘l,,rle_ (—1)‘*9 3 +
\/(: sin 0, sin2 0,‘—4— ﬂ(l sin? oi— (‘)q
9 2
1 I ]
+ 5 — :
0 . )
[sin‘l _0#, sin? 9'_"'1
2 2
d’ou )
n 'f‘, T
b)Y f I z‘,del
o 0
i=1 ¢g=1
n n . 8
L ! 6 sin I 1
< _— 7 .
=16n35‘ ? . . 90i—0,,+5 . ,,0i+9r/+ ., 0i— 90,
i=1 q=1 )sinf;sin? —— sin? sin?
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On tire alors de (33) et (56) que

n n
: I T . nin—ri)(4
2 0+ 0, 5,0, | =5 Su= ( "{;(“H_”'
i=1 g=1\ SI 2 L Sill"’—’—-.,—’/' '
D’autre part,
noon . noi—1 si“() 9 n—t n—igin(0;+ =q
sindy N W WA NN 2
. . o ﬂ,-—0,, Ay =~ dnd ek, . ~q
i=t g=1sin8;sin? ——2 ;_, . sin0;sin? —- =, , =, sin0;sin? =L
2 2n 2n

n—1 i

Y ~ \
=2\ \ ___l____2
died q )

., 7
i=1 g=t\ sin®—

n—1 n—1

— 3t

t]:|5|n' ;_'; l:l

p
q==1C08~ ,—Z
Or,
“{in—1)
n—1 n
AN q 2n I 2n x dua
< — + — <
A ,5q = = = J, cos*u
qg=1 €08 —= cos? — z
2n 2n Tn
2n I = 2 1
= — +nf cot — — —
% R on n . =
cos? — sin —
n
= 2 n? 2n 2N
+-—Io<*ta g —— ——1 —
®an = = =
Il en résulte que
~ ~’ oy 5w ¢
(66) \, \ f 131,db §1—+0<n),
:~l /]*l o

donc reste bornée lorsque n augmente indéfiniment.

VI. — La forte convergence en moyenne.

Considérons maintenant une fonction f(z) continue, mais a part
cela quelconque. D’aprés Weierstrass, a chaque ¢ > o aussi pelit
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qu’on le veut, on peut faire correapondre un polynome cp(:r), de

degré au plus égal a n —1, tel que si 'on fait

SJlao)y—ol(x)r=A(x),
on ait
[A <e pour urilr.

Il résulte des propriétés élémentaires de la fonction L, (f), dont
on a déja fait usage dans le n° 3, de I'introduction, que

Lyt f)— fia)=La(d)— A,
de sorte que

f CIUSNEDE A —f [La(3)— A ]

V11— a2
En appliquant encore I'inégalité

(e — b1 <8(a%+ b,
on aura

+1
ln—f [Ln(f)—/(‘r’]‘_f_‘x——

Vi— a?

gsf "Loay =22 +sf "y
T J VI— \1—-.1'-

Pour la démonstration de la convergence, il suffit d’établir que

I'intégrale
-t ]“l (A .ﬂ.—_
- V1—

est bornée lorsque n — . Or,

Ln(A) —ZA(.l, V(o >——ZA s

’ i=1 i=1
donc
l n
f L (A) b = Z Z Z A»AA-_\,,A,, f Lilel, 1,d0
i=1 k=1 p=1 4/-—1 0
——122 Z EA A,,A,,f 11 1,,de+\ _\*f 1} do
i=1 k=1 p=1 i=1

+62 ZA A,f I lAd0+4z ZA"Akf 13 Lx o

i=1 k=1 i=1 k=1
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C’est seul le premier terme du second membre qu’il importe
d’étudier, les sommes des nombres de Stieltjes d’ordre supérieur
figurant dans les autres termes étant toutes bornées, en module,
comme nous I’avons montré dans les paragraphes 4 et 5.

Alors
22 S’.\A,,Aqf 131,1,do

i=t p=1 g=1

(69) f L, (Apdo<io Gyt
0

C, étant une constante indépendante de n.
Considérons, d’aprés une remarque de M. Erdés, la somme

qui peut s’écrire de la maniére suivante :

K,,_Zy [ 16,10-«-22 2‘_\ [ﬁlflﬁdo

i=1 =1 p=1

+2.2 E f ey d0+22 Z ZA A,,A,,f 21,1, do:
i=1 p=1

i=1 p=1 g=I
d’ou

(70) 12 <Ky, =+ Cact,

i l\d

2 EA’A,, ,,fnl,-’l,,l,,do

g=1 0

C, étant une autre constante.
Mais, pour les abscisses de Tchebychef,

donc

I\,,\zs-f La(A)2db = 22

et ainsi
KpSamet,

(69) et (70) donnent alors que

™
f Lo(A®d0S(Cy+ Co+27:)et
0
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ou

(71) f

ou C est une constante indépendante de n,

7

La(A)dd < Cet,

= ™~
1,,§8f L,,(A)‘d0+8f AV <8CeS+ 8res = 8(C + =),
0 [

de sorte que

(72) lim [,=o.
Or,
—+1 . —+1 ) dr .

o< [ ) —s@pdas [ L) =Sk

d’ou le
Tratorime 1. — La forte convergente en moyenne
+1
(73) lim I = lim [La(f) —f(z)]* dz =0
n> o ny»=J_

du polynome d’interpolation de Lagrange des fonctions conti-
nues sera vérifiée, si les points fondamentaux de l’interpola-
tion appartiennent au systeme T.

Cette démonstration contient trois éléments essentiels :

1. La convergence en moyenne
A1

lim I{2) = lim La(f)— f(z)]pdz = o,
n> o nyed_y

qui est vraie pour les points fondamentaux formés par les zéros
de tout polynome orthogonal par rapporta un poids p(z)>M > o
(et encore pour des systémes de points plus généraux);

2. L’évaluation

des fonctions fondamentales provenant de M. Fejér;
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3. L'orthogonalité d’ordre 4 des fonctions fondamentales.

Nous ne connaissons pas d'autres systémes de points que celui
de Tchebychef, pour lesquels la troisiéme de ces conditions soit
vérifiée. Mais nous pouvons énoncer encore le

Tutoreme III. — On a, pour toute fonction continue f(.x)

lim []u(f)—f( N )rde =0

no>=x

st les points fondamentau.x sont les n zéros du polynome o, (x)
orthogonal par rapport au poids p(x) > M > o, intégrable dans
Uintervalle (— 1, +1), et si U'on a

n

(@) E (2(r) -2 Gy (constante indépendante de ),
i 3n
(&) wh(x)= E apop(x).
hozzm--i

Cette derniére condition (suffisante pour I'orthogonalité d’ordre 4)
n’est pas nécessaire. Il suffit que

VZZ"

i=1 k=1 p=1 ¢y~
t,/., 0wy

< Cas,

+1
/ Ll lpia)ydae
-1

ou méme que la quantité

n n n n
QU v Ql Q

1 '
}"4]‘“"}“‘/ l;/;(-[,[,[)(.l')(/r
d imd o ek rh ) rly

i=1 1717 z-ll/ g=1
soit bornée. On peut montrer qu’elle prend sa valeur maximum dans
le cas ou tous les y; sont, en valeur absolue, égaux a 'unité ().
I1 faut donc que

n n n n

NN OO +1 .
‘\;-I ‘\_‘ Zsisks,,e,,b/_‘l Lilil, L, p(e)de| <y

i=1 ~=1 p—‘l q=1
PikEp Ay

(') Cette remarque est due M. Erdos.
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(G; = constante absolae), pour n — o, et pour ¢;===1i, indiffé-
remment pour tous les indices {({==1, 2,..., n).

Pour les polynomes de Jacobi J.(«. B, z), si —1Sa<<o;
—1<B <o, les conditions 1° et 2° sont vérifiées. Pour ce qui
estde la condition 3°, nous espérons y revenir prochainement dans
une autre publication ('). Nous reviendrons également au cas ou
f(z) est bornée et intégrable au sens de Riemann.

=+ 1
VII. — Convergence des intégrales Ii2" = [La(f)— f(2)2rdr (2).

—1
Nous démontrons le

Tutorime IV. — On «

—+1 -f].T
li L. —_ r'——— =o,
6 ,,T:f_,[ VI == T

pour toute fonction continue f(x) et pour les abscisses de

Tchebychef.

La convergence des intégrales I\?” s’en déduit immédiatement.
I1 suffit alors de prouver que

o= [ L
n= - “n ] \/I —
reste bornée pour n-> .
Or,
) (21)' 1 s . 1 ] % X
(75) Hn: Z m)’zyz’.. ,’;‘[ l: l'::""ll} d(j,

Ayt Qg o o= Rg=20

ou X désigne une somme multiple : le nombre des sommations est
indiqué par le nombre des indices i. yz = f(z:),\valeur de la fonc-
tion f(x) pour le point fondamental z;.

(') Nous donnerons, dans un travail ultérieur, intitulé: Quelques recherches
sur l'interpolation de Lagrange et d’Hermite par la méthode du développe-
ment des fonctions fondamentales, des développements analogues & ceux du
présent Mémoire, pour le polynome de Tchebychef de second type U, (x) (qui

est le polynome de Jacobi de paramétres « = 3 :5 .

(?) Nous reproduirons ici la démonstration donnée dans la Note citée sous (1),
p. 8.

LXV. 3
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Nous procéderons par une double induction. On sait, comme
nous I'avons signalé dans I'introduction, que le théoréme est vrai
pour r =1, et nous venons de démontrer qu’il en est ainsi pour
r = 2. Supposons qu’il en est aipsi pour toute valeur de 'exposant
S2r—a, et démontrons qu'il reste encore vérifié pour ar
(r désigne une valeur fixe > 2).

Le fait que

lim {P’=o0
ny>w

permet de conclure que
(76) ftlL,,(f)—f(x)idG—»o pour n —> o (1),
et 'on tire de 'hypothése

o
f La(f)?—2d0 <<ey  (constante indépendante de n),
o

et de (76), que I'on a
(77) : f I La(f) [kdd < e,

pour toute valeur de &, comprise entre 1 et 277 — 2.

I1 reste alors a montrer que tous les termes de la somme (75)
sont bornés. Nous le ferons encore par induction relativement au
nombre s des exposants a;. Si s =1, on a le terme

" T
H, = Yyt f 137 do.
k=1 v
Mais, d’aprés un résultat déja employé,
(z)<2,
et tous les y; étant uniformément bornés, il en sera de méme de H,,.
En désignant par s un nombre fixe > 1, supposons que les termes

qui correspondent a des valeurs au plus égales 4 s —1 sont tous
bornés, et passons a la valeur suivante s.

(1) Consulter le Mémoire cité note (3), p. 4.
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Considérons I'expression

(78) f < iﬁ"ﬂ (ﬁyz z;;). . <2ym)de
- f fL,.(f)]"( Z”-l)ﬂ’(i””‘) : <2y )ﬁ"de,

k=1

ou (3 est le nombre des 7; qui sont égaux a 1, 3, le nombre de ceux
qui sont égaux a 2, et ainsi de suite.

Cette expression est bornée, parce que f |Le(f) }ﬁﬂdﬁ Pest a

cause de (77) et les sommes quiy ﬁgurent sont aussi bornées ().

Le premier membre contient, aprés avoir effectué les multiplica-
tions, le terme général de H,, et d’autres termes, pour lesquels le
nombre des exposants a; est plus petit que s. Ces derniers, en vertu
de I'induction, sont bornés, donc on aura ce méme résultat pour
le terme général de H,. Le dernier terme de (75), ou tous les a;
sont égaux 4 1, est égal a

T
ar! }’i‘y‘,...yi'rf li‘li,...lind
2 |

c’est-a-dire nul, d’aprés 'orthogonalité (44).
Nous avons donc démontré que

X9
Ho= [ La(H¥db
0

est borné si n augmente indéfiniment.
Un raisonnement connu, et employé a plusieurs reprises dans
les paragraphes précédents, permet d’en déduire alors que

S () = f(oypr

—1 Vi-—x?

— o, pour n > o,

() On a

Sava .,

iti(z)

k=1

i Ui(x) £ 2,
lZ’A(z)

< G,, (constante indépendante de n).
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et aussi que

+
lim 120 =lim [ [La(f) = f(2)rdz =o,
n —1 .

ny o > o

pour les points fondamentaux de Tchebychef donnés par (8).

VIII. — Quelques développements relatifs aux fonctions fondamentales
de l'interpolation d’Hermite.

La formule d’interpolation d’'Hermite définit un polynome de
degré -au plus égal a 2n —1, qui prend les valeurs données y,,
¥ay- - -y ¥n, aux points d’abscisses distinctes z,, Zs,. . ., Z,, tandis
que sa dérivée prend, aux mémes points, les valeurs prescrites

Yirdoe s Ynt ) )
(79) Xn(@) = Dyahe(2) + D7k be (@),

k=1 f=1

les polynomes hi(z) et bi(z) élant appelés respectivement les
Jonctions fondamentales de premiére et de seconde espéce de
I'interpolation d’Hermite. Pour ces polynomes, on a
hi(z;) = o, br(zi) =o (si i=1,2, ..., k—1,k+1,...,0),
hi(zr)=1, bi(zr)=0;
ki(zi)=o0, bp(x;) =0  (pour iz Kk),
hi(zx)=o, hi(zr)=1.
Siz,, s,..., z, sont les n racines distinctes de I’équation
w(x) = wp(x)=o0,
et si lx(x) désigne la fonction fondamentale de I'interpolation de

Lagrange, donnée par (4), on aura

w'(xr)
w'(zk)

(80)  ha(z) = ox(2) [ Le(2)p= [x~ (x—m] (),

vx(z) étant appelé le facteur linéaire caractéristique, et
(81) bi(z) = (2 — z2) 1 (2).

La formule (33) permet de donner, pour les abscisses de
Tchebychef, des développements pour ki (z) et hi(z).
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Pour ces points, on a

I— XLy 1— coslzcosd

vir(x) = - = —
#(2) 1— 7. sin20y

et

2n—1

9 _r_ 1 cosBz . _
13 (cosb) = ~+ o Z Sin 0% sinrbz -+ (an— r)cosrdz | cosro.

r=i

Nous avons trouvé par un calcul facile

2n—1 r

(82) h‘-(‘:-)=L+I-i§2 Zcossokcossﬂ

n

r=t s=i

2n—1

F 1
= — o — E (2n— r)cosrd;cosro.
n o n?

r=t

On déduit de ce développement une propriété trés intéressante
des fonctions fondamentales de premiére espéce de I'interpolation
d’Hermite.

Considérons, en effet, la série
. 2 I
S = - (; + c0s8; cos0 + cos20z cos20 +...+ cosnbrcosnd <. . .>,

et posons
1
0r) = —
so(9%) )

$r(0z) = %(-: + cosbzcost +. ..+ cosry cosr0> (r=r1,2,...).

Nous avons vu [relation (23)], que
M (cos) = sn—q (),

et la formule (82) montre que

So+S1+ ...+ San—t
22N

(83) R (cosl) =

L’interpolation d’'Hermite peut donc étre considérée, en
quelque sorte, comme la moyenne arithmétique de Uinter-
polation de Lagrange.

Remarquons encore [on le voit d’ailleurs sur la formule (83)],
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que, pour les abscisses de Tchebychef, tous les &x(x) sont positifs,
tandis que les [;(x) présentent n —1 changements de signe.

Pour les fonctions fondamentales de seconde espéce, on a le
développement

2n—1

(84) hi(z) = smok Zsinrok cosrf.

r=1

On déduit immédiatement de (82 ) la somme des fonctlons hi( ).
En remarquant que

E cosrfr=o si ri#o,
k=1

on retrouve l'identité connue

(85) Ehk(z)sl.

k=1
On peut encore calculer aisément la somme des fonctions fonda-
mentales hi(z). Etant donné que

n

Zcos(r—l)ekz ;: Si. rFEL

si r=1,
k=1

n

Ecos(r+ Nix=

k=1

o sirzan—i,
—n sir=an—i,

il vient
2n—1
2 hi(2) = — Ecosrﬂ z[cos(,r —1)0k+ cos(r +1)0zx],
r=t1 k=
et finalement
(86) Ebk(x) = 2—2[c050+cos(2n——1)6] (1).
k=1 :

Les fonctions fondamentales 4;(z) ne jouissent pas de la pro-
priété d’orthogonalité, tandis que les hi(z) sont orthogonales. On

(1) L. Festr, Uber Weierstrassche Approzimation, etc. (Math. Annalen,
t. 102, 1930, p. 707-725). Voir le n° {7, formule II.
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peut le montrer sur le développement (82) et (83), mais pour les
bi(z) on peut aussi raisonner de la maniére suivie dans le para-

graphe 3.
En effet, si ¢ Z£ £,
wi(z)
n?(zi)wp? (2x) (2 — o) (2 — 24)?

W(@)hi() = (& — 21) (x — ) 5
=C(z—2z)(x— xs)...(x —Zi1) (T — Zi41)...

X (& — Xk ) (& — Zhs1). . .(2 — @)} (2).

Mais
w(z)=rcos3nb = -i-cosSnﬁ+ z—cosno
4

et - _
Ulin(-z') . \
. P——— bo(?os(n —2)0+bycos(n—3)0+...4+by_3cos0+bp_o
dx
=0

On a donc bien
bi(x)bi(z) Nipr=

T AT
(87) f hi(cosO)bhz(cosd)db =
0 —1
(i # k).

Nous pouvons démontrer de la méme fagon le
Tutorime:V. — Les fonctions fondamentales de seconde espéce
hi(x) vérifient Uorthogonalité d’ordre supérieur quelconque
o n)

dx
— =0 (r=1,z2,.

1
(88) f YT T
—1 y1—.c?

si les points fondamentaux sont encore ceux de Tchebychef

Pour les fonctions fondamentales de premiére espéce, on a

T 2n—1
S mehard = E e ZF e cosrticosr .
r=i
Mais
2n—1
Vr* cosr(0;+ 0;) = _n —on?:
dnad .o 0,40z ’
r=t - sin? —_
donc
A dx __ = 1—cosf, coslx (i % k)
T n¥ (cosB;— cosByz)? )

hi(z)hi(z) ‘/1_ =

(89) f_i
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Si i:l.‘,
~ 2n—1
=" = 2 g2
[ hdb = iy e 2 (r2+ r2cosarby;)
r=i
et
+! .r = 3
[ = = (e )
Ensuite
ozn—l
f hi by d __Esm k eriurokcosr(),-
rzz\
201
== s':‘GKZ[rsmr(ﬂ +0z) —rsinr(0;— 0z)].
4
r—=i
On a
an— cos 0;i+ 0y
N o in (0o 02) — — 2.
Py sinr(0;+ 0;)=—n T
r=—=i ﬁln-—.)——
donc
+! dr P sin20, .
CONY BRI et TG L)
Sii=k,
-t dr =
(‘.’2) . f hA‘(-")lM(-I') ———— = — cosl;
- V11— .22 4nd
Enfin,
-+1
dr =
3 2 _— = - sin20; (V).
(93) »/_‘1 i () Vi—r? o ST )

Les développements précédents nous permettraient d’établir la
convergence de la quadrature, et de la convergence en moyenne
de I'interpolation d’'Hermite sur le systéme T, mais, étant donnée

la convergence absolue,
limX,(r)=f(r)
n—>x

des paraboles d’interpolation d’Hermite de toute fonction continue
dans lintervalle (— 1, + 1), ces questions, dans le cas des abscisses

de Tchebychef, n’ont aucun intérét.

(') Nous donnerons une application des relations (88) et (93) dans le travail

signalé note (1), p. 33.



