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DE L'INTEGRATION DES EQUATIONS DES PROBLEMES
DE POURSUITE ET D'AMBIANCE EN GEOMETRIE PLANE;

Par M. EmiLe Turrire.

L. Le probléeme des lignes de poursuite, dans le cas du mouve-
ment rectiligne du mobile poursuivi a été l'objet de nombreux
écrits. Mais, en dehors de ce cas simple d’intégration, le probléme
conduit a des équations nc: intégrables.

Le cas des lignes de poursuii» 1t’achées au cercle a été étudié
par M. L. Dunoyer et par M. F. Morley ().

D’autre part, M. F. Morley (?) a, sous la désignation de courbes
d’ambiance, étudié la question suivante : le maitre N décrit une
droite ('axe oz par exemple). Le chien M décrit une trajectoire
inconnue, dans le plan oxy, dont la normale en M est précisé-
ment MN. Cette trajectoire est déterminée par la condition de
constance du rapport des vitesses des deux mobiles.

Le probléme d’ambiance est analogue a celui de poursuite, la
tangente étant remplacée par la normale a la courbe trajectoire du
mobile poursuivant.

Les lignes d’ambiance associ¢es a la droite ont été déterminées
par une quadrature par M. Morley, (ui, en outre, a réduit aux
fonctions elliptiques le probléme des lignes d’ambiance du cercle.

2. L’objet de la présente étude est de généraliser la’ question en
supposant que MN est une droite ayant une inclinaison quelconque
mais constante, sur la tangente ou la normale et de réduire, dans,
certains cas, l'intégration a celle d’un type remarquable d’équa-

(') L. Du~c 7ER, Sur les courbes de poursuite d'un cercle (Nouvelles Annales
de Mathématiques, 4° série, t. VI, 1905, p. 193-222); F. MoRrLEY, A curve of
pursuit (American math. Monthly, t. XXVIII, 1921).

(*) F. Morigy, The curve of ambience (American Journal of Mathematics,
t. XLVI, 1924, p. 193-200).
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tions différentielles : 'équation’

d ' .
(1) ?1% =ay -+ 3a1yi+ 3ary + as,

primitivement considérée par R. Liouville et étudiée par
P. Appell (*). De cette méme équation, j’ai indiqué tout récem-
ment (2) un certain nombre d’applications géométriques, parmi
lesquelles la réduction a cette forme de I'équation des lignes de
poursuite attachées a Ta spirale logarnhrmque et plus particuliére-
ment au cercle. Dans cette méme étude, j’ai réduit a la forme
canonique ci-dessus: l’équatlon de I'isochrone paracentrique, de la
courbe atuptique et de diverses autres courbes planes d’équations
non intégrables au sens ordinaire.

3. Les coordonnées (x, ) du mobile N poursuivi (le maitre)
seront
(2) r =wcosp — w'sing,
Yy =wsino + w'cos¢;

w est une fonction donnée de ¢, de dérivées © et &'. Ces équatlons
représentenLIa courbe (¢)-trajectoire.du mebile poursuivi; I'incli-
naison sur Oz de la normale a cette courbe (¢) en N est ¢. Soit

(3) p=w+ o,

Pexpression algébrique du rayon de courbure de (¢) en N.
Les coordonnées (z, y) du point poursuivant-M seront

X =+ Acos(9® +§),

(4) ) Y=}’+7~sin(§+t), ().=MN).
¢ est ’angle de NM avec la normale en N a (¢). A et { caractérisent

Ia trajectoire relative de M par rapport a N. Posons

1Y
—sm(9+§)—+cos(y—+—§); =T,
) S o
? cos(? -+ §)-d— + sin(9 -+, Z;)-—- = A.

(') P. AprpeLL, Sur les invariants de quelques équations différentielles
[Journal de Mathématiques pures et appliquées (de LIOUVILLE), 4° série, t. V,
1895, p. 361-423].

(?) Sur des courbes spéciales définies par des équations différentielles non
intégrables (L'Enseignement mathématique).
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L’une des conditions du probléme. de poursmte est T = oi’tandis
que A = o est condition du probléme d’ambiance.

Si ¢ est prise comme variable de dérivation
(6" T=Xa+7Y¢)+ pcosf,

) A =X+ psint.
Introduisons maintenant la condition générale

co§(9+t+8)dX¥sin(?+C+3)dY=o;

elle exprime que la normale en M a la trajectoire (c) de ce point
fait un angle ¢ avec MN; cette condition s’écrit

A cosd + Tsind = o,

el compte tenu des expressions générales de A et T

(7) X cosd + A(1+¢)sind +psin({ +8)=o.

Vi

Sous cette condition, supposée remﬂie, les dérivées ‘(par
rapport a ¢) de X et Y deviennent

lsnn(9+§+o) Y= T cos(9 + § +9)
cosd 77 cos !

X =—

et, par suite, si dS et R représententl’élément d’arc et le rayon de
courbure en M de (C),

ds T _dS T
(8) “do T coss’ R=d(9+c)=(1+c')cosa'

Le rapport K des vitesses des mobiles M et N est donc

das T .
(9) K=Z= pcoss .

La seconde condition du probléme (la constance du rapport K de
vitesses) se présente finalement sous la forme

(10) A(1 +¢') = p(K cosd — cosl).
En tenant ompte de (10), la condition (7) se simplifie et devient

(11) %+sin§+Ksin8~=o.

Ces conditions sont générales, méme si & est variable, mais sous la
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réserve de -
cos § #Z o.

Pour § = ’-: (courbes de poursuite proprement dites), la condi-
tion correspondante T = o donne aux dérivées X' et Y' les expres

sions
X' = Acos(cp+§), Y = Asin(¢ +{).

D’on
dS
=Y
(12) K= i\_’
1 4

N+ p(K +sing) = o.

Par conséquent, la condition (11) reste valable pour cosé = o.
En résumé, le probléme dépend des équations simultanées {10)
et (11). L’élimination de A conduit a la relation

vr:

(13) hJ 7 (Kcosd —cos) ={'(2sin{ + Ksind) 4+ sinf{ + K cos$

+ m(K cos8 — cos{),
dans laquelle m représente le rapport
_e_2 ,
(14) : ”‘—'P‘—a;(logp),

8 a été supposé constant dans cette élimination. En général m sera
une fonction connue de ¢; la condition précédente (13) sera donc
une équation du second ordre en £(¢), dont les coefficients con-
tiendront explicitement la variable ¢; mais si m est constant, la
courbe (¢) imposée étant alors unae spirale logarithmique d’équas
tion naturelle

('5) ] =poem¢,

et plus particuliérement un cercle (m==o0), la variable ¢ sera
absente et I’équation se réduira immédiatement a une équation du
premier ordre

dag 1+C
a

By =2sinf +Ksin¥, - -
Cy=sinf{ + Ksind +~ m(K cosS-—cosC)

(KcosS—cosr) ——=[B1{' + C4],

(16)
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Il suffit de poser maintenant ¢’ = Li y pour obtenir
P 1
. dZ,
(17) (K cos&—-cos{),?zg— 4+ Zy(Zy+1)(CiZs+ By) = o5

ce qui est le type (1); 'équation obtenue présente la particularité
de posséder deux intégrales particuliéres connues, Z,=o0 et
Zq —— A ’

4. L'équation

dl
7[;‘ +Z:(Zi+1)(CZ,+B) =0

peul aisément étre rédnite * la forme canonique (18)

dL
Ly,
(18) P ; )
qui parait étre pratiquement, dans les avplicai:ons géométriques,
celle qui donne lieu” aux calculs et aux expressions les plus
simples.

11 suffit d’abord de poser

(19) 2,=U1Z,

en déterminant la fonction indéterminée U par la condition

dlogU
— =—B8,
© U (cost — Kcosd)t= eKsindI,
avec .
' — g
(20) = f COSK—KcosS’

intégrale élémentaire, pour ramener I'équation (17) a la forme,

7+ CZ(Z + P)=o,

avec Pinvariant P

B+ C
P==o’

une deuxiéme quadrature’--fermeura d’effectuer le changement de
variable ¢ en z pour avoir enfin la forme canonique {(18).
L’exemple le plus simple d’ambianee est fourni par la cubique
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de direction d’équation

il ¥ a alors dsométrie entre la cubique et la droite joignant les
points de contact des tangentes paralléles a I'axe de symétrie de la
cubique, la correspondance se faisant au moyen des normales de
la courbe. Le rapport des vitesses est alors égal a un. Pour tout
autre rapport e de vilesses, le probléme d’ambiance pour la droite
dépend d’'une quadrature élémentaire. La trajecloive relative de M
par rapport a N est une conique de foyer N, d’excentricité e. Il ¥
a séparation entre cllipses et hyperboles lorsque la trajectoire rela-
live est parabolique. el ¢’est précisément le cas de la cubique
de direction d’isométric. D’'unce maniére précise Uexcentricité ¢
a pour expression

_ vitesse de N

~ vitesse de M

Dans le cas des courbes d’ambiance du cercle de centre O. de
ravon un, les équations

. [4
s+ - =o,

o

R l? |
n ( - ) -+ cost =
//. 2

donnent par élimination ninmédiate de do, une équation linéaire
en cos g, la variable étant A. L’intégration donne. avec une cons-
tante arbitraire A, I'équation

1 7

cosl = - + — —

4 IS ‘2
de la trajectoire relative ; et cette derniére équation met en évidence
que la trajectoire relative est un ovale de Descartes, plus paru-
culiérement le limacon de Pascal

1
= ( — cos:)
4

[ dn
= _/__,
. 1) -
|i(/\)=[)\+'/(l+ \’—/-] [—-»:\—+—n\(1—~-)+/ﬁ|-
’ \ Ly .

LXV. 12

~

your A = o. On a ensuite
} .

~ -6
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Dans le cas de réalité des quatre racines de A, il suftira de poser

; P
s N=m—nlt— —)-
( ( wn‘l)
. ) 1 . ’ [
M=) |+—-). re=(t—umi(1 - -— ),
en . en
. [ R / |
Ag= 11 = n)|I— — ) /.;:H—“II)(I—'!'-—" .
X en \ en
Rih)=— (7= 2 V0 — 7)) U o= g Y Un = 2 )

pour metlre en évidence les facteurs linéaives du polynome da
quatriéme degré. La réduction aux fonctions alliptiques est alors
immddiale.

Sur la normale en N a la courbe (¢) on prend un point N el
que

(dans le sens de 7= 0). La trajectoire relative a pour équation

MN = U\ LT

ne

ce qui mantre bien quielle est un ovale de Descartes.



