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SUR UN PROBLEME D'EXTREMUM
DE LA REPRESENTATION CONFORME

PAR M. MENAHEM SCHIFFER

(Jérusalem),

1. Soit
; .y A A,
() s=f(D=1+ 5+ 5 +
bl ®
holomorphe et univalente dans le domaine ' >1; alors on a
pour le domaine D représenté par f(¢) le théoréme classique :

Si a et b sont deux points quelconques de la frontiére C de D,
on a toujours @ — b |< 4.
Pour la fonction

(2) P =3+ 2

X -

cette borne est atteinte en effet aux points @ = 2, b =— 2.

2. On est amené facilement a la généralisation suivante de cette
question. On considére sur la frontiére C n points a,, a,, ..., a,
ct I'on forme le produit des différences

(3) ‘J?,,(C:u.,ug,...,(ln)=l_[‘a~,-—ap_'.

vl

Le maximum de cette fonction des a; pour une frontiére donnée C

(3) a’,,(C):.\lax;Hv,,v_%;

a;_C
2<t

dépend de C seulement el par la de f(§). %, (C) est borné pour
n fixe, et, puisque la famille (1) est normale et fermée, il y a pour
chaque r une fonction f,,(¢) de la famille (1). pour laquelle <2, (C)
atteint en effet sa borne supérieure. Nous appelons la fonc-
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~tion f,(Z) une fonction extrémale du probléme du maximum
de £,(C). .

Dans la présente Note nous montrerons quelques propriétés
géométriques de la frontiére C,, appartenant a une fonction extré-
male f,,(%). Nous démontrerons que C, est une courbe de Jordan,
composée d’arcs analytiques, qui satisfont tous a un certain type
d’équations différentielles. Nous ferons aussi une premiére appli-
cation au probléme des coefficients de la famille (1); en outre
nous croyons aussi la méthode employée de quelque intérét en
elle-méme. :

3. Nous choisissons une frontiére fixe C, et désignons sur elle
un point O, qui sera l'origine du plan-des z. Nous coupons sur Cp,
autour de O, une section 8, de diamétre transfini p. C’est-a-dire
qu’il existe une fonction

. z By Byp?
@ t=e=p(Z) maa ke AL DL

2

qui représente I’extérieur de S simplement sur le domaine | §| > p.
On voit aisément que la fonction §(¢) représente I'extérieur d’un
continu de diamétre transfini 1 sur I'extérieur du cercle-unité.
¢(t) posséde donc pour fonction inverse une fonction de la
famille (1). Nous remarquons que ¢(¢)et par la aussi K, @&,
®B,, ... dépendent du choix de 8. Si l'on choisit une suite de
section S(p) de maniére que S(p) C S(p') pour p<<p'y p étant
le diamétre transfini de S(p), on peut supposer que y(¢) dépend
d’un paramétre p et dans ce sens nous écrirons plus exactement
dp(t), K(p), Bi(p), Ba(p), ... s’il est nécessaire.

La fonction inverse de (4)

: (B|02
®) s=r@=pt (3) =tk 2P (BraBle

représente le domaine |{|>p simplement sur l'extérieur de S.

Puisque ¢~ () appartient a la famille (1), on a par le théoréme
des aires

(6) 12|B 2+ 2| Be+ kB 2+....
Onaen particulier | @3, | <1:

LXVI. ’ 4
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D’un autre coté nous trouverons pour chaque « donné (]« |<r)
toujours des fonctions univalentes dans le domaine || > p et pos-
sédant un développement

£}

X
(7) s=l+ 2 4.
-

Prenons par exemple la fonction

A - 2
(7 5= ga(t)= p\r"aP(é) =7+ 5
pVe

»

qui est holomorphe et univalente pour || >p a cause de |a|<1.

La fonction

(8) 71[?(Z)J=Z+k9+u;z(’3—'ﬁ+...

est, pour tout |xi<1, holomorphe et univalente dans I’extéricur
de S et représente donc tout le domaine D, (de frontiére () sur
un domaine D, (de frontiére C’,), qu'on obtient aussi de [{|>1
a l'aide d’une fonction (1). Le domaine D, appartenait a une
fonction extrémale; nous trouvons donc

(9) 2.,(C,) < 2r(Cn)

ou

(9") Za(Chsyy ooy, an)SZa(Crsan, ...y ay)

st C,, a; résulte de GC,, a; par la représentation (8) et si les a;

étaient I'ensemble de points, qui donnait a €, (Cn; a4, ..., @)
son maximum sur C,. Ainsi nous obtenons

) ]

1 1
ay— ay+ (% + 031)p2<afv-— ;;)+p3(...)|§l—l|av—ap,]

1237 V<@
ou
1
’ — 2 3 <
(10") nll (2 +0B31)p avau+p(...)|:1,
< ’
” —_ 2 _l_. 3 <
(10") 1—(2+ Bi)p Zavau-’_p (..0)]<n
124" :

L’inégalité (10") est valable pour tout p. Faisons converger p
vers zéro; selon (6), 3, (p) est borné et il existe donc au moins
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une valeur limite 33, des 33, (p), et pour elle nous tirons de (10")

(11) : ‘R{(“""B“)Zavlnu}z‘-"

V<@

R (x) désignant la composante réelle de x. Le coefficient o est
encore quelconque soumis a la condition |« !<i. Puisquon a
aussi |3y |<1, (11) peut étre satisfait seulement pour | B, |=1.
Soit donc @3, =e. Un choix correspondant des « donne a la
somme a + 03, tous les arguments de l'intervalle ouvert

(-_f+e,f+e).
2 2

Grace a (11) nous avons

: O I
(12) arg 2 =—9f
. avay
vy
ou
1
(12") 03 E 2o0.
ayay, =
v p

Il suit de (12), que 'argument § de la valeur limite 03, est déter-

miné sans ambiguité (excepté le cas Z ! :0). Donc

aya
e

lim B, (p) = et
>0

existe.
4. De lim®B,(p) = €' et (6) on tire

i
(13) lim { §51 (5) + k(p) | =7 — = = po(%).
p>0

Cette fonction limite représente |[7|>1 sur I'extérieur d’un seg-
6+

ment de droite, qui a la directione ===¢’ * . Pourtouteet desp
suffisamment petits les points de frontiére du domaine, repré-
senté a 'aide de ¢;'(7) de [7|>1, se trouvent donc tous a une
distance moindre de ¢ d’une droite de direction g, el puisque cette
frontiére contient toujours l'origine, ils se trouvent aussi & une
distance moindre de 2¢ de la droite d par 'origine avec la direc-
tion o. Pour p— O nous avons ¢(p)—O. La fonction (5) représente
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donc pour des ¢ suffisamment petits le domaine ¢|>p sur un
domaine dont les points de frontiére se trouvent a une distance
<a2pe(o) de la droite . Construisons maintenant autour de O un
cercle de ravon ¢: il contient une section de (G, dont le diameétre
transfini est au plus ¢. Toute intersection de celle seclion avec le
cercle s == apparail de O sous un angle @ par rapport a d, qui
est borné par 'inégalité

(14) sinw<aez).
On voit donc que d est la tangente a (i, en O ('),

9. Puisque O était un point quelconque sur (%,, nous avons le
théoréme suivant :

La frontiére (i, obtenue a 'aide d’une fouction extrémale f,, ()
est une courbe continue 3= z(s (s un paramétre réel). qui pos-
séde toujours une tangente, exceplé en 2(n — 1) points, et qui
satisfait a I'équation différentielle

. IEAREN 1 .
1) - et 0.
(1) \rls 24(11«,——:,»“%—-3)“

v u

L’équation (15) vient de (12") en posant (3y= ¢! el g2=— e,
Elle est en effet une équation dittérenticlle pour la courbe

SIS)=X(S)+ (708

Ciar, en écrivant 'équation de cette courbe sous la forme v = v (),
nous trouvons

o~ Jasis)
(1) —_— = ——;
dr Rz

on obtient le second membre de (15') aisémentde (15). Les 2 (n—1)
points critiques de I'équation différentielle sont les (n — 2) zéros
et les n poles de la somme du premier membre de (15). Si I'on
connaissail les points @,. @, ..., @, on aurait déterminé complé-

(') Pour une formulation générale du principe appliqué ici et une recherche
plus profonde 4 l'aide de la théorie des ensembles, voir une Note 4 method of
variation within the family of simple functions qui va paraitre dans les
Proceedings of the London Math. Society.
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tement une fonction extrémale f,,(¢). En tout cas les a; sont sou-
'mis a la restriction que si ’on résout pour eux I'équation (15), il-
faut qu'une courbe existe, qui satisfait a (15) et qui passe par tous
ces points a;. Ceci est en général seulement possible pour cer-
tains n-tuples de a;. ’

6. Maintenant nous nous servirons du résultat précédent pour
¢valuer le coefficient A, dans (1). Dans le cas n =23 nous obte-
nons pour C; I'équation différentielle

1+ Qo+ 3
dz\? T 3
poiad <o.
(lﬁ) (({S) (z——al)(z——ag)(bz——a;;):n

On voit aisément que, dans le cas d’extrémum, les points a; ne se
trouvent pas sur une droite et que dans ce cas la courbe résol-
vante de (16) est composée de trois arcs analytiques, qui se ren-

ay—+ as—+ ay
3

de 120°. Faisons g origine du plan des z et construisons autour

de g un cercle de rayon r. Dans celui-ci se trouve, pour r suffi-

samment petit, une section étoilée E de C,; si son diamétre trans-

contrent au centre de gravité g— sous des angles

fini est p, alors on a IZ <p<r, tel que p et r convergent en méme

temps vers zéro. Prenons la suite des sections E(p), qu'on obtient

en faisant converger r— O. C, posséde en g trois tangentes:, qui

forment 'une avec I'autre des angles de 120°; donc E(p) tend

(avec une approximation d’ordre supérieur en p) vers une étoile

de trois segments rectilignes égaux, qui forment des angles de 120°.
Nous représentons E(p) sur un cercle [{| > p a 'aide de

’ = = AN B2 | G300
() .~?(z)—9¢(.g>—b+/l._o+7+ >

La fonction inverse $;*(7) de Y, (¢) représente I’extérieur du cercle-
unité sur 'extérieur d’une étoile E'(p), qui s’obtient de E(p) par

une dilatation de facteur % E'(p) converge comme E(p) vers une

étoile avec des segments égaux el des angles égaux ; appelons-le E).
Plus exactement : E'(p) converge vers E| dans ce sens, qu’un
domaine contenant E; dans son cxtérieur, contient aussi tous
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les E'(p) dans l’extérieur pour p suffisamment petit. L’extérieur
de E; est le noyau de tous les exlérieurs des E'(p); car on voit
sans difficulté que E; est le plus grand domaine avec la propriété
énoncée. D’aprés un théoréme classique de la théorie de la repré-
senlation conforme la suite ¢,(¢) converge, dans tout domaine
contenant " E| dans D’extérieur, uniformément vers la fonction
univalente §(¢), .qui représente extérieur de E). sur Pextérieur
du cercle-unité. Puisque tous les ¢,(z) élaient normalisés au

développement ¢ + K + ‘g—‘ —+ c—?.,—’ ~+..., ceci est valable également

pour ¢,(¢). Ce fait et la propriété de représentation déter-
minent Y, (t) essentiellement. Toutes les fonctions normalisées,
représentant le cercle-unité sur une étoile E, ont la forme

‘ 3 213 A6 . ‘
(17) &1(= ="\/"*“§""{J. =m0

Cette fonction représente le domaine |[7|>>1 sur I'extérieur de

2wl Uti
'étoile rectiligne (O, %\'/Z, 3 \/4 f) Les ¢7'(7) con-
vergent vers un certain g, (7), A dependant de l’onentatlon de E;.
Nous trouvons donc pour (4) '

(18) hmk( )_hmas‘( o)=o0, lim®Bs(p)=— 2%
2>0 2>0 3
Si
('1 2 CI:O"
(19) r(% =’;+—},P-+-f,:—g'—+...

est une fonction holomorphe et univalente dans |£| > p, alors

(20) rlo(s)] = 54 ko4 (B et | (a,_l.a.+a Yol

3

est holomorphe et univalente a 'extérieur de E. Concluons comme
en (3) et considérons a, + a, -+ a3= O; alors nous obtenons

(21) !1+3p3(032——k(:11+ag)a;a + (.S
f 2003
"Sip— 0, il suit de (18) et (21)
. { 2‘:; 5
(22) . ;Rt<——§/~ +a,) a.a,a3$§"'
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Cela n’est possible que si 'on a toujours (:1232%‘ Alinsi nous
trouvons : '

L. A,y Q8 ) .

Soit  f({) =&+ 5 + -= —+... holomorphe et univalente

’ 2 . . .
our 1, alors on a ¢L,!< = et celte limite est alteinte pour
I ’ . =3 p

L/ ”
(17") ./'(:)=§\/1+:%:+:—6



