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SUR LES SERIES DE DIRICHLET DONT LES ABSCISSES
DE CONVERGENCE SIMPLE ET ABSOLUE SONT EGALES;

Par M. Carros BiIGGERI.

Dans cette Note je démontre quelques théorémes sur les
singularités des fonctions analytiques, f(5), définies par des séries
de Dirichlet

.
(1) En,, e—tn, (ap==gpei¥n),

dont les abscisses de convergence simple et absolue sont égales.
On peut regarder ces théorémes comme des généralisations, aux
séries de Dirichlet, de théorémes concernant la théorie. des séries
potentielles. J’emploierai le critéere de M. Ostrowski ('), pour
reconnaitre la régularité, pour f(z), d’'un point périphérique
(lequel constitue une généralisation naturelle du critére de
M. Hadamard relatif aux séries de Taylor).

Appelons C et C' les abscisses de convergence simple et absolue,
respectivement, de la série (1).

Rappelons le critére de M. Ostrowski. Sans restreindre la
généralité, on peut supposer G =o0. Soient ¢ >0 et 0 <w <1,
nn couple de valeurs arbitraires fixes. Posons

ge\" .
On E(W) E amhih, e tm,
n -5 n
E(i—u{);knéalh W)

Voici le critére de M. Ostrowski : Il faut et il suffit, pour que
le point z=o soit un point régulier pour f(z), que l'on ait

(2) Tm 7O, <1
no>z

(*) A. Ostrowskl, Ueber das Hadamardsche Singularitatskriterium in der
Theorie der Taylorschen und Dirichletschen Reihen (Sitz. Berl. Math. Ges.,
t. 27, 1928).
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Je ferai, tout d’abord, les observations suivantes :
Premitre Osservation. — Il faut et il suffit. pour que le
point 3= o soit un point singulier pour f(z), que Uon ait

(3) Iim Y70, =1,

n>x

c’est-a-dire, linégalité, qui n'est pas exclue dans I'énoncé du
critere de M. Ostrowski,

(4) Tim V70,1 >1,

n>x

est irréalisable.

En effet, en mettant

P'inégalité (4) équivaut a la suivante :’

. n
—_— 1
(4" lim — A >

1
3 -
"o % n. g

Si (4") est vérifiée, il existe une infinité de valeurs de n, que je
désignerai par N, telles que

1, 1 AN
(5) ﬂ—_!l‘\:\'!’\’ ;‘4—0 ’

0 étant un certain nombre positif fixe. En cours de la démonstra-
tion du théoréme d’Ostrowski, on prouve que : si l’on pose

— ( SN o § S p—
B,= b Ay Wiy =T b - A e~ m
P ] n .- _
l.o;l»,,,_ea_ll——w» E«l—t—wl._\_:I.,,,gz

ona
— n 1 1
(6) ,fimt\/mlB::[<5-

Donc. a partir d’une valeur de n, suffisamment grand, on a

Sy 1 A7
) LiBai<(3—2)"

Evidemment
[AN|>|Bn|,
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donc, on peut écrire
® lza”‘kzl"_“""” 2/ AN|— By
"

De (5), (5) et (8) on tire

= | . .
N AR
INRAN - 1 A\ 1— 30\
e amiy e=5tw| ~( = 4+35 1I— = )
N! Vi m m l < p ) [ ( 1 =0

donc

3

= NN x|t ]
(9) lim —\"'| Aty €700m |2 + 0 > -

"> %
"

Puisque la suite ui figure au premier membre de (() est une
suite partielle de la suite analogue qu’on obtient en remplacant
dans celle-1a N par n, de () on tire

E
n

—_ 1

lim \ u,,,/,ne-"lm > -

i -7

n>»n n. -
ll

c’est-a-dire : le rayon de convergence de la série

/“)(a)

n!

— ,.),,

est plus petit que o; ce qui est absurde. car nous avons sup-
posé (i = o.

Devxieve OsservaTion. — L'origine s =o étant un point

. . . . » . n I_—

singulier pour f(3), il fautet il suffit, pour que la suite'y ;| Oy !
n -

. . . . . . 1 . N . .

ait une limite ordinaire, que la suite \//T' Lf®(e)! ait, aussi,

une limite ordinaire.

La condition est suffisante. — En effet, appelons / la limite
inférieure qui figure au premier membre de (6). Soité un nombre

positif fixe plus petit que ;——l, A partic d’'une valeur de n,
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suffisamment grande, on a

e > (5 -3,

1 1/1 N n
n—!lBul<[§(;—o+1)],
done
1 1 R 1— 36+ al\n
aeis (o) - (2 )
n! G 2(1— 69)
d’ou
n 1 1
lim n—,;,.\,,@c—a,
oy °
donc

B n
(10) lim‘/;:—,lx,,[:}r,
n>w °

car le signe > est irréalisable (1 observation).
De (10) on tire

(11) lim {70, =1.

n»x

De'(3) et (11) on déduit Dexistence d'une limite ordinaire

de VO]

La condition est nécessaire. — En ellet, le point z = o étlant

un point singulier pour f(z), et la suite 'V | O, | tendant réguliz-
rement vers sa limite, on a : (3) et (11). De (11) on Lire (10) et

de celle-ci on déduit

1 , 1 o n
(12) n—!na\n|><;—°)

pour tout n2n,=n,(d), o en étant un nombre positif fixe plus

petit que ; (é — l>.
De (6) on déduit que : pour tout r2 n,,

1 1 A\
(13) n—!|B,,|<(E_20).

D’aprés (12) et (13), pour n2>n,, on a

,_:.! I_/'m)(a)|>,(:,' - a)" [l_(11:2<:58>,l]’
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d’ou
n -I——— 1
li — | fim(a) |2~ —3
tin /112 o
donc
T
(14) lim \/n—, FRIOIES
ny>x °
D’autre part, on a
n AR —
J— 1 . 1
(15) fim \/m,lf‘"’(c)z =
n>» *

(le point 2 = o étant un point singulier).

D’aprés (14) et (15) on conclut I'existence de la limite ordi-

o 7
. 1 g
naire de \/;—, [fv(e)], pour n—>oo.
. . o . . .
Par contre, si le point 5 = o est ordinaire pour f(3), il peut
. . o TN . :
exisler une limite ordinaire de \/’T, | fin) () sans qu’il en existe
pour V10, [, el inversement.

Je crois utile, pour la suite, en ce qui concerne 'existence dela

limite ordinaire de la suite 'VlOnl de faire une autre remarque,
en me basant sur un théoréme de M. Valiron.

Rappelons que, si la suite X, est telle que
logn

6 Tim
(l ) n>xo )\n

les abscisses G et C' sont égales. M. Valiron (') a montré que,
dans ’hypothése (16), les abscisses C et C' peuvent étre calculées
a Paide de la formule
(17) C=C= lim logen,
ny»x “n
Or, quand les limites supérieures qui Sigurent dans les
Jformules de M. Valiron et (16) se transforment en des limites

(') G. VALIRON, Sur l’abscisse de convergence des séries de Dirichlet (Bul-
letin de la Société Mathématique de France, t. 52, 1924).
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ordinaires, ¢’est-i-dire, quand on a

. . logn
(16") lim =22 =,
n>e hn
, . . . 'Ug_ou
(]':) (== lim < )

nwo>% hn

. . . . . . n '")_'
alors, il existe une limite ordinaire de \1P,, pour n->o,
P étant la fonction O, appliquée a la série

x

(18) E;,, e tn,

n=u

En eflet, d'aprés le théoréme de M. Valiron, I'abscisse de
convergence de la série

(19) 7 Nzt

est ¢égale a zéro. Donc. d’aprés un théoréme de M. Landau (') le
point 3 = o est singulier pour la fonction analytique définie parla
série (19). Donc, st ’on pose

o ' n . N
O, = ( - > E i e=9 tm,

n . n X

S @t 1)
en vertu du critére de M. Ostrowski et de la deuxiéme observation
on a

S N
(20) lim {Q,=1.
n>»

Moyennant un calcul facile on voit que, d'aprés (16'), la limite
supérieure figurant au premier membre de (20) se transforme en
unc limite ordinaire. c¢’est-a-dire. on a

(207) lim YQ,=1.

"y =

D’apreés (17'), étant donné un nombre arbitraire ¢ > o, il exisle

(') E. Lavpav, Ueber einen Satz von Tschebyschef ( Mathem. Annalen,t. 61,
190)).
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un 7, = n,(¢) tel que si ’on prend
%(n—w)gx,,.gg(u-m), pour n 2 ny,
on a
(2[) ()—-é.l.31< om < €shu,

p étant la valeur de m pour laquelle

s

als

. n .
(1+w) et Iyt > -;(1+(-))

De (21) on tire )
e—uQ, <P, et Q,,
et de celle-ci

1+ 14t

(uﬂ . o 140 —
(22) e 0 V<Y< TV Q.

De (20'), (22) et de la premiére observation faite au critére
de M. Ostrowski on déduit

|+ 0

(23) e 7 "<Tim {PR<1.
"> o
|_s.m=
(24) e 7 <lim {P,<.
n> z

En prenant des limites, pour e — o, dans (23) et (24), et en
rapprochant les égalités qui en résultent, on conclut 'existence de
la limite ordinaire de 'VP,.

Cette derniére remarque peut étre utile dans les applications
des théoréemes II et I1I.

Si la série (1) se réduit a une série potentielle, A, = n. del'exis-
tence de la limite ordinaire de \/p,, on tire I'existence de la
limite ordinaire pour {/R,, R, étant la fonction O, appliquée a

la série
2 P’l e-—n:'

n=un

Cette affirmation peut se démontrer directement, ou bien se
déduire du corollaire que nous avons tiré du théoréme de
M. Valiron.

Introduisons les notations suivantes : p=p(n, o, ») est le
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plus petit indice pour lequel 1, reste supérieur (au sens large)
a %(1 —w); ¢ =q(n,e,) estle plus grand indice pour lequel %,
. ;. L n I}
reste inférieur (au sens large) a —(1+ ). o el @ étant deux

valeurs arbitraires fizes, telles que : ¢>C, et o<<w<1.
Posons : dp=d=q — p > 0. Appelons @, la plus grande (au
sens large) des valeurs de | ¢, — @ms |, pour p<Sm<gq.

Tratorime 1. — Siles deux conditions suivantes sont vérifiées :

1° les abscisses de convergence simple et absolue de (1) sont
égales; _
2° il existe un couple de valeurs o et w tel que la limite supé-

rieure du produit d, ®, est plus pelite que vz
alors, le point réel de la droite de convergence de la série (1)

est singulier pour f(z).

Démonstration. — Sans restreindre la généralité on peut sup-
poser C = C’'=o; il faut, alors, démontrer la singularité de I'ori-
gine pour f(z). Avec les notations introduites, la fonction O,

s’écrit
n q
ge ~
oum(22) Foninrre
m=p
Appelons O/, O;, et P, les fonctions qu’on obtient en substi-

tuant dans cette derniére expression pm, COSQm, pm SINQy, €Lppy, Tes-
pectivement, a la place de a,,. En outre, posons

q—1 m
A= 2 [(C‘)Scpm— cosq,,.H)Xp,-Z}‘ e“""i],

m=p i_l’

g—1
z [(sm ;o,,l—smq,,,_,_‘)zp,lj e—“)‘].
m j=p

En appliquant Ja transformation d’Abel aux expressions de O,

B,

ll
I
A

‘lv

Il

mt}
a

\? Bn . S
+.cosgq) +| g +singg) 2o.
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etO),ona
n
O,=Prcosg,+ (c—:> Ap,
n
0;,= P, sin 9,,-4—-(6—:) ‘Bn,
d’ou
(25) [ On ] = Pn Cn-

Soit « un nombre fize compris entre la limite supérieure
2 . .. .
de d, ®, et %— En vertu de la deuxiéme condition il existe
un ng= ny(«) tel que pour tout n>n,, on a
x
d,< 7’

donc, pour tout m compris entre p > po= p(n.) et g2 go= q(n,),
on a '

(26) [ om— Qme | < ;i.

De (26) on déduit : pour tout m compris entre p 2p, et g2 q,
on a

(27) | cosPm— COSPm+1 | < 2,
(28) | $in @ — SIN @ g | < z.

D’aprés (27), pour n2>n,, on a

m

qTg—1 q
(29) 1Anl< 3 Z Zpﬂ}'e—“: ;:—Z(q——j).oﬂn}"e""*"l<asn

m=p j=p j=p
et, d’une facon analogue, d’aprés (28), pour 2 n, on a
(30) [Bnl < aSh.

C. est le module de la somme de deux nombres complexes : I'un
desquels a son module constamment égal a Uunité, et I'autre,

d’aprés (29) et (30), a son module plus petit que x\/2 < 1, pour
n2n,. Donc, d’aprés ceci et (25), pour n2>n,, on a

(31) : 10n|>(1—ay/2)Pn.
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~ D’autre part, puisque C'=o0 (premiére condition), en verlu
d’un théoréme de M. Landau ('), le point 5 = o est singulier pour
la fonction analytique définie par la série (18), donc
(32) fim yP,=1.
. n>w
De (31), (32) et en vertu de la premiére observation que nous
avons faile au critére de M. Ostrowski, on tive
fim V70, [=1,
nyn
c’est-a-dire, le point z = o est singulier pour f(3).

Ce théoréme représente une généralisation partielle, aux séries
de Dirichlet, d’un théoreme classique de MM. Lecornu (2),
Fabry (*), concernant la théorie des séries potentielles. En effet,
en appliquant le théoréme antérieur a une série de Taylor, 'on
obtient : S7 dans la série potentielle

%

E anan,

n=u
dont le rayon de convergence est R, on a

| 7(9n— $n+1)| < K= const.

pour tout n, alors : le point s =R est singulier pour la fonc-
tion analytique définie par cette série; c’est-a-dire, on a un cas
particulier du théoréme de MM. Lecornu-Fabry.

Remarquons que : sous la deuxiéme condition du Théoréme I,
la différence (¢n— ¢n+1) tend régulierement vers zéro. Mais le
point 5 = C = C/ peut étre singulier sans que ceci se vérifie. Le
théoréme suivant est un exemple de ce fait.

Tatorime 1I. — S7 les trois conditions suivantes sont vérifices :

(') k. Lanpav, loc. cit.

(*) LecorNu, Sur les séries entiéres (C. R. Acad. Sc., t. 104, 1887, p. 349-352).

(3) E. FaBry, Sur les points singuliers d’une fonction donnée par son
développenient en série et sur l’impossibilité du prolongement analytique
dans les cas trés généraux (Annales Scientifiques de !’Ecole Normale
Supérieure, 3¢ série, t. XIII, 1846).

(%13

LXVI.
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1° les abscisses de convergence simple et absolue de (1) sont
égales;
2° il existe un couple de valeurs o et w tel que la limite infé-
rieure du produit d, ®, est plus pelite que —%'f;

3¢ [l existe une limite ordinaire de
n —_—

/, 1 | L,-llll(/;) ',

‘ n!e a

g(3) étant la fonction analytique définie par la série (18);

alors, le point réel de la droite de concergence de la série (1)
est singulier pour f(z).

Démonstration. — Soit  un nombre fize compris entre la

limite inférieure de d, ®, et ‘—/ En vertu de la deuxiéme condi-
2

tion il existe une infinité de valeurs de n, que j'indiquerai
avec N, telle qu’en reprenant les calculs faits dans la démonstra-
tion du théoréme antérieur on a

[Ax+iBy| < SxPy'2,

donc

N N> (1= 5ya2),
ou

(33) fim {/Cy>1.

N>

En vertu de la troisiéme condition et de la deuxiéme observa-
tion que nous avons faite au critére de M. Ostrowski, il existe une

.. . . niee .
limite ordinaire de \/P,,, pour n-»> . laquelle, d’aprés la pre-
miére condition, est

(34) lim '\'/f’_,; =1.
"> o

De (25), (33) ¢t (34) on tire

(35) Tim {/TOx|21.
N> w

Comme '/ [Oy| cst une suite partielle de la suite VO, [, de (35)
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on conclut
lim yTO, =1,
n>»
c’est-a-dire, le point 5 = o est singulier pour f(z).
Remarquons que : sous lu deuxiéme condition de ce théoréme,
la limite supérieure de lu différence (9n— 9n.1) peut étre
infinie.

Tutoreme IIl. — Si les quatre conditions suivantes se
vérifient :

1° les abscisses de convergence simple et absolue de (1) sont
égales; _

2° la partie réelle du coefficient, a,, n’est pas négative;

3° Pargument, g,, de a, (pour les valeurs de n telles que
an= o) est tel que ‘ '
(36) lim Veose, =1;

"> e
7l o . v 4
i il existe un couple de valeurs o et w, tel que le rapport -
est borné;
alors : le point réel de la droite de convergence de la série (1)
est singulier pour f(3).

Démonstration. — D’aprés la deuxiéme condition on a
(37) lOnIZO;nZO'

Appelons cosg: la plus petitc (au sens large) des valeurs de
cosgm > 0, pour p<m<q. Alors, d’aprés ceci et (37), on a

(38) 104 |2Pucosoe, [pSE=E(n, s, w)<f].

D’autre part, on a

logcos9r £ logcosge

(39) . n n £ ’

De la (36) on tire

(40) ‘ lim B o,
n 0
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et cn verlu de la quatriéme condition on a
z
(41) o<i < K = const.

De (39), (40) et (41) on tire

(42) lim Ycoser=1.
n-> o
Dc la premiére condition et du théoréme de M. Landau (') I'on
déduit

(43) Tim {P,=1.
>0

De (379), (42) et (43) on conclut

= n
hm V/IO"|=l7

c’est-a-dire, le point 3 = o est singulier pour f(3).
Evidemment, si la limite ordinaire de

/1 gn()]

existe, pour n — o, la condition (36) peut se remplacer parla sui-
vante (qui est plus générale)

_—
(36") "]I;I.I VCOSPE=1.

On peut rattacher ce dernier théoréme a celui de M. Fekete (?)
. k3
(dans lequel on exige | ¢, | <7 << SIT= ﬁxe) .

On voit, donc, comme en utilisant le critére de M. Ostrowski,
complété avec les observations faites ci-dessus, on peut géné-
raliser (partiellement ou totalement) auz séries générales de
Dirichlet, dont les abscisses de convergence simple et absolue

sont égales, certains théorémes appartenant a la théorie des
singularités des séries potentielles.

(') La~pbav, loc. cit.
(?) M. FEKETE, Sur les séries de Dirichlet et Sur un théoréme de M. Landau
(C. R. Acad. Sc., t. 150 et 151, 1g10).



