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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

NOTE SUR LES INTEGRALES SINGULIERES ET LEUR APPLICATION
A LA FORME COMPLEXE DE L'INTEGRALE DE FOURIER;

Par M. Pepro P1 CarrLEsn.

Dans cette Note, nous résumons les principaux résultats d'un
Mémoire de I’Academia de Ciencias y Artes de Barcelona ('),
que de récents événements ont empéché de faire connaitre, en
appliquant les susdits résultats a systématiser a la fagon de
Lebesgue les conditions de convergence de la forme complexe de
I'intégrale de Fourier que nous avons étudiées en un travail paru
a la Mathematische Zeitschrift (*).

A cet effet, nous généralisons et élendons les théorémes sur les
intégrales singuliéres dus a H. Lebesgue (3) et E. W. Hobson (*),
étudiant la convergence de ces intégrales pour des familles plus
restreintes comme celle que nous appelons « continues de
Lispschitz ».

Dans les théorémes de M. Lebesgue sur les conditions néces-
saires et suffisantes pour que

b
L(f) = f f(2)9 (2, n)dz

(1) P. P1 CALLEJA, Sobre la convergencia de integrales dependientes de un
nédulo variable (Mem. Ac. Ci. Barcelona, 1936; Terc. época, Vol. XXV, n° 13).

(%) P. Pr CaLLEIA, Uber die Konvergenzbedingungen der komplexen Form
des Fourierschen Integrals (M. Z., t. 40, 1935, p. 349).

(3) H. LeBesoue, Sur les intégrales singuliéres (Ann. Fac. des Sci. de
Toulouse, 3¢ série, t. 1, 1909, p. 25).

(*) E. W. Hosson, The theory of functions of a real variable and the
theory of Fourier's Series, Vol. 2, Chap. VII, 2* éd., 1926. Cambridge.
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tende vers zéro quand n tend vers o, on peut substituer dans les
deuxiémes conditions et les conclusions les mots « tende vers zéro »
par les mots « soit convergente », obtenant ainsi les conditions
de convergence de I.(f) pour les familles des fonctions som-
mables, mesurables L¢, bornées et sommables, intégrables au sens
de Riemann, simplement discontinues, de variation hornée, et
continues de variation bornée, non pour la convergence a zéro,
mais seulement pour leur convergence vers une limite finie non
préalablement fixée.

Il suffit d’appliquer aux nouvelles conditions le théoréme général
de convergence de Cauchy, en tenant compte des théorémes de
Lebesgue appliqués au noyau [¢(z, n + p) — ¢(=z, n)] unifor-
mément par rapport a p, d’aprés 'observation que M. Lebesgue
fait sur cette uniformité a la page 68 de son travail cité.

A ces théorémes, nous pouvons joindre celui qui se rapporte a
la famille des fonctions que nous appelons continues de Lipschitz.

Nous disons qu’une fonction est continue de Lipschitz au point ¢
intérieur a Dintervalle (a, b), si cette fonction est continue
dans a<2<b, et si 'on peut déterminer trois nombres positifs
3, K, y (127> 0), tels que pour les valeurs de x appartenant
ao<<|z—c|<d soit

lf(@)—fe)|<Kiz—ec]t.

Alors on peut énoncer le théoréme suivant :

Pour quel,(f) soit convergente vers une limite finie quandn
tend vers o, pour toute fonction continue de Lipschitz en un
certain point c¢ intérieur a Uintervalle (a, b), il faut et il
suffit :

1° Que pour tout nombre s>o, il existe un nombre
positif M, indépendant de n, tel que

b
f |z —cs (e, n)|dz < M.
a

b .
2° Que lintégrale j ¢(z, n)dz soit convergente quand n

tend vers o, et que cette condition soit aussi remplie par U'inté-

grale[a(x —W\ ¢ (2, n) dz pour tout point Ade l’intervalle (a, b).
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Les conditions sontsuffisantes. — Sila fonction ¢ (z, n) remplit
pour{un certain point ¢ les conditions énoncées, soit f une fonction
continue de Lipschitz quelconque au point c.

Alors il existe trois nombres positifs 8, K, y tels que pour tout
nombre positif s << y <1 soit

1f(2) —f(e) | <K|z—cl™< K

|z —ecl

dans 0o <|z — ¢| < 8, et pour tout ¢,<3.

Soit 8, le plus petit des nombres d et (pKlM )Y_S, pour un

nombre positif p quelconque.
Alors, on peut écrire

[ @ = 1@ ) 3 (5, myde

=%

c+0,,
ng;,—sfa |z —cls)¢(z, n)|dog

- 'p

L
P

Soit f,(z) un polygone inscrit a f(z) tel que deux de ses
segments soient déterminés par les points f(c—3d,), f(c) et
les f(¢), f(c—+ 9, et les autres remplissent la condition

/@) = Fp(@) | < 5

pour tout z des intervalles

alxlc—38 et c+ 3§

(174

z<b.
Alors pour 0 < | 2z — ¢| £ d,, nous pouvons écrire

(@) =fp(@)| _ IS =S x| 0

|z —c| 3p

donc, on a
c+90
,/ s P{fp(c)"fp(-”)f?(% n)dx
€=%

c+8p

<Ko [* Tla—c|lg(, n)|ds
a
c+d

, _
<kapr [0 la—ello(m n)ldas .
=0



Pour |z —¢|>¢,, on a

. < a‘;‘ . 4'—6,,
pM:J,

le(x, n)'dr

[ @ = @) et mrde

c—3
1 g 1
< —_ "dx —
S oW, ”(1‘ |z —c|$|9(z, ").,‘11'<1)’

et, de méme,
1

[ i@ —fp@) (e myda

c+0p

< L
p
Des inégalités antérieures, on peut déduire

<

b b
S r@ et mdz— [ 125 mde

e

vérifiée uniformément par rapport a n; donc la limite I,(f)

existera avec la limI,, ou I, est la limite finie de I'intégrale I, (f,)
p>w
quand n — oo, qui existe par la condition 2° de 'hypothése.

Les conditions sont nécessaires. — La condition 2° est néces-
saire puisque tout polygone continu est une fonction continue de
Lipschitz dans chacun de ses points. La condition 1° est aussi
‘nécessaire parce que, dans le cas contraire, nous pouvons supposer
qu’au point ¢, il existe toujours des nombres n, pour une certaine

b
valeur de s qui fassent I’intégrale f |z —cl|e (2, no)|dz aussi
a

grande que l'on veut.
Alors soit la fonction s, () = signe de |z — ¢ |9 (=, no), telle que

+1 pour ¢ (z, ny) 2 o,
so () = ~
—1 pour ¢ (z, ngy) <o,
c’est-a-dire qu’elle fasse
so(z) |2z —clo(z, no)=|xz—cl|o(, n)|

Donné ¢ > o indifféremment, on peut trouver un é > o tel que
pour tout ensemble e, part de lintervalle (a,b), de mesure
m(e) < 4, il fasse I'intégrale

Sz —clelsta m) jde <.
e
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Soit e, 'ensemble mesurable ou s, (z)=--1; alors il existe un
ensemble ¢, composé d’un nombre fini d’intervalles partiels
de (a,b) sans poinls communs, tel que I'ensemble des points
situés soit dans ey, soit dans e, mais non communs aux deux, ait

une mesure inférieure é-z- (Hobson, Ouvrage cité, Vol. 1, p. 189g).

Soit la fonction Y, (z) égale & + 1 dans €, et égale @ — 1 dans le
complémentaire ¢,. Si e, est ensemble complémentaire de e,
Pensemble des points situés soit dans e,, soit dans e/, mais non
8
i
semble des points ou ¢ () ne sera pas égale a s,(z) aura une

communs aux deux, aura une mesure inférieure a . Donc, l'en-

. . . 0 . ,
mesure inférieure a 5 La fonction ¢,(x) a seulement un nombre

fini de points de discontinuité que l'on peut éviter en unissant par
segments les points de ¢, () situés a gauche et a droite, et a une
distance si petite que I'on veut de chaque point de discontinuité.
Ainsi, nous aurons obtenu une fonction continue go(z), telle
qu’elle remplisse les conditions

&o(a) = go(b) =0; | go(x) <1

et différe seulement de s(z) dans un ensemble de mesure infé-
rieure a d.
Puisque

So@la—cto@ nde|s [iz—ckiz nlds,

la différence des intégrales
b b
f so(z) |z —cls9(z, ny)dz et f &o(z) |z —c|s 9 (x, no)dz,

sera en valeur absolue plus petite que 2¢. Donc, si n, est un
nombre qui fait

b
f |z —cls|o(x, no)|dx > ly+ 2¢,
a
on peut construire une fonction continue g,(z) telle qui fasse

b
S a@ iz —cle(@ n)de> b



et remplisse les conditions
go(a) =gu(b) =0; |g(2)[<1.

Si nous prenons pour /, la valeur /, =2, soit n, et g,(z), le
nombre et la fonction correspondante, et appellons

b
Li= [ |e—cle(a, m)|de > li=2.
“a

Sila[| 2 — c|*g4(x)] n’est pas bornée quand n — o, nous aurons
trouvé une fonction continue de Lipschitz au point ¢ : -

F(z) =]z —cl 51(2),

pour laquelle le théoréme n’est pas vrai; dans le cas contraire, soit
C, indépendant de r, la borne correspondante.

Alors, nous pouvons prendre pour [, la valeur /, =22C,L,,
avec n, et g,(x) comme nombre et fonction correspondants et
appeler

b
Lz=f |z —cls|p(x, ns) |dz > L.
a

Si
IlI

z—cl[a10) + 51 (=) ] b

n’est pas bornée quand n — oo, la fonction continue de Lipschitz,
au point ¢ pour laquelle le théoréme n’est pas vrai, sera

L, 1
Fa)=ie—cl [o1(2) + 7= g:(a) |-
Dans le cas contraire, il existera une borne C, > C, + 2 pour la

suite I,.
Répétant ce raisonnement, ou

b
liva = 2771 CyLy; Li=f |z —cl*lo(x, ni)|dz;  Cy>Ci+1,
a
nous aurons obtenu une fonction

F(z)=]x—c]’[gi(w)+2—;‘ gi(x)+§%!gs($)+...]v
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représentée par une série uniformément convergente de fonctions

continues, qui est continue de Lipschitz au pointc et nulle Az =a

etz =0>. »
Pour cette fonction

]n;(F)_F‘—I———— [ g,(.t)[.z'—c[°m(x, ﬂ‘)d.’l‘

1
— I, ['z‘-—-—c[-’( ,+-———g:+ +mgi—i)]
I s ___I . — I
— 1p; ,.’&'—-c[ 2iLigH_1+2i+1Li+l gi+at+ ...

I I
> m — Cjq— (-2-‘—-[71 Li+2T1_L——1_H Li—-i—...)
22C4—Ciy—1>1i—2,

qu’'on peut prendre si grande que l'on veut; donc, pour cette
fonction, le théoréme ne sera pas vrai.

Ainsi, les conditions sont bien nécessaires.

La démonstration est valable pour les théorémes référents a la
famille de fonctions continues de Lipschitz au point ¢ intérieur a
'intervalle (a, b) et nulles au point z = a et a la famille de fonc-
tions continues de Lipschitz au point ¢ intérieur a 'intervalle (a, b)
et nulles aux points z=a et z =125 si, dans I’énoncé donné, on
remplace pour la premiére famille la condition 2° par la suivante :

b
2° que l'intégrale f (z —2)¢(z, n) dx soit convergente quand
X

n tend vers o quel que soit A pris dans l'intervalle (a, b); et de la
méme fagon pour la deuxiéme famille, on remplace la condition 2°
par la suivante :

® Que l'intégrale

[ tis0r g )+ ga—t, n)
[]

=
e

Aty
= [ @=ns@ mder [ (w—a)e(, nde
» Aew

soit convergente quand n tend vers o quels que soient A et p pris
dans l'intervalle (a, b).
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On peut déduire du théoréme démontré le corollaire suivant :

Il suffit qu’il existe un point ¢ de Uintervalle a <z <b auquel
on peut faire correspondre des nombres c et M indépendants de n
qui remplissent

b
12e>05 [ e —cl=t|o(a, ) |dr <M,
a

et que la condition 2° soit vérifiée pour que toute fonction
continue dans Uintervalle alzx<b, avec dérivée a droite et
a gauche au point c fasse 1,(f) convergente quand n— co.

Particuliérement, ce corollaire sera valable pour toute fonction
continue avec dérivée simplement discontinue dans l'intervalle
(a,b); donc, dans ce cas, il existe toujours la dérivée a gauche
S (z) et la dérivée a droite f°,(z); en effet, il suffit d’appliquer la
formule des accroissements finis

flz+h)—f(@)=hf'(x+0h) (h> o),

dont la validité exige seulement que f(z) soit dérivable a l'inté-
rieur de l'intervalle (z,z + ); en divisant par k2 - o, on prouve
que

Si (@) =f(z + o).

Si ¢(x, n) dépend de certains paramétres, les théorémes
ci-dessus pourront s’énoncer, d’aprés la remarque d’uniformité de
M. Lebesgue citée auparavant. On peut étendre aussi 'intervalle
d’intégration a l'infini.

Dans notre travail cité de la Mathematische Zeitschrift, nous
étudions les conditions qui permettent de reférer la convergence
ou divergence de l'intégrale

f du /'"f(z) sinu (¢ — ) dt
a celles de 'intégrale .
3
J"=[af(t+x) l—_‘;'()—-—S-n—tdt ., quand n > o

pour ¢ fixe, si petit soit-il.
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Ces conditions sont analogues, mais pas égales, aux conditions
données par Dini (), Pringsheim () et Young-Hahn (7) pour
référer la convergence ou divergence de lintégrale de Fourier

fwdu /‘f(t)cosu(t—.r)dt‘
o .

a la convergence ou divergence de I'intégrale de Dirichlet

l,.=f f(t+ ) smtnt d quand n - .
]

Par I'étude que nous venons de faire, on peut voir a la fagon
générale et systématique de M. Lebesgue pour quelle raison les
intégrales J, et I, ne convergent pas dans les mémes conditions,
comme nous le démontrons directement dans le travail de la
Mathematische Zeitschrift.

En effet, d’aprés notre travail cité, le noyau de I'intégrale I, de
Dirichlet remplit les conditions

S . 0 .
. sin nt . “sinnt
llmf dt = o; lim dt =1;
nywJy 1 nyeJ_g
A .

. 2 sinnt

lim dt=1,

ny>w Jy i

pour des nombres positifs 3 et &' quelconques, tandis que le noyau
de notre intégrale J, remplit les conditions
8 1— cosnt

lim —— dt = x;
nyw 0 t

3 3
. —_ 14 . —_ t
lim Lﬂ-dt:l.mfl—-ﬁ"_’-”_m:logs_loga';éo
ny>= J_g t n>wJy t

pour ¢ > &' > o quelconques.
Donc, l'intégrale J, ne sera pas singuliére au sens de Lebesgue
ou d’Hobson dans leurs travaux cités.

(®) U. Din1, Serie di Fourier, Pisa 1880.

(®) A. PRINGSHEIM, Math. Annalen, t. 68, 1g10, p. 367; t. 71, 1912, p. 289.

(") W. H. Youne, Proc. Roy. Soc. Edinb., t. 31, 1911, p. 559. — H. Hany,
Acta, mathematica, t. 49, 1926, p. 3o1.
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Puisque le noyau de J4 ne remplit pas la condition 1° des théo-
rémes modifiés de Lebesgue relatifs, soit & la famille de fonc-
tions de variation bornée, soit & la famille de fonctions continues
de variation bornée qui exige, soit

If)‘cp(z, n)dxz

ou le nombre positif M est indépendant de r, et le point A est pris
dans Pintervalle (a, b), on peut voir, d’aprés la nécessité de cette
condition pour quelle raison la condition de Jordan (*) n’est pas
suffisante pour assurer la convergence de l'intégrale J,, méme aux
points de continuité de la fonction.

Cependant, les théorémes démontrés ci-dessus relatifs a la
famille de fonctions continues de Lipschitz, et ses cas particuliers
expliquent pourquoi la condition de Lipschitz (°) (et ses cas
particuliers) est suffisante pour assurer la convergence, soit de
'intégrale I,,, soit de l'intégrale J,,.

<M,

8) C. JorpaN, Comptes rendus, t. 92, 1881, p. 228.
R.

LiescHitz, Journ. reine u. angew. Math., t. 63, 1864, p. 296.

(*)
*)



