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PROBLEMES MODERNES D'INTEGRATION
DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE
A UNE FONCTION INCONNUE;

Par M. N. Sarrykow.

(Conférences faites a la Société Mathématique de France a Paris
le 5 mars et a Strasbourg le 8 mars 1937.)

I. — Introduction.

Les fondateurs de la théorie des équations aux dérivées par-
tielles, créant leurs méthodes d’intégration, avaient émis plusieurs
idées qui ont grandement contribué au progrés de la théorie con-
sidérée ('). Pour introduire, par la voie la plus directe, dans le
sujet de la présente conférence on devrait rappeler, d’abord, les
travaux de deux Fcoles Scientifiques : francaise et allemande.
La premiére fut inaugurée par les recherches de J. Liouville,
" J. Bertrand et E. Bour. Quant a 'Ecole allemande, elle a été créée
par S. Lie et A. Mayer.

La France, aprés la mort de Jacobi, devient le foyer de nou-
veaux travaux sur l'intégration des équations considérées. Les
brillantes découvertes de J. Liouville, de J. Bertrand et de E. Bour
ont fait avancer la théorie des équations étudiées, au dela des
progrés qui ont été réalisés dans les OEuvres posthumes de
Jacobi (2).

Or, a la fin du siécle passé, dans son dernier quart, la théorie
des équations aux dérivées partielles revient sous l'influence de
Pesprit germanique. A cette époque avait surgi une nouvelle

(*) N. Savrykow, Les progrés et les problémes actuels de la théorie des
équations aux dérivées partielles du premier ordre & une fonction inconnue.
Paris, Gauthier-Villars, 1936.

(?) N. Savryeow, L'euvre de Jacobi dans le domaine des équations aux
dérivées partielles du premier ordre (Bull. Soc. Math., 2° série, t. LXIII,
juillet 1939).
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génération des mathémalticiens, étrangére a 'Ecole francaise de
J. Liouville, de J. Bertrand et de E. Bour. A la téte de la nou-
velle école se placérent S. Lie et A. Mayer qui ont entrepris
leurs propres recherches sur l'intégration des équations aux
dérivées partielles. S. Lie est devenu célébre par sa théorie des
groupes continus et leurs applications. Il avait de plus introduit
les ¢léments de contact, les multiplicités intégrales et les groupes
fonctionnels. L’abondance des résultats publiés par S. Lie et leur
forme géométrique avaient attiré I’attention du monde entier des
mathématiciens. Ils se sont fidélement adonnés aux nouvelles idées;
et il n’a été guére question ni de les comparer avec les anciens
résultats, ni de les étudier d’un point de vue critique.

Une longue période, a peu prés d’une quarantaine d’années,
devait s’écouler pour que les études et les critiques détaillées par-
viennent a confronter les idées et les méthodes des Ecoles francaise
et allemande.

Alors on a pu constater que les idées de Joseph Liouville, qu’il
avait développées dans son enseignement au Collége de France,
ne sont pas moins profondes que celles de S. Lie. En effet, 1’é1é-
ment de contact de ce dernier géométre ne représente qu’une
interprétation géométrique d’un élément intégral de Liouville,
irrégulier, comme on le dit a présent (*).

Or, cet illustre savant considérait, en méme temps, les éléments
intégraux réguliers. Son analyse, grice a sa généralité et sa
rigueur, était parfois supérieure a celle de S. Lie.

On s’était, d’autre part, bien aper¢u que c’est précisément
J. Bertrand qui avait inauguré, 20 ans avant S. Lie, I'introduction
des groupes fonclionnels, bien que cette notion se trouvait déja
chez Jacobi; mais cependant elle ne fut publiée que postérieure-
ment & Bertrand, dans les OEuvres posthumes de Jacobi.

Rappelons, enfin, le conflit qui s’est manifesté entre les deux
Ecoles scientifiques mentionnées a 'époque, ou 'Académie des
Sciences a Paris avait refusé les sollicitations de S. Lie et de
A. Mayer. Ils avaient bien voulu qu’on leur reconnaisse les
progrés que, grace a leurs méthodes, ils avaient cru avoir réalisés

() N. Sarrvykow, Méthodes classiques d’intégration des équations aux déri-
vées partielles du premier ordre. Paris, Gauthier-Villars, 1931, Chap. V, p. 45.
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dans le probléme des trois corps, en réduisant son intégration a
un systéme de six équations différentielles ordinaires du premier
ordre. Or, le jury ne pouvait guére le faire, car le méme résultat
se trouvait déja dans les anciennes recherches sur I'Intégration
des équations différentielles de la Mécanique de Jacobi datant de
1842 (Gesam. Werke, Bd. IV, p. 315) (*).

Les faits cités se trouvent en stricte connexion avec les pro-
blémes qui se posent actuellement dans la théorie des équations
aux dérivées partielles, en élucidant les différents points de vue
qui doivent étré mis d’accord entre eux.

L’exposé succinct qui va étre esquissé dans ces quelques pages
qui vont suivre, fut ’objet d’une étude détaillée dans plusieurs
séries des conférences Sur les méthodes modernes d'intégration
des équations aux dérivées partielles et Sur les théories mathé-
matiques du probléme des trois corps. Elles ont été professées,
-durant ces derniéres années, dans les Universités belges sous les
auspices de la Fondation Universitaire de Belgique.

II. — Eléments intégrables.

La théorie des éléments intégrables (*) réalise le progrés récent
du probléme de l'intégration des équations étudiées. Celte nou-
velle notion généralise la méthode classique d’intégration de
Jacobi et celle des éléments intégraux dont on vient de parler.

Considérons, pour fixer les idées, la fonction inconnue z des
n variables indépendantes x,, ,, ..., Zn, en désignant par p,,
P2y ---» pn les dérivées partielles du premier ordre de la fonc-
tion z prises respectivement par rapport aux variables indépen-
dantes, de sorte que I’on ait

2z dz 0z

dz, _Pv dz, P R

(%) S. L1g, Gesam. Abhand!. Anmerkungen zum IV Bd. Leipzig Teubner 1929,
P- 476-482. Voir la lettre de S. Lie adressée 2 A. Mayer.

(®) N. SaLrykow, Etude sur Uévolution des méthodes modernes d’intégration
des équations aux dérivées partielles du premier ordre. Paris, Gauthier-Villars,
1934, chap. II, p. 9.
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Cela posé, écrivons I’équation aux dérivées partielles sous la
forme suivante

(l) F(wh X3y ooy Lny P1y P2y -, Pn) =0,
ou la fonction inconnue z, elle-méme, ne figure point explicile-
ment. Introduisons I’hypothése
JF
—_
(2) dp1 < 0.

Supposons que l'équation lindaire aux dérivées partielles du
premier ordre des caractéristiques de I’équation (1),

®) (F,f)=o0
admette un nombre quelconque n + p — 1 des solutions distinctes
(4) fi: f!) ceey fn+p——i,

ou l'on a les conditions limitatives suivantes :
n—i<<n+p—i<a2n—2,
le déterminant fonctionnel

D( fl)f!, ..-,fn—i),fnafn—l—-!) -'-9fn+{)——-1 >20

P2y P3y ooy Pny Zn—p+1; Tn—p+2y «« <y Tn

%)

étant distinct de zéro.

L’ensemble de léquation donnée (1) et des intégrales (4)
définissent un élément intégrable de Uéquation (1), si cette
derniére équation ainsi que les suivantes

(6) . fi(-z‘i, ey «..y Tny P1y P2y S DX (I=1,2, ..., n+p—1)
rendent la relation

n
(7) dz =2p, dz

s=1

une différentielle exacte.

L’importance de la notion introduite est considérable. En effet,
si 'on connail un élément intégrable de l’équation donnée (1),
I'intégration de cette derniére s’achéve par une quadrature, suivie
des ¢liminations algébriques.
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D’autre part, I’élément intégrable permet de former, grice a
une quadrature et des différentiations, le systéme complet des
intégrales distinctes des caractéristiques de I'équation.

La théorie des éléments intégrables représente une méthode
universelle d’intégration, car elle embrasse de méme les autres
méthodes classiques d’intégration comme des cas particuliers
limites. En effet, si p = n — 1, la relation (7) devient évidemment
une différentielle exacte, et ’on obtient en I'intégrant 'intégrale
générale des caractéristiques de I'équation (1). Si d’autre part on
se trouve dans le cas limite, ou p=o et la relation (7) est une
différentielle exacte, il s’ensuit que les intégrales connues
engendrent un élément intégral.

Précisons, pour fixer les idées, que I'on doit considérer deux
intégrales de l'élément intégrable : particuliere et générale.
Cette distinction correspond respectivement a I’hypothése, selon
laquelle 1’équation donnée (1) figure, elle-méme, dans I'élément
considéré, ou bien I'équation qui s’obtient en égalant le premier
membre de ’équation (1) 3 une constante arbitraire.

Cela posé, la théorie étudiée est constituée par les théorémes
suivants :

Tratorime I. — Considérons Uélément particulier (1) et (6)
que l'on met, grace a Uinégalité (5), sous la forme
(8) Zn—p+i= i (zi, Z2y «evy Tn—p,y Cy, Cyy o ey Cn-}-p-—i)
C=1,2,...,9),
(9) § ps = Ys(z1, 23, ..., Zn—p, Cy, Gy, ..o, Cn+p—-1)

(s=1,2,...,n).

Soit Uintégrale de la différentielle exacte que devient la rela-
tion (7), en vertu des formules (8) et (9),

(10) s=9(&1, X3, .., Tn—p G, Gy, ..., Cn+p—1) -+ G,

C étant une nouvelle constante arbitraire.

Il existe toujours, parmi les n-+p —1 constantes C,,
Cay ...y Caipy, p constantes telles qu’en les désignant par Cn,
Criry -+ +y CGnip, lorsqu’on les élimine entre les équations (8)
et (10), l'intégrale compléete de Uéquation () s’obtient sous la

Jforme
z = V(.Z‘i, X2y ooy Xny .C1, Cg, ey Cn-..j) -+ C,
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ot les n constantes arbitraires C,y Cy, ..., Co4, C figurent
explicitement.

Le théoréme énoncé représente la généralisation évidente de la
théorie des caractéristiques, et le choix des constantes a éliminer
des formules (8) et (10) se fait au moyen des régles bien déter-
minées qui sont formulées en cinq théorémes ().

Tatorime II. — Supposons que U'équation
(11) F (21, 23, ..., n, p1, P2; -+, Pn) = @,

a étant une constante arbitraire, engendre avec les équations (6)
un élément intégrable général qui s’écrit, envertu de (5), de la
maniére suivante : i

Zn—p+i = 91(&1; T2y - .oy Tn—p, @ C1y Cay ...y Cpoyp)
(=12, ..., 9)

Ps  =Ys(@1, X3y oovy Tnp,y @, Cyy Co, ..oy Cpopa)
(s=1,2, ..., n).

(12)

Soit Uintégrale de la différentielle exacte que devient la
relation (7), grdce aux formules (12),

(13) 2 =9(Z1, T2, -y Tn—p, @&, C1, Co, ..., Cayp1) + G,
C désignant la nouvelle constante arbitraire.

Cela étant, introduisons la fonction que nous dirons princi-
pale de Uélément considéré

p
S= o —Epn—p-H%,
=1
et écrivons les formules suivantes :

a5 .
(14) E:'Clt (l=1’21'-'an+9_l)>

C; étant des nouvelles constantes arbitraires.
Les formules (14) impliquent toujours n —p—1 relations

(®) N. Savrykow, Méthodes modernes d'intégration des équations aux
dérivées partielles d’une  fonction inconnue. Paris, Gauthier-Villars, 1935,
p. 15.
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distinctes qui forment avec les équations (6) (11) et (13) le
systéme complet des 2n — 1 intégrales distinctes des caracté-
ristiques de Uéquation (1) (7).

Il va sans dire que, dans le cas particulier, ou p = o, la fonc-
tion S devient la fonction principale de Jacobi.

Remarquons que pour I'application des théorémes qui viennent
d’étre formulés a l'intégration d’une équation (1), on n’a qu’a en
chercher les intégrales quelconques des caractéristiques, sans se
soucier des conditions jacobiennes d’involution. En nous émanci-
pant de cette derniére restriction, il est vrai qu’en revanche, nous
sommes obligé de pousser au dela de » le nombre des intégrales
que P'on cherche. En appliquant toujours le théoréme de Poisson a
chaque paire de deux intégrales quelconques trouvées, on par-
viendra aisément a en former un groupe fonctionnel. Or, si
pendant ces derniéres opérations on obtiendrait, inopinément, un
élément intégral de I’équation donnée (1), il est aisé d’achever
immédiatement l'intégration de cette équation, par une quadra-
ture.

C’est 'avantage de la théorie des éléments intégrables. D’autant
plus que, si la résolution des équations de I’élément intégral, par
rapport aux variables canoniques, offrirait des difficuliés algé-
briques insurmontables, on pourrait continuer la formation de
I'élément intégrable. On pourrait réussir de cette maniére a atté-
nuer parfois les difficultés du calcul algébrique, en augmentant le
nombre d’équations, entre le méme nombre d’anciennes variables.

Néanmoins il se pose la nouvelle question de borner par une
limite définie le nombre des intégrales nécessaires pour achever
Piniégration de Péquation (1). On profiterait de cette maniére des
avantages que présente un élément intégrable en comparaison avec
la théorie des caractéristiques, dont l'application exigerait le
calcul du systéme complet de ses intégrales.

Le probléme posé est résoluble par un algorithme algébrique
élémentaire.

Introduisons dans ce but la rotion du groupe fonctionnel

(") N. Sarrykow, Etude sur évolution des méthodes modernes d’intégration,
p. 13-14.
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intégrable. Cette nouvelle notion doit impliquer que le groupe
considéré engendre le nombre suffisant d’intégrales pour en
former un ¢lément intégrable.

Supposons que I’on ait trouvé un groupe fonctionnel quelconque
de v intégrales distinctes

(15) fly f2: LR fvy

de I’équation linéaire des caractéristfques (3).
Considérons le déterminant gauche symétrique

-

oy Qg9 P A1y

A2q4 Qee ... Oay
(16) )

Ay Gyz ... Oyy

ou est introduite la désignation suivante des parenthéses de
Poisson

aix=(fi, ft)-

Le déterminant (16) est nul, si son ordre v est impair.

Or, si v étant pair, le déterminant (16), était nul, il suivrait
que tous ses mineurs du premier ordre s’annulent identiquement.

Appelons le déterminant (16) déterminant du groupe (15) et
son mineur d’ordre inférieur, le premier qui ne s’annulerait point,
sera dit déterminant caractéristique du groupe (15). Désignons
P’ordre de ce dernier mineur par .

Cela étant, il est aisé de supposer, sans diminuer la généralité
des considérations, que le déterminant caractéristigue d’un
groupe fonctionnel quelconque soit toujours gauche symétrique.

Ainsi le déterminant caractéristique du groupe fonctionnel
considéré (15) peut étre représenté de la maniére suivante :

Ay aqs o %1, v—p
211 221 “en g y—y, S
(17) A= Zo.
Ay—p, 1 Xy—p,2  eee Qy—p,y—p,

Cette assertion est évidente, car il nous appartient d’affecter les
intégrales considérées des indices qu’il nous plairail.
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La question posée peut s’élucider grace au théoréme sui-
vant (?) :

Tutorkme III. — Le groupe fonctionnel (15) est intégrable s
Uordre ‘de son déterminant caractéristique (17) surpasse de
deux unités le double exces de Uordre du groupe v sur celui
des dérivées n.

Cela étant, remarquons que la démonstration du théoréme
énoncé III est étroitement liée avec la notion des fonctions dis-
tinguées du groupe fonctionnel (15). On y entend les fonctions
de la forme

q)é(flaf?’ "'7fV) GB=1,2,..,p),
qui représcntent les intégrales en involution de 1’équation (3).
Puisque le déterminant (17) est gauche symétrique, son ordre ne
peut étre que pair, soit 2p. Par conséquent, il s’ensuit, du
théoréme formulé, que la relation

(18) v=n+p—I

doit étre vérifiée pour que le groupe fonctionnel (15) soit inté-
grable.

Citons quelques exemples.

Considérons le probléme d’un corps dans P’espace des trois
dimensions. Il admet trois intégrales des aires f,, fa, f3 engendrant
le groupe fonctionnel. En effet, ces derniéres intégrales vérifient
les conditions

nf)=rf  (ufi)=—r, (o fi)=ri
Le déterminant de ce groupe
o j:; '-—f2
—fs o f1
fz ——f1 o
s’annule identiquement, mnais le déterminant caractéristique

[0 fa
_f3 o

(%) N. Savrykow, Etude sur lévolution des Méthodes modernes d'intégra-.
tion, Chap. III, n° 9, p. 17.
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est du second ordre. On aura donc, dans le cas considéré,
o=1, n=3, v=3.

Ces derniers nombres vérifient bien la relation (18). Il s’ensuit
que le groupe des intégrales des aires est intégrable, et le probléme
d’un corps devient résoluble par une quadrature ().

Quant au probléme des trois corps, les équations jacobiennes
canoniques du mouvement relatif possédent le groupe des trois
intégrales semblables au précédent. On a de méme dans ce der-
nier cas p = 1, mais n = 6. "

Par conséquent, la relation (18) démontre que, pour achever
I'intégration des équations, il faudrait avoir encore trois nouvelles
intégrales engendrant un groupe fonctionnel avec les trois inté-
grales connues.

La théorie considérée s’étend immédiatement sur les systémes
d’équations compatibles aux dérivées partielles du premier ordre
a une fonction inconnue (*°).

III. — Invariants différentiels.

Les efforts des géométres pour achever 'intégration furent
dirigés dans le cas, ou les intégrales nécessaires manquaient, a
diminuer le nombre des variables dans les équations, en profitant
pour cela des intégrales connues.

Considérons, pour fixer les idées, I'équation aux dérivées
partielles

(1) F(z1, @3, ..., Zn, p1, P2y -+, Pn) =0,

Supposons que I'équation linéaire des caractéristiques corres-
pondante

(2) (F, f)=o
admette un groupe fonctionnel de v intégrales distinctes
(3) f1, fg, ceey Jye

(®) N. SaLrYyRow, Méthodes modernes d’intégration, p. 25-26.
(**) N. SarLrykow, Méthodes modernes dintégration, Chap. 1V, p. jo.
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Composons les équations linéaires
(4) (f’f)f)=0 (k=1,2,....,v),

formant un systéme complet.
Les 2n — v intégrales distinctes de ce dernier systéme

(5) P1, P2y .oy Pop—y,

formant un groupe fonctionnel, sont appelées invariants diffé-
rentiels du groupe (3). S. Lie appelle le groupe (5) polaire par
rapport a celui de (3).

L’importance des invariants (5) se manifeste, en premier lieu,
par le théoréme suivant : '

Tatorime IV. — Si les invariants (5) sont distincts de la
fonction caractéristique F de Uéquation donnée (1), alors F
représente une fonction des seuls invariants (5).

Ce théoréme est une conséquence immédiate des propriétés des
intégrales d’un systéme linéaire. :En effet, les invariants (5)
représentent un systéme complet d’intégrales distinctes du
systéme linéaire (4). Par conséquent toute autre intégrale de ce
dernier systéme cst une fonction des intégrales (5).

Or, les fonctions (3) représentant|les intégrales de I'équa-
tion (2), on aura les identités suivantes :

(6) (F, fi)y=o0 (k=1,2, ...,9).

Ces derniéres identités démontrent que la fonction caractéris-
tique F est de méme une intégrale du systéme (4). Donc, il
s’ensuit, d’aprés les propriétés citées des intégrales d’'un systéme
linéaire, la relation requise

(7) F=W(0y, 02, ..., P2n—y).

Il est intéressant de constater que le nombre des invariants (3)
dépend de l'ordre v du groupe (3). En tant que 'ordre du groupe
(3) est supérieur, 'ordre du groupe polaire (5) diminue, et la
fonction caractéristique F s’exprime en un nombre moindre des
paramétres.
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Tutortme V. — Introduisonsles 2n — v invariants (3) comme
nouvelles variables, au lieu des 2 n anciennes

Z1, L2,

c+y Zny P1, P2, ---5 Pn.

L’équation linéaire (2), étant transformée, devient

2n—v

0
(®) D AigE =0,

s=1

@ représentant la nouvelle désignation de la fonction inconnue,
o lon a

n—Vv o
(9 As= g (v6, ¥5),

o=1

¥ désignant Uexpression (7) de la fonction caractéristique F.

L’équation (8) s’obtient, grace a la méthode d’intégration ingé-
nieuse de Korkine-Lindelof (**). En effet, 'ensemble des équa-
tions (2) et (4) forme un systéme d’équations linéaires fermé. Or,
il s'ensuit de la théorie générale citée que les anciennes variables
ne figurent point dans les équations transformées.

La forme remarquable (7) de la fonction caractéristique trans-
formée et de I'équation transformée (8) sont longtemps restées
inapergues.

J. Bertrand, linitiateur de la théorie considérée, s’était borné
de chercher la forme des intégrales des problémes de la mécanique,
admettant les intégrales des aires. Les propriétés exposées, con-
cernant la transformation de ’équation (2), s’étendent aisément
sur une équation linéaire quelconque de la forme générale, ainsi
que sur les systémes d’équations linéaires. Quant a S. Lie, il
gardait les anciennes variables dans les équations transformées,
en attribuant a ces variables une signification spéciale (*2). Les
résultats analogues a ceux de S. Lie se trouvent de méme dans la

(") N. SaLrykow, Méthodes classiques d'intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre. Paris, Gauthier-Villars, 1931, Chap. II,
ne 7.

(1) S. L1, Math. An., Bd. XXV, § 10, n° 28.

LXVIIIL 1o
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thése de M. E. Englund ('?), ou ils sont reproduits. Enfin,
H. Poincaré étudie les propriétés spéciales du systéme canonique
du probléme des trois corps, en variables de Delaunay, pour
réduire leur nombre, grace aux intégrales des aires ('*).

Le nombre des variables dans 1’équation (8) peut étre encore
diminué, s’il se trouve parmi les invariants (5) des tels invariants
qui sont en involution avec tous les autres. En effet, alors, les
coefficients correspondants (g) s’évanouissent identiquement.

Cela étant, le probléme d’intégration de I’équation (1) revient a
intégrer I'équation transformée (8). On devrait en trouver autant
des intégrales qu’elles engendrent avec les (3) un élément inté-
gral, ou un élément intégrable, ou bien, dans ce cas le moins
favorable, I'intégrale générale des caractéristiques.

Citons, par exemple, I’équation formée parl’'un de mes éléves,
M. S. Nikitovitch :

(10) F=(p1—22) (ps+ 2s) + (p2+ &) (ps+21) —a=o0
admettant le groupe fonctionnel de quatre intégrales

fi= a3 — ps= C, = zs+ py= Cs,
(”) {fl Xy — P2 1 fz T2+ p3 2

fiE-T:i+PL=C37 fLEZ‘A-‘-Pi:Cs,

C, C,, C; et G, désignant les constantes arbitraires.
Le groupe polaire étant

V1= p)— Zq, V2= pPa—+ I3,

V3= P3+ Zy, VL= Py + Xy
I'équation (10) transformée devient
F=W=y0;+4 v30,— a = o.
L’équation linéaire (8) correspondante admet l'intégrale

2 9 9

— 0—
Sfi=vi+o3—03—0?=0C;.

(13) E. ENGLUND, Sur les méthodes d’intégration de S. Lie et les problémes
de la Mécanique céleste. Uppsala, 1916, Chap. I.

(1*) H. PoINCARE, Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 1, Chap. I,
n® 15; C. CHARLIER, Die Mechanik des Himmels, t, 1, § 10, p. 279.
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Cette derniére s’écrit, en anciennes variables, de la maniére
suivante :

(12)  fs=(p1— 22)2+ (P2 + 23)?— (P3+ @) — (ps+ x1)?= Cs,

C; désignant une constante arbitraire.

L’intégrale obtenue (12) se trouve en involution avec les inté-
grales (11).

Il s’ensuit, donc, dans le cas considéré

-
v=35, n =4, p=2

et la condition (18) du paragraphe II, est identiquement vérifice.
Par conséquent, l'intégration de I'équation (10) s’achéve par une
quadrature.

Remarquons, d’autre part, que I’équation (10) admet lélément
intégral formé par I'équation considérée (10) et les trois sui-

vantes
f?.:C‘z; f4= Cb, f5= Cs-

En résolvant ces quatre derniéres équations par rapport aux
dérivées partielles p,, ps, p; et p;, onobtient, par une quadrature,
'intégrale compléte de ’équation (10) sous la forme suivante :

z=C,,x1+Cg.z‘3—x1x4—x2z3;rfR1d(.z'g—ix;)t /Rgd(zg+ix;)+c,

ou l'on a posé

RlE é\/A1+ Bi (.Z'g—— l.Z") —_ 2L.(.Z'2— ix‘.)?,

RgE é\/Ag—G— Bg(xg—i- ll‘;) -+ 2i(x-;+ I:.Z‘,;)2,

]

C3
G

2
2
2
2

-—'C%+C5+ 2i(a—Csz), B1E2[C‘-—Cg+ Z(Cz—k CL)],
———C§+C5—2i(a—CgC/.), BgE 2[C,¢—Cg—‘i(C2+ Cl,)],

Ay
A, :
Cs,, G4, C; et C désignant quatre constantes arbitraires.

Enfin, on pourrait, d’une troisiéme maniére, envisager le
systétme des deux équations en involution (10) et (12), dont le
systéme complet des intégrales distinctes des caractéristiques est
donné par les six équations (10), (11) et (12). On en tirerait l'inté-
grale compléte requise par une quadrature, suivie des éliminations
algébriques.
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‘IV. — Invariants canoniques.

L’équation transformée (8) que ’on avait obtenue au précédent
paragraphe, présente un grave inconvénient. En effet, elle a perdu
la forme jacobienne d’une équation lindaire a une fonction carac-
téristique. Par conséquent, le systéme canonique d’équations
différentielles ordinaires correspondant a I'équation aux dérivées
partielles

(l) F (24, z., cevy Tny P1y P2y ooy Pn) =0

serait remplacé, grice a la méthode exposée plus haut, par un
systéme qui n’est plus canonique.

Or, E. Bour avait démontré (**) que I’on pouvait remplacer les
invariants du probléme des trois corps de J. Bertrand par d’autres,
que nous dirons canoniques, de telle maniére que la forme
canonique des équations ne soit pas altérée. Le calcul de E. Bour
est assez compliqué. S. Lie, d’aprés le témoignage de M. F. Engel,
sans connaitre I'ceuvre de Bour, avait adopté sa méthode pour
‘réduire chaque groupe fonctionnel a la forme canonique.

I1 s’agit dans les lignes qui vont suivre de modifier le procédé
de E. Bour, en généralisant celui qui nous avait servi pour résoudre
le probléme général de M. D. Michnevitch (*¢).

Il y a deux cas a distinguer.

Supposons d’abord que les intégrales connues de I’équation
linéaire

(2) (F, f) =0,
que I'on désignera par
(3) fi; fg, ceay fv (v<n—l),

(**) E. Bour, Mémoire sur le probléme des trois corps. Thése, Paris, 1855.

(*%) N. SaLrYyKOw, Structure d’un systéme normal d'équations aux dérivées
partielles du premier ordre, aux intégrales données 'des caractéristiques
(Bulletin de U'Académie des Sciences Mathématiques et Naturelles, Acad. Sc.
Math. et Phys., n° 3, Belgrade, 1936).
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soient en involution, vérifiant de plus la condition

fi’fﬁi °--’fV)>
(4) D(Pi’Pi, ey Py <o

Il va sans dire que, dans le cas ou les intégrales connues (3) en
involution seraient au nombre de n — 1, 'intégration de I’équation
considérée (1) serait achevée par une quadrature.

L’étude de ’hypothése, ou les intégrales (3) soient en involu-
tion, n’est pas dénuée d’intérét. Au contraire, ce cas intervient,
lorsqu’on se heurte aux difficultés pour prolonger la méthode
classique d’intégration de Jacobi. Ayant obtenu, dans ces cir-
constances, une ou plusieurs intégrales des caractéristiques en
involution (5), il est alors aisé de recourir aux considérations
suivantes.

La généralisation d’un autre théoréme classique de Jacobi (*7)
démontre que le systéme lindaire de 1’équation en involution

(%) (fr, f)=o0 (k=1,2, ...,v)
admet le systéme complet des intégrales
6) S, S, oos s e, 9n ee fn—vi Y1, dey .o, dn,

qui est précisément canonique.

Cela veut dire que, sauf les intégrales ¢; et ¢;, du méme indice,
toutes les autres sont en involution entre elles; quant aux inté-
grales ¢; et {;, elles sont conjuguées, c’est-a-dire qu’elles vérifient
les conditions

(91, $i) =1 (f=1,2, ..., n—V).

11 suffit, pour avoir le systéme des intégrales canoniques des
équations (5), de composer l'intégrale compléte du systéme nor-
mal d’équations aux dérivées partielles

Je(@1, Z2y .., Tny P1y P2y o oo, Pr) = ak (k=1,2, ...,v),
ai désignant des constantes arbitraires, & savoir

2=V(&1, Zsy ..., Tn, A1, A2y +.., &y, Cq, Cs, ..., Cpy) + C,

(") N. Savryrow, Méthodes classiques d’intégration, n° 18.
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C,, Gy, ..., C,_y, C étant n —v 41 constantes arbitraires
distinctes.
Alors les formules

=N, N _
Pros= ] ac, = s

d-z‘r—f-sy

(s=1,2,...,n—V)

définissent respectivement les valeurs (6) de toutes les intégrales
o; et kpi.

Le systéme complet des intégrales (6) définit les invariants que
nous dirons canoniques.

La fonction caractéristique F. de I’équation (1) devient alors

FE‘F(fhf?y "'yfva q’l? %, AR q‘n—w P1, P2y -y ‘?n—v)~

Quant a I’équation (2) transformée, on I'écrira de la maniére
suivante :

n—v
W do IV Jdo
8 ¥ (== =
®) Ei <"<Pi ATER2Y d?z‘) »
=
les valeurs fi, fa, ..., f, y figurent a titre de quantités constantes.

L’équation primitive (1) sera de cette maniére transformée en la
suivante :

(9) W(f1, fiy "'7f\'; $1, b2, ooy $uy, 91, P2, - vy Pry) =0,

les nouvelles variables ¢y, ¢3, ..., $n_,, y sont considérées
comme indépendantes, tandis que ¢, s, ..., 9oy figurent a
titre de dérivées partielles du premier ordre d’une fonction
inconnue prises respectivement par rapport aux variables indé-
pendantes de méme indice.

Insistons sur quelques détails concernant les considérations
exposées. Il va de soi-méme que chaque fois, ou l'on aurait
v intégrales des caractéristiques en involution, on pourrait éliminer
de I'équation (1) le méme nombre des variables canoniques de la
seconde classe. S'il arrivait que les variables, conjuguées de celles
que 'on vient d’éliminer, ne figurent pas non plus dans I’équation
transformée (1), elle ne contiendrait que 27 — 2v variables cano-
niques et suppléerait I'équation primitive (1).

Or, la théorie développée des invariants canoniques, pour
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former I'équation réduite, offre une méthode générale qu’il est
aisé de formuler de la maniére suivante :

Tatorime VI. — Supposons que Uéquation (1) admette les
intégrales (7) des caractéristiques en involution. Si leur inté-
grale compléte est connue, on obtient, par différentiation le
systéme canonique des invariants (6). L'équation (1) se trans-
Sforme alors en (g), et Uéquation (2) est remplacée par la (8)ime,
les quantités fy, fay ..., fu ¥ figurant a titre de constantes;
tous les §; désignent les variables canoniques de la premiére
classe et les ¢; celles de la seconde.

Passons a présent a I’étude des v intégrales (3) non en involu-
tion formant un groupe fonctionnel quelconque, leur nombre v
étant limité par la condition

v<2n—I.
Supposons que le groupe (3) engendre p fonctions distinguées
(10) by, s, ..., Py,
ot les nombres v et i sont lides par la relation inconnue (*8)
v =+ 2p.

I est aisé de supposer, sans diminuer la généralité des considé-
rations, que l'on ait

D(q)h QZ’ M) q)u.)>

fhf%"'rfl-l <
Par conséquent, le groupe (3) peut étre remplacé par le suivant
d)h (I>,, LERE} ‘pp-; fy-+17 fp.—+-!) AR fv,

Considérons d’abord le systéme d’équations linéaires

{ (fbf) =9 (i=1)2,"':l"')’

e (fuss, f)=o0 G=1,2,...,2p).

Désignons par ¢, une solution quelconque de ce dernier systéme
distincte des intégrales (10). Reprenons les intégrations succes-

(**) N. SaLryrow, Méthodes modernes d'intégration, p. 29.



— 152 —

sives de notre travail cité antérieurement (*¢). Cherchons dans ce
but une solution du systéme d’équations formé par le systéme (11)
et 'équation complémentaire

(12) (91, f) =o.

En procédant de la méme maniére on aboutira au systéme de
n + p équations linéaires, formé des équations (11), (12) et des
suivantes :

(92, /) =o, (93, f) =o, LEES) (‘Pn—p;f)=07

dont on aura le systéme complet des solutions distinctes en invo-
lution entre elles :

(13) @1, q)z, ey d)p., C1y P2y, ..oy (?"—?—Pd

représentant le nombre maximum de n —p fonctions distinctes
qui se trouvent er involution entre elles.

11 est évident d’abord que les n — p — . derniéres fonctions (13)
sont en involution entre elles, d’aprés la méthode méme de leur
calcul. :

Quant aux p premiéres fonctions (13), ou (10), elles sont
définies comme des fonctions de toutes les intégrales (3). Il s’en-
suit, donc

v
0] .
(P, ‘Pk)EEFf_:(fS} Pk) (=12 ..., k=1,2, ..., n—p—p).

s=1

Or, en vertu des équations (11) que vérifient toutes les fonctions
9%, on a les identités

(®iy 91) =0 =12, ..., k=1,2, ..., n—p—),

confirmant P’assertion qui vient d’étre émise.

Par conséquent, les fonctions (13) représentent les intégrales
distinctes en involution du systéme (11).

Ecrivons de la maniére abrégée, le systéme (171)

(fs, /)=o0 (5=1,2, ..., v; v=p+ 2p).

Cela étant, calculons les autres n —p— p intégrales de ce
dernier systéme engendrant son systéme canonique d’intégrales.
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Composons dans ce but, d’abord, le systéme fermé des équa-
tions suivantes :

(f-"f)=0 (s=112:"'7v))

(90, f) = {

(e=1,2, ..., n—p—p).

Cherchons une solution particuliére quelconque de ce dernier
systéme que I’on désignera par ;.

Pour avoir la seconde fonction ¢§,, cherchons une solution du
systéme des n -+ p -+ 1 équations

(fs, f)=o (s=1,2, ...,),
Ga ) ={ 770
(41, f)=o.

0,622 (e=1,2, ..., n—p—p),

En procédant d’une maniére analogue, on finira par obtenir les
fonctions cherchées

(14) b1, ¢ .., ‘Pn—p—p.;

qui sont en ‘nvolution entre elles et avec les fonctions (13)
d’indices distinctes; quant. aux fonctions de mémes indices, elles
sont conjugudées.

L’ensemble des fonctions (13) et (14) représente le systéme
canonique des intégrales des équations (11). Les deux cas que I'on
vient d’étudier permettent de compléter le résultat de 1933 ('),
généralisant le théoréme de Bour, mais qui est énoncé sous une
forme conventionnelle.

Il nous est possible a présent d’établir le nouveau résultat
obtenu sous une forme bien déterminée de la maniére suivante :

Tutorime VII. — Supposons que Uéquation (1) admette le
groupe fonctionnel des intégrales (3) des caractéristiques
engendrant p. fonctions distinguées (10). Il existe toujours le
groupe polaire correspondant qui admet la forme canonique

(*) N. SaLTYKOW, Groupes fonctionnels semi-gauches, incomplets (C. R.
Acad. Sc., t. 197, 1933, p. 1023); Etude sur Uévolution des méthodes
modernes d’intégration, Chap. 1V, p, 22.
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(13), (14); les équations (1) et (2) se transforment respective-
ment en

(P, &, ..., (I)l-h Y1, sy e, "pﬂ—ra—p.; P15 P2y - - o ?n-—p—p-) =0,
n—p—

2 (‘ﬂ"’_@_‘ﬂ“’_?>_o
dp; Iy Iy de;) T

les quantités ®,, ®, ..., ®, y figurant a titre des constantes,
$iy Yoy -« oo Ynp_y étant les nouvelles variables indépendantes
el 91y Pay « . .y Pn_p_y les nouvelles dérivées partielles du premier
ordre d'une fonction inconnue, prises respectivement par rap-
port aux nouvelles variables indépendantes.

Les théorémes obtenus sont sujets a beaucoup d’applications.
Citons dans ce but quelques exemples de la Mécanique céleste.

V. — Probléme des trois corps.

Considérons le systéme canonique du probléme des trois corps,
dans le mouvement relatif, en coordonnées de Delaunay :

AL OF  dG _ JOF  dH _ JF
%= W &= g &= R’
AU OF G JOF oW _ JF
T &= 9 @
m dl OF  dg _ JF dh JOF
e — oL’ dt =7 a6’ dt T oH’
al  OF  dg _ OF  di _  OF
\ @ — oL’ dt T 96 dr T JH”

les variables canoniques considérées élant réparties respectivement
en deux classes suivantes :

L, G, H L, G, H,

(2) C g
L, g R U, &, I

les variables de la premiére ligne (2) appartiénnent 4 la premiére
classe et celles de la seconde ligne, a la seconde classe.
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Les intégrales des aires se présentent sous la forme suivante :

( i=H+H=C,
3) fEEG2—G,2+ H?2— H2=o,
JSs=h— h'=180°.

Ces derniéres vérifient les conditions
(fu, fo)=o0, (f,fa)=0, (fs f3)=2/1.

I s’ensuit que les trois fonctions J1, fa, f3 forment le groupe
fonctionnel a une fonction distinguée qui-est représentée par la
premiére intégrale.

Or, profitons, d’abord, pour réduire le nombre des douze équa-
tions (1) de 'ensemble des deux intégrales (3) en involution les
plus simples qui sont la premiére et la troisiéme.

On se trouve ici dans le cas bien remarquable par sa simplicité.
En effet, les deux intégrales en question n’impliquent que deux
paires de variables canoniques conjuguées H et A, H' et A'.
Aucune des autres variables ne figure guére dans les intégrales
considérées. Par conséquent, les variables

L) G? L’) G,Y
L, & U, g,

représentent, dans le cas étudié, le systéme canonique des inva-
riants, dont dépend la fonction caractéristique W' transformée; de
plus, la théorie exposée des invariants démontre que la fonction ¥
ne saurait dépendre des autres quatre variables H et H', A et A’
que par 'intermédiaire des fonctions f; et f.

Par conséquent, le systéme réduit implique huit équations
canoniques qui s’obtiennent du systéme (1), en y effacantles quatre
équations de la troisieme colonne et en substituant dans la fonc-
tion caractéristique transformée les valeurs C et 180° respective-
ment a la place de f; et de f;.

Pour éviter toute objection qui pourrait surgir, remarquons qu'’il
faudrait dans le cas considéré profiter du principe de J. Liouville.
Comme les variables canoniques H et H' appartiennent a la
premiére classe, on devrait rapporter 'une a la seconde classe, en
faisant passer en premiére classe sa variable conjuguée, avec le
signe changé. Cette remarque est d’un caractére purement théo-
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rique, car toutes les derniéres variables disparaissent dans les
équations réduites.

Il serait aisé de proposer encore une autre transformation des
équations (1), en partant des deux premiéres intégrales (3) qui
sont, de méme, en involution. L’effet de la nouvelle réduction
serait analogue a la précédente.

Or, on en conclut que la fonction caractéristique doit étre de la

forme
lp(fh f2> L’ G: L’y GI, l: 8 l,r g’)'

De plus on y doit remplacer f, et f, respectivement par leurs
valeurs C et o.

C’est cette derniére transformation que H. Poincaré avait
ingénieusement étudié sur les équations (1), par des considérations
intuitives indépendantes de toute théorie générale.

Appliquons, a présent, la seconde transformation, étudiée au
paragraphe précédent. La fonction f; va jouer, dans ce dernier
cas, le role de la fonction distinguée @, du groupe fonctionnel des
trois intégrales fi, fa, fs.

Formons le systéme linéaire correspondant pour définir le
groupe canonique des invariants

0 —n=4+
®) tn=eg—cL-wi +ng —o
(©) <fa,f>=3l—;’-—ﬂf,=o.

Résolvons les équations (4) et (5) par rapport a f et a d}{”

pour transformer ’ensemble des équations (4) et (5) en un sys-
téme jacobien, de la maniére suivante :

i x (Gdf G,af>=0,

N o~ H+H\ odg
(@ I ' (e df)
o THF W\ og g

Le systtme d’équations aux différentielles totales, correspon-
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dant au systéme jacobien (6)-(7), devient :
dH'+ dH = o,
G ,

J G ’
dg' — gy (dh — dr') = o.

Il s’ensuit, outre U'intégrale évidente f, = C, deux intégrales

G(h—h')

G'(h—H)
®) £+ Haw HyHE

=6 f—waw

= Cz;
C, et G, étant deux constantes arbitraires.

Désignons les premiers membres des intégrales obtenues (8)
respectivement par s et s' en posant

L G—n)

‘ H+H
( e g BRI

- "H+H

)

Heureusement, ces deux derniéres fonctions (g) se trouvent en
involution par rapport a la répartition canonique des variables (2).

On les prendra donc, aisément, pour les deux invariantes que
I'on avait antérieurement désignées par ¢, et ¢,.

I1 est aisé de prendre pour les deux invariants ¢, et ¢, respecti-
vement les anciennes variables canoniques [ et I'.

Quant aux variables canoniques de la premiére classe {,, ¢,
¢, ¢, c’est évident qu’elles auront respectivement les valeurs sui-
vantes G, G/, L et L.

De cette maniére le groupe canonique des invariants requis est
défini par le tableau suivant :

fh La G7 L’? GI,

4 !
L s, U, s.

Il s’ensuit que la fonction caractéristique du systéme (1) trans-

formé devient
lp.(fi) L) G: L,’ G', l: $, 1’7 S'),

ou f; doit étre remplacée respectivement par sa valeur constante C.



