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SUR QUELQUES PROPRIETES DES TRANSFORMATIONS
PSEUDO-CONFORMES AVEC UN POINT FRONTIERE

INVARIANT;
Par*M. S. Wacns
(Paris).
1. Préliminaires. — On sait que la démonstration du

théoréme de M. Julia sur les transformations conformes changeant
un cercle 33? en un domaine §G* C B? ct laissant invariant un
point de la frontiére est basée sur le lemme de Schwarz. La géné-
ralisation immédiate de ce lemme et du théoréme de Riemann-
Poincaré, qui permet d’étendre le théoréme de M. Julia au cas
d’un domaine simplement connexe quelconque, n'est pas possible
dans la théorie des fonctions de deux variables complexes.

M. Bergmann a introduit dans la théorie des transformations
pseudo-conformes (que nous désignerons désormais par abrévia-
tion par T. P.), c’est-a-dire des transformations bi-univoques par
paire de fonctions de deux variables complexes, quelques notions
utiles et indiqué des procédés qui peuvent dans plusieurs
problémes remplacer jusqu’a un certain point les théorémes cités
de la théorie des fonctions d’une variable complexe. En outre
cette méthode permet d’étudier I'allure des T.P. changeant un
domaine 33 en un domaine G (C 03 et laissant invariant un point
de la frontiére. C’est a ’étude de ce probléme que le présent
travail est consacré (*).

2. Notations. — Par z,=zr + i) (k.—_—. 1, 2, {= ‘/:—l ,
nous désignerons 'une ou l'autre de deux variables complexes,
) yx étant les coordonnées du point { z,, 5, } rapportées a 'espace
euclidien-réel a quatre dimensions. Le conjugué de z; sera

(') Les résultats de ce mémoire ont été exposés aux C. R. Acad. Sc.,
t. 208, 1938, p. 1352-1355.
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désigné par z. Par ®; et ®, nous entendons
9@ 1 d_?_id_i)- (p__d‘b__l d<I>+.d<i>
z ~ 2 \dx dy )’ =0z 2\oz " 'ay

Nous désignerons dans la suite les variétés par des caractéres
de ronde, I'indice supérieur indiquant la dimension de la variété;
sauf avis contraire, nous supposerons toujours nos domaines uni- ¢
valents et entiérement situés a distance finie. Enfin, deux domaines
seront dits équivalents 'un a I'autre, s’il existe une T. P. changeant
'un en 'autre.

3. Quelques résultats de M. Bergmann (2). — Nous allons
résumer ici les principaux résultats de M.. Bergmann sur lesquels
sont basées nos considérations ultérieures.

‘M. Bergmann montre que, pour chaque domaine @3, il existe
une fonction définie intrinséquement, dite « fonction noyau » du
domaine, K@ (3,5,%12,), et que cette fonction posséde des pro-
priétés trés utiles; Kg est une fonction réelle analytique des

quatre variables z,, 2., 3,,;3,.

En posant
dsf@ (2133) = 2T 7 dzm dE,.,
ou
Tni= —2— [LogKa(5%)],
02,03,

on introduit une métrique hermitienne définie positive invariante

par rapport aux T.P. (voir B,, p. 5). De plus, M. Bergmann a

(2) Pour plus de détails, on se reportera aux mémoires suivants de M. Bergmann
qui seront désignés respectivement par B,, B,, B,, B,, B, dans la suite du texte :

B,. Ueber Hermitesche unendliche Formen die zu einem Bereich gehiren. ..
(Math. Zeitsch., t. 29, 1929, p. 640-677).

B,. Ueber die Kernfunktion eines Bereiches und ihr Verhalten am Rande
(J. de Crelle, t. 169, 1932, p. 1-40; t. 172, 1934, p. 89-128).

B,. Sur quelques propriétés des transformations par un couple de fonctions
de deux variables complexes [ Rendiconti D. R. A. Nazion.dei Lincei, (6a), t.19,
1934, p. 474-478]. :

B,. Zur Theorie von pseudokonformen Abbildungen (Recueil mathématique,
1, 43, 1936, p. 78-96).

B,. Ueber einige Abschatsungen bei pseudokonformen Albildungen(Comptes
rendus de U’Acdadémie des Sciences de 'U. R. S. S., t. 16, 1937, p. 11-14).
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montré que plusieurs grandeurs caractéristiques pour la métrique
pouvaient se représenter comme des combinaisons linéaires de

valeurs minima A de l'intégrale f |k|? dw, do = dzydz, dy,dy,,
®

ou /4 est une fonction de la classe E(®) des fonctions dontle carré
du module est sommable dans @3 et assujetties a des conditions
auxiliaires appropriées. Par exemple, on demandera que 4 et ses
dérivées prennent des valeurs données en un point ¢ C 3. D’autre
part, si Ag et Ag sont respectivement les valeurs minima des

intégrales, f |h|*de et f |h|*dw, avec les mémes conditions
® S

auxiliaires, en un point £, tC B, tCG et si BTG on a
évidemment Ag<}g, d’ou l'on obtient des inégalités correspon-
dantes pour les grandeurs caractéristiques de la métrique (voir
B,, B, et B,).

Il est clair que I'étude de ces questions est plus simple dans
certains domaines que dans des domaines tout a fait généraux; il
y a des questions, comme celles dont nous allons nous occuper,
ou l'on considére I'allure des T.P. seulement au voisinage d’un
point invariant de la frontiére. M. Bergmann a montré que, pour
I'étude locale des fonctions ou des T.P., on pouvait remplacer le
voisinage de ce point, considéré comme appartenant a @3, par le
voisinage du méme point regardé comme appartenant & un
domaine plus simple (méthode des domaines de comparaison,
voir By, p. 13). Par cette méthode, M. Bergmann a été conduit a
classer les points frontiéres d’aprés les domaines de comparaison
qui leur sont attachés.

Nous étudierons ici les points dits du troisiéme degré pour
lesquels les domaines de comparaison sont équivalents a des
hypersphéres.

Disons enfin qu’il est souvent nécessaire de connaitre un
domaine de comparaison @ contenant entiérement (3 (appelé
domaine de comparaison extérieur), et un domaine de compa-
raison J contenu tout entier dans @B (dit domaine de comparaison
intérieur).

4. Btude de la métrique attachée 4 une hypersphére. —
Partons de I’hypersphére E(| 5, |? + |3, |* — 1 <0). La fonction
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noyau de ce domaine est

2
W—[afF—[zFF

K(zz) =

on déduit immédiatement la métrique

ds? 3

T i=m— 2]

{ (1—|22|?) d21 dz1+ 52 31 d51 d3s+ 51 B d3s d51+ (1— | 51]2) dzs dzs |-

Cherchons alors la distance de deux points A (z{"z{"), B(z"s").
Il suffit de calculer la distance de I’origine O (0, 0) au point C(X, o)
ou X est réel. En effet, si 'on connait cette distance on connait
aussi celle de C a un point P (34, 3,) quelconque, car une rotation
complexe convenable, qui n’est autre qu'une T.P. laissant fixe
I'origine, aménerait le point P au point C, et l'on aurait :
D(OP)=D(0OC) (D désignant la distance mesurée avec la
métrique) puisque la métrique estinvariante par rapport aux T.P.
Cela étant, une autre T.P. convenable changera le point A dans le
point O et le point B dans le point P, et I'on aura

D(AB) = D(OP) = D(0C).
Calculons D(OC); on a

dst=3[1— x*]dx?,
d’ou

D00 = [ yiu— eridr = L3 Log (LX)

1

La rotation complexe

5] = €913, cos0 + e— 1913, sinb,
zh=e—1% 3, sin0 + e—1%: z, cos,
ou 'on a posé
pr=argli;  g.=argl,;  tangh= ,%],

—-81-{—?1:—8;4—?2

change le point P (&,%,) dans le point C(\/[ Gj*+ %% o) etlaisse

invariant O. Appliquons cette rotation aux points A et B, le point A
devient le point A* (‘/I 2P+ |59 %, 0) et Ble point B* (3%, z%),
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et 'on a D(AB)=D(A'B*). Appliquons maintenant 1’homo-
graphie
a 3]+ as 25+ as
T s +cazytoy
_ b[ 3‘:-’— bg z.'_,+ b:}
L= €L, + €235 +C5

ou les @, b et ¢ sont choisis tels que cette homographie laisse
invariante 'hypersphére et améne le point A a 'origine. Un calcul
sans difficultés montre qu’il suffit de prendre

a)=a3=bs=cs=0; bi=c;=1,

r=by=—ay= — VT [ SO — 3]

On arrive ainsi & la formule suivante pour la distance des deux
points A et B

3 1+ 3€(z00500)
(4.1) D(AB) = */7 Log T—Z¢ zoizm)’
avec
(4.2) 2 (20 50 = \/’ 2 — (012 | gD — (02— | 3034 — z(1z(0)]2
|1— z(,‘”z‘.”—zg“)z‘.z“l

[la notation (m.nr) désigne la formule m du § 7.]

B. Une évaluation pour les T. P. d’'une hypersphére en un
domaine partiel. — Le point de départ de nos considérations
ultérieures sera le résultat suivant de M. Bergmann (B,) :

Soit V

wi = wi (24, 32) (k=1, 2)
une T.P. changeant un domaine ¢, équivalent & une hyper-
sphére, en un domaine partiel J C &, on a, entre la distance non
euclidienne de deux points quelconques A et B du domaine ¢
et la distance non euclidienne de leurs images A" et B*, 'inégalité

(3.1) D (A*B*) <Dy (AB)

(la notation Dy indiquant la distance mesurée avec la métrique
relative au domaine ).

Pour la commodité du lecteur nous répéterons ici la démons-
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tration de cette importante proposition. A cet eflet nous allons
établir le lemme suivant :

SiW estune T.P. changeant I'hypersphére J: E (1,2 +[3,]2<<1)
en un domaine partiel J < XK et laissant invariant le centre de
I'hypersphére JC, chaque hypersphére JKyE(| 5|2+ |72]2<< R2),
R étant suffisamment petit, est représentée sur un domame

FrC &Ky, c’est-a-dire dans le cas présent (3) :
(5.2) IW1(Z1ZZ) |2+ IW!(zizg) lzglzilg_'_lz!l‘_,,

car deux rotations analytiques nous permettent de passer respec-
tivement des points (34, 2,) et (wy, w,) aux points

(Zi=VTaP+TaF,0) et (Wi=yTw 2+ w:F, o).

La fonction w, (Z, 0) posséde manifestement les propriétés sui-
vantes pour | 5, |1,

| Wi(Zy, 0)|S1 et Wy(00) =0,
par conséquent on peut lui appliquer le lemme de Schwarz
| Wi(Z4, 0) [SZ4,
ce qui établit notre lemme.

Si nous avons une représentation quelconque de J sur un
domaine (3, nous pouvons trouver deux transformations :

Z=[Zk(51,5)] et W '=[Wi(w,w)] (k=1,2)

qui changent respectivement les points (3, z5) et (wy, w,) dans le
point (0,0); la transformation U = W*VZ-' laisse invariant le
centre. Or, dans les transformations V et Z la longueur non
euclidienne reste invariante, et comme la distance non euclidienne,
dsxc(ZyZy), du point (dz,dz,) au centre est ¢\/[dy, |* + | dg, %,
et de méme dsx(W,, W,)=Cy\/|dW,|?+|dW2[?, on a,

(*) Pour cette inégalité, voir aussi K. ReINgARDT, Ueber Abbildungen durch
analytische Funktionen sweier Verdnderlichen (Math. Annalen, t. 33, 1921,
p. 211-255).
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d’apres (5.2),

(5.3) dS?jC(Wh Wg) = Cﬁ(l aW, 12+ [dW,l‘-’)
S (| dLi| + |dLs ) = dshc(s1, 30).

Une T. P. laissant invariant I'élément linéaire non euclidien,
(8.3 ) reste vrai, si 'on remplace JC par un domaine équivalent a
une hypersphére. Pour obtenir l'inégalité (3. 1), il suffit d’intégrer
la relation (5.3) le long de la géodésique de ¢ joignant les deux
points A et B.

6. Tutorime 1. — Etant donné un domaine 3, un point Q
du troisiéme ordre sur sa frontiére et une T. P. W,

Wo=[wir=wi(51,2)] (k=1,2)

changeant 3 en G C B et laissant Q invariant, s'il existe une
suite dénombrable de points { 5"} convergeant vers Q.et telle
que le rapport

_ F(wi®Wwitn))

@1 = T

tende vers une limite finie et positive Ty lorsque n augmente
indéfiniment, on a pour tout point | z}, situé dans unvoisinage
de Q, V (Q), suffisamment petit mais indépendant de W,

(6.2) Ty B(w}, w3) 2 B(2Y, 2Y),-
en posant

{ F(ulug)

B(ugus) = ——=;
(6.3) Guata) = 57

F(urus) = pr (1 + 1) — |y P— | wa?;

W:= w1 (l +a,w,)“‘, W-:= Ws (I+BzW1)—’§

6.4
-0 A =prz(pr+a z), = 'gf"?(‘-'- Brz1)
avec a=-—a,py. Dans ces formules z, et z, désignent les

coordonnées normales du point {z}, c’est-a-dire que dans ce
systeme le point Q est lorigine et 3, + %, la normale intérieure
& la frontiére du domaine B; les lettres a, P et p, avec ou
sans indices, représentent ici, comme dans tout ce qui va
suivre, des constantes ne dépendant que du domaine 3.
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Soient A un domaine de comparaison extérieur pour @3 et J un
domaine de comparaison intérieur, tous deux équivalents & une
hypersphére, puisque par hypothése Q est du troisiéme ordre.
Soit T une T. P. changeant A en J, alors la T. P. W,=WT
change A en £ C G C B Q. Appliquons alors 'inégalité (3. 1)

(6.5) Dg (A'B’)$Dg (AB).

En prenant convenablement A et B on arrive a 'inégalité de
I’énoncé; c’est ce que va nous montrer le calcul.
On sait que la transformation (voir By, p. ¢8)

f 2=z, (1+ a131)1;

(6‘6) (Ti) ( Z'._,=z;(1+a1~z1) [l+(a|+§1)21]_1
change ’hypersphére
(6.7) [21—ps[*+ |22 <pd

dans le domaine de comparaison intérieur J, et que la transfor-
mation

(6.8) (T2) Zi=31(1— as31)™ 1, Z)=5;[1+ (B2— a2) 31] (1 — a234)~1
change ’hypersphére
(6.9) fa1—p1f2+ |22 <p?

dans le domaine de comparaison &.
La transformation

)
iy

(6.10) (T3) zi=2tz; Z3=

232

1w
e
»

change J¢, en &#,. Donc la transformation T="T, T, T’
37 = p121(pa+ @) z1)7;

6.11
(6.x1) &y = %552(1"' B2z1)~1 (p2+ a)y21) (p2+ a@331)!

change A en J; on a posé pour simplifier I'écriture
a'._,= af, -+ ?01?1 et' aQ, = ayp1~ agpP2.

Cela étant, considérons la T. P. W dans le voisinage V(Q),
de Q, suffisamment petit pour que V(Q) < J. Si I'on convient de
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représenter par { w®¥) | 'homologue du point { 319}, on voit que,
pour obtenir le point { w!® | aprés la transformation W,, I'on doit
partir du point T—' {2 }. Pour avoir la distance des points {Z"}}
et {£”} dans la métrique relative a @, il suffit de calculer la
distance des points T,' { £} et T;' {¢?'} dans la métrique relative
a J¢,, distance qui nous est donnée par les formules (4. 1) et (4.2),
légérement modifiées puisque nous opérons ici avec des coor-
données différentes de celles ou ont été établies ces formules.
Nous prendrons pour point A dans l'inégalité (6.5) le point
T,;'T~' {37}, ou {2} est un point de la suite dénombrable de
I’énoncé, et pour point B le point T;'T~' {5}, { 5} étant un point
quelconque de V(Q). Les points A’ et B’ de la méme inégalité
seront alors les points A'="T3' {w™ } et B'="T,"'{ w}.
Posons pour simplifier

— J— ( o I1x(n — | — * .
T._;‘T 1(zkll)) = 3 ( ), TQI(W(A{”) = Wk(m’

T;'T1(3x) = 37, T3 (wi) =wp;

on obtient facilement, d’aprés (6.8) et (6.11),

I = P25t 2 =22 1+ Bia);
6 p1 I— 1.3 -
(6.12) 2

g = &2

P1
, i = B2 2 (1 + By 2M);
01 1—ay Z(ln) “ [T

w* w1 W Wi .
’ = ———— ! _ —_—
! I+ Wy 2 1+ Baw,’
(6.13) o o
w wy
W*(")= 1 , Wf{‘"’: —_—2 .
! 1+ as @it 2 1+ Baw{t)?

et, en portant (4.1) dans (6.5), il vient aisément
— 1+ [ (M, W) PS[BE (2, 3 P —1,

puis en remplacant dans cette derniére inégalité J€ par sa valeur
tirée de (4.2), on voit, aprés un calcul un peua trop long pour étre

reproduit ici mais qui ne présente aucune difficulté, que I'on
obtient

[ (i w70T) — [wiw 2 — |y 2] [pu(wi+ wi) — [ o1 2 — | wa 2]
| o1 (w1 4+ @}y — % @30 — w30 [
N [Pl( z/l*(u)+ zr‘a(n))_}Z/'a(n)}z_lz(;(n) ;2] [Pl<zllk+ :_/.T _ IZI; o |ZL_,”,2] )

[ P1( 2420 ) — g Z 0 — gl T 2



en divisant par
[os (24 4+ 570) — | gpmfr— | g e]

les deux membres, en faisant augmenter n indéfiniment, et en
remarquant que

lim wi™ = lim w3 = lim ¢ = lim 25" = o,

n=w n=—w» n=—x n=—w»
puisque l'on opére en coordonnées normales, et que W laisse

invariant Q3, on obtient a la limite

r, el wh) — | wil— | wil pa (2 + FF) — (s — 2t
(Wil = EE

C’est la I'inégalité que nous voulions démontrer (*).

7. Tutorime II. — Sous les mémes hypothéses qu’au théoréeme
précédent ou L") doit étre remplacé par

. ) F(n(")n("’)
(1.7) L= FWZ,?’T)’

et T, par T,, en 'supposant en outre qu'a l'intérieur de
G =W®B il existe une hypersphére 3

H=E[|z1—p[*+|2*—pS0],
on a

(1.2) Ty B(n17m2) £ B(3)3Y),

ou B, F, sont les mémes quau théoréme précédent et o

7, = ! Zn = 23 — = i w. = i w.
,—————14_“’211 a 1+[5,z1’ 1 o1 1, "12—-91 3.
Démonstration. — Soit 6 la transformation changeant J¢

en #,, la transformation W—* change € en ' et H'C B A;
alors la transformation T'=W-'6—'T,' change A en 3¢
Comme (X et H* sont équivalents a des hypersphéres, on peut
appliquer la formule

Da{ A*, B*}2Dq { T'A*, T'B*},

_ (% La formule trouvée ici pour Z{* est un peu différente de celle indiquée
dans la Note aux Comptes rendus. Cela tient 2 une légére erreur de calcul.
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en prenant pour A* et B* les points T;6A/, T,6B' les points T'A*
et T'B” deviennent les points A et B (comme précédemment A est
le point { 5}, B le point { (1}, A’ le point WA = {w(®} et B' le
point WB = { w")}).
D’autre part,
Da { A*, B* | = Dy, { T3'A*, T3'B"},
et de méme

Da { T'A*, T'B*} = Dy, { T3'T'A*, T3'T'B*},
ou, d’aprés ce que nous venons de dire,

T5'A*= T3'(Te0A") = 6A’,  T5'B*= T3'(T:vB’) = 6B’
et
T;'T'A*=T;'A, T;'T'B*=B.
On a donc
Dy, { 0A’, 6B’} 2Dy, { T3'A, T5'B |
La transformation € est définie par

§1=£Z1, C:=—P-Zm
P1 P1

et la transformation T,* est définie par

21
—_—,
I+ as2y

29

= A= Trfn
Les calculs s’achévent alors comme au théoréme précédent, en
prenant pour A un point de la suite dénombrable de I’énoncé,

pour B un point quelcofique situé dans I, et en passant a la
limite.
8. Quelques évaluations pour le jacobien des T. P.

Tutoreme III. — Avec les conditions des théorémes 1 et 11, et
st U'on suppose que Wiransforme le cone

— 2 12
(8.1) Cmp(2) =E [O§Z,+z,§1)h ﬁi_l_;':;f;gm]
21+ 24

en un domaine intérieur au céne C,,(w) m,p,m'p' étant conve-
nablement choisis, on a pour tout point }3} appartenant



& G2, Vinégalité

(8.2) o<_,\§|_ﬁ_ <B < .

Démonstration. — Afin de rendre plus claire la démonstration
de ce théoréme qui est assombrie par quelques calculs assez
pénibles, nous allons tout de suite donner I'idée qui nous guidera.
De I'inégalité donnée par le théoréme I nous allons tirer une borne
w1+ Wy
21+ 31
fournie par le théoréme II nous déduirons une borne inférieure
pour ce méme rapport. Nous appuyant ensuite sur les résultats
donnés par M. Bergmann (*), nous obtiendrons, en partant des
inégalités

supérieure pour le rapport y et de méme de l'inégalité

: K@(zg) Kg(zi)

Ka(z2) <|:)(wlw2)
= D —?
Kg(ww)_Ka(ww)

Kg(ww) =1 9(515)

(8.3)

et en tenant compte d’une part des limitations obtenues pour Ka,

Ky, Kz, d’autre part, de celles de :—"_:-:—;—1- qui résultent de nos
1 1

hypothéses, le résultat que nous cherchions.

Par hypothése, sile point { z} est a I'intérieur du céne Cp,(z),
le point transformé (w) est a lintérieur de G, (w). Cela étant
les transformations

* g .
wy = Tt oo )
(8 4) I+ sy
wim P
2 l+ng1’
P2 ot N
(8.5) SZI'*_;PTI—MI’

' Z';= E_g 52(14— ﬁgz.)
P1

permecttent d’écrire I'inégalité du théoréme I

(w}+wt) — lwi2— | w}l?

o1 (s 4 F) — | st —| 53l
i 2

P1
8.5 r T
(8.5) ! EAIE

2

(®) Voir B, p. 4 et B,, p. 20.
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et comme ces transformations sont manifestement normeées,
on sait avec M. Bergmann que I’hypothése {z}C Cp,(5) et
{w]} D Cnp(w) devient {5"}C Cpepx(5), et respectivement
{ "} C Cump(w"), les constantes m*p*, m” p'*ne dépendant que
des transformations (8.4) et (8.5) et de m, p, m/, p', si toutefois
on suppose que les expressions

| 242 [y 12

——————— et e
[1—ar 21|y [z 2+ [ 2] [t +aswy| w2+ [wa]?

soient bornées supérieurement, ce qui a toujours lieu si 'on
suppose | z,| < h et | w,| < k, inégalités vérifiées au voisinage de
Porigine (¢). o

Cela étant, 'inégalité (8.5) peut s’écrire

[1\V3

I, %it+w [} 2+ w32
1 77 xs 1— iz,,,.z
I

1x ! | otk
oy =4z [ — (B2 Y ,2].
* *
wy -+ Wy

B+ 3y
Or, on a évidemment

,,, et 12

ry 1 _ [y 2+ | wi 2] 5 1 N [z 242
m T | P REG AT

(®) On peut le voir de la facon suivante. Ecrivons

[EN
|1—a,z,] \/lzllz-i— | 2. |*

<%

ou, si | 5| < A,
Ry 1= b |V E 2P
or, des hypothéses
VizF+150
z,~+3,

31+E|<P7 <m,

il résulte immédiatement que
VIZF+ 5] < mp,
donc

h?

IL2<xnlpil—d|/¢| ou X>In}7_'l—::-aTh—l’

et il suffit de prendre o <k < ;— pour que x soit fini.
1
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d’ou encore
[wilP+ | wi?

Pr1— —
A P = e .
sy = mt sV T (o — mt VIzr 2+ |25 2)
zll,+z,|*

Or on peut supposer que I'on est dans un voisinage de I'origine
suffisamment petit pour que

(8.6) VIzr P+ a5 P < 21y

om
et on aura, dans ces conditions,
wy I oIy ,
<21
zI1 Iﬁ
Or
w’,’l_'wll lx-——alz, p1 w, | pr 1—aqh
,ZT - 21 I+ &s.3g ] = 24 Pe l+dg/("
donc
2} ps 1+ ask A
pr1—ah’
mais
Wy =+ w w. w,
i+ [o1] _ m _.l
31+ 2, EN Z1
m
on en conclut
Wy -+ Wy s I+ ask
8.7) I i L VP
3, + 3 Pr I1—aq

Partons maintenant de l'inégalité donnée par le théoréme II.
Elle s’écrit

(8.9) . T3 B (n1m2) £ B (3 33).
En posant

m= £ w1,
(8.10) '

Ne = a Ws §

3= L ’
8.11) I+ Qs34
@®. o

Ze=

I+ B,zl'
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Ces deux transformations étant normées, elles changent respec-
tivement le cone C,,, (w) dans le cone C,,;,(n), le cone Cpp(5)
dans le cone C,,,, (5'), et'on a

my=mi,  pi=Ltp,

m, et p; ne dépendant que de m et p et des coefficients de (8.11),
cela n’ayant lieu toutefois que sil’expression

B

[T+ a2 z1| V] 22+ | 202

est bornée supérieurement, ce qui se produit toujours, comme
nous I’avons vu, au voisinage de l'origine ou | z,| << A.

Cela étant, on verra comme précédemment que I'inégalité (8.9)
donne

— [ 2+ ma 2
o> Ty mtm T 91—mn/’ml’+|ml’
3 1 =m) 0 B m) f1
1
2+ 3z,

ou en supposant que I'on est dans un voisinage de I'origine suffi-
samment petit pour que

\/|ﬂ1!5+!7’lz|2<§%§’

c’est-a-dire
8.12 wy |24 | we 2
(8.12) VimE tz|<29m
on aura
-
ar -——=B"
z >2m ’
or
n et _|wle_ 1
z p1 1+ as3 | 31| p1 |1+ ash]
d’ou
wy P1 B’
 — — 1+ axh
Z > e l 2 !7
mais
(@
w.+w,> m’ 1w
Zl+2-1 |Zg m’ | zy

D’ou finalement

(8.13) St -I—,-%'B’|1+a,h[=Bi>o.

21+ 24 m
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On arrive ainsi a I'inégalité double

(8.14) Bi< LR <Ay
1+ 3
Rappelons maintenant un résultat de M. Bergmann (7) relatif
aux fonctions noyaux des domaines A DB DI et A DG D ¥,
d’aprés lequel on a
Ka (2) <Kag(z) <Ky(3)

et
Ka (w) € Kg(w) < Kge(w).

On en conclut que

Ka()  Ka(s) _ Ks(2)

(8.15) Ko (®) = Kg(w) = Ka(w)’

D’autre part, puisque G =W, on a

Ko (2) | d(wsws) 2
Kg(W) - 0(2153)

Or on sait que

Ky (z) = gy (Y P j PR
et que 2| @ 2[ A I‘J
@)= CEeps MO mep
avec
(8.16) A = (1—ayz) (1+ B151);
(8.17) A®) = (14 asz1) (14 B2z1)?;

(8.18) E(J)=z,+Z——<2a1+Pi> ,zi;z——-:f z[14+(Br—a1)21—asB133]%;

— 1 —\2
(8.19) E(a)=z,+z1-—(2a,-—~Pl) :Z1.2—P—:232+(55(Z1+21>-
\ 1 1

wrai ) G [+ (D)

o - I\ . 1
— —E(Z1+Z1)121 ‘2+6::: (2“9_-——) ‘21"——— 13[2122{2.
P1 P1 P1

() Voir B,, p. 3.
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Considérons la premiére inégalité de (8.13). Nous allons
Kga ()

Ke(w)

devrons trouver une borne inférieure pour Ka(z) et une borne
supérieure pour Kae(w).

chercher une borne inférieure du rapport - Pour cela nous

Or
2 1 1
Ky (w) = = — - ‘
(W)= — (ot ;) SRR
W+ Wy
2 1 1

7 (w4 w1)* [ps— m VT 2+ | we 2]3.

Mais, d’aprésy/| w, |+ | wa|? < fi_,ona

20m’
(8.20) Ko (w) < —2——
(W1+ Wi)a
avec
(8.2_1) a= =21 !

;’iﬁ I——& 3
2p

Pour avoir une borne inférieure de Ka(z), il faut trouver une
borne inférieure de A/® et une borne supérieure de E€. II est
clair que [A @ |2 > 1, etl'on a

E(a)=(21+.a)§l—(2aq— L) (zlli—i ‘zilf_
! o) zy+3 P45

+ pe(ait7) + [ [+ e (20— 1) ]

9 . Zq |4 1 . 1
— 2 (2 ) SRS el s |
P1 P1

P1
ou

E@ < (214 31) 3 1+ Ba( 21+ 21)

et [pe (o )] o 2) 25

Mais, d’aprés nos hypothéses, 5, + %, <p, | 5| << h; on a donc

E@< (21 + 3;) %1 + Bep + A [pg+ B2 (2a,— %)] +B3 (za,— é) hf’mz,
LXVIIL 13
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et finalement
Ka(z) > : k

“° ("l+ Z:)‘
en posant

(8.22) b= { 1+ 3up + A2 [pg-'-;a, (za,_ l)] + 8 (za,_ é) him }"_.

P1
D’ou
“\ K (z)
8.23 c(2t: 2
(8.23) (zi‘+ 5) S Kaew) |9z
avec
' 2
(8.24) . . C= m,
et, comme d’apres(s 14) ':'::' > By, on en déduit
: d(wyws) |2
C /
e < CB; < I 9(2122)

il suffit de poser CB,= A pour trouver la premiére inégalité de
notre théoréme; on a

v 3 Ts
(8.25) A Z%,ﬁo+%m0~§9
.2 2 A |
( - : |

Passons maintenant a la deuxiéme inégalité (8.13), et cherchons
2 (%) Nous devons chercher alors

Ka (w)

une borne supérieure de Ky(z) et une borne inférieure de Ka (w).
Cetle derniére résulte immédiatement de celle de Ka(z). On a

vu en eflet que

une borne supérieure pour

2 Al@)]?
Katw) = N’P:'I[—I—EF‘T]I_‘T
et que
| A2 > 1,
et aussi

B < (wiot-1) {1+ Ba (w1+ 1)

ot et s )]+ () Z2E,
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mais par hypothéses

wi+w < p,  lw| <Kk

[y [+ < [Py w2+ w2

<knm,
Wy —+ Wy Wy =+ Wy
on a donc
E@< (W1+:"—1) % 1+ fap’+ & [p‘f"‘ B (242— ;I‘)] -+ 3 (2“2— g—) m' k3 %7
1 \ 1
il en résulte immédiatement
2 1
8.26 K - —
(8.26) a(w)>7'2l°i“ (wi+w1)*
en posant,
(8.27) a'= 2 1+ Bep <+ k2 [B§+ B (2a,—;’—)]+ 83 (2«,— pi) m'k? %3-
1 1/
Mais
) . 2 |AG)|?
(8.27bl$) KJ(Z): p—g—ﬁim'
Or

!A(5)|2=‘|1—aizl\2ll+B121|2

=[1—ai(z+75) + o}z ] [1+Bi(z+ =) + 3 =2].
D’aprés les hypothéses faites, 3, + 2, <p, | 5| << h, on a
(8.28) (A2 < (14 Byp + BIA2) (1 — ay b + a2h2).

D’autre part

E(a)=(zl+ 2_1)[1—— (2114- "]-‘> -LEL'; —_— _I__I_z_ll": Il+(?>1——a,)zl+a“'31..‘;’i'2],

P/ zy+21  P2zi+4
or,
|z ]2 | 24] 324 | 32 |2
= < V| — < mh,
Z1+ 3y Z1+ 3
et comme

VIaiP+[z— m(s+2) <o
entraine, puisque 3, + 3, < p,
(8.29) Vi0zP+ 22 < mp.

D’ou
l Zgl < mp,



on conclut

3 B e kI
= < ‘ l_ 122 <m?p.
1+ 3 £+ 21 '

Enfin puisque

|I+ (ﬁ1—d1)‘1+a1p124 2=1+4 (pi_ai) (z1+zl)

—+ a1 B1 (B1 — 1) 5121 (81 + 71) + a3Pizis],
on a

14 (Br— 1) 31+ a1 f1.27 2 <1+ (Br— 1) p + a1 B1 (Br— 1) ph2 + o} A4,
et
. (8.30) EO)> (z1+Z);1— <2a,+ EI—> mh

— Sl (Bi—an) presBu(Bi—a) ph+a1B7hS),

En tenant compte de (8.27 bis), (8.28), (8.30), on obtient

) 2b’
Ky (3 —_—
2 (%) <l‘ pgnz(zi+z4)",
en posant
J— 2 252
(8.31) b’ : (1 la',p—o-a,hﬂ) (1-+ By p+B3A?) .
(et ) mh—Z mitpl Bt Bu—an)pht 4276 A)
D’ou
Ky(3) _ p Wy + E) 3
* — < =ab | —=
l‘a(w) P2 21+ 3 ’

on arrive ainsi a

ld(w.«vz)l <P ,,<w.+&:7>”<p_,a,b,A§'
= »

d(ziz¢ 31+ 31-

Pour trouver I'inégalité que nous voulions démontrer, il suffit de
poser

Br= ! @'b'A],
Pe

ou a' et &' sont définis respectivement par (8.27) et (8.31) et A,
par

P1 l—-a1h m™
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Remarque. — On aurait pu obtenir une borne supérieure un
peu meilleure en notant que l'inégalité entraine

| 312+ |z 2 < m2p2,

et, comme |z |*<< A%, on aurait |z,| <<\/m?p?— k?, mais cela
aurait compliqué I'écriture des formules (8.30) et (8.31) qui le
sont déja assez, sans grand avantage.

9. Quelques applications du théoréme III. — L’inégalité
fondamentale (8.2) permet de donner des bornes a la variation
des mesures euclidiennes de certaines ligures géométriques, quand
Sn effectue sur ces figures une T. P. répondant aux conditions
du théoréme III.

Nous supposerons dans la suite que ces figures géométriques se
trouvent, avant la transformation, dans l'intersection du voisinage
V(Q) et du cone Cp,, et que leurs images apreés la transformation
sont A l'intérieur de l'intersection de JC et de C,.pv; de telle sorte
que les conditions du théoréme III sont toujours satisfaites pour
la figure considérée et son image. Nous nous bornerons a traiter
ici le cas du volume et de la surface d’une telle figure.

Appelons & la figure considérée, F* son image aprés la T. P.
W satisfaisant aux hypothéses du théoréme III, et soient dw I'é1é-
ment de volume euclidien & quatre dimensions de &F et dw* 1'élé-
ment analogue de F*. On sait que

d(wyws)

o =l d(zizz)

I1 en résulte immédiatement

A dwldw*<Bdw,
et par conséquent

A vol (F) < vol (F*) B vol ().

. l

Considérons maintenant une surface. Soit F (2 = E[ z: = 2 (u4 u,)]i
une surface qui est changée par la T. P. W, satisfaisant toujoursi
a nos hypothéses, dans la surface F*) =E[wi= wr(uu,)].
|

M. Bergmann (voir B, et B,) a introduit une notion d’aire spéciale!
g P |
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dont I'élément dQ(? est donné par

t)(z1 Zg)

(2) — | 727
@2 , J(ugus)

, I{u, du-_».

Rappelons que l'aire euclidienne ordinaire d’une surface est
donnée par

dfs =

) xfu, -+ Y?u, = (Xl:u, le, -+ Yl;ui qu,) l
z (Xquxku,“" qu,Ylm, b ( X?u, -+ Y%u,)
avec

=5
du,

2
X . oY
Xku,;= Tl‘) qu,.——- S = Z .
k=1

D’aprés l'inégalité fondamentale, on obtient pour I’aire élémen-
taire dQ*(?) de la surface F*(?) image de F*) parla T. P. W

A dQIL dQ*I< B dQ®),
et par conséquent
A aire(F) Laire(F*?) <B aire (F®),

si 'on comprend par aire, I'aire indiquée au sens de M. Bergmann
telle que nous ’avons définie précédemment.



