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FORMULES D'INVERSION ET AUTRES RELATIONS
POUR LES POLYNOMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES;

Par M. E. FeLpuem.

Introduction.

Dans quelques travaux récemment publiés nous avons été
conduit, en relation avec d’autres recherches, a des relations
d’inversion pour les polynomes de Laguerre et d'Hermite, c’est-
a-dire a des formules donnant le développement de 2" en série de
polynomes de Laguerre et d’Hermite (cette derniére n’étant
d’ailleurs pas nouvelle). L’utilité de telles formules pour le
développement de fonctions (et surtout de polynomes) en série
de polynomes nous a amené a chercher les relations d’inver-
sion pour les polynomes les plus fréquemment employés : les
polynomes orthogonaux classiques de Jacobi, Laguerre et Hermite,
et pour les cas particuliers importants des polynomes généraux
mentionnés en premier lieu. Nous exposerons aussi quelques
applications de ces relations d’inversion, et d’autres formules
concernant les polynomes orthogonaux ou présentant un intérét
spécial (comme les polynomes d’Appell, par exemple).

'I. — Inversion des polynomes de Jacobi.

1. Commencons par des considérations d’ordre général, pour
établir la méthode qui nous servira pour déduire les différentes
relations pour les divers polynomes orthogonaux. D’aprés un
théoréme connu ('), a tout intervalle (a, b), fini ou non, et a

(1) Voir, par exemple, J. Snonar, Théorie générale des polynomes ortho-
gonaux de Tchebychef (Mémorial des Sciences Mathématiques, fasc. 66,
Gauthier-Villars, Paris, 1934).
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toute fonction W(z) possédant tous ses moments dans cet inter-
valle, on peut faire correspondre une suite de polynomes orthogo-
naux ®,(z) (n=o0,1, 2, ...), c’est-a-dire tels que

Any si m=n,
o, si m#n.

b
1) S @) on(@) ¥ () = |
Si k, =1, on dit que les polynomes ®,(2) sont orthonormés dans
I'intervalle (@, b). Considérons maintenant le cas particulier
ou d¥(z)=p(x)dz, et donnons a ®,(x) la forme suivante :

1 dn

(2)  @n(x) = 7@ T (@ —a)y (2 — b))l (2)]  [(a, b) fini],

II, (z) étant une fonction a déterminer, qui admet une expression
assez simple pour la plupart des polynomes généralement utilisés.

Considérons, d’autre part, I'intégrale suivante :

b
I=f uvibldz,
a

u et ¢ étant des fonctions intégrables de z, et %) désignant la
dérivée d’ordre & de ¢(z). Des intégrations par parties nous
donnent que

» sk-—l (b b
@3 1 =f uv\k) doe = ( 2 (— 1)rur plk—r—1) ‘ + (— I)kf ub o de,
a a a

r=o

la premiére expression du second membre étant la partie toute
intégrée : différence des valeurs de la somme entre accolades pour
les valeurs b et a de la variable z.

Cherchons maintenant le développement de 2" en une série de
polynomes orthogonaux ®,,(z), définis par (1) et (2)

@) an= ¥ AP Oi(a).
k=0

La méthode de Fourier permet d’écrire pour les coefficients du
développement (4) que

b
AP = f 2@ (2) p () de.
a
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Alors, d’aprés (2),
A= f wn 2= [(2— a)k (2 — b) Il (x)] de,

et 'on en déduit, a I'aide de (3), que

k—1
apn=13 (_I)rrz(’r‘)xn—r%f,;_—?_il[u—a)k(x— bkl (2)]

r=o0 a

b \
+ (— 1)k A! (Z)f an—k (2 — a)k(x — b)Yk (2) da.

L’expression entre les accolades étant identiquement nulle, on
aura
(—rkt (B)
(5) A‘,{”:T‘—f an—k(z — a)k(z — B) () dz.
a
Connaissant la fonction I;(z); V'intégrale précédente peut étre
calculée, et ainsi les coefficients du développement (4) seront

donnés explicitement.

2. Passons a l'inversion des polynomes généraux de Jacobi,
définis par la relation suivante
(—I)” dn

(1— z)*(1+ ‘i)pp(,g,ﬁ)(x) = 2nnl dzn

[(1 — z)o+n(1+ z)B+n]. *

Ici, dans la formule (2),

p@)=(1—2)(1+2z)B; a=1,b=—1 (ay B>—1);
1
ann!

1
I, (z) = (1—z)2(1+ 2)B= ——p(2),
et

ga+f+1 T(n4+a+1)T(n-+B+1)
an+a+ BHIT(n+)l(n+at+ B+1)

(6) A% B) =

La formule (5) donne alors pour les coefficients du dévelop-
pement

n
"
o= z alm %8 P8 (),
r=0

Iexpression

+1
(7) apsd= 1 <n> f Zn—r(1—x )%+ (14 z)B+r dz,
—1

QT)J’_%ﬁ) r
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avec la valeur (6) de A #i. L’intégrale précédente pourra étre
exprimée a l'aide des fonctions hypergéométriques de Gauss F.

Dans le cas particulier des polynomes ultrasphériques, c’est-
a-dire lorsque « = B, les coefficients du développement précédent
se réduisent a la valeur

+1
I n
) — —_ 2
aL”’ ) = NN (r >f xn "(l’— x2)e+r dz.
r —1

Les polynomes ultrasphériques étant symétriques, on pose
r=n — 2s; I'intégrale précédente admet alors la valeur

+1 1.1
/ z5 (1 — z2)n—25+a dy =f t (1—t)n—s+ade
Y1 0

I‘(s+ 2)I‘(n-—25+az—+-1)

I‘(n—s+a+§)
2

Finalement
_ ! _ . —
a(na)—2" fs+2a+1n! '(n—2s+20+1) Ve
n—2s on+20+1 s! ]
I‘(n——zs+a+1)[‘(n—s+a+—)
(8) 2

n
( [S:O, 1,2,...,[—2-J; n=o,1,2,...]-

3. Cas particuliers. — a. Polynomes de Legendre. — Ce sont
des polynomes ultrasphériques, pour lesquels @ = = o. Nous
avons alors, d’apreés la formule (8),

(3] 3]

Xa(@) = £ 3 (=0r@ (" e o= N ataXacata),

on
k=0 s§=0

avec
altt), = on—2s+1 2n—4s+1 $
n—2s p T T
2n—285+1 <2n—).s
(9 n—s

$§=0,1,2, ..., | =} }*
21/

Mentionnons encore quelques autres identités relatives aux
polynomes de Legendre.
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Cherchons, en premier lieu, le développement de la dérivée
de X, (x) en série de ces mémes polynomes
n—1

X, (z = 2 AP Xy ().
k=0

On en tire

k+ +1
A= 2EF T f X!, (2) X1 (2) da.
v

Intégrons par parties
“+1 +1
[ Xu@Xi@)de = [Xu @)X @— [ Xa(@)Xi(2) o
-1 —1

X% (z) étant un polynome de degré au plus égal a n—2, la
seconde intégrale sera nulle, et ainsi

(10) X, (z) _2 (_I) (9/1+1)X1(x)

On peut encore genérallser cette relation pour les dérivées plus
élevées du polynome X, (z). Si I'on fait

X (@) = 3, A" Xi (),

k=0

on aura, par une suite d’intégrations par parties [voir la

formule (3)]

r—t
1+ (— 1)n+r+k
AU = (2k 1) 1220 2) PNGRID KIS CatlEN
$=0

s, n—r).

Or, il est facile de voir que
, rlfor\ (k+r
X () = ’2‘;( ,) ( or >’

) 1 -+ (__ I)"“‘"""‘

donc

AN = (2k +1) (r—r1)!
o S ) (:_:)3 ()
= s

(r=1,2,...,n; k=o0,1,2, ..., n—r).
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Par exemple, pour n = 2, on aura le développement

Loy = § +1) _ (kr\] it
(12)  Xi(x) E)(zk+1)[(n ’) ( ‘)]‘ D" Xk ().

2 2 2

Rappelons encore la formule de composition des polynomes
de Legendre (2)

n

X (2) Xp (2) = 2

k=0

(13) 9 (n”_lky <m—1:k)2
(2n2—n-12k) (2”12';2")

(m2n),

aom—aon—+ 4k+1
am—+2k+1

Xm—-n-l—!k (1')

ainsi que la relation suivante, due 8 M. W. Bailey (3),

o oo =For (1) () (5) 5 (25)

Considérons, comme application des relations précédentes,
Vintégrale du produit de trois polynomes de Legendre

+1

I= Xnm(z) Xn(2) X, (2) de,
S Xn(@ X)X (@)
~oum2n2r. Sil'on écrit, d’aprés (13), que

n
Xon () Xn () = 2 a§mm X 2% (),

k=0
on aura
92 .
amm, si r=m—n+2k
aom—an—+ 4k—+1
f2n—m
[k=0,1,2,...,( Py )],
\
15 I=
(15) (r=m—n44+2k+1
o, si .
rdlm—n
2n—m—1
k=01, o (22221)]

(?) Voir, par exemple, E. W. HopsoN, The Theory of Spherical and Ellip-
soidal Harmonics, Cambridge, 1939.
(%) Proceedings of the London Math. Soc., t. 41, 1936, p. 215-220.
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Ainsi, par exemple,

e(s)
n\? 2
“+1 n n
f X3 (2) dx = 2 <E> E>
1 5
)

Ey— = T’ si n est pair,
) G

o, si n est impair.

b. Polynomes de Tchebychef B

Toey = Lt VEZ o V)

= cosn(arc cosz),

p(@)=(1—a?) %

Un(z) = (2 + y22—1)""" — (2 — V22— 1)""" _ sin(n +1)(arc cos )
" 2/ZE—1 ~ 7 sin(arccosz)

1

P(@)=(1—a)°.
Ce sont des polynomes ultrasphériques, de paramétres

et a=;3=

19| w

1
a=fpf=— 3

respectivement.
(5]

(]
(16) Tn(z) = 2 (— l)k-zTn—’z—-—_k—). (n ; k) (2z)n—2k= E alfi, pan—2k,
k=0

k=0

Les coefficients du développement ne changent pas sil’on remplace
Vindice n par un multiple mn, et z"—2& par T;}—*(z)

(]
(17) Toa (2) = 3, affily TR-2K ().

k=0
Pour le polynome de Tchebychef de seconde espéce
3] 3]

(18) U." (z) = E (— 1)k (n -; k) (2z)n—2k = Z Bim g g zn—2k,
k=0

k=0
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on a la formule analogue connuc
(%]
(19) Unn—1(x) = Un—1(x) 2 1’3‘»';"—72'/3-. TR (2).
k

=0

Les formules de ‘composition des polynomes de Tchebychef
sont les relations de récurrence

(20) T (z)To(x) = %[T,,H_n(a:) + Tm_n(z)]
et

min (m, n)
(21) Um(x)Un(x) = 2 Um+n—2r(-’l')-
On a aussi

Ta(@)Ta(y) = 5 [Ta(@ +y) + Ta(z — )]

Les coefficients des formules d’'inversion de ces polynomes seront
donnés par la formule (8), et I'on aura

[2]_, 1 [2m
3 . 7 U ), pour n=a2m
I n
(22) an= = 2 (r)T"*"(x)_'_ 1 [am+1 pour
r=o0 2—‘——”~1 < )T1 (x), g

m n=2m-+1
et

]

1 n—2r—+1

(23) = ARy (:)U"*W”)-

r=0
Nous avons encore établi des relations particuliéres pour les
polynomes de Tchebychef, en rapport avec des recherches sur

Pinterpolation de Lagrange (*), mais nous ne nous en arréterons
pas ici.

(*) Voir E. FeLpueiM, Sur U'orthogonalité des fonctions fondamentales, etc.
(Bull. de la Soc. Math. de France, t. 65, 1937, p. 1-4o); Quelques recherches
sur interpolation de Lagrange et d’Hermite, etc. (Mathematische Zeit-
schrift., t. 44, 1938, p. 55-84).
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II. — Les polynomes d'Hermite.

4. Adoptons, suivant-Yusage, la définition suivante des poly-
nomes d’Hermite

(24) H, (4'? =(—1) a‘lwég”) .

Cette définition est équivalente a la représentation par la « fonction
génératrice » )

(25)

ou a

(26)

Il est bien connu que la suite des polynomes Hn(z) forme une
suite harmonique (*) au:sens de Niels Nielsen, c’est-a-dire

(>7) i, (2) = 2nH 1 (2).

Le développement de la: dérivée du polynome d’Hermite en série
de ces mémes polynomes se réduit doue & la relation de récurrence
précédente. Cherchonsiidintenant le développement de la quantité
H,(z + y). La formule-de Taylor donne que

H, (;_+y) =3 Fauo@;
- k=0

'application répéiée de la formule (27) permet alors d’écrire
immédiatement que

(28) Ho(z+y)= 3, (';) (29)* Hpi ().
k=0

Si 'on multiplie aux-deux membres de (28) par € (a étant
une quantité réelle ou complexe, mais de partie réelle positive),

(%) Voir le Chapitre V, relatif aux polynomes d’Appell.
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et, si l’on intégre de — a0 & + o (ce qui est légitime), il vient

42

+ @ ___._ n Feo
f e Hn(.%' +y)dy = 2(Z>2kle—k(x)f e “ykdy.

- Ak=0

Or

42

L oy 0 (),

o 2 2
Ainsi, I'on obtient (¢)

e 2 n! H_sr(z)
(29) f e “Hy(z+y)dy= \/anEaF R

r! (n—oar)!

)
D’autre part, en multipliant (28) par e “, et en intégrant de — »
a -+ oc, NOUSs aurons

“+ ®

f—Hoe—%:H,,(.z' +5) dx=i (’I:)(zy)kf e—’%,H,,_k(x) dzx.
k=0 -

L’intégrale qui figure au second membre n’est différente de zéro

que pour les valeurs paires de n — k. En posant

1"

-+
Cr =f e “Hy (z)dxz,

(%) Cette relation peut étre généralisée, en remplacant H, () par un polynome
général P(z) de degré arbitraire. La formule de Taylor donne

©

P(z+y)=Y T PO (y),

V=0
d’ou
-+ -+
f e aP(x+y)dx_2P(y)f zve adz,
- v=0
et ainsi

+ 1
e "P(z+y)dw—\/aw2,’—“f’<">(y>

v=0

Si nous substituons 3 P(z) le polynome d’Hermite, H,(2), nous retrouvons
immédiatement la relation (29).
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nous aurons (7)
— !
(30)  Cr=or(a—1ri3.5...(ar—1) Co= Vaz (a—1y 2

Alors, d’aprés (26),

x?

-+ ® _x
(31) f ¢ THu(x-+y)do

] ()

r p \ 2 —
=Var(1—a)* po0tlViza

r! (n—2r)!

r=o0

— Jar (1— ) H,, <¢1_y_a).

Nous avons donc retrouvé la représentation intégrale connue des
polynomes d’Hermite

at n

G [T ey de = Vam (- ) H, (71_>

I—a
dont un cas particulier remarquable est le suivant

a=2 y=it (i=y—1)
+w X
(33) f ¢ THp(z+ it)dz = 2minH,(¢).
Les premiers membres des relations (29) et (31) étantidentiques,
nous serons conduits a la relation intéressante

3]

v=0

On en déduit immédiatement la formule d’inversion des poly-
nomes d’Hermite. En effet, si A — o, on tire de (34)
: [g]n! Hpsy ()

on V! (n'——2v)!’
v=0

(35) Zn =

(") E. FeLpHEIM, Quelques nouvelles relations pour les polynomes d’Hermite
(Journal of the London Math. Soc., vol. 13, 1938, p. 22-29).

LXVIHI. 14
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qu’on pourrait d’ailleurs retrouver directement par la méthode
employée dans le cas des polynomes de Jacobi.

Faisons maintenant une remarque sur la définition (24) des
polynomes d’Hermite. On rencontre souvent la définition suivante

(36) 3, (x) =(—1)"e§#a:‘)'

Entre les deux définitions, il y a la relation de correspondance
K, = 2.—;}Hn /—w?
) (vé ) ’
et 'on tire alors de (34) le développement

]
) 2 (2) = L 3 (a2 aenl)

vl (n—oav)!
V=0

On démontre encore, au moyen des fonctions génératrices, que
I'on a la relation

H(25L) = Z (7)) ses ) s ().

V=0

.Passons ensuite & la formule de composition des polynomes
d’Hermite. Nous avons démontré (*) que

m > Hm—n+?r(-’l') (,n>n)

n—r 2rr!

(38) Hp(x)H,(z)= 2"n!i(

r=o

Donnons ici une nouvelle démonstration de cette relation, basée
sur la méthode esquissée et employée au début de ce travail.
Ecrivons que

n
Hou(2)Ha(2) = X, AP Hin s (2),

r=o0

(8) Voir loc. cit. ("), et encore la Note de M. G. N. WartsoN sur le méme
sujet, et au méme endroit. Voir aussi DHAR, Bull. Calcutta Math. Soc., t. 26,
1934, p. 57-64.
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d’ou

-+ »
A{mm) gm—n+2r(m — n + ar)! \/7: =f H,H,H,nni2re—¥*dz.
—

L’intégrale qui figure au second membre peut s’écrire, d’aprés (24)
et (3), de la fagon suivante :

+ o + —n-42 —x2
f HpoH,Hp nisre—*dz = (— l)"’"‘"f H,,H. w dz

dxm—n—+2r
- L]

e~ dzx.

f+ ® dm—n+°r(Hm H,)

dx”‘“""‘ 2

Or, d’aprés la formule de Leibniz,

J (H H) m—n+2r

dm—n+2r(Hp Hpy s n\ (m—n—+2r

g = 2 2m "*"’“(k) ( k )
k=0

m
— — ) R i
X(In—n+2r—k) (m—n—+a2r—Kk)Hysr i Hos,

de sorte que lintégrale précédente ne sera différente de zéro
que pour les valeurs de & tirées de

n—ar—+k=n—k,

c’est-a-dire k = r. Alors

“+ »
2" nl m
f HoHoHjpepirr e dz = om—r+2r(m —n+2r)! /o —— < ) ,
—»n

2'rl \n—r

et 'on a bien

C. Q. F. D.

Le cas particulier m = r conduit a la formule

(38) Hi )= oot 3 (1) B
r=0

Les formules précédentes peuvent servir au calcul de certaines
intégrales contenant les polynomes d’Hermite.



— 212 —

On sait [et la formule (38’) le montre immédiatement] que

+
f e~ H3 (z) dz = 27n! \/x.

D’aprés (38), si m>nr2p,

nlplf m .
an+p—r P( )ﬁ, si p=m—n—+2r

r! \n—r
+e (r=o I, 2, ... Eﬁ——m—),
f e Hpy () Hp () Hy (2) dz = TR g
- o, si p=m—n-+2r+1 ou pIm—n

2n——m——1>

(r=0,1,2,..., 5

Mentionnons aussi une aulre représentation intégrale des

polynomes d’Hermite qu’il est intéressant de comparer a (32); on
connait la formule de Nielsen (°)

(39) f+ i ¢ T (2 + ity do = 3R iR B (1).

Sil’on effectue les changements de variable et de paramétre

Zr = L\-/;ga t=u\/;
Va Va

on aura la relation plus générale

’

at n+1

(40) f:”e_?(x+iu)" dx = “EaT(';:)"H"(V%)'

Par exemple, pour a =1,

(41) [:me"x’(x+iu)" dzx = ﬁ(£>nH,l(u),

2

qui constitue une autre représentation de H, (), analogue a (33).

5. Passons maintenant a la généralisation des relations précé-
dentes, en les rapportant aux polynomes d’Hermite de plusieurs
variables.

(*) N. NieLseN, Recherche sur les polynomes d'Hermite. Det kgl. Danske
videnskabernes selskab. (Math. Phys. Medd., 1, t. 6, p. 1918).
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Considérons la forme quadratique homogéne

9 (z, y)=ax2+ 2bxy+c‘y2.
(@a>0,c>0, A=ac—b2>0, ar+ by =E§, bx+cy=n),

el sa conjuguée
c 2b a
V(2 y) = g — 2y + g™
La fonction génératrice du polynome d’Hermite de deux variables
est

hm kn ok b . .
(42) 2 2 Tl H o n(z, y) = ehlax-+bylrekibatcy)—@Uhk) = 2hi+2kn—(h k),
m=0 n=0

et le polynome d’Hermite de seconde espéce sera donné par

o © c b b a
@ 3 B G, ) = M EE) R (E )

m=0 n=0

= ehx+2ky—Y(hk),

Il est trés facile de trouver la relation suivante entre les poly-
nomes d’Hermite d’une et de deux variables

m ,lmln(m,n)

Hmn(2z, y) = a®c* Z (—- ;sz )rr!<T)

(44)

v
Cmn (2, 9) = 55 2 (;;i)r’!(’:)
(/2-v)

Mentionnons ici la formule de Nielsen relative au cas de deux
~ variables

X
—
N
SN—""
=
3
]
N

-+ ® 4 o
Hpn(z, )= 7{ f [ (& + tu)m (n + iv)n e—4r) du dp,

(45) -+ =
Gmn(z, y)= ~1:— f ' f (2 + tuym(y + iv)n e—2¥) du dy.
\ - —_—
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Nous allons généraliser la relation (32). Ecrivons que

Am ) = B .
e2A(T+))—AT — 2 — Hpu(x +y), eB(x+3)—B — 2 o H,(z+y);

m=0 n=o0
formons le produit des membres correspondants, ot intégrons, en
x?

multipliant pare ¥, de —wa +w

Aman n(z._,_y)H,,(.z‘-i—a)dz

m!n!
m—o n=0

2
T2 T sA+B

= Ay+2Bs—(A'+B?) f e X dx
o

® w o 1(P+’I)
_ —:Z AN O AP+ BI+r(1—k)? (zls')’H Y _\u 3 .
- A_.J plglr! "\Viek) "\vi—k

0 r=o v 1—k

Cherchons aux deux membres les coefficients de A™ B~ qui doivent
étre identiques. Alors

p+r=m q+r=n [r=o0,1,2,..., min(m, n)],

et 'on trouve que

at

(46) f+ne—THm(-z‘+}’)Hn(.z‘+z)dx

-— 0
m-+n min (m, n)

=VEa—& * ¥ (f_ﬂ)ﬂz(’f)

r=0

< (e g o)

Si nous faisons dans (44),a =c=1—k, b=—k (et sik < 1)) )
on pourra écrire que (')

(47) f+”e—;'%ﬂm(w +y)H, (z + 3) dx

= \/Hﬂm,n(f, n)

— 1—k k k 1—k
= kﬁH"”"(l—zk‘y+'1—2kZ’ —akr " 1—2kz).

('°) Par polynome d’Hermite & deux variables, nous entendons ici le poly-
nome qui appartient a la forme quadratique spécialisée pour chaque formule.
Si le déterminant de la forme est nul, comme pour (49), le polynome est
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On peut encore généraliser la formule de Nielsen, d’une
facon analogue a (46). Nous obtenons alors la relation

(48) fﬂ ¢ ¥ (@ + iu)m (z - iv)n dz

m4n+1 , . min (m,n)

= Vk=x IcT'G)"”" N (—oyr (’;’)

r=uo

ou

xrt

(49) fﬂ ¢ F (& iuym(z + iv)n dz = Fx (g)'"*"ﬁm,,,(z;, 0,

ou §=k(u+v).

On trouve de méme la formule

s

+w
(50) f e K(x+iu)ynH,(x+iv)dz

mn f‘-mln(m,n) —
T2 r
=I(,,/{3n(u, 0) = knim+n£c__.(f_m_.l_2_ E <_ _2_‘/1) r!(’:‘l)
r=o0 Va—1

< (1) (i ) o)

Cette derniére relation permet de retrouver la formule d’inver-
sion (35) des polynomes d’Hermite. En effet, la formule (35)
résulte du calcul de l'intégrale

n!

+ »
f e~z Hy_sr(2) dz = T (0, 0) = V/7 3
— M

donc
1 n! 1
A — = 2
r m T (n—ar)!’

désigné par E,,_,,,. Ce cas limite ainsi que la généralisation de ces équations
fonctionnelles pour le produit de » polynomes d’Hermite ont été traités dans
dans mon récent travail : Equations intégrales pour les polynomes d’Hermite
a une et plusieurs variables, etc., sous presse dans les Annali d. K. Sc. Norm.
Sup. di Pisa. (Ajouté 2 la correction des épreuves.)
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Pour d’autres applications de ces relations nous renvoyons
a quelques-uns de nos travaux récemment publiés ('').

III. — Les polynomes de Laguerre.

6. Le polynome de Laguerre est défini par les formules

n

__x—%ex dn ("% e—%) n—+a\zr

¢y LY@ = n! dxn =2(_I)r<n—r>l_‘!"
r=0

la fonction génératrice est

. t S
) gepmep( ) = L) exp (3= e,
n=0
le développement étant valable pour|t| <<1.
Ce sont des polynomes orthogonaux dans I'intervalle (o0, + o),
par rapport au poids e~%x* :

b o, pour m#n
xgaL(®) (2) L) (x)dx =
(53) £ e~ Xx* Loy (Z‘) n ($) x I_%I-T_)I), pour m=n

(e >—1).

Pour trouver les coefficients du développement de z" en série de
polynomes de Laguerre, d’aprés la formule (4), nous devons
calculer I'intégrale

+ o 1 ® dk(e—l‘xk“'“)
ortae—r L) () de = f an ST
/0. K 3WA da* ’

qui s’écrit, d’aprés (3), de la fagon suivante

(_I)k(;:>f¢xn+a e—x dx (=—1)k (Z)I‘(n—f- a+1),

0

(1) E. FELbHEIM. a. Sur une égquation intégrale singuliére (Bull. Sc.
math., t, 61, 1937, b. loc. cit. sous (7); c. Résolution de quelques équatjons
fonctionnelles au moyen de polynomes d' Hermite (Bull. Sc. math.,t. 62, 1938);
d. Applicazioni dei polinomi di Hermite a qualche problema di calcolo delle
probabilita (Giornale dell’ Instituto Ital. degli Attuari, t. XV, Aano VIII-1g937,
p. 303-327). e. Polynomes d’Hermite et inversion des transformations de
Gauss et de Laplace (Rendic. del Semin. Mat. della R. Univ. di Roma,
4* série, vol. II, 1938).
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de sorte que
(36) =Yt e,
k=0

qui est a confronter a la seconde formule (51) : les polynomes L'® (x)
xn .
et — sont des polynomes inverses.

Pour le changement d’unité, nous trouvons la relation suivante,
analogue a (34), relative aux polynomes d’'Hermite (*?)

n
(55) xnu.,gn(;)=Z(x_1)n—k<;’i:>u,g)(x).
k=0

Si A >0, on retrouve la formule d’inversion (54).

Le développement du produit de deux polynomes de Laguerre
d’indices différents en série de polynomes de Laguerre a été traité
dans notre travail cité sous (7), et aussi par M. G. N. Watson,
qui a établi au moyen de la fonction génératrice la relation

suivante
(56) L& (z)L®(z)
m-+n
_ 2 (__J )m+n—r om+n—rp|
- (

r—m)! (r—n)!(m+n—r)!

r=|m-—n|

I
a4+ r—+1I 1r—m-—n —\r—m-—n-—1
’ 9 2 2

< 3Fy Li® (z),

r—m-41, r—n-+1I

('2) Note ajoutée a la correction des épreuves. — Le présent Mémoire a été
rédigé au début de 1938, et présenté pour publication en juin 1938. Au mois de
septembre de la méme année, M. A. ERpELy! a publié la Note : On certain Hankel
transforms (Quarterly Journ. of Math., t. 9, 1938, p. 196-198) qui contient la
formule (55). Pour la démonstration, I'auteur renvoie a un de ses travaux sur
les fonctions de Whittaker (Math. Zeits., t. 42, 1936, p. 125-143). Les polynomes
d’Hermite étant des cas particuliers de ces derniéres, cette remarque vaut aussi
pour la relation (34). A cette occasion, il y a lieu de remarquer que, depuis
la rédaction de cet article, plusieurs publications ont parues sur les polynomes
orthogonaux. Vu lintérét qui s’est montré dans les derniers temps, envers les
problémes de ce genre, nous croyons qu’il ne sera pas inutile d’avoir rassemblé
ici dans un article un grand nombre de résultats touchant i ce domaine.

Nous remarquons ici encore que le développement du produit de deux (ou
plusieurs) polynomes de Laguerre a été traité par notre méthode dans une Note
de M. A. Erdélyi, se rattachant 2 notre travail cité sous (7), et publiée au méme
endroit que ce dernier.
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sF, désignant une fonction hypergéométrique de 3° ordre dans
laquelle la variable est 'unité.

Notre raisonnement utilise la formule d'inversion (54). La
relation (51) permet d’écrire, en faisant usage du théoréme
de multiplication de Cauchy que

m-+n

1'7'
L@ (@) Lig) (@) = W) (— 1) Atmna) 22,

r=0
() — r m-+a (n+a .
Al ‘Z(k> (m—r-o-—k n—k
‘=0

En remplagant ':—: par sa valeur tirée de (54), il vient

67)

m-+n

LR UP@ = F, (il @)

s=m-—n

m-+n

B&m,n,a) = 2 (_ 1)7‘(: i Z) Airm,n,a.)
(58) r=0

m-—+n r
-Z Eer ) ()

- "\ » r—s
r=s k=0
m—+ a ) (n —+ a )

= m—r+k n—£k)°
On aura ici B™*»% =o, sis<<m — n.

Notre méthode n’étant pas liée a la fonction génératrice,
elle est plus générale et, possédant la relation d’inversion, peut
étre appliquée a tout polynome. Dans certains cas le calcul
des coefficients devient assez simple.

Cherchons maintenant le développement de la dérivée d’ordre &

des polynomes de Laguerre L{¥ (z), en série de ces polynomes.
Il est connu que

dk[L®)
(59) ——[dz—,f”)—] = (— 1AL (@),

En se rappelant la relation

(60) LY (2) =i(’*“ TP U@,
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(59) et (60) donnent
n—k
dk L‘,f" — «
-'[%k(—z)'] =(—1)t 2:(" k,—1 ‘)Lfr)(év).

Les formules (51) et (61) donnent lieu a I'identité

n—k

(62) .mz(—')”‘(nitis) (ii:>5(n;;—l)’

quel que soita,etk=1,2,3,...,n—r;r=o0,1,2,...,n—I1.

IV. — Polynomes particuliers.

7. Nous avons vu les relations analogues (34) et (35), relatives
aux polynomes d’Hermite et de Laguerre. Cherchons maintenant
les polynomes w,(z) généraux qui satisfont a la relation

n

(63) M 6o (;) = S APG—2yr—tor(a),
k=0
si
(64) wu(2) = Y a0 k.
- k=0
On en déduit que

n
M, (%) = Y atrn—t.
k=0

Or -
de sorte que 3 -
r w"(%) =’§ ;a(/!”(— l)r(n ',_ k)zk’

En confronlant cette relation a (63), on aura

n—r
A o (z) = N a (— I)r(” — k)x‘-,
k=0

r
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et, en faisant usage de (64),

n—k
(65) ; (—ire (R 5= A ag
(s=o0,1,2,...,n35n=1,2,...; k=o0,1,2,...,5).

Cette relation peut s’écrire sous la forme suivante

_ _(n—h)! a®
(66) (—1)r—=s(n—s)! AW = G =17 ap :
Le second membre doit étre indépendant de %k, ce qui n’est
P ’ q
possible que si
(n—k)!a{¥=bpey,

c’est-a-dire
= _OnCk
&7 (n—h)!
Alors
bn
n) — (— —8 —— .
A =0 =T

En résumé, pour les polynomes

n

(69) on(e) = 3, P ok,
k=0
on a
(70) xnwn(”—;)=;<—-:)n—k(—n-_’—’7"(—),—b—k<r—nn—kwk<x>.
=0

SiA— o, on trouve la formule d’inversion des polynomes (69)
(71) x"=2(—l)" —k k)‘c bkwk(x)'

Considérons le cas particulier ou les développements (69) et
(71) ont leurs coefficients identiques. Alors

I

(—0D"bpcn= C%brer .

Ce n’est possible que si les deux membres sont égaux a I'unité (il
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suffit de prendre 1) :

_ ()
A= T
et
(72) on (2) =§(—r>k(n—}g)!—bkﬂ-

Un exemple trés simple est le cas oa b, = n!. Alors

wn (2) = (1— )",

etl’on a
x"=k§(—n>k(;’)wk<x> = (—a),

développement symbolique ou les puissances de » doivent étre
remplacées par les indices correspondants.

Un autre cas particulier est celui ou les coefficients de (69)
et (71) sont proportionnels

bnck () — (— 1)n—k _I___
m—mi =0 T
d’ou _
[(—)rbren] [(—Dkbrer] = d{’ = gngi.
Alors
— —_ ug"
(—1D)"bncn= gn, cn=(—1) !
. b
. =N (% ok
(.l)"(m) z( 1) (n—-k)'bI\ng )
(73) k=0

n

£n(2) = 3 (— D i (@),

k=0

Un exemple des polynomes (73) est formé par les polynomes
de Laguerre (51) (*%). Ici

b,,=I‘(n+a+1), &n= ’:'

(*?) Nous avons montré récemment que les polynomes de Laguerre sont les
seuls polynomes orthogonaux qui vérifient (63). (Ajouté le 16-4-4o0.)
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Nous pouvons obtenir des relations analogues pour les polynomes
symétriques. Si
<]

?n(x) "’an Al dp_sp xn—2%,

alors

G
SOEAT T S

v=0

d’ou, pour A->o, la formule d’inversion
5]

=P =0 b,,_. Pu—2v(2).

v=0
Un exemple de ce cas est le polynome d’Hermite, pour lequel

1
bnzll!, Cr=—I, d =m.

Ajoutons encore quelques mots sur le probléme général de
'inversion des polynomes. Si nous considérons le polynome

n
w, (xr) = E a‘,"”.t“,
k=0

et si nous prenons la formule d’inversion sous la forme

k

1
rk — n,r )
xk= @) 2 c(ll—/n)wr('r)’
k

r=o

les coefficients c{>" seront déterminés par les relations
n—r

N\ . 0 si r#n
zc(/'{l’,)———g )

. ’
1, si r=n

Considérons un autre cas. En prenant w,(z) sous la méme
forme que tout a I’heure, soit

A w, ( )\> V A w,(x),

I’:O
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ou
n—r

AP (\)= Zaw_ubyl—ﬂ A,

s=0

La formule d’inversion sera alors la suivante

k
zh= " bw,(a),

r=0

et les coefficients sont liés par les relations

n
E aPMbf =0, s rx#n; dPPP=1,

k=r

qui suffisent pour calculer les 5¥ au moyen des ay”.

V. — Les polynomes d’Appell.

8. Les polynomes d’Appell ('#) sont définis par la relation
(7%) AR(Z) = n An ().

La théorie générale de ces polynomes nous apprend que
les polynomes d’Appell possédent la fonction génératrice

(53) ahy erm= Y Au(z) .

n=0
Si Ton prend
d hn
a(h) = Ytn g
n=0
on aura, pour A, (z), le développement

n

(56) _,\"(x‘)=2<:>-{k.z:z—k=(z-+-7)n’

k=0

(1) P. AppELL, Sur une classe de polynomes (Annales de I’Ecole Norm. sup.
2¢ série, vol. 9, p. 1880).



la puissance symbolique ayant la méme signification qu’auparavant.
Considérons de méme les développements

had hn et hn
b(hyehs="FBa(@) s b(h)= D\Ba>s
= =0

d’ou
B, (z) = (z+B)",

avec a(h) b(h)=1. Alors
a(h)b(h)erx= eh(.l‘+k75+§) — ehB+hY — elz(i—h.ﬁ) = ehx,

En formant le développement des deux derniéres quantités en
séries de x et égalant les coefficients des puissances égales de 4,
il vient la formule d’inversion de A,(z) :

n

(77) o= (E+7)"= (Z) Bri As(2) = Ba().

k=0
Pour ce qui est du changement d’unité, on peut écrire que

)azA,.(f) = (@ + 2F)",

oY
IS

et d’une fagon symbolique (*?)
hlx(%) - - - - = R =
e V) = ehlxnY) = ehlx+17) oh(B+Y) = ehlr+7) eh(37+8) = gh[A+B()\‘Y)],

c’est-a-dire
n

WA, (gi) =y (’2) Br(A\T)An_t(2),

k=0

(78)

n

B =07+ 8 =3 () Brorrorn

k=0

En appliquant la méme méthode poux; développer le produit
A (z)A,(z) en série de polynomes d’Appell qui nous a servi

- . -
(%) Etant donné que a(h)b(h) =1, et a(h) = e, b(h)— e"?, nous avons

eh(3+Y) = 1.
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=

pour le probléme analogue relatif aux polynomes de Laguerre,
nous trouvons la relation

m—+n

Aplr) Ay (x) = 2 i Ay (),

k=0

m-+n r
m n r
c(/l_m,n) = E E ( s > (’_ S) (l‘>‘{m—-s Yn—r+s pr—k-
-_— n
r=k s=0

Le seul polynome d’Appell qui soit en méme temps un
polynome orthogonal est, comme il est connu ('¢), le polynome
d’Hermite. Alors

(79)

Be=(—Dk 1,

et (77) redonne la formule d’inversion (33).
Mentionnons maintenant le lien qui existe entre les poly-
nomes de Laguerre et d’Appell. La relation bien connue

d
(80) = L@ (@) = — Lz ()

montre que la suite des polynomes
(81)  wip(x) = (—1)kk! Lin=t+®) (g (k=o0,1,2,...; n fixe)

forme une suite de polynomes d’Appell. La formule (51) montre
alors que

wi () =i(_l)n(k> '(n+oa-+1) oh—r,

r/f(n—r+a-+1)
r=0
de sorte que
_ . F(n+a+1)
LA S (g
et
. T'(n+a-+1 hr
(k) =2<—'>’m(T,:T+)I) 1 ==y
r=0
Ainsi
inta) — " _ —n—a\, & /R a—T -
by = =yt = F =y (T T Y= (T T
r=0 r=0

(13) J. Suonar, The relation of the classical orthogonal polynomials to
the polynomials of Appell (American Journal of Math., vol LVIII, 1936,
p- 453-464).

LXVIIL. 15



d’ou

' n—+nr—+a—1I
pr=r- y

r

et, d’aprés (77), nous avons une nouvelle formule d’inversion
pour les polynomes de Laguerre

n
xn n+k4+a—1\ .,
(82) m:E(-—{)n—k< . )lf,fj,f‘)(x) (R=0,1,2...).
k=0

On aurait pu établir des relations analogues pour les polynomes
de Jacobi. Mentionnons, avec M. Shohat, que si la fonction a(/)

est telle que
1
a(h)

b(h) = =a(—h)

(comme nous l'avons vu pour le polynome d’Hermite), alors
Br = (— )14,
et 'on a les deux formules réciproques

(83) Ap(x) = (xz+7)n, z"=(K—?)" (n=1,2,...).

VI. — Les polynomes de Bernoulli.

9. Nous adoptons ici, pour les polynomes de Bernoulli, la
définition suivante, basée sur la fonction génératrice

(84) et’_{m:EB“(x)zn.

n=0
En dérivant les deux membres par rapport & x, on déduit la
relation

(85) B, (2) =Bn1(2), B (x)=Bui(2),

d’ou, d’apreés la formule de Taylor,

n
mll——s

(86) Bn(x"*.}’):ZBs(.}’)m’

§=0
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et ainsi

(87) B,L(.I)) =2(_’l_.—_._c_‘-_‘5T xn—x7

$§=0

cs= B;(0) étant des coefficients a déterminer.
Ensuite, d’aprés (84'),

R

et
© V—1 v—1 l.\‘
s
2%23,1(w+;>}t"— e‘IE _szu(vx)< )
n=0' s=0 s n=o0
d’ou
v—1
s
(88) EB,, <x+—;>=v' ‘B, (v ).
§=0

En appliquant la formule de composition (86), il vient donc,
pour toute valeur entiére de v,

n
yr—1 §(re—r)

(89) Bulre) = 2 G T Br(@)
S{37 désignant la somme de la puissance n — rdesv — 1 premiers

entiers
S = 1r—r 4 an—r 4+ (v — 1),

En général nous avons

(90) wBa($) = ch_ B, (x),

r=u
avec
m
N Ck 3
Cm = m—Fk+0i""
=0
Multipliant les deux membres de (84) par e!—1, ct iden-
tifiant aux deux membres les coefficients des puissances égales

de ¢t, il vient la formule d’inversion connue

an - 1
(91) = Xy )

r=o
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Cette formule peut d’ailleurs étre retrouvée au moyen de la
relation (77), établie pour les polynomes d’Appell. Si nous

posons, en effet,
b, (z) = n!B,(z),

nous aurons, d’aprés (85),
D, (2) = n®p1 (),

analogues a la relation (74), caractérisant les polynomes d’Appell.
La formule (76) donne alors, en comparaison avec (87), que

vi= k'ecs,
et alors

®

a(h) =chhk= " h

h |

k=0

[qui résulte de (84), en y posant x =0, ¢t =~A]. Cela montre
aussi que le polynome de Bernoulli, donné par (84), est un
cas particulier des polynomes d’Appell. Alors

1 eh—1 - h*
b= =% =k2(/c+|):’
=0

d’ou

La formule (77) nous donne maintenant

n
= v I3
o= F B = 3 (1) s o)

n—k—+
k=0

ou encore
“ !
U n.
= Y ————— Bi(x
Z(n—/v+x)! (@),
k=0

identique a (gr).




