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SUR LE SOCLE D'UN ANNEAU ET LES ANNEAUX SIMPLES INFINIS :

PAR M. JEAN DiEUDONNÉ.

INTRODUCTION.

L'étude des algèbres (ou systèmes hypercomplexes) ayant un
rang infini par rapport à leur corps de base est un sujet qui n'a
guère été abordé de façon générale jusqu'ici (1). Sans doute faut-
il en voir la raison dans le fait que l'hypothèse connue sous le nom
de condition minimale pour les idéaux^ qui joue un rôle impor-
tant dans Pétude des algèbres de rang fini^ perd sa validité
lorsqu'un passe aux algèbres de rang infini. Toutefois, quand on
examine attentivement les raisonnements de la théorie classique
des anneaux où la condition minimale pour les idéaux (à droite
ou à gauche) est vérifiée (2), on s'aperçoit que beaucoup d'entre
eux ne s'appuient pas sur cette condition elle-même, mais simple-
ment sur le fait qy^il existe des idéaux minimaux (à droite ou à
gauche); ce qui conduit à entreprendre l'étude des anneaux (et en
particulier des algèbres de rang infini), où cette nouvelle hypothèse
(plus faible que la condition minimale) est vérifiée. Dans l'exten-
sion à ces anneaux de la théorie classique, telle qu'elle est com-
munément présentée, il semble à première vue s'élever quelques
difficultés; mais on s'aperçoit aisément qu'elles ne sont pas essen-
tielles, et tiennent bien plutôt à la survivance, dans l'étude des
systèmes hypercomplexes, des méthodes assez artificielles à l'aide
desquelles s'est longtemps développée cette théorie, à l'écart des
grands courants de l'Algèbre, et qui ont subsisté (bien que dans

( ') Voir une bibliographie de cette question (jusqu'en ip34) dans M. DEURING.
Algebren (Ergeb. der Mat., t. IV, fasc. 1, 1935, p. i et 5).

(2) Les meilleurs exposés de cette théorie sont ceux de Deuring (loc. ci'/.,
Ghap. 1 et II) et de B. L. van der Waerden (Moderne Algèbre a* éd., Berlin.
Springer, 1940, t. II, Chap. XVI).
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une plus faible mesure) jusque dans les exposés modernes suivant
les idées de E. Artin el E. Noelher. Une de ces survivances est
l'usage quelque peu excessif des idempotents el des « décompo-
sitions de Peirce » où ils interviennent; en fait, on peut s'en passer
à peu près complètement, et nous croyons qu'il y a quelque
intérêt à le faire, car cela permet de mieux mettre en évidence les
idées essentielles de la théorie, dépouillées de tout artifice technique.
Entreprise dans cet esprit, et en développant les méthodes que nous
avons appliquées aux algébres de rang fini dans un travail récent (3),
l'étude des anneaux plus généraux conduit naturellement à la
notion de socle (gauche ou droit) d'un anneau : nous entendons
par là [suivant une terminologie de M. R. Remak (4), qui a le
premier introduit une notion analogue dans la théorie des groupes
finis], la somme de tous les idéaux minimaux (à gauche, resp. à
droite) de Panneau considéré. L'analyse de la structure du socle
d'un anneau quelconque repose sur celle des anneaux simples
(possédant des idéaux minimaux), un anneau étant dit simple s'il
ne contient aucun idéal bilatère autre que lui-même et (o); on
sait que, dans le cas fini, tout anneau simple est un anneau de
matrices (d'ordre fini) sur un corps non commutatif en général
[second théorème de Wedderburn ( 5 ) ] ; ce résultat s'étend aux
anneaux simples infinis (6) dont il est ici question, mais pour
parvenir à cette généralisation, il faut (comme toujours quand on
passe du fini à l'infini) abandonner la représentation des endomor-
phismes d'un espace vectoriel par des matrices, et raisonner
directement sur ces endomorphismes eux-mêmes; à notre avis (et
suivant en cela l'opinion de N. Bourbaki), il n'y a que des avan-
tages, même dans le cas fini, h celte manière de faire : on se libère
ainsi de l'encombrante obligation du choix d'une base dans

(?) J. DIETTDONNÉ, Sur les systèmes hypcrcomplexes {J . de Crelle, t. 184,
1942, p. 178-192).

(4) R. REMAK, Ùber minimale invariante Unter^ruppen in der Théorie der
endii^lten Gruppen {J. de Crelle^ t. 162, îO-So, p. 1-16) .

(*) Voir DEURING, loc. cit.f p. 18, Satz 3.
(6) Pour abréger le langage, nous dirons souvent qu'un anneau A eslfini si,

considéré comme A-module (à gauche ou à droite), il a une longueur finie (c'est-
à-dire une suite de Jordan-Hôlder formée d'un nombre fini d'idéaux); dans le
cas contraire, nous dirons que A est infini. Bien entendu, le terme « anneau
fini » n'implique pas nécessairement que l'anneau ait un nombre fini d'éléments.
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l'espace vectoriel considéré, et, à manier sans intermédiaire ana-
lytique les points et les sous-espaces de cet espace» vectoriel,
on y gagne un langage et une sorte d'intuition géométriques,
nullement négligeables, tant dans la recherche que dans l'expo-
sition.

Comme il fallait s'y attendre, alors que le théorème de Wedder-
burn caractérise (à une isomorphie près) les anneaux simples finis
par deux invariants [le corps des opérateurs (défini à une
isomorphie près) de l'espace vectoriel dont les endomorphismes
sont les éléments de l'anneau considéré, et le nombre de dimen-
sions de cet espace], il y a, pour les anneaux simples infinis, une
bien plus grande variété de structures possibles ; on peut toute-
fois caractériser complètement les isomorphismes d'un tel anneau
sur un autre; cette caractérisation, bien que sans doute connue
pour les anneaux simples finis, ne se trouve explicitement nulle
part, à ma connaissance.

D'autre part, la forme sous laquelle se présente notre générali-
sation du théorème de Wedderburn, en suggère une interpréta lion
topologique, qu'on obtient en munissant l'espace vectoriel qui inter-
vient dans Renoncé, d'une topologie définie de la même façon que
les f apologies faibles sur les espaces vectoriels par rapport au
corps des nombres réels ou des nombres complexes, dont nous
avons développé l'étude dans un travail récent (7)* En outre, on
peut, à l'aide de cette topologie, définir, sur l'anneau simple lui-
même cette fois, une topologie qui n'est pas sans analogie avec
celles dont W. Krull a muni les groupes des extensions ga loi-
siennes infinies d'un corps commutatif (8).

Il faut enfin remarquer que nos méthodes ne peuvent fournir
aucun renseignement sur les anneaux ne possédant pas d'idéaux
minimaux, ni a fortiori sur les anneaux de cette nature qui sont
simples. Il y a effectivement de tels anneaux simples (9), et il
serait désirable qu'on pût en aborder l'étude par des méthodes

('') J. DIEUDONNÉ, La dualité dans les espaces vectoriels topologi^ues [Ann.
Èc. Norm. sup., (3), t. 59, 1942, p. 107-139].

(8) W. KRULL, Galoissche Théorie der unendiichen algebraischen Erwei-
terungen (Math. Ann., t. 100, 1928, p. 687-698).

(9) G. KÔTHE, Schiefkôrper unendiichen Ranges liber dem Zentrum (Math.
Ann., t. 105, i93r, p. i5-39, en particulier p. 35 et suiv.).
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appropriées, car ces anneaux sont sans doute plus intéressants que
ceux que nous considérons ici : ils peuvent en effet posséder un
élément unité, ce qui n5est jamais le cas pour un anneau simple
infini ayant des idéaux minimaux.

I. — PRÉLIMINAIRES (10).

1. Nous supposerons connues du lecteur les notions fondamen-
tales d'algèbre linéaire ( M ) : modules à droite ou à gauche par
rapport à un anneau, sous-modules, modules quotients, repré-
sentations (ou applications linéaires), ainsi que celles de somme
et de somme directe de sous-modules d'un module donné. Un
module (non réduit à zéro) par rapport à un anneau A (en abrégé :
un A-module) est dit simple s'il ne contient aucun sous-module
autre que lui-même et (o); un A-module est dit complètement
réductible s41 est somme directe de sous-modules simples. Les
propriétés fondamentales des modules complètement réductibles
sont les suivantes (<2).

THÉORÈME 1. — Si un module M est somme d'une famille
(Ma)a^i^ sous-modules simples^ il est somme directe d'une
sous-famille (Ma)açj de ces sous-modules (donc M est complè-
tement réductible).

THÉOKÈME 2. — Si un module complètement réductible M est
somme directe d^ une famille (Ma)açi de sous-modules simples^
et si N est un sous-module quelconque de M, il existe deux
parties complémentaires J, K de I, telles que N soit isomorphe

à la somme directe ^Ma 'et que, .^N^'VMa, M soit somme
a ç j a ç K

directe de N et N'.

(lo) Pour la terminologie et les notations, nous nous conformons aux Éléments
de Mathématique de N. BOURBAKI (Actual. Scient, et Ind., n°" 846, 858 et 916).
En particulier, si / est une application d'un ensemble E dans un ensemble F,
et M une partie de F, /(M) désigne l'image réciproque de M par/, c'est-à-dire
l'ensemble des ;z*€E tels que f {x} € M; si g est une application de F dans
un ensemble G, gof désigne l'application composée.r->^((/(.»)) de E dans Gr.

(n) Voir VAN DER WABRDEN, toc. ci£.^ Cbap. XV et XVI,
(12) W. KRULL, Zur Théorie der allgemeinen Zahtringe {Math. Ann^ t. 99,

1928, p. 5i-'3o, en particulier p. 63-66).

LXX. 4
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THÉORÈME 3. — Si un module complètement réductible M est
somme directe d^une première famille (Ma)a ç i de sous-modules
simples, et somme directe d'une seconde famille (Mp){3çj ûfc
sous-modules simples^ il existe une application biunivoque 9
de 1 ?^r J telle que M^) soit isomorphe à Ma quel que soit oc. e I.

Ces théorèmes s'appliquent en particulier aux espaces vectoriels^
c'est-à-dire aux modules par rapport à un corps K-, admettant
réiément unité de K comme opérateur unité. Dans un tel espace
(à gauche, par exemple) E, les sous-modules simples sont les sous-
modules de la forme K.r, où x est un élément quelconque non nul
de E ; on en conclut, diaprés le théorème 1, que E est somme directe
d'une famille (Kj?a) d^ ces sous-modules, les Xy. formant ce qu'on
appelle une base de E; en outre, d'après le théorème 3, deux
bases quelconques de E sont équipotentes, et pour que deux
espaces vectoriels sur un même corps K soient isomorphes, il faut
et il suffît qu'ils aient des bases équipolentes.

2. Dans un anneau ( 1 3 ) A, un idéal à gauche 1 est dit minimal
s'il est un A-module à gauche simple, c'est-à-dire s'il n'est pas
nul et s'il n'existe aucun idéal à gauche contenu dans l, autre que
(o) et l. Dans ce qui suit, lorsque nous parlerons (Visomorphie
entre deux idéaux à gauche d'un anneau A, il s^agira toujours
d'isomorphie de leurs structures de A-module à gauche : autre-
ment dit, si a et a' sont deux éléments qui se correspondent dans
une telle isomorphie, xa et xd se correspondent également, quel
que soit x e A.

Les propriétés des idéaux à gauche minimaux dont nous,nous
servirons ci-dessous sont les suivantes :

Si l est un idéal à gauche minimal de A, a un élément quel-
conque de A, la est nul ou est un idéal à gauche isomorphe à l;
dans ce dernier cas, l'application x —>- xa de l sur i a est un isomor-
phisme. Il en résulte que, si l'on n'a pas ^^(o), il existe aç. l

(l3) Les anneaux que nous considérons peuvent être munis ^opérateurs a
ayant les propriétés a(a?-+-y) == aa?-+-ay, et ai{xy) ==(a.r)y = a?(ay) quels que
soient x et y dans Panneau. Lorsqu'on parle de sous-groupes additifs de A (et
en particulier d^idéaux de A), il doit alors être sous-entendu qu'il s'agit de
sous-groupes stables pour tous les opérateurs de A.
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tel que ta == l, d'où 1^== l (on peut donc distinguer les idéaux à
gauche minimaux en niipotents et. en idempotents). Dans ce cas,
il existe eç l tel que a = <?a, et l'on en conclut {x — .re) a =--r o
quel que soit T ç. l, d'où x =^xe^ et en particulier e1 ---.=- e. L'exis-
tence d'un tel idernpotent dans l entraîne que tout endomorphi.smc
de l (considéré comme A-module) est de la forme .r ->xb^ où b e t.
car si 9 est un tel endomorphisme, et 9 ( < ? ) ==^, on a, pour toul
. / •€ l, (p(,y)= ̂ {xe) == x^{e) =xb (n).

De la même manière, si l et F sont deux idéaux à gauche mini-
maux isomorphes, et si l est idempotent, on voit que tout homo-
morphisme de l dans [' (qui est nécessairement identiquement nul
ou un isomorphisme sur l') est de la forme x—^xb^ où b1 e [!.
D'autre part, on a i r===(o ) si i est niipolcnt, U'== [' si 1 est
idempotent, car, si y est un isomorphisme de l sur l', on .1
U^l^l) :== 9(l2), d'après la définition d'un isomorphisme.

II. — SOCLE D'UN ANNEAU.

3. Etant donné un anneau quelconque A, nous appellerons socle
gauche de A la somme de tous les idéaux à gauche minimaux
de A. On définit de même le socle droit de A; dans ce qui suit,
nous parlerons surtout du socle gauche de A, que nous appellerons
simplement le socle de A. S'il n'y a aucun idéal à gauche minimal
dans A, le socle de A se réduit à o; nous supposerons désormais
qu^on n'est pas dans ce cas.

( l4) On peut, pour obtenir ce résultat, se passer de l'introduction de l'idem-
potent e, en procédant de la manière suivante : les endomorphismes du A-
module l forment un corps K, rt. si l'on désigne par §„ l 'endomorphis'ne x->xa
de l, pour a ç: l, les S^ forment un idéal à gauche dans K, car si y est un
endomorpl i isnie de l. on a ï>(.ra)== x<ç{ a), autrement dit <p 06^ = 8 ^ x . L'idéal
formp p « r les ^ est donc n u l ou égal à K. puisque K est un corps, et la
première éventual i té est à rejet» r. puisqu'il existe a ç, l tel que l == la.

Pour montrer de même que tout ' icmomorpliisme de l sur un idéal isomorphe 1
est de la forme x—>xb\ il s u f f i t de remarquer qu'on a U/ == l', donc qu'il'
existe b'o ç. \.' tel que Ib'o = l', et que x->xb'Q est par suite un isomorpliisme
de l sur l'. Soit alors y u n isomorpliisme de l sur l', <^l'isomorphisme réciproque.
L'application x ->^{xb'^) e^t u aulomorphisme de l, donc il existe aç l tel
que xa == ^(xb'o), ou encore xb'vi == y(a'ût); mais si l'on pose y == xa^ i l existe
cç. l tel que x == yc (puisque x->xa est un automorphisme de l); d'où identique-
men tenyç l, y (y) == y(cb'o) == yb', avec b' ç. V.
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Si lo est un idéal gauche minimal de A, nous dirons que la
somme des idéaux à gauche minimaux isomorphes à io est un pied
du socle de A.

PROPOSITION 1. — Tout pied du socle d^un anneau A est un
idéal bilatère de A, somme directe d^ idéaux à gauche minimaux
isomorphes de A. Le socle de A est un idéal bilatère de A, somme
directe de ses pieds.

Soit en effet d un pied du socle de A; diaprés sa définition, et le
théorème 1, 0 est somme directe d'une famille (la) d'idéaux à
à gauche minimaux de A, tous isomorphes ; d est évidemment un
idéal à gauche de A; d'autre part. pour tout rceA, ly^x est nul ou
isomorphe à la, donc contenu dans 0; par suite, 0 est idéal à droite
de A. Désignons maintenant par (û\) la famille des pieds distincts
du socle S de A; il est clair que S est la somme des û\. D'autre
part, si b\ est la somme des pieds (lu. différents de tt/,, on a
0^nb) ,==(o) : en effet, dans le cas contraire, cette intersection
serait un idéal à gauche de A, somme directe d'idéaux à gauche
minimaux, d'après le théorème 2; si l est un de ces idéaux
minimaux, il serait (toujours d'après le th. 2) d'une part
isomorphe à un idéal minimal contenu dans d\, d'autre part
isomorphe à un idéal minimal contenu dans un dp, différent de û/,,
ce qui est absurde. Il en résulte que S est bien la somme directe
des 0^.

4. La proposition 1 ramène l'étude du socle d'un anneau à celle
des pieds de ce socle.

PROPOSITION 2. — Si û est un pied du socle de A, la somme des
idéaux à gauche minimaux niipotents contenus dans û est un
idéal bilatère b de A, tel que bd == (o).

En effet, il est clair que b est un idéal à gauche de A; d'autre
part, si le a est un idéal minimal niipofent, \x est contenu dans 0
pour tout a?eA et est niipotent, car (\x) (l.r) •==- \(x^)xç. ̂ x^ (o);
donc b est bilatère. D'après le théorème 1, b est somme directe
d'idéaux minimaux niipotents et isomorphes la; on a donc
lai == (o) quels que soient la et l'idéal minimal l contenu dîms 0, ce
qui entraîne ba ==(o).
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II peut se faire que b == d, donc que d2 === (o) ; nous supposerons
désormais qu\m n^est pas dans ce cas. Alors (th. 2), d est somme
directe de b et d^un idéal à gauche C ̂  (o), somme directe d4déaux
à gauche minimaux isomorphes et idempotents. On notera que b
ne peut contenir aucun idéal minimal idempotent, puisque b's= (o).
D^autre part, b est V annihilateur à gauche de a dans û; cet
annihilateur est en effet un idéal à gauche dans A (puisque c'est
Pinlersection de d et de Pannihilateur à gauche de d dans A); il
est somme directe d'idéaux à gauche minimaux (th. 2), et si 1 est
un de ces idéaux, il est nécessairement niipotent, puisque Itt ==(o).
donc il est contenu dans b.

PROPOSITION 3. — Si V est l9 annihilateur à droite de tt dansA.^
rtnr==(o).

En effet, 0 étant un idéal bilatére de A, il en est de même de f,
donc de O n t ; si l'on avait ûf\V^(o), il contiendrait un idéal à
gauche minimal l (th. 2); si lo est un idéal minimal idempotent
contenu dans (l, on aurait donc loi == l, contrairement à la défi-
nition de r.

PROPOSITION 4. — Tout idéal à gauche dans Vanneau û est
aussi un idéal à gauche dans Vanneau A.

Montrons d^abord que si l est un idéal à gauche minimal de A,
contenu dans d, l est aussi un idéal à gauche minimal dans
Vanneau a. En effet, soit m un idéal à gauche dans Vanneau d,
contenu dans l et 72^(0); on a, par hypothèse, Otncnîcl,* mais
am est un idéal à gauche dans A, et il ne peut être nul, diaprés la
proposition 3; comme l est minimal, dIU == l, d'où m == l.

Il en résulte que Ci est identique à son socle, et que celui-ci est
réduit à un seul pied; en outre, tout idéal minimal Ut de (t est
identique à un idéal minimal de A, car on a ûinctt let am^(o)
diaprés la proposition 3, donc dm = lit, ttl est idéal à gauche de A.
Tout idéal de tt étant somme directe d^idéaux minimaux (th. 2),
la proposition est démontrée.

8. PROPOSITION 8. — Si ï est ^annihilateur adroite de C dans
A, on a anï == (o).
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En effet, on a b (onï ) c bû===(o), donc a(anï>)=: (o), et par
suite an ïcant== (o).

PROPOSITION 6. — Tout idéal à gauche de l'anneau c est aussi
un idéal à gauche de l^anneau A.

En effet, si g est un tel idéal, il suffit, diaprés la proposition 4,
de faire voir que fl est un idéal dans Vanneau a, ce qui est
immédiat puisque rfl c fl par hypothèse, et bfl c brt = (o).

III. — ANNEAUX SIMPLES ET ANNEAUX QUASI-SIMPLES.

6. On dit qu'un anneau A est simple s'il ne ne contient aucun
idéal bilatère autre que lui-même et (o). Un tel anneau peut ne
posséder aucun idéal minimal (à gauche ou à droite); mais, s'il
en possède un, il est nécessairement identique à son socle, et
celui-ci ne comporte qu'un seul pied, diaprés la proposition 1. En
outre, comme la somme b des idéaux minimaux niipotents de A
est un idéal bilatère de A, on a nécessairement b == A ou b ==(o).
Dans le premier cas, on a A2===(o) ; il y a identité entre sous-
groupes (additifs) et idéaux de A, et pour que A soit un anneau
simple, il faut et il suffit que son groupe additif soit simple.
Laissant de coté ce cas sans intérêt, nous supposerons désormais
que A n'est pas niipotent : alors A est somme directe d^ idéaux à
gauche minimaux, tous isomorphes^ et ne contient aucun idéal
à gauche niipotent [cette dernière condition étant (compte tenu
des autres) équivalente à la suivante : l'annihilateur à gauche de
A se réduit à zéro].

Plus généralement, lorsqu'un anneau A est somme directe
d'idéaux à gauche minimaux, isomorphes deux à deux, et dont un
au moins est idempotent, nous dirons qu'il est quasi-simple à
gauche ; il est alors identique à un pied de son socle ..Inversement,
la proposition 4 montre qu'un pied non niipotent du socle d'un
anneau quelconque est un anneau quasi-simple à gauche; et la
proposition 6 montre qu'un anneau quasi-simple à gauche est
somme directe de son annihilateur à gauche, et d'un idéal à gauche
qui est un anneau simple.
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7. Pour étudier de façon plus approfondie la structure d^un
anneau quasi-simple à gauche (et en particulier cPun anneau
simple), nous nous servirons du fait que Pannihilateur à droite
d'un tel anneau A est nul, diaprés la proposition 3. Désignons
alors par T Panneau des endomorphismes de A, considéré comme
A-module à gauche. A tout x e A correspond Pendomorphisme
y ^ yx de A, que nous désignerons par ô./ ; en outre, la relation
o,.=== §y entraîne x === y, car elle signifie z { x — i ) --=- o pour tout
z € A. Comme on a évidemment ô ^ ^ ^ y o ô y , on voit que l'appli-
cation x-^ê^ est un isomorphisme de Panneau opposé A° de A
dans Panneau F. Nous allons examiner ce qu'est le sous-anneau B
de r, image de A° par cet isomorphisme.

Nous utiliserons pour cela les propositions suivantes : 1° si A est
un anneau quelconque, M un A-module à gauche .simple., Panneau
des endomorphismes de M est un corps K (en général non commu-
ta tif); 2° si N est un A-module à gauche complètement réductible.
somme directe d'une famille (Ma) de modules simples isomorphes
deux à deux, Panneau des endomorphismes de N est isomorphe
à P anneau des endomorphismes d'un espace vectoriel à droite E
sur un corps K. isomorphe au corps des endomorphismes d'un
quelconque des Ma(1 5) . Il résulte en outre de la démonstration de
la seconde de ces propositions que E possède une base (êy,) par
rapport à K, correspondant biunivoquement à l'ensemble des Ma.
de sorte qu'aux endomorphismes de N dans M<x correspondent
biunivoquement les endomorphismes de E dans e^K.

Appliquons ce qui précède au cas où A est un anneau quasi
simple à gauche^ et où N est identique à A, considéré comme
A-module à gauche. Alors, si A est somme directe de la famille
d'idéaux à gauche minimaux (la), Panneau d'endomorphismes F
est isomorphe à Panneau des endomorphismes ^?(E) d'un espace

( l v) VAN DER WAEBDBN, loc. cit., p. ijS-iô;. La démonstration delà seconde de
ces propositions n'est faite que pour un module de longueur ^/î/ue, et les endo-
morphismes sont représentés par des matrices; mais il est très aisé de généra-
liser la démonstration au cas qui nous importe ici : les matrices finies de la
démonstration de van der Waerden sont remplacées par des matrices infinies ;
le seul point à vérifier est que, dans chacune des colonnes d^une de ces matrices,
il n'y a qu'un nombre fini d^éléments non nuls; ce qui se fait en remarquant
que, si une représentation d'un module simple M dans un module simple M' est
nulle pour un x -^. o, elle est identiquement nulle.
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vectoriel à droite E sar un corps K. (isomorphe au corps des endo-
morphismes d'un la), E possédant une base (^a) qui correspond
biunivoquement à l'ensemble des la. En outre, l'opposé A° de^A
est isomorphe à un sous-anneau B' de J?(E).

Cherchons ce qui dans B' correspond à un idéal à gauche
minimal non niipotent la de A : c'est un idéal à droite minimal ta
de B', formé d'endomorphismes de E dans CaK. Or, tout endo-
morphisme de E dans ^aK. est de la forme x ->e^x'{x). oùx' est
une forme linéaire bien déterminée, définie dans E; à la somme
de deux endomorphismes de cette nature correspond la somme des
formes linéaires correspondantes; donc à l'idéal adroite r^ corres-
pond un sous-groupe additif"E' de l'espace dual E* de E (ensemble
des formes linéaires sur E). On sait que E* est un espace vectoriel
à gauche sur R ; nous allons voir que E' est un sous-espace
vectoriel de E*. En effet, pour tout endomorphisme du A-module
laî il existe açla tel que l'endomorphismc ôa de A dans la,
restreint à la» s0!!- l'endomorphisme donné (n0 2); pour tout ̂ eK,
il existe donc un endomorphisme ̂  de E dans ^aK, appartenant
à ta» tel que (^(^a) ==^a^î si alors u est un endomorphisme
de E dans ^aK, appartenant à fa» de la forme x — > e y , x ' { x ' ) ^ Fendo-
morphisme v\ou appartient à fa? 6t n^est autre que x — ^ e ^ x ' Ç x ) ' ,
donc, si x1 e E', on a Àa/ e E7 pour tout À € K.

Considérons maintenant un idéal à gauche lp distinct de la; on
sait qu'il existe b e Ip tel que lp== la 6; il lui correspond dans B' un
endomorphisme w de E dans €pK, et Pidéal à droite ïp corres-
pondant à lp est l'ensemble des endomorphismes wou^ où u
parcourt taî on peut toujours supposer (en multipliant au besoin
les e^ par des constantes convenables) que w{e^) == e^\ il en
résulte que tp est formé des endomorphismes x->e^3p\x)^ où a/
parcourt le même sous-espace vectoriel E' du dual E* de E.

8. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théo-
rème fondamental suivant, qui détermine la structure d'un anneau
quasi-simple à gauche quelconque.

THÉORÈME 4. — Soit A un anneau quasi-simple à gauche,
K le corps des endomorphismes S un quelconque des idéaux a
gauche minimaux de A. Vanneau A est isomorphe à l^ opposé
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de Vanneau ^(E, E^) formé des endomorphismes u d'un
espace vectoriel à droite E sur le corps K, tels que : i° u(E) ait
un nombre fini de dimensions; 2° u (o) soit l } intersection d^un

nombre fini d^hyperplans ^(o), où les x\sont des formes
linéaires appartenant à un sous-espace vectoriel E' du dualJL*
de E. En outre, ^oi^e base deJL a même puissance que tout
ensemble d'idéauy à gauche minimaux dont A est somme
directe.

En premier lieu, il est immédiat que tout endomorphisme u
appartenant à Panneau B' possède bien les deux propriétés de
Renoncé; en effet, tout élément de A appartient à la somme d^un
nombre fini de la, donc u appartient à la somme d^un nombre fini

de fai autrement dit. est de la forme x->'^^e^^x\(x)\ donc i^(E)
i

est contenu dans le sous-espace de E ayant pour base les <?a;,
-1 . . . ~~1

et u(o) contient l'intersection des ^.(o), donc est lui-même

intersection d^un nombre fini d'hyperplans .y-(o), ou les y . sont
des combinaisons linéaires des x\ (16).

Pour établir la réciproque, remarquons d^abôrd que, si e -yé. o
est un vecteur quelconque de E, les endomorphismes x->ex\x')^
où x' appartient à E', appartiennent à B' (et forment d^ailleurs i»n

idéal à droite minimal de cet anneau). En effet, on a e==^.^a^a
a

(somme étendue à un nombre fini d4ndices a); pour tout x^ ç. E',

^application x-^ex^x) ===Vêa(^a^(^)) appartient bien à B'.
a

Donnons-nous alors un endomorphisme u de E tel que V == uÇE)
ait un nombre fini p de dimensions; Pensemble des formes liné-

—i —i
aires x ' ç E* telles que u(o)cx\o} forme un sous-espace

(ta) Nous utilisons ici le résultat suivant : si a/i, x\^...^x'n sont n formes

linéaires indépendantes, tout hyperplan contenant ^intersection des x'i (o) est
de la forme x'^o), où x ' est une combinaison linéaire des x\. Ce théorème se
démontre aisément par récurrence sur n [voir le théorème 1 du Mémoire La
dualité, etc., cité dans la note (7)].
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vectoriel V à p dimensions de E*; si l'on suppose que n ( o ) est

l'intersection d'un nombre fini d'hyperplans x\ (o) tels que x\ e E^
on a V^cE^16).

— 3

Soit alors W un sous-espace de E supplémentaire de u ( o ) \
restreint à W, u est un isomorphisme de W sur V ; soit c^. . . ̂ Cp
une base de W, c^, c'^,. . ., c' la base « orthogonale » de V^, c'est-
à-dire la base telle que c ^ ( c / ) = = = o si i~/^j et c, (c/) == i . Il est

immédiat que ^ n'est autre que l'endomorphisme j? ~>V ?/ ( r, ) ̂  ( .^).
/•-—i

ce qui prouve, en vertu de la remarque antérieure, que u eB\ et
achève la démonstration.

Si maintenant on se donne arbitrairement le corps K, 1 espace
vectoriel à droite E sur K et le sous-espace E' (non réduit à o) du
dual E* de E, il est facile de voir, inversement, que ^(E, E^ est
bien un anneau quasi-simple à droite. Tout l'abord, c'est un
anneau, car si u et v appartiennent à ^(E, E'), et w === u + ^» on
a (WE)C ^ ( E ) — ('(E), donc (^(E") a un nombre fini de dimen-

- j . -i. ~i —i
siens, et w (o0 ? / (o ) n ^(o), donc w(o) est intersection d'un

—i
nombre fini d^hjperplans x\^ (o), ou les x\ eE'C"); on a donc
u + C€^(E , E'), etFon montre de même que uoçç ̂ (E.E').

Pour tout e ̂ . o de E, les endomorphismes x - ^ e x ' ^ x ) ^ où x '
parcourt E', appartiennent à ^(E, E') et forment un idéal à droite
minimal de ^(E, E'); deux quelconques de ces idéaux sont
isomorphes, et le raisonnement du théorème 4 prouve que êF (E, E')
est la somme de tous ces idéaux; il est donc identique à un pied
de son socle (droit), et comme E' n'est pas réduit à o, les idéaux
minimaux de ^(E, ÎL' ) ne sont pas tous niipotents, ce qui établit
la proposition.

9. Cherchons maintenant comment se caractérisent les anneaux
^'(E, E') qui sont simples. Il faut et il suffit pour cela que
l'annihilateur à droite de ^(E, E') soit nul, autrement dit,
qu'il n'existe aucun endomorphisme u-yé. o de ÉFŒ.E'), tel que
v ( u ( x )) == o pour tout.rçEet tout pç ^(E, p')$ cela peut encore/ —i
s'exprimer en disant que l'intersection de tous les sous-espaces v(o)
doit se réduire à o. Or, d'après.le théorème 4? cette intersection



est aussi celle de toiit les hyperplans x ' ( o \ où x ' parcourt E';
donc :

PROPOSITION 7. — Pour qu'un anneau ^(E, E') soit simple,
il faut et il suffit que E' satisfasse à la condition :

(D) La relation « pour tout x ' ç E ' . x ' { x } - = ^ o » entraîne
x == o.

On conclut aisément de là, comme cas particulier, le second
théorème de Wedderburn^ donnant la structure d^un anneau
simple de longueur finie : en effet, si cette longueur est n, E est un
espace à n dimensions, et le seul sous-espace E' du dual E* qui
satisfasse à (D) est E* lui-même; il en résulte que ^(E, E') est
alors l'anneau J?(E) de tous les endomorphismes de E (1 7) .

Au contraire, lorsque E a une infinité de dimensions, la condi-
tion (D) peut être satisfaite par des sous-espaces de E* distincts
de E* : c^est là la source de la diversité des structures des anneaux
simples infinis; nous y reviendrons au paragraphe 5.

10. Nous nous limiterons désormais au cas où ^(E, E^) est
simple^ c^est-à-dire où E' satisfait à la condition ( D ). Tout x ç. E
définit sur E' une forme linéaire x'->x'(a?), et, si.r -^ o, il résulte
de (D) que cette forme linéaire n^est pas identiquement nulle;
on peut donc identifier E à un sous-espace du dual E'* de E\
Avec cette convention, on a la proposition suivante.

PROPOSITIONS. — U anneau opposé de l^anneau simple S^(E, E')
est un anneau simple^ isomorphe à i^^E', E).

(''') Ayant le second théorème de Wedderburn, il est aisé d'en déduire le
premier^ qui donne la structure d'un anneau A satisfaisant à la condition
minimale pour les idéaux à gauche, et ne contenant pas d'idéaux minimaux
niipotents. En effet, chaque pied du socle S de A est alors simple, et S est un
idéal bilatère de A, somme directe d'un nombre fini d'idéaux bilatères qui
sont des anneaux simples de longueur finie. S admet donc un élément unité e\
montrons que S = A, ce qui établit le premier théorème de Wedderburn. En
effet, dans le cas contraire, pour tout x<jp. S, x eç S, donc x — J L C -^ o annulerait e
à gauche, Fannihilateur à gauche de e ne serait pas nul. D*autre part, cet
annihilateur n'a que o en commun avec S, mais comme c'est un idéal à gauche 7^ (o),
il déviait contenir un idéal minimal non contenu dans S, ce qui contredit la
définition de S. On notera que ce résultat est le seul endroit où un raisonnement
analogue à la « décomposition de Peirce » soit nécessaire.
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II résulte en particulier de cette proposition que tout anneau
simple A, possédant des' idéaux à gauche minimaux, possède
aussi des idéaux à droite minimaux (et vice-versa) et est com-
plètement réductible aussi bien comme A-module à gauche que
comme A-module à droite.

Pour démontrer, la: proposition 8, nous ferons d'abord la
remarque suivante : tout sous-espace vectoriel de E à un nombre
fini de dimensions est intersection d'hyperplans ^'(o), où les
.c'eE'. Cela résulte du théorème cité dans la note (1 6), en inter-
vertissant les rôles de E et de E', ce qui est licite quand la condi-
tion (D) est remplie, diaprés la remarque du début de ce numéro.

Considérons alors un endomorphisme u ç S ^ Ç E ^ ' E ' ) ^ pour
— 1 / — 1 \ — i

tout ^eE', on a u \x'{o)) 3 ̂ (o), donc X1ou ==y' est une forme
linéaire appartenant à E'. Inapplication x^x'ou de E' dans lui-
même ainsi définie est une application linéaire, que nous appel-
lerons Pendomorphisme transposé de M, et noterons u* (18).
Posons ^(E) == V, et désignons par V le sous-espace des x' çTL'
tels que u(o) CuC'(o). Nous allons montrer d'abord que
i^(E') = V7. En effet, si l'on posey'== x ' o u^ la relation u(x)== o
entraîne y'(.z-) === o, donc u(o) Cy'(o), et par suite y'eV7. Inver-
sement, soit y'€V7, et soit XQ un point de E ^appartenant pas à

Phyperplan H -=y'(o)$ V est somme directe de u(îï) et de u(xo)K;
d'après la remarque ci-dessus il existe x1 çT£1 tel que ^(a?)===o
pour tout xç. ̂ (H), et ^(^(.ro)) ==y'(*^o)î on en conclut aussitôt
qu'on a y' === x ' o u.

Montrons en second lieu que l'ensemble des .yçE tels que,
pour tout ;2/e^*(o), on ait a/(a?) == o, est identique à V. En effet,
a/€^*(o) signifie qu'on a x'ÇuÇx)) === o, quel que soit d7€E, ou
encore que u* .(o) est rensembje des éléments x1 de E' tels que
^(E^a^o); comme ^(E) a un nombre fini de dimensions, la

— i
remarque du début prouve que l'intersection des hyperplansa^o),
pour x ' ç. ̂ *(o), est identique à ^(E).

( l 8) Lorsque E'= E*, cette notion coïncide avec la définition usuelle du trans-
posé d'un en.domorphisme de E.
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On en conclut que, pour tout uç. ̂ (E, E'), ona^cS^E', E).
D'une manière symétrique, on définit le transposé d'un endomor-
phisme u1 e^E', E); on vérifie aisément que le transposé v du
transposé u* de u n'est autre que u lui-même; en effet, on a iden-
tiquement x ' o u == x^ o v quel que soit a/eE'; cela signifie que
x^u^x) — v{x)\ == o quels que soient x et x'', c'est-à-dire,
diaprés (D), que u(x)=v(x) quel que soit x. Il résulte de là
que Inapplication u->u* est une application biunivoque de ̂ (E, E')
sur ^(E^E). Enfin, on a (^+^)*= u + p*, e t (^op)*= p*o^*;
donc u->u* est un isomorphisme de ^(E, E') sur Panneau
opposé de ^(E^ E), ce qui achève la démonstration.

IV. — INTERPRÉTATIONS TOPOLOGIQUES.

11. Les résultats que nous avons obtenus au paragraphe 3, et
les raisonnements par lesquels nous y sommes parvenus, font
apparaître une étroite analogie entre la théorie que nous venons
d'exposer et celle de la dualité faible dans les espaces vectoriels
topologiqucs (sur le corps des nombres réels ou le corps des
nombres complexes) ( 7 ) . On peut, comme nous allons le voir,
pousser cette analogie plus loin, et couvrir d^un vêtement topo-
logique les théorèmes d'algèbre qui précèdent.

Considérons donc un espace vectoriel à droite E sur un corps K
(commutatif ou non), et un sous-espace vectoriel E7 du dual E*
de E, soumis à la condition (D); il revient au même, d'ailleurs, de
se donner un espace vectoriel à droite EsurK, un espace vectoriel
à gauche E' sur K, et une forme bilinéaire B(.r, x1) définie
dans E X E' (à valeurs dans K), satisfaisant aux deux conditions :

(Di) La relation « quel que soit a?eE, B(*r, x ) == o » entraîne
^==0.

( Dji) La relation « quel que soit oà e E', B(.z*, x ' ) = o » entraîne
x= o.

On appelle topolo gie faible surE, définie parE', et l'on désigne
par-o-(E, E'), la topologie la moins fine sur E, compatible avec la
structure de groupe de E, et pour laquelle les formes linéaires
.y-^B(*r, x1) soient continues dans E (le corps K étant muni de
la topologie discrète). Si (pour abréger le langage) l'on identifie la



forme linéaire x-^^(x^ x ' ) -et Pélément x1 €E\ il est clair que

chacun des hyperplans T ' ( o ) doit être un voisinage de zéro
dans E: et réciproquement, la base de filtre JEU engendrée par
ces hyperplans (c'est-à-dire Pensemble des intersections d'un
nombre fini de ces hyperplans ) est formée de voisinages de zéro
dans toute topologie de groupe surE rendant les formes linéaires x '
continues; donc, c^est un système fondamental de voisinages de
zéro dans la topologie o-( E, E ' ) . Il résulte immédiatement de (D,, )
que rintersection de tous ces voisinages se réduit à zéro, autrement
dit, 7(E,E') est une topologie séparée. On définit, bien entendu,
de façon symétrique, la topologie faible a( F/, E) sur E ' .

On peut alors dérouler toute une théorie analogue à celle de la
dualité faible; la plupart des démonstrations données dans cette
dernière sont encore valables pour les propriétés correspondantes
que nous considérons ici ( 1 < > ) .

En premier lieu, les seules formes linéaires définies dans E. et
continues pour la topologie <r(E, E^) sont les formes x ' eE'.

L3'adhérence^ dans E, d'un sous-espace vectoriel quelconque M,

est l'intersection des hyperplans fermés (et ouverts) x ' ( o ' ) qui
contiennent M. En effet, cette intersection est un sous-espace
vectoriel fermé, donc contient M; d^aulre part, si XQ eE n^est pas
adhérent à M, il existe un voisinage V de zéro, intersection d'un

nombre fini d'hyperpluns a^(o) , tel que x^ + V ne rencontre
pas M, et par conséquent que a^o^M+V; on en conclut qu^il
existe un hyperplan contenant M + V et ne contenant pas XQ ; un

— i
tel hyperpïan contenant V, est de la forme .y'(o) ( 1 < ) ) , avec a/ çE'.

( 1 ' * ) Cette tîléorie et celle de la dual i té faible sont d'ailleurs deux cas parti-
culiers d'une t î léorie générale qu'il est aisé de développer pour des espaces
vectoriels sur un corps fopologique K.

Étant donnés deux espaces vectoriels E, E' sur K, et une forme bi l inéaire
B(.y, x ' } satisfaisant à (Di) et (Du), la topologie ^ ( E , E') sera la moins fine
des topologies de groupe sur E rendant continues les formes l inéaires
.r --> B(uC, x ' } . On obtient un système fondamenta l de voisinages de zéro dans
7(K, E') de la façon suivante : pour un voisinage donné U de zéro dans K, et un
nombre f in i quelconque d'éléments x[ ç E', on considère l'ensemble des x ç. E tels
que B(.z', x[ ) ç: U pour tous les se', \ ces ensembles forment le système fonda-
mental de voisinages demandé. On en déduit aisément que ^ (E . E') rend con-
tinue dans K x E la fonction (A , x ) > x\.
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En particulier, tout sous-espace vectoriel de E à un nombre
fini de dimensions est fermé} il est d'ailleurs discret pour la
topologie induite sur lui par cr(^E, E') ( 2 0 ) .

Cette dernière propriété nous permet de donner l'interprétation
topologique du théorème 4 :

PROPOSïTioiN 9. — Lanneau simple ^(E, K > est formé des
endomorphismes u de E, continus pour la topologie 7i E. E' », et
tels que ni E ') ait un nombre fini de dimensions.

12. La lopologie o-(E, E^, et la proposition 9, vont nous
permettre de définir une topologie sur Vanneau ^('E, E 1 ' ) .
Considérons, en effet, sur ^F(E, E'), la topologie ® de la
convergence uniforme : si V est un voisinage de zéro dans E
[pour la topologie ^(E, E')], un voisinage U(V) de zéro
dans ÉF(E, J L ' } pour la topologie %. sera formé des endomor-
phismes ^€^ (E , E') tels que ^ ( E ) c V ; les U(V) forment
un système fondamental de voisinages de zéro dans la topo-
logie %, lorsque V parcourt un système fondamental de voisinages
de zéro dans E.

La topologie % est évidemment séparée; elle est compatible avec
la structure de groupe additif de ^(E, E'); montrons qu'elle est
aussi compatible avec sa structure Panneau. Il suffi t pour cela
d'établir que la fonction uov des deux variables u^ ^ est continue,
ou encore qu'elle est continue pour u == v == o, et que, pour tout Uo
fixé, les fonctions u^ov et vou^ sont continues pour v == o. Or,

( 2 0 ) Dans le cas général où K est un corps topologique quelconque, les pro-
priétés précédentes sont encore valables, sauf la dernière, qu'il faut rt-mplïcer
par la suivante : un sous-esp.ice vectoriel à n dimensions de E est isomorphe
au produit K" [pour la topologie indaite par j ( R , E ' ) .

Nous laissons au lecteur le soin de ponrbuivre le développement de la théorie
pour un corps topologique K quelconque, en la calquant sur le cas où K est le
corps des nombres réels ou des nombres complexes; ce qui remplace alors le
théorème de Hahn-Banach est le fai t que tout sous-espace vectoriel fermé pour
la topologie ï (E, E') est l ' intersection d'hyperptans fermés; à l'aide de cette
propriété, on généralise aisément les théorèmes 6 à 14 du Mémoire cité dans la
note (7) . En particulier, on déf in i t , comme ci-dessus au n° 10, le transposé u"
d'un endomorphisine continu quelconque de E, et l'on montre qu'il est continu
pour la topologie ï (E' , E).
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étant donné un voisinage arbitraire V de zéro dans E, la condition
?(E) c V" entraîne ^(^o(E)) c V quel que soit UQ^ ce qui prouve la
continuité de voito au point v == o, et celle de uov pour^==^==o;

d'autre part, pour un UQ donné, ^o(V) contient ^o(o), et ce
dernier est un voisinage de zéro dans E; si l'on prend P tel que

P(E)c 1^0(0), on aura ^ o ( ^ ( E ) ) = = j o { c V , d'où la continuité
de Uo o P pour v = o.

La topologic % vient d'être définie en partant de la représentation
de Panneau simple ^(E, E') comme anneau d'endomorphismes ;
mais elle peut l'être aussi de manière intrinsèque. En effet, le
raisonnement du théorème 4 prouve que tout voisinage V de zéro

— i
dans E, intersection d'un nombre fini d'hyperplans ^(o), est de

— i
la forme ^0(0)5 °ù ^oC^^E, E'); il en résulte que le voisinage
correspondant U(V) dans ^'(E, î!) est identique à l'ensemble
des p tels que ^ o p = = o . Autrement dit, on a un système
fondamental de voisinages de zéro pour la topologie % en
prenant les idéaux à droite annihilateurs à droite des éléments
de ^(E, E7).

13. Cherchons les adhérences des idéaux à gauche et des idéaux
à droite dans l'anneau ^(E, E'), pour la topologie ®.

PROPOSITION 10. — Dans Uanneau ^(E, E'), tout idéal à
gauche est fermé pour la topologie %.

En effet, d'après le théorème 4 et la proposition 8, tout idéal
à gauche l de ÉF(E, E') est formé des endomorphismes u tels
que u(o) contienne un sous-espace vectoriel donné H de E, ou
encore tels que ^ ( H ) = = { o } . Soit w adhérent à i; pour
tout ^o€^(E, K), il doit exister u^l tel que Uoo(w— ^)==o.
c'est-à-dire UQOW=UQOU^ et l'on a Uoouçl'y il faut donc
que UQ o w € 1 pour tout UQ, c'est-à-dire Uo (w(H)) === { o }. Or, cela
n'est possible que si w(H) === j o}, car pour tout x^é. o de E, on
peut trouver un i^eS^E, E') tel que ^o(;r)^o [conséquence
de la condition (Djj)].
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PROPOSITION 11. —Dyns Vanneau ̂  (E, K), V adhérence d'un
idéal à droite Y est V annihilateur à droite de F annihilateur à
gauche de V (21).

Remarquons d'abord que, d'après la démonstration du théo-
rème 4, tout idéal à droite y de ^(E, E') est formé des endomor-
phismes u tels que ^(E)cH, où H est un sous-espace vectoriel
quelconque de E. Si w est adhérent à r, pour tout UQ e ̂ (E, E^),
il doit exister uçv tel que UOOW==:UQOU, en particulier, si
UQOU===O pour tout ^er, on doit avoir ^ o ° ^ = = o » donc w
appartient bien à l'idéal à droite t' annihilateur à droite de
l'annihilateur à gauche de r. D'ailleurs l'annihilateur à gauche
de r est l'idéal à gauche formé des UQ tels que H c ̂ o(°)î donc X1

est formé des u tels que z^(E) c ̂ o(°) pour tous les UQ précédents;
d'après ce qu'on a vu au n° 11, cette condition équivaut
à u(E) C H, H étant l'adhérence de H pour la topologïe <r(E, E').
Cela étant, montrons que tout w et' est adhérent àt; remarquons
pour cela que, si UQ est quelconque dans ̂ (E, E'), pour tout a? € H,

-i -i
il existe y eH appartenant à a*+^o(0)? puisque Uo(o) est un
voisinage de zéro dans E. Décomposons w(E) en somme directe
de w(E) r\ Uo(o) et d'un sous-espace vectoriel V à un nombre fini
de dimensions; soit € 4 , . .., Cp une base de V, et pour chaque
indice t, soit. diçïl tel que Ci— diÇUo(o); V est image biuni-
voque par w d'un sous-espace U o. p dimensions; soit b^ .. ., bp
la base de U telle que w(bi)=Ci', U et w(^o(o)7 sont supplé-
mentaires; si l'on prend u(x)=opowxe ̂ \Uo(o)) et u(bi)=di,
on a bien u{'E) cH et UQ o ( w — u) == o.

14. Comme nous venons de le voir, il y a correspondance
biunivoque entre sous-espaces vectoriels de E et idéaux à droite
de ^(E, E'); à tout sous-espace vectoriçl fermé correspond un

(2 l) L'analogie entre l'opération topologique qui consiste à prendre l'adhérence
d'un ensemble, et l'opération algébrique par laquelle, à un idéal à droite, on fait
correspondre l'annihilateur à droite de son annibilateur à gauche, a déjà été
signalée par M. M. Hall [A type of algebraic closure (Ann. of Math,, t. 40,
'Q^* P- 36o)], qui a étudié les algèbres de rang fini où tous les idéaux à droite
sont « fermés » au sens de cette opération.

LXX. 5
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idéal à droite fermé ; à Pintersection (Tune famille de sous-espaces
vectoriels correspond rintersection des^ idéaux correspondants;
enfin, à la somme de deux sous-espaces H, H' correspond la
somme des idéaux à droite correspondants. Pour voir ce dernier
point, il suffit de remarquer que H + H' est aussi une somme
directe H + IF, avec H" c H'; si u(E) c H + H", et si k{x), k'^x)
sont les composants de x € H 4- HT dans H et H" respectivement,
on a, pour tout x €Ë, u(x) == k(u(x)) 4- ^(^(a?)), etÂ-(^(E)) cH,
k"(u(JL)\ cH^cH'. En particulier, à un sous-espace de dimension
finie/? correspond un idéal à droite de longueur p.

15. En général, Pespace vectoriel E, muni de la topologie or (E,E7),
n'est pas complet pour la structure uniforme qui se déduit de cette
lopologie de groupe. En effet, si Pon considère les éléments de E
comme des formes linéaires sur E', la topologie o-(E, E') n'est autre
que la topologie de la convergence simple pour ces formes. Les
éléments du complété Ê de E sont donc des limites de formes
linéaires sur E', c'est-à-dire de nouveau des formes linéaires surE'
ou encore des éléments du dualS* (dont E est considéré comme
un sous-ejspace). Nous allons voir en fait que E^, muni de la
topologie o-(E^, E'), est identique au complété Ê. Il suffit de prouver
que E est partout dense dans E'*; en d'autres termçs, si u € E'*, et
si ^ i ( ï ^ ^ p ) sont p éléments quelconques de E' (qu'on peut
supposer linéairement indépendants), il faut prouver qu'il
existe xçE tel que B(u — x , x\) === o pour î^i^pj ou encore, si
Pon pose B(i^, x\ ) ==^, que les p équations B(a?, x\ ) =^i ont
une solution commune; or, c^est là une proposition élémentaire
d'Algèbre linéaire ( 2 2) .

Cherchons maintenant le complété de Panneau ^(E, E'), muni
de la topologie %. Soit ® un filtre de Cauchy sur ^(E, E'); si,

( 2 2 ) Ce résultat s'étend inorfnédiatement au cas où K est un corps topologique
complet quelconque. On peut chercher de même quand E est localement
précompact (c'est-à-dire admet un voisinage de zéro précompact); si E a un
nombre uni de dimensions, il. est nécessaire et suffisant pour cela que K soit
localement compact. Au contraire, si E a une infinité de dimensions, il ne peut
être localement précompact pour la topologie <r(E, E') que si K est un corps
compact, donc fini (ayant un nombre fini d'éléments); dans ce cas, E, muni
de la topologie o(E, E'), est précompact, son cotnpiété est donc compact.



— 67 —

pour «reE, et pour un ensemble M€®, on désigne par M(a?)
F ensemble des ^(*r), où M parcourt M, les M(^c), lorsque M
parcourt ®, forment une base de filtre de Cauchy sur E, qui a
donc une limite u^^x) €Ê; i^o, étant limite uniforme d'applications
linéaires continues de E dans Ê, est une application linéaire
continue de E dans Ê; d^ailleurs, comme E estpartout dense dans Ê,
et que toute fonction linéaire continue dans E est uniformément
continue, elle se prolonge par continuité en une fonction linéaire
continue dans Ê; autrement dit, les éléments du complété de
^(E, E') peuvent être identifiés à des endomorphismes continus
de Ê [pour la topologie cr(Ê, E')]. Nous allons voir qu'en fait
Panneau <ê(É, E) de tous ces endomorphismes est identique au
complété de ^(E, E'), ce qui revient à prouver que ^(E, E7) est
partout dense dans ê(Ê, E') ( de dernier.étant muni de la topologie
de la convergence uniforme). En effet, soit/un endomorphisme
continu de Ê, UQ un élément quelconque de ^(E, E'), prolongé
'par continuité à Ê; comme ^o(o) est un voisinage de zéro dansÊ, un
supplémentaire de UQ^O) a un nombre fini de dimensions ; on peut
donc mettre/(E) sous la forme de la somme directe de son intersection

avec ^o(°) et d'un sous-espace U à unnombre finide dimensions; si
64, ..., bp est une base de U, il existe Ci, c^ ..., Cp appartenant à E
et tels que Uo(bi -— Ci) == o puisque Uo(o) est un voisinage de zéro
et que E est partout dense dans Ê. Cela étant, U est image biuni-
voque par f à? un sous-espace Va/? dimensions de E; soient rf(les
éléments de base de V tels que/(rfi)==6<; si l'on prend v{di)=c^
et p(.r)==o dans le sous-espace fermé/( 1^0(0)), supplémentaire
de V, on aura bien UoÇf(^) — P(a?))== o pour tout a?€E, et v
appartient à ^(E, E').

16. Par le même procédé que ci-dessus, on peut définir sur
^(E', È) une topologie V analogue à %. Par passage d'un endo-
morphisme de ^(E^, E) à son transposé, cette topûlogie est trans-
portée sur une topologie %or compatible avec la structure
d'anneau de ^(E.E'); on a d'ailleurs immédiatement une
définition intrinsèque de cette topologie : un système fondamental
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de voisinages de zéro pour la topologie %o est formé des
annihilaleurs à gauche des éléments de ^(E, E'). Pour cette
topologie, tout idéal à droite de ^(E, E') est fermé; l'adhérence
d'un idéal à gauche est Fannihilateur à gauche de son annihilateur
à droite.

Le complété de ^(E, E') muni de la topologie ©o? est formé,
diaprés ce qui précède, des transposés des endomorphismes de E*
continus pour la topologie a(E*, E), c'est-à-dire des endomor-
phismes de E, continus pour la topologie o-(E, E*) : mais ce sont
là tous les endomorphismes de E par définition. On peut
d'ailleurs montrer directement que ^(E, E'), muni de la topo-
logie %o? est partout dense dans Panneau ^?(E) des endomor-
phismes de E, muni de la topologie analogue à %o [c'est-à-dire ayant
pour système fondamental de voisinages de zéro les annihilateurs
à gauche, dans J?(E), des éléments de ^(E, E7)]. En effet, soit/
un endomorphisme quelconque de E, UQ un élément quelconque
de ^(E, E'); soit U un sous-espace fermé supplémentaire du sous-
espace UQ (E) à un nombre fini de dimensions; si l'on prend
v{x) =/(*r) pour a?€^o(E), p (a?)==o dans U, v appartient
à ^(E, E'), et l'on a (/— v) o UQ === o. En repassantaux transposés,
on observera que ce raisonnement fournit une démonstration plus
simple du fait que le complété de ÊF(E, E') pour la topologie ®
estê(Ê,K)(n°18).'

V. —'ISOMORPHISMES D'ANNEAUX SIMPLES.

17. Soient A et B'deux anneaux simples (ayant des idéaux
minimaux) isomorphes. Il est clair que le corps' des endomor-
phismes d'un idéal à gauche minimal de A est isomorphe à celui
d'un idéal à gauche minimal de B; si l'on tient compte en outre
du théorème 3, on voit que A etB sont respectivement isomorphes
à deux anneaux ^(E, E^), ^(E, E^), correspondant au même
espace vectoriel E et à deux «sous-espaces vectoriels E^, Eg du
dual E* de E ^satisfaisant à la condition (D)]. La recherche de
tous les isomorphismes de A sur B revient donc à celle de tous les
isomorphismes de ^(E, E\) sur ^(E, Eg); ces derniers sont
donnés par le théorème suivant :
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THÉORÈME 8. — Tout isomorphisme de ^(É, JL\ ) sur ^(E, E^)
est de la forme u—>fo uof-^, où f est un di-automorphisme de
V espace vectoriel E [c'est-à-dire une application biunivoque de E
sur lui-même telle que/(a? -\-y)=f(x) +/(y)et/(a;X):==/(.r)À<^,
où À — ^ À ^ est un automorphisme du corps K].

Soit (^a) une base de E, et désignons par ta Ridéal à droite
minimal de ^(E, E7,) formé des endomorphismes u tels que
i^(E)c^aK. A ridéal Vy, (pour un a déterminé) correspond, par
Fisomorphisme u->~û considéré, un idéal à droite minimal fa
de ^(E.Eg), formé d^endomorphismes 'u tels que ïï(E)c^K,
~e~y, étant un certain élément ^ o que nous choisissons arbitrai-
rement dans un u (E) ̂  { o } (u e fa)-

Pour tout À e K, considérons les endomorphismes u ç. t'a tels
que u(e^) == e^'y si p est un second endomorphisme ayant la
même propriété, on a u(ea) — ^(^a) == o; il en résulte que u—v
appartient à Pannihilateur à gauche de ta; donc u—"? appartient
à Pannihilateur à gauche de ta, ce qui entraîne uÇë^) = ̂ (^a); si
Pon désigne par <^X°' la valeur commune de tous les %(^a) pour
les u tels que u{ey,)=€^^ Papplication \->\° est un auto-
morphisme du corps K, car on vérifie immédiatement que
(\ 4- j^)0^ ^•4- ̂ î (^^) (T== ^(^^<^•

Soit maintenant x un élément quelconque ^o de E, f/ç Ridéal
adroite minimal formé des endomorphismes ^e^(E, E^) tels
que «(E) ca*K. On sait qu^il existe un v^^x tel que ^.(^a) ==^;
si Von a aussi w^(ea)==;r, Pa;—^x appartient à l'annihilateur à
gauche de ta,» donc p^(e^)== wï(^a); nous désignerons par/(a?)
la valeur commune ^ des (^(^a)$ ridéal r^ correspondant à r.̂ .
dans ^(E, E^) n^est autre que Pensemble des endomorphismes
de E appartenant à cet anneau et tels que ^(E)cîK. Il est
immédiat qu^on a f{x -hy) ==/(*^) +'/(y)î d^autre part, pour
tout ^eK, si u^Xy, est tel que u^êy,) == ^a^^ ona ^(^(^a)) ==^^,
donc/(a?Â) ===/(.r)À<T. Enfin, comme (^a) est une base de E, il en
.est de mêrn-e desy(ea), puisque les idéaux à droite correspondant
aux ta ont pour somme directe ^(E, E^); donc /est un di-auto-
morphisme de E.

Gela étant, Inapplication u—^f^ouof est visiblement un iso-
morphisme de ^(E, E\) sur un anneau ^(E, Eg), ayant la



— 70—

propriété suivante : dans la correspondance biunivoque entre idéaux
à droite et sous-espaces vectoriels de E (n° 14), les sous-espaces
vectoriels qui correspondent à deux idéaux homologues par Piso-
morphisme considéré sont les mêmes pour ces deux anneaux.
Or, soit x-^eyX'Çx) un élément quelconque de r^ x->eyX\x}
Pendomorphisme correspondant dans ^(E, Eg); les annihilateurs
à droite de ces deux éléments correspondent respectivement aux

-i r-l
hyperplans x ' ( o ) et^(o); ces deux hyperplans sont donc les
mêmes, ce qui entraîne .r'=p;r' avec p e K ; p est indépendant
de x\ car si y' et x' sont linéairement indépendants, ety== p^,
on doit avoir

.r'-hy=-c(.y'-+-y),

ce qui implique nécessairement p==p '==T; enfin, diaprés la défi-
nition de/, on a ^(^a)==^(^a). donc p = i ; Pisomorphisme
u ->-/-1 ouof est Pisomorphisme identique.

c. Q. F. D.
On observera que le di-autornorphisme / de Renoncé n'est défini

qu'à une homothétie près x->xp, on pouvait le prévoir a priori^
car si h désigne cette homothétie [qui est un di-automorphisme,
puisque ( jc^)p = (*^p) (p"1^?)]? on a houoh~~^ = u quel que soit
Pendomorphisme u de E.

On notera aussi que la démonstration du théorème 3 supplique
à des anneaux quasi-simples (à droite) ^F(E, E\) et ^(E, E^).

Soit B un sons-anneau de Panneau ê(E, E') des endomor-
phismes deE, continus pour o-(E, K), contenant Panneau ^(E, E^).
Montrons que ^(E, K) est le socle (droit) de B. En effet, tout
idéal à droite minimal de ^(E, E1) est idéal à droite dans ê(E, E'),
donc dans B, et par suite idéal à droite minimal de B. D^autre
part, soit f un idéal à droite minimal de B, et u -yé. o un élément de t;
u (E) n^est pas réduit à o, donc il existe x e E tel que u {x) ̂  o ;
si Pon prend ^e^(E,E') tel que (/(E) =xK, uov, qui appartient
à r, est un élément de ^(E, E'), donc r contient Pidéal à droite
minimal de ^(E, E') engendré par z ^ o p , ce qui entraîne qu'il est
nécessairement identique à cet idéal, d'où la proposition.

Si alors B^ est un sous-anneau deê(E,E^), contenant ^(E, E^),
Ba un sous-anneau de <ê(E, E^), contenant êF (E, E^), tout iso-
morphisme de B^ sur Ba est nécessairement un isomorphisme de



^(E, E,) sur ^(E^E^), donc de la forme u->fouof-^ où/est
un di-automorphisme de E. Il en est ainsi en particulier de tout
isomorphisme de & (E, E^ ) sur & (E, Eg ), et plus particulièrement,
de tout automorphisme de ̂  (E) == & ( E, E*).

18. On sait qu'un anneau simple de longueuryî/z^ ^(E, E*)
est déterminé à une isomorphie près par cette longueur n (nombre
de dimensions de E) et le corps K des opérateurs de E. Il n'en est
pas de même pour le cas des anneaux simples infinis, où il y a une
multitude de structures non isomorphes deux à deux, corres-
pondant à un même corps K et un même espace vectoriel E
sur K; le théorème 5 va nous permettre de nous rendre compte
des possibilités qui se présentent à cet égard.

Auparavant, nous démontrerons une proposition auxiliaire, qui
présente d'ailleurs par elle-même un certain intérêt.

PROPOSITION 12. — Si un espace vectoriel JL sur un corps K a
une base infinieB, toute base du dual E* de E a une puissance
au moins égale à celle de lf ensemble |H(B) des parties de B.

On sait que E* est isomorphe au produit R® d'une famille
d'espaces vectoriels à gauche identiques à K, l'ensemble d'indices
étant B. Considérons dans R® le sous-espace vectoriel A engendré
par l'ensemble F des points dont toutes les coordonnées sont
égales à o ou à i; F est équipotent à|ll(B); nous allons voir que
toute base de A a une puissance au moins égale à celle de ^I(B),
ce qui, en vertu du théorème 2, démontrera la proposition.

Diaprés le théorème 1, on peut supposer qu'une base de A est
formée de points (Œa) de F; tout autre point a e F s'écrit donc
sous la forme a =^_\y,a^ la somme étant étendue à un nombre

a
fini d4ndices. Pour chacune dès coordonnées Çp de a dans K8, on

a donc Ç{3==^, ^aSap» et les \y, sont bien déterminés en fonction des
a

Çp et Cap pa1' ce système d'une infinité d'équations linéaires; un tel
système est par suite équivalent â^un système formé d'un nombre
fini de ces équations (égal au nombre des Àa). Or, les coefficients
Sp 6t Cap sont tous égaux à o ou i, et appartiennent par suite au
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corps premier P contenu dans K (et identique, comme on sait,
au corps des rationnels ou à celui des classes mod. /?, où p est un
nombre premier); il en résulte que les Xa appartiennent à P. Or,
P est dénombrable\ Pensemble des combinaisons linéaires desaa,
à coefficients dans P, est équipotent à Pensemble produit de P et
de Pensemble <P des parties finies de Pensemble des a<x; il est par
suite équipotent à <I>, donc aussi à la base (a») ; comme il con-
tient F, la proposition est démontrée.

On peut ajouter que, lorsque la puissance de K est au plus
égale à celle de II(B), toute base de K8 est équipotenteà |H(B);
en effet, dans le cas contraire, K.8 aurait une puissance strictement
supérieure à celle de |1(B); mais K® est alors équipotent à une
partie de [^(B)]8, donc [11 (B) étant équipotent à a8], K° est
ôquipotent à une partie de 2"^; or, B x B est équipotent à B,
donc K? est équipotent à IH (B) (2 3).

19. Revenons à Pétude des anneaux simples ÊF(E, E'), en
cherchant d'abord quels sont les sous-espaces vectoriels E' du
dual E* qui satisfont à la condition (D). Dans le cas fini, nous
avons remarqué que E* seul est dans ce cas; au contraire, si E a
une base infinie (^a)» et sl ^a désigne la forme linéaire telle que
Ca(^a) == i ? ^a(<°p) === o pour (3 7^ a, le sous-espace E^ de E* ayant

(23) 11 en résulte que, si une base d'un espace vectoriel E sur un corps K est
équipotente à l'ensemble des parties Ç(B) d'un ensemble B, et si la puissance
de K est au plus égale à celle de cette base, E est isomorphe à K". En parti-
culier, la droite numérique, considérée comme espace vectoriel sur le corps des
rationnels, a une base (base de Hamel) ayant la puissance du continu; il existe
donc une correspondance biunivoque entre les nombres réels et les suites (r^)
de nombres rationnels, de sorte que, si (r^) correspond à x et ( s ^ ) à y, (r^-+-s^)
correspond à .z?-+-y, et ( q r ^ ) à qx pour tout nombre rationnel q. Bien entendu,
cette démonstration d'existence de semblables correspondances s'appuie sur
l'axiome du choix; il serait intéressant d'en déterminer explicitement au moins
une (si possible).

Comme autre conséquence de la proposition 12, appliquée lorsque K est lin
corps fini, on voit que l'espace E, muni de la topologie f f (E , E'), est partout
dense dans son complété, qui est équipotent à Ç[Ç(E)], d'après ce qu'on a vu
au n° 15; en outre, ce complété est alors compact. On retrouve de cette manière
un résultat de M. B. Pospisil [A remark on bicompact spaces (Ann. of Math.^
38, 1937, p. 845)]; M. L. Schwartz m'avait d'ailleurs communiqué, en i94i} une
démonstration de ce résultat très analogue à celle que nous déduisons de la
proposition 12.
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pour base les e'y, satisfait évidemment à (D); ici, non seulement
EQ n'est pas identique à E*, mais il ne lui est pas isomorphe, en
vertu de la proposition 12.

Nous avons ainsi un exemple d'un sous-espace E' de E* satis-
faisant à (D) et ayant une base équipotente à celles de E. Mais on
peut aussi avoir des sous-espaces E' satisfaisant à (D) et dont une
base a une puissance strictement inférieure à celle des bases
de E. On en a un exemple lorsque E est un produit K"; E peut
alors être considéré comme le dual d'un espace F, ayant une base
équipotente à B; tout élément de E étant ainsi identifié à une
forme linéaire ^->x(î,) sur F, les éléments de F peuvent être
identifiés aux formes linéaires x—>x(^) sur E; F est donc un
sous-espace du dual E*, qui vérifie évidemment la condition (D),
et dont une base a une puissance strictement inférieure à celle
d'une base de E, d'après la proposition 12.

20. A tout di-automorphisme/de E, donnant un isomorphisme
de ^(E, E\) sur ^(E, E^), correspond, dans E*, le di-automor-
phisme /* « transposé » de /, qui n'est autre que l'application
x'->(a!1'0/~1)<T, ainsi qu'on le vérifie aussitôt; on a E^==/*(E^),
donc EI et E^ doivent tout d'abord être des espaces vectoriels iso-
morphes, c'est-à-dire (th. 3) avoir des bases équipotentes ; comme
nous venons de voir qu'il existe des sous-espaces E^, E^ satis-
faisant à (D) et dont les bases ne sont pas équipotentes, on a là
une première raison de l'existence d'anneaux simples non iso-
morphes et correspondant au même espace E.

D'autre part, comme /* est un di-automorphisme de E* tout
entier, il transforme un sous-espace supplémentaire de E^ dans E*
en un sous-espace supplémentaire de E^ ; donc, non seulement E^
et E^ doivent être isomorphes, mais encore avoir des supplémen-
taires isomorphes. Par exemple, siE\ et Eg sont des sous-espaces
contenant le sous-espace Eç défini au n° 19, et dont les supplé-
mentaires dans E* ont tous deux un nombre fini de dimensions,
E\ et Ea sont isomorphes, mais ^(E, E,) et ^(E, E,) ne peuvent
être isomorphes que si les supplémentaires de E\ etEg ont même
nombre de dimensions. En particulier, il n'y a aucun sous-
espace E7 autre que E* tel que ̂ (E, E7) soit isomorphe à ^(E, E*)
[on peut le voir aussi autrement en remarquant, d'après le n° 14,
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que ^(E, E*) est le seul anneau simple correspondant à E et dont
les idéaux à droite soient tous fermés pour la topologie ©1.

Mais ce n^est pas tout. Considérons par exemple le cas où la
puissance du corps K est au plus égale à celle d'une base B de
Pespace vectoriel E. Alors Pensemble des di-automorphismes /
de E a une puissance au plus égale à celle de |H(B), puisque
rensemble de toutes les applications de E dans E est équipotent à
|H(E), et E équipaient à K x B, donc à B. Si Pon prend par
exemple pour E' un hyperplan de E* [satisfaisant à (D), c'est-
à-dire partout dense pour la topologie o-(E*, E)], Pensemble des
transformés f*(î/) par les transposés de tous les di-automor-
phismes f de E, a une puissance au plus égale à celle de |P(B).
Maïs comme le dual E** de E* a une base équipotente à |H['|H(B)J,
Pensemble de tous les hyperplans de E* est équipotent à y[|H(B)],
et il en est de même de Pensemble des hyperplans Satisfaisant à
(D) [puisque l'ensemble des hyperplans fermés pour o"(E*, E) est
équipotent à E^ donc à B].

On en conclut que, si Pon range dans une même classe d'équi-
valence les anneaux ^(E, E') isomorphes, l'ensemble de ces
classes correspondant aux E' qui sont des hyperplans de E*, a
déjà une puissance égale à celle de ^[^(B)].

21. Dans la théorie classique des anneaux simples de longueur
finie, on sait qu^on fait jouer un grand rôle aux systèmes ^idem-
potents c-i, Ça, . . . , Cn d^un tel anneau A, tels que acj= o pour
i ̂  y, que A Ci soit un idéal à gauche minimal et que A soit somme
directe de ces idéaux. On peut se demander de même si, dans un
anneau simple quelconque ^(E, E'), on peut trouver une
famille (Ça) d4demgotents tels que CaC?==o pour (à ^z a, que
Pidéal à droite engendré par Cy. soit minimal, et que ^(E, E') soit
somme directe de ces idéaux minimaux. On voit aussitôt que cela
est équivalent au problème suivant : existe-t-il dans E une base (e<x)
telle que E' contienne les formes linéaires e'y, telles que ^a(^a) == i »
^a(^p) == o pour (3 -^é. a ? Il en est bien ainsi, par exemple, pour
Panneau ^(E, E*), ou pour Panneau ^(E,Eo) défini au n° 19
(EQ ayant précisément été défini de manière à satisfaire à la con-
dition précédente). On observera que s41 existe une telle base, la
puissance de toute base de W doit être au moins égale à celle de
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toute base de E; par exemple, il n'existe pas d'ensemble d'idem-
potents ayant la propriété voulue dans panneau ^(E*, E); mais,
dans ce cas, nous venons de voir qu'il en existe un dans Panneau
opposé ^(E,E*).

Nous allons maintenant donner un exemple d'anneau ^F(E, E')
tel que, ni dans cet anneau^ ni dans son opposée il n'existe
de tels ensembles d'idempotents.

Prenons pour E un espace de Hilbert « séparable » (c'est-
à-dire dans lequel il existe un ensemble dénombrable partout
dense, au sens de la topologie définie par la norme), et prenons
E'=E, la forme bilinéaire B(a',.2/) étant le produit scalaire
(x, x ' ) dans E; les conditions (Dj) cl (Du) sont bien satisfaites.
Tout revient à-montrer qu'il n'existe pas de base (^a) de E telle
que, pour tout a, l'hyperplan engendré par les e^-^ey, soil fermé
(pour la topologie de la norme).

Montrons d'abord qu'une ba^e quelconque {ey.) de E n'est pas
dénombrable. Dans le cas contraire, on pourrait la ranger en une
suite et l'orthogonaliser par le procédé de E. Schmidt, ce qui
donnerait une base orthogonale dénombrable de E. Or, une telle
base {an) ne peut exister, car .si ().^) est une suite de nombres

00 "

réels 7^0 telle que ^Â^ converge, les points Xn=^^\ap
7l==l /?=!

forment dans E une suite de Cauchy, qui ne peut converger vers
aucune combinaison linéaire d'un nombre fini de On 'j l'ensemble
de ces combinaisons ne peut donc être identique à E, qui est
complet par hypothèse.

Considérons alors dans E un ensemble dénombrable partout
dense A; chacun des éléments de A s'exprime par une combi-
naison linéaire des Ça, donc l'ensemble dénombrable B des Cy, qui
interviennent dans toutes ces combinaisons linéaires, engendre,
lui aussi, un sous-espace vectoriel partout dense dans E. Or, B ne
peut être identique à l'ensemble de tous les e^ d'après ce qui pré-
cède; mais alors, si C a ^ B , l'hypecplan engendré par tous les
e^-yé êy, contient le sous-espace engendré par B, et esta fortiori
partout dense, donc non fermé.

(Manuscrit reçu le 26 octobre iQ42 ')


