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SUR LE TRANCHET DARCHIMÈDE:

PAR M. V. THÉBAULT.

Tennie (Sarthe).

1. Notes d'histoire. — Parmi les œuvres d^Archimède qui sont
parvenues jusque nous, le livre des Lemmes est un ouvrage dont
le texte grec semble irrémédiablement perdu, et qui nous a été
transmis dans une version arabe, faite au IXe siècle, par le géo-
mètre Thabit-Ben-Corrah (1), et annotée par Almochtasso-abil-
Hasan. Cette version arabe, dont on possède plusieurs manus-
crits, a fait Pobjetd^une première traduction latine, due à Graeves,
éditée à Londres, en 1657, avec des notes de Samuel Forster, et
d^une seconde traduction latine, due au célèbre orientaliste
Abraham Ecchellensis ( 2 ) , éditée à Florence, en 1661, avec les
notes de Borelli. Cet ouvrage, tel qu'il nous a été transmis par les
Arabes, comporte quinze propositions de géométrie plane.
L^absence de toute liaison entre les propositions, et un style tout
différent de celui des autres travaux d^Archimède, ne le font pas
apparaître comme une œuvre originale, mais plutôt comme un
recueil de propositions éparses, dont la découverte aurait été
attribuée traditionnellement à Archimède par des géomètres pos-
térieurs; à moins cependant d^admettre que Fon se trouve en pré-
sence d^une version arabe fort libre, ou d^un remaniement com-
plet d^un texte d^Archimède.

Les propositions principales du livre des Lemmes sont relatives
aux propriétés de certaines figures délimitées par des demi-cercles

( A ) Thabit-Ben-Corrah, Ben Haroun, philosophe et mathématicien arabe
(835-goo), à qui l'on doit des traductions arabes des Lemmes et du traité de la
Sphère d9 Archimède, des Eléments d'JEuclide, de VAlmageste de Ptolémée
et des Coniques d^ Apollonius.

(î) Abraham Ecchellensi», savant orientaliste, auteur de la traduction latine
d\>uvrages arabe^ précieux, tels que le Chronicon Orientale de Ibu-ar-Rahib
(Paris, i653), le livre des Lemmes d'Archimède et les livres V, VI et VII des
Coniques d'Apollonius dont le texte grec est perdu.
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analogues aux lunules (THîppocrale de Chio, telle que celle en
forme de couteau à lame recourbée, désignée sous le nom
d^Arbelon ( A ) (Proposition IV), et celle que Pon désigne sous le
nom de Salinon ( 2 ) (Proposition XIV). Ces configurations ont
beaucoup occupé les géomètres et les plus grands noms de
l'histoire : Viète, Descartes, Newton, y sont attachés. Les manus-
crits arabes inédits renferment très probablement aussi des choses
intéressantes (3).

Assez récemment, les géomètres ont appliqué la méthode de
Pinversion à ces figures. Ce procédé a déjà donné d^élégants
résultats ( 4 ) auxquels nous voudrions encore ajouter des générali-
sations et des compléments.

2. Ayant tracé une droite sur un plan et placé sur cette droite
quatre points qui, pour fixer les idées, se suivent dans Perdre A,
C, D, B, dans un des demi-plans déterminé par la droite, on
décrit les demi-circonférences (0), (0<), (Oa), de diamètres
AB===2a, AC===a6, DB==ac, et dans Pautre demi-plan, la
demi-circonférence (Os) de diamètre CD = arf. Soient T, T les
points où Paxe radical des cercles (Oi), (Os) coupe les demi-
cercles (0), (Os). Les droites AT et CT, BT et DT recoupent
les demi-cercles (Oi) et (Oa) aux points de contact M et N de ces
demi-cercles avec leur tangente commune extérieure et le qua-
drangle MTNT' est un rectangle. Il en résulte que

( i ) TT2 = MN2 = OlOs2 — ( Oi M — Os N )2 == (b -4- 2 d -4- c)2 — (b — c )°-

= 4(^-+-â0(c-4-6 / )=4(a- .6) (a—c) .

L'aire S de la partie du plan limitée par les quatre demi-cir-

(1) ap^Xoo", littéralement : tranchet de cordonnier, mot qui a été conservé
tel quel dans les versions arabes et latines.

( 2 ) o-e^çvov, feuille d'ache (Heiberg).
(3) ABUSAHAL ALKUHI (Cf. Édition des Lemrnes de Borelli).
( A ) COCHEZ, Journal de G. de Longchamps^ 1877, p. 354; M. d'OcAriNE,

L'Eus. Math., 1984, p. 78 à 77; V. THÉBAULT, l'Éducation mathématique,
29e année, p. 105-107; L'Ens. Math.^ 1934, p. 349 à 359; 1935, p. 309 à 324;
Annales de la Soc. scient, de Bruxelles^ t. XL, p. 5 à i5; Mathesis^ 1986
(Supplément 12 p.); R. GOORMAGHTIGH, Mathesis^ 1936, p. 83 à 86.
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conférences (tranchet généralisé), est

( i ) S = ^(a^—b——c^d^^ ^ [ a î—^—c ' -^a—^—c 9 ) ]

= ^ ( a — 6 ) ( a — c ) = ^MN2^ 'TtTT2

Lorsque rf == o, les points G, D, T' sont confondus, les demi-
cercles (Oi), (Os) se touchent, et Paire

(3) S ==^ (a2—62_ç2 )= ;t6c= -^ 7:CT"

est celle du tranchet d^Archimède (Proposition IV).

Si les demi-cercles (Oi), (Oa) sont égaux, la figure limitée par
les quatre demi-circonférences a été considérée aussi par
Archiméde (Proposition XIV). La formule (2 ) permet donc de
généraliser ainsi les Propositions IV et XIV du géomètre grec :

Ayant marqué les points G, D sur le diamètre AB d^un
demi-cercle (0), on décrite à V intérieur de celui-ci, les demi-
cercles (Oi), (02) de diamètres AC, DB, et à l'extérieur le
demi-cercle (Os) de diamètre CD; si T, T sont les points où
Vaxe radical des cercles (Oi), (Os) coupe les demi-circonfé-
rences (0), (Os), faire limitée par les quatre demi-circon-
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férences (0), (Oi), (O^), (Oa) ̂  équivalente à celle du cercle
décrit sur TT' comme diamètre.

N. B. — Si d^^+c2, /a /^^ courbe AMCTDNB par-
tage Vaire du cercle (0) en deux tranchets ayant des aires
équivalentes et le même périmètre.

3. Dans la Proposition VI, Archimède considère, pour un cas
particulier de la figure, le cercle (û^i) , de centre coi et de rayon pi,
inscrit au tranchet. Cette configuration, envisagée aussi par
Pappus (1), possède la jolie propriété suivante.

THÉORÈME. — P, Q et S étant les milieux des demi-circon-
férences (Oi), (02) et le milieu de la demi-circonférence (0),
au-dessous de AB, le cercle circonscrit au triangle PQS passe
par le centre c»)i du cercle (coi) inscrit au tranchet.

En effet, les points 0, Oi, Oa étant les centres des carrés cons-
truits intérieurement sur les côtés PQ, QS, SP du triangle PQS,
les médiatrices de ces côtés passent par les points 0, Oi, Oa et
rencontrent les tangentes A, A', A" au cercle (0) respectivement
au point diamétralement opposé à S et en A et B, aux centres S',
P', Q1 des carrés construits extérieurement. De plus, les droites
PB, QA, SC portent les hauteurs du triangle PQS et passent par
les contacts V, V\, ¥2 du cercle (cx)i) avec les demi-cercles (0),
(Oi), (Os). Le trapèze AVgOaQ', dans lequel

V.30.,==QQ2=AQ',

est donc symétrique par rapport à la médiatrice PS de ses bases
QsQ' et Va A, et ses diagonales VaQ', Os A sont symétriques par
rapport à PS. De même les droites ViP^ VS^ sont symétriques
de AB, par rapport à QS et PQ et le centre &)i du cercle (ûû i ) est
sur le cercle circonscrit au triangle PQS. 11 en résulte aussi que
Porthocentre H du triangle PQS est sur la circonférence ( û ù i ) et

( 1 ) Collections mathématiques (th. XV, livre IV). L'ouvrage de Pappus, en
huit livres, qui constitue un des plus précieux monuments de l'ancienne géo-
métrie, n'a pas encore été traduit en français; mais on trouvera la proposition
en question dans la traduction latine de Commandin {Pappi Alexandrini
Mathematicœ collectiones, in latinum conversas et commentariis illustratœ
a F. Commandino, Bononise, 1660, pet. in-fol., p. 81).
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sur le rayon perpendiculaire à AB, lequel est égal à la distance
de H à AB.

-V. B. — Le triangle PQS dans lequel les centres des carrés
construits intérieurement sur ses côtés sont collinéaires et dont la
cotangente de Fangle de Brocard est égale à 2, jouit de propriétés
très curieuses (1) dont quelques-unes ont fait Pobjet de la ques-
tion de mathématiques élémentaires posée au Concours pour
F Agrégation (igaS).

4. On considère le cercle (<»)i), de rayon pi, inscrit au tranchel;
ensuite, de c»)i vers A, de oui vers B, de coi vers G, les cercles
[(co,), (0.3), . . ., (co.)], [(^), (^), . . ., «)], [ce;), (o);), . . .,
«)], de rayons (pg, p:,, ..., pn), (pa, p3, ..., p^), (p-;, p;, ..., p;,),
tangents successivement aux demi-cercles (0), (Oi) et aux
cercles (coi), (coa), . . . , (ûj,i_i), aux demi-cereles (0). (Oa) et
aux cercles (coi), (û^a) , . .., (co^_^), aux demi-cercles (Oi), (02)
et aux cercles (ooi), (û«)^), .. ., (co^). Ces cercles sont appelés
cercles de Pappus (Coll. math^ loc. cit.).

Soient (yi, y^ .. ., y^), (yi, Ya, . . . , y;,), (yi, y;, ..., y^)
les ordonnées des centres de ces cercles, par rapport à la
droite AB. Transformant la figure successivement par les inver-
sions (A, 4<^)î (B? 4ca)ï (G, —4^c) ï on arrive aux formules

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

_ bc(b -+- c)
pn== 62-1- 7l2c2-l- bc^

yn^= 2/lprt,

, __ bc(b -+- c)
9n~~ c2-4- n^b^-+- bc7

y^== 2/ip^,
„ ̂  fcc(6-4-c)

P74 ^2(^^.c)2—6c'

y;ï=2/îp;»

Les relations (5), (7), (g) définissent déjà la célèbre Proposition
antique de Pappus qui s'énonce ainsi (2) : si Von inscrit une série

( 1 ) Nous avons donné, pour notre part, de nombreuses propriétés de ce
triangle (Mathesis, 1924» P« 94î I9^I» P- W et ^î I934» Supplément, p. 28;
Annales de la Soc. scient, de Bruxelles^ 1934, p. 94)-

(2) Loc. cit.
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de cercles dans chacun des triangles curvilignes limité par le
cercle (û>)i) et deux des demi-cercles (0), (Oi), (Oa), le premier
tangent au cercle (ûi)i) et à' deux des demi-cercles^ et ainsi de
suite, les hauteurs de ces cercles au-dessus du diamètre AB sont
respectivement égales au diamètre du premier cercle^ au double
du diamètre du seconde au triple du diamètre du troisième^ et
ainsi de suite, à n fois le diamètre du cercle de rang n.

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que
la ligne des centres de deux des cercles (&)i), ((1)2)5 • • . ? (û^i)
soit parallèle à la droite AB est que la longueur du dia-
mètre AC soit égale à k fois celle de BC, k étant entier.

En effet, pour que la droite des centres Wp^q de deux cercles
{wp) et (c»)<7), ( ï^/ î^Ti , ï^q^n), soit parallèle à AB, il faut et il
suffit que yp=yq ou P^p=q^q\ en vertu de (5), celte con-
dition se traduit par Péquation

/ b y b
\-c) -^-c-P^0-

dont les racines ne sont réelles que si ^pq-\-\=xï. Comme x
est un nombre entier impair,

/ X — I\ l X -+- l \ , . ,
Pq-(———) (———)=A-(^ i ) ,

et - = k ou — (A- 4- i ).c ' '
Pour chaque décomposition du nombre /:(/:+ i ) en un produit

de deux facteurs, correspond une droite Up^q parallèle à AB.

5. A. Une inversion (A, ^ab) transforme les cercles (ûûi) ,
(&)3)î . • .-, en les cercles (91), (93), . . ., égaux à (Oa), tangents
aux perpendiculaires CX, BY à GB en G, B, et chacun de ces
cercles est tangent au suivant. Les points de contact ^i, t^ . . .,
des cercles (Oa) et (9), (épi) et (92), . . ., sont les transformés des
points de contact Ti, Ta, . . ., de (Oa) et ((«)i), (coi) et (c^), . . . .
Les points Ti, Ta, . . ., sont donc sur le cercle ( co ) transformé de la
droite ô= (^i, ^2» • • . )î centré sur AB et de rayon p == ab : (a + 6).
De même, les points de contact des cercles (Oi) et (c»)i), (ûoi),
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et (cog), . . ., sont sur un cercle ((*)'), centré sur AB et de rayon
p / ==2ca : (c - t - a ) . Enfin, les points de contact des cercles (&)i)
et (co^), (co^) et (Vg), . . ., sont sur un cercle (^), centré sur AB
et de rayon ^"'-== 2&c : (6—c) .

B. Transformant la figure originale par Finversion (C, —^bc)-i
les cercles (c»)i), . . ., (c»)n) deviennent les cercles ((Y,), . . ., (0^),
chacun tangent au suivant et tous tangents au cercle (0) et à la
droite BY prolongée au-dessous de AB. Ces cercles restent fixes
quand le point G varie entre A et B et les transformés ©i, . . ., ®^
de Ti, . . ., Tn, sont des points fixes. Il en résulte que les points
Ti, . . ., T,i décrivent des arcs de cercles fixes (^i), . .., (^/i),
circonscrits aux triangles ABî^, . . ., AB^/i, les arcs étant au-
dessus de AB. Dans la même inversion, les transformés M\, . . .,
M^ des points Mi, . . ., Mn de contact des cercles (c>0i ), . . . . (c»),i)
avec le cercle variable (Oi), qui coïncident avec les points de
contact des cercles (0',) . . ., (0^) avec BY, décrivent les arcs
des cercles fixes (<2i) , . . . . (C,i). circonscrits aux triangles
ABAT,, . . ., ABM^, situés au-dessus de AB.

Les points de contact T\, T^, . . . . T^ des cercles (Oi ) et (oui ),
(oui) et (ciL)^), . . ., décrivent les mêmes arcs de cercles. Quant aux
points de contact des cercles (û i )^ ) et (co^), ( û û ^ ) et (c*)^), . . ., ils
décrivent, au-dessus de AB, des arcs de cercles fixes ( < & < ) , . . .,
(€>n ), circonscrits aux triangles ABD^, ..., ABD^, Di, ..., D,i étant
les transformés des points c^, . . ., Un dans l'inversion en cause.

C. Lorsque le point C varie entre les points A et B supposés
fixes, L'indice n étant donné, il résulte de ces considérations que
les cercles (co/i) et (ûù^) enveloppent^ au-dessus de AB, le demi-
cercle (0) et rare du cercle (I\), de rayon rn-, passant par les
points A et B et touchant intérieurement les cercles (Î2^) et (^).
Les centres w,z et c^ des cercles (c*)n) et (&)^) décrivent donc,
au-dessus de AB, un arc 'd^ellipse (ê), de foyers 0 et I\, de
grand axe a + Fn, passant par les points A et B. Si, du même
côté de la droite AB que le point («j/i, on trace la parallèle A à AB
située à une distance de cette droite égale à 2710, l'ellipse (ê) a

T S

pour directrice la droite A et e == — comme excentricité. Dans* in
la même hypothèse, où G varie entre A et B, Findice n étant
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donné, le cercle (co^) enveloppe^ au-dessus de AB, les deux arcs
des cercles (^n-\) et (^n), de rayons r"^ et i\. Le centre co^
du cercle (&)^) décrit donc un arc d'ellipse (ê77), de foyers^n-\
et 0,i, de grand axe r"^ 4- r"^.

N. B. Des résultats analogues découlent de la figure dans
laquelle le point A ou B varie, les points B, G (ou C, A) étant
fixes.

D. Triangles spéciaux. — I I s'agit des triangles Oiû^Oa,
Oûû/iO.i, Oco^Oa qui jouissent d'intéressantes propriétés.

Les cercles inscrits à chacun d^eux dans les angles co^, O-i, Os,
respectivement^ ont pour rayons 710, TIC, nb et touchent la
droite AB en 0, Os, Or L'indice n étant donné, le cercle
inscrit au triangle Oico^Oa dans l'angle w'^ est fixe et constitue
l^ enveloppe des droites Oico^ et Oa^, lorsque C varie entre A
etB.

E. Généralisations. — Les lieux et enveloppes des centres et
des cercles (ûi>^), (co^), (ûi)^) se retrouvent de la même manière
dans la configuration générale où deux cercles (0<) , (Oa), tan-
gents à un cercle donné (0) aux extrémités d'une corde AB, sont
assujettis à se couper en M sous un angle constant (MO,|,
M02==0). L'enveloppe du cercle (con), l'indice n étant donné,
se compose de deux arcs de cercles passant par A et B, de même
que les enveloppes respectives des cercles (ûi)^), (co^). L'arc du
cercle (0), au-dessus de AB, fait partie des enveloppes des
cercles {^n) et (ûù^) . Pour se rendre compte de ces remarques,
il suffît de transformer la figure par l'inversion (M, MA. MA'),
M étant situé, pour fixer les idées, au-dessus de AB, la seconde
intersection de MA avec le cercle (0) étant A'. Celte configuration
générale possède d'ailleurs la plupart des propriétés que l'on ren-
contre dans l'hypothèse d'Archimède et de Pappus, où 0 === TT.

(Manuscrit reçu le 25 avril iQ44)'


