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SUR LES VALEURS RAMIFIEES DES FONCTIONS MEROMORPHES;

Par M. JacQues DurresNOY.

INTRODUCTION.

Nous nous proposons de compléter ceux des résultats du
Chapitre IIT de notre Thése (*) que nous avions rassemblés sous
la rubrique : deuzieme groupe de théoremes. 1l s’agil essentiel-

(1) Annales de U’Ecole Normale supérieure, 3¢ série, 58, 1941, p. 179-259.

Je profite du présent article pour indiquer que le théoréme du défaut énoncé
dans le paragraphe 24 de ce Mémoire est encore vrai dans les hypothéses plus
larges prévues. Partons, en effet, de la relation

r dr
Yr@yzg—aTn—(g—h [ LT
0
En utilisant Pinégalité
as
L2(r)< 8=%r a’

on peut obtenir, avec Dinghas, une borue supérieure du terme complémentaire
lorsque R = . Dans le cas R<< «, on a de méme

r dr\? " dr ", dr
<f L(r)—;) gfro (—R_—,)-,—f L(r) (R —r) &

< o] [ m—nase;

une intégration par parties montre que cette expression peut s’écrire

O[[S(r)(R—r)-f—T(r)]logRl_r]-

D’autre part, on vérifie immédiatement que

1
R—r

S(r)(R—r)log < eT(r)log*T(r),

sauf sur un ensemble exceptionnel A, de r sur lequel on a

I
\/A"dloglogﬁ‘__r<oo.

En dehors de A, on a donc

Y PD)2(g—2)T(r)—o0 [v'l‘(:-nog"r(r)+\/T(r>log R'_,J :
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lement d’obtenir des critéres de normalité pour des fonctions
méromorphes w = f(z), sachant que ces fonctions décrivent des
surfaces de Riemann dont les ramifications jouissent de propriétés
convenables.

Nous avons divisé notre exposé en deux parties. Dans la
premiére, nous ¢tudions les surfaces de Riemann. La proposition
fondamentale a laquelle nous arrivons (n° 3) a déja fait 'objet
d’une Note (*); mais nous développerons ici une démonstration
plus simple et qui conduit a un résultat plus précis, en méme
temps qu’elle met en évidence la raison profonde de la propriéié
étudiée. Dans la deuxiéme partie nous appliquons ces résultats a
I'étude des fonctions méromorphes; nous avions déja abordé cetie
question (?), mais la forme que nous donnons ici a nos énoncés
(n° 10 et 11) constitue une vérification dans un cas nouveau du
principe général énoncé par A. Bloch : « Nihil est in infinito
quod non prius fuerit in finito ».

I.

1. Soit, sur la sphére unitaire Z,, une surface de recou-
vrement Z simplement connexe d’aire 4mS et limitée par un
contour de longueur L. Soient d’autre part ¢>3 domaines
fermés D; simplement connexes et disjoints de la sphére Z,,
certains de ces domaines pouvant étre réduits a des points.

Nous nous proposons de compléter I'étude des disques que la
surface 2 présente sur les domaines D;. Il nous faut d’abord
rappeler quelques définitions et quelques résultats. Un disque
formé de n feuillets est appelé disque multiple; n est sa multi-
plicité. Si ny désigne la somme des ordres de ses points de ramifi-

Il en résulte que le théoréme du paragraphe 24 est vérifié si

-l-.—- T(I‘) -
im —————— = o,
l'+l{log

R—r

la Tim étant prise lorsque r reste extérieur 3 A,. En tenant compte de la
propriété de A, indiquée ci-dessus, on verra sans peine qu’on peut s’affranchir
de cette restriction.

(') C. R. Acad. Sc., 215, 1942, p. 252-253.

(%) C. R. Acad. Sc., 215, 1942, p. 294-296.
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cation, la quantit¢ p=n —n, est au plus égale a I'unité; on
Pappelle multiplicité simple du disque considéré. Nous dési-
gnerons par rn(D;) le nombre de disques situés sur D;, chacun
d’eux étant complé avec son ordre de multiplicité; par n(1);) le
nombre de ces mémes disques, chacun d’eux étant compté une
seule fois; par p(D;) la somme des multiplicités simples de ces

disques. On a
p (D) £n(Dy).

Ahlfors a établi le théoréme suivant, dont nous avons nous-méme
donné une démonstration nouvelle :

Ilexiste une constante h dépendant seulement des domaines D;
et telle que

q
(1) 2p(Dz)>(q—2)S—hL.

i=1

On utilisera souvent l'inégalité qui se déduit de celle-ci en
remplacant le premier membre par 27(D;). En reprenant la
démonstration, on voit que I'on peut ajouter une unité au second
membre lorsque la surface 2 présente effectivement un disque au
moins sur I'un des domaines D;.

Supposons que les disques situés sur D; aient, a I'exception
de d; d’entre eux au plus, p; feaillets au moins [condition (C)](*);
on a alors

(2) (D)< dy+ i[n(n,)—d,].

Il vient alors, en utilisant le théoréme d’Ahlfors et le théoréme du
recouvrement (?),

0 [Bem gl <[Zal- ) e

la notation [«]* représentant le plus grand des deux nombres «
et o; A' désigne une nouvelle constante dépendant seulement des
domaines D;.

(') Dans le cas ou sur D; il y a d; disques au plus en tout, on fait p,= co.
Tous les résultats qui suivent s’appliquent & ce cas particulier.

(?) Le raisonnement est en tous points analogue 2 celui que nous avons
développé dans le paragraphe 17 de notre These.
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Les p; et les a; étant supposés connus, cette inégalité fournit en
fonction de S une borne inférieure positive de L lorsque les w;
satisfont a

(4) 2(‘_51)”

et que S est suffisamment grand.

2. On peut obtenir d’autre part une inégalité qui fournit une
borne inférieure de L lorsque S est donné norn entier, cette
inégalité ne faisant d’ailleurs intervenir aucune hypothése sur la
surface 2. Pour Pétablir on remarquera que, la surface X étant
décomposée en feuillets 2, d’aire 47S, et ayant un contour de

longueur L,, on a i
L3216%2S,(1—Sy);

d’autre part, on démontre par récurrence que
s 1—8)2s(1—s),

ou s est 'excés sur sa partie entiére de S—=2S,; de ccs deux
inégalités on déduit aussildt une borne inférieure de L = 2L,
L2216xn2s(1 —s).
Nous avons déja fait usage de cette inégalité quand S <<1.

Jointe a (3), elle montre que, si les nombres d; et y; sont fixés de
telle sorte que la relation

Sl ) <3 (- 1)

soit vérifiée en méme temps que (4), on peut déterminer une
constante k telle que I'on ait toujours

(6) S < kL.

On pourrait étendre légérement les hypothéses sous lesquelles
nous avons obtenu cette inégalité, mais il est plus simple
d’arriver tout de suite a la proposition que nous avons en vue.

3. Nous allons montrer que si

3(3)

1\V3

2



— 80 —

et sous certaines conditions imposées aux d;, on peut trouver un
nombre L, dépendant seulement des domaines D; et tel que L

. L. N . LI
soit supérieur a L, lorsque S est supérleur a 5"

Soit, en effet, une surface 2 présentant sur les domaines D; des
disques satisfaisant a la condition (C) énoncée dans le n° 1. Si
Pon remplace le systéme des domaines D; par un systéme de
domaines D} simplement connexes et disjoints tels que D; > D;,
la surface 3 satisfait aux mémes conditions relativemment a ce
nouveau systéme. Or [, étant choisi assez petit (ce choix dépen-
dant seulement des domaines D;), on peut trouver un nombre fini
de systéemes D] tels que toute courbe fermée de longueur
inférieure a [, soit complétement intérieure a un domaine D} de
I'un de ces systémes.

Considérons alors la surface 2 et supposons que L <</{,. La
courbe contour sera intérieure a un domaine, D} par exemple, de
Pun des nouveaux systémes. Par des rétrosections convenables
nous pouvons retrancher de la surface 2 les langues qu’elle
présente sur D}. Ce qui reste alors de 2 constitue une ou plusieurs
surfaces 2’ simplement connexes, chacune d’elles étant limitée par
un contour situé sur la frontiére de D}. On peut souder a ce
contour un disque simplement connexe situé sur D} de fagon que
la surface 3 correspondante se transforme en une surface fermée
de genre zéro. Nous obtenons ainsi une ou plusieurs surfaces
fermées; s’il y en a plusieurs, nous pouvons réunir la premiére a
la seconde, la seconde a la troisiéme, etc., I’avant-derniére a la
derniére a I'aide de lignes de croisement entre les disques ajoutés
sur D?. De la sorte nous obtiendrons finalement une seule surface
fermée de genre zéro qui présentera sur D}, D3, ..., D] les
mémes disques que X et qui présentera sur D¥ les mémes disques
que 2 avec en plus un disque (formé par la réunion de ceux qui
ont été ajoutés aux surfaces 3').

Le raisonnement précédent suppose que la surface = n’est pas
tout entiére intérieure a D?. Si elle I’était, chacun de ses feuillets
satisferait a

L221672Sy(1— Sy) > 16728} Sy > x6x28; 82,

en désignant par 4nS} laire de la sphére unitaire dont on a
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retranché le domaine D} ; on aurait donc
L > 47: ‘/S—f S.

Soit alors L, le plus petit des nombres I, et amy/SF. Si une
surface de recouvrement X simplement connexe présente sur les

domaines D; des disques satisfaisant a la condition (C), si S> -

et si L <<L,, il existe une surface de recouvrement fermée de
genre zéro présentant sur les domaines D; (1) des disques satis-
faisant a la méme condition dans laquelle un des nombres d; a été
augmenté d’une unité [condition (C')]. Il revient au méme de
dire qu’il existe une surface de recouvrement simplement connexe
dont le contour se réduit 4 un point (2) et qui présente sur les
domaines D; des disques satisfaisant a la condition (C).

Si les nombres p; et d; ont été fixés de facon qu’'une telle

surface n’existe pas, on peut donc affirmer que la surface X

satisfera a L > L, lorsque S > % Il .est manifeste que cette

condition imposée aux p; et aux d; est nécessaire en méme temps
que suffisante.

L’inégalité (4 bis) a laquelle nous avons assujetti les nombres ;
n’est pas intervenue dans notre démonstration. Mais il est bien
connu que si elle n’est pas satisfaite, on peut construire une
surface fermée de genre zéro ne présentant sur le domaine D; que
des disques a p; feuillets (surface réguliérement ramifiée); la
condition nécessaire et suffisante n’est donc jamais remplie dans
ce cas, quels que soient les d;.

4. Pratiquement il sera utile d’avoir une condition suffisante
plus maniable. On 'obtiendra en remarquant que l’ordre total de
. ramification d’une surface de genre zéro a n feuillets est égal
a2n— 2. Or, si cette surface ne présente sur le domaine D; que

des disques ayant u; feuillets au moins a 'exception de d; d’entre
q yant p. P i

(') Nous pouvons remplacer les domaines D/ par les domaines D, puisqu’il
s’agit ici d’une condition d’existence A caractére purement topologique.

(*) C’est la surface fermée précédente dont on a retiré un point appartenant
au disque supplémentaire.

LXXII. 6
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eux au plus, le nombre total de ces disques est inférieur ou égal a

d! + E[.’i__d'],

i

en désignant par E[«] la partie entiére de . L’ordre de ramifi-
cation de I'ensemble de ces disques est donc au moins égal a

R B (S

en désignant par E[«] le plus petit nombre entier au moins égal
a «. Si ce nombre est négatif on le remplace par zéro. On a
finalement'

(7) 2n—2§2§[(1—l—:—t>(n—d[)].

D’autre part, il est clair que n est au. moins égal au plus grand p
des nombres p; auxquels correspondent des d; nuls.

Si pour chacun des q systémes de d; définis par d;=d;
pouriZ ket d,=dir+1, U'inégalité

o mea<E[( e

est satisfaite pour tous les entiers n2p, il nexiste pas de
surface fermée de genre zéro satisfaisant a la condition (C')
et, par conséquent, on peut déterminer un nombre L, tel

que L > L, lorsque S > -;-

Un cas particulier simple mérite d’étre signalé. Clest celui
ou py=oo avec dy=o0. On a forcément d, =1 et l'inégalité (7)
se met sous la forme

(7 bis) n—xng“t—i)(n—%i)]'

On voit aisément que c’est la condition nécessaire et suffisante
pour qu’il existe une surface fermée de genre zéro a n feuillets
satisfaisant a la condition (C'). On peut donc déterminer le
nombre L, sous la condition nécessaire et suffisante que les p; et
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les d; satisfassent a I'inégalité

(8 bis) n‘_x<ZE[<x—i)(n—d:)]

i#1

pour tout entier n au moins égal au plus grand des p; auxquels
correspondent des d; nuls (£5£1). En faisant n =1, on voit que
P'inégalité ne peut étre satisfaite que si I'un au moins de ces d; est
nul; soit, par exemple, dy= 0. Si un autre d; est nul, (8 bis)
est certainement vérifiée; si non, pour qu’elle le soit, il faut
(faire n = p.) et il suffit que 'un au moins de ces autres d; soit
inférieur a y,.

Dans le cas particulier ot py = o avec dy= o, on peut déter-
miner L, sous la condition nécessaire et suffisante que, parmi
les di(i#1), il y en ait deux qui soient nuls; ou bien qu’il y
en ait un nul, et un autre inférieur au p; correspondant a
celui-la.

Dans le cas général, la condition (8) imposée aux p; et aux d;
est une condition suffisante, mais non pas nécessaire, pour
que L, existe. Car il y a des systémes de nombres r, y; et d; satis-
faisant 4 (7) et auxquels ne correspond pas de surface fermée de
genre zéro vérifiant la condition (C'). Malgré cette difficulté on
peut amorcer une discussion.

5. Il faut remarquer d’abord que I'inégalité (7) sera vérifiée si

0[S0 )R )

ou, plus particuliérement, si

w S )] Sl ) (o )

m désignant le plus grand des p;. On est ainsi conduit a distinguer
deux cas.

PremiER cAs 2 (l — }%): 2. — Les nombres p; étant
i
entiers, il n’y a qu’un nombre fini d’éventualités que nous étudie-

rons les unes aprés les autres. Pour chacune d’elles nous indique-
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rons ce que devient la condition (10) et nous vérifierons que si
les d; n’y satisfont pas, il existe effectivement une surface fermée
de genre zéro répondant a la condition (C'). Il ¢n résultera que le
nombre L, peut étre déterminé lorsque les d; satisfont a (10) et
dans ces cas-la seulement.

1° = py=o0; dy + dy <1, c’est-a-dire d, = ds = o.

Si les deux d; n’étaient pas nuls, on pourrait former un systéme de d;
dont aucun ne serait nul et la sphére simple serait une surface fermée
répondant aux conditions.

2° p=pr=2,y=00;d+dy+2d,< 2, c’est-a-dire d, + dr <2
et d;; = 0.

Le cas ou deux des d; seraient non nuls se traite. comme précé-
demment. Reste donc 2 examiner :

a. dy =2, dy= d;= o0, a quoi on peut associer d; =2, dy; =0, d3=1,
b. dy=d:=o0, d;=1, &4 quoi on peut associer d) =dy=o0, d;= 2.

On voit aussitdt qu'on peut satisfaire a ces conditions avec des surfaces
a 2 feuillets.

30:-1-4:2, #2:3, }1.3.——‘6; 3d|+/4d2+5d3<7.

Il suffit d’examiner :

a. dy=3, d»= d;= 0, & quoi on peut associer d) = 4, d, = dy = o;
b. dy=o0, dy= 2, d;= 0, & quoi on peut associer &} = o, dy, =3, dy = o;
¢. di=ds= o, d;= 2, & quoi nn peut associer dy = d>, = o, dj = 3.

Les deux premiéres conditions sont satisfaites par des surfaces a
6 feuillets, la derniére, par une surface a 3 feuillets.

40[1-1:2, [.12:1.1-3:4; 2d1+3d2+3d3<5.

Il suffit d’examiner :

a. dy=3, d:= d3= 0, & quoi on peut associer d) = 4, dy=dy = o0;
b. di=d,=o0, dy=2, & quoi on peut associer dy =1, dy =0, dy = 2.

N existe des surfaces a 4 feuillets satisfaisant & ces conditions.

5oy =pe =py=3; di +ds +dy <2.

11 suffit d’examiner dy= 2, dy = d3= 0, & quoi on peut associer d; =3,
', = dj = o, condition qui est satisfaite par une surface a 3 feuillets.



— 85 —
6",1.,:;}.3:_—.1.1.3‘:}14:2;d1+d2+d:;+dn<3-

11 suffit d’examiner :

a. dy=3, dy =d;=d,=o0, a quoi on peut associer d} =4, dy=ds=d,=o:

b. di=2, dy=1, dy=d,=0, 4 quoi on peut associer d)=d) = 1,
d_’; = d" = 0.

On peut satisfaire a la premiére condition avec une surface a 4 feuillets
et a la derniére avec une surface a 2 feuillets.

Deoxtive cas : 3 (1— ) >2. — 1 semble difficile de
caractériser simplement les en;embles de nombres p; et d; qui
assurent I'existence de L,. Mais sil'on se donne numériquement un
ensemble de p; et d;, on peut parvenir, par une discussion métho-
dique, a savoir si le nombre L, existe.

11 est tout d’abord nécessaire que deux des d; au moins soient
nuls ('). S’il en est ainsi, on considére les ¢ systémes de d|
possibles et I'on cherche si, pour chacun d’eux, I'inégalité (8) est
satisfaite quand on donne a n toutes les valeurs entiéres au moins
égales a . [Cette étude ne demande qu’un nombre fini d’essais,
car 'inégalité (8) est certainement satisfaite dés que n vérifie (g).]
Si (8) est toujours satisfaite, le nombre L, existe. Si (8) n’est pas
satisfaite pour cerlains systémes de nombres n et d;, il faut faire
une étude compléte de chacun d’eux et rechercher s’il existe
cffectivenent une surface fermée de genre zéro satisfaisant aux
conditions correspondantes. (Cette recherche peut, elle aussi, étre
conduite méthodiquement, car, n et les d; étant fixés, les surfaces
dont on est amené a tenter la construction sont en nombre fini.)
S’il n’y a aucune telle surface, L, existe; dans le cas contraire,
L, n’existe pas.

Cette discussion, pour longue qu’elle soit, n’en est pas moins
théoriquement possible. A titre d’exemple, nous allons faire I'étude
générale pour g = 3 et nous verrons que la discussion est, en fait,
beaucoup moins longue que ne le laissent prévoir les considéra-
tions qui précédent.

6. Etant donnés les entiers p., ps et p, satisfaisant a

-I—+—I—+L<I,
1 Mo M3

(*) Voir le raisonnement exposé dans I’étude du premier cas.
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le nombre L, existe lorsque les entiers d; sont tels que (')

d1=dg= o,
dySpi—2  si py=p (%),
dySpr—1 si g < Mo

Montrons en effet que les inégalités (8) sont alors vérifies.
Placons-nous d’abord dans le premier cas. Ici, les inégalités (g)
elles-mémes sont vérifiées; elles s’écrivent, en effet,

1) N 1 1
2n—2<<1—— E)(n——l;-{-(l— P—z)n+(1—£)(n—pi+z),

2n—2<(1—}%)n+<x—}%)(n—1)+<l— é)(n—p,—;—z),

1) 1
2n —2 I—— )4+ |{1— —jn+|1— — n — -+ 1
<( ™ ( u»> ( H>( p1)-

Et I'on s’assure aussitot qu’elles sont respectivement satisfaites
pour n = pa, 1, 42 (*); elles le sont a fortiori pour n2 pa, pu, pa.

Plagons-nous maintenant dans le dernier cas. Deux des inéga-
lités (9) sont vérifiées pour n = p, (*), donc pour n 2 p,, a savoir:

2n 2<<1 I>(n 1)+(1 I\n+<1 —l\(n— “+1)
™ u«) M b

2n—2<<l— }—&)n—o—(l— ;—!>n-1‘-<1— 5;)(/1—;“).

(') Ce résultat ne peut étre amélioré car, dans le premier cas, & d, = d,= o,
d,= p,—1 on peut associer d} = d) = o, d3 = p.,, tandis que, dans le second,
Ad =d,=o, d,= ., on peut associer dy = o, d5 =1, d3 = ,; ces nouvelles
conditions sont satisfaites par des surfaces fermées a w, feuillets.

(?) Si g, = p, = o, d, est arbitraire. On retrouve le résultat obtenu dans le
premier cas (1°). )

(®) 11 suffit, pour rendre ce résultat évident, de les mettre sous la forme

I 1) 2 1
< — —_—— — )+ {r-— )+ —
°o<(i p'l)(.l [ Pa) <l P-a) 4

o< ( )~ 4+ <: 2) + =,
Pep— Py o " ™

3

o<(m——p.)(l—-g——) ( )

(*) Elles s’écrivent alors :

o<tmnen (o= ) (=3)

1 I
o< (py—tty) (1— — — —
(s M(’ ™ P'a)
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Et il suffit donc de s’assurer que

(82) 2n-—2<E[<1—i)n]-o-E[(l—LI-;)(n—1)]
+E[(l— &;)(n—p,+l)]

pour n2 . Or, pour y, g'n < pa, C’est une conséquence de

I

2n—2<(1— &;)n+(n—-r)+(1——-;3>(n—m+l),

tandis que pour 72, + 1 on peut avoir recours a l'inégalité (g)
correspondante ().

7. Généralisation. — Nous avons supposé jusqu’ici que nous
connaissions une borne supérieure d; du nombre des disques a
moins de p; feuillets qui sont situés sur le domaine D;.

On pourrait, plus généralement, se donner en ce qui concerne
les disques situés sur D; des bornes supérieures

dVSAS. . Sdp = dy

des nombres de ceux de ces disques qui ont moins de 2, 3, ...,
feuillets [ condition (C)].

L’étude antérieure correspondait au cas ou &{’=d\*’=...=d;.

Nous pouvons reprendre mot pour mot les considérations que
nous avons développées dans le n° 3. On démontre ainsi que
le nombre L, existe si les nombres p; et d¥ sont fixés de telle sorte
qu’il n’y ait pas de surface fermée de genre zéro qui, aprés retrait
d’un de ses points, satisfasse a la condition (C).

La condition a laquelle nous venons d’assujettir les p; et
les d est nécessaire et suffisante. On obtiendra des conditions
suffisantes plus maniables en opérant comme dans le n° 4. On peut

(1) Pour n = p,~+1, cette derniére peut en effet s’écrire

o<t (- =) ) (- 2)

On voit sans peine qu’elle est satisfaite & moins que p, =4, p, =35, p;= 2,
auquel cas le second membre est nul; I'inégalité (g) est donc toujours satisfaite
pour n> p,~+1. On s’assure enfin que, pour le cas exceptionnel p,=14,
=35, by =2, n = 6, 'inégalité (8) est encore vérifiée.
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ainsi parvenir a une inégalité analogue a (8), ou, éventuellement,
(8 bis), mais ou 'expression

Bl(-) -]
est changée en

1X 2 23 3 X 4
n—([pe—1] d¥—t — g .—df.“)]
-+ - 9
(Hi— 1)y

chacun des termes de cette somme devant étre remplacé par zéro
s’il est négatif. La discussion compléte du cas ou 2(1 — i) =2
est trés longue et d’un intérét médiocre; nous ne nous y attar-
derons pas. Dans le cas ou E(I-— l~%{)>2, les considérations

développées dans le n° 5 conlinuent de s’appliquer.

IL.

8. Considérons une fonction w = f(z) méromorphe dans le
domaine |z| <<R. Lorsque z décrit le cercle |3| <<r<R, les
valeurs w de la fonction décrivent une surface de Riemann 2(r).
Si nous représentons la variable w sur la sphére unitaire 2,
(sphére de Riemann), Z(r) est une surface de recouvrement
simplement connexe de Z,; nous désignerons par 47 S (r) son aire
et par L(r) la longueur de son contour.

Soit, sur la sphére X,, g domaines fermés D; simplement con-
nexes et disjoints, dont certains peuvent se réduire a des points.
Supposons que la surface Z(R) satisfasse a la condition (C) ou,
plus généralement,  la condition (C) : les nombres des disques
situés sur D; et ayant moins de 2, 3,. .., p; feuillets sont au plus
égaux a AV <P <. .. <d™Y, les quantités p; et dY élant fixées.
Si ces quantités sont telles qu’il n’existe pas de fonction rationnelle
pour laquelle 2 () satisfasse a la condition (C) ('), nous repré-
senterons celle-ci par (C,).

(1) Cette restriction est équivalente A celle donnée dans le n° 3. Elle exige,

en particulier, Z (1 —_ &-) 2 2.
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D’aprés I’étude précédente, si une fonction w = f(z) satisfait

& la condition (C,), on peut trouver un nombre L, tel que

L(r)>L, dés que S(r)> %, ce nombre L, dépendant unique-
ment des domaines D;.

9. Siune fonction w = f(z)est méromorphe dans tout le plan
fini et satisfait & la condition (C, ), on a

SNS o @ lim L)

lim‘ - Toatr
== 087 > 087

> o.

_Cette propriété est une conséquence immédiate de la proposition
précédente jointe a I'inégalité

ds
2(r)<8m2r—.
L2(r)<8=x T

Remarquons qu’on ne peut avoir ici Z <1 — i—) > 2, sans quoi

i .
S () serait rationnelle (), ce qui est en contradiction avec la
restriction apportée a la condition (C). En particulier, les condi-

tions (C,) auxquellesle théoréme précédent s’applique sont celles
mises en évidence dans le n°5 (Premier cas).

10. Considérons maintenant une fonction w =f(z) méro-
morphe dans |z| << R et satisfaisant a la condition (Eo) avec

I .
Z ( 11— E) > 2.
L’inégalité (3), la remarque du n°2 appliquée a S <éet la propo-
sition du n° 6 montrent qu’il est possible de déterminer un

nombre &, dépendant des domaines D; ainsi que des quantités

pi et d, tel que
S(r) << kL(r).

A partir de la on peut poursuivre les raisonnements que nous
avons déja développés dans notre Thése (2). On obtient

(1) S(r)log-};_<81:‘-‘lc2,

(') Cf. le paragraphe 34 de notre Thése.
(*) Cf. paragraphes 21, 29, 30 et 31.



d’ou
(11 bis) S(r)y<

r2

r? + R2e—am4 pour r < Re—16m&,

On en déduit, d’une part,

()] R
ey TN oy

(12)

et, d’autre part,

r2—+ R2 e—ﬂﬁﬂ:’k’

—167T3k2
R2 e—32m2k? pour r < Re ’

(13) T(r)< . log

—1670 243
’

tandis que, pour r > Re

(13 bis) T(r) < é log2 + 824 [Iog161:2k2— log logl—:] .

On peut modifier la forme des hypothéses et énoncer ce résultat
comme suit :

Considérons les fonctions w = f(z) méromorphes dans|z| <<R
et dont les surfaces de Riemann X(R) présentent sur q
domaines fermés donnés D; simplement connezes et disjoints,
des disques satisfarsant & la condition suivante : les nombres
de ceux qui ont moins de 2,3, ..., p; feutllets sont au plus
égaur a dP <dP <. .. < dEY. Siles quantités p; et df sont
Sizées de telle sorte qu’il n’existe aucune fonction satisfaisant
a cette condition avec R =, les fonctions considérées consti-
tuent une famille normale et les inégalités (11), (11 bis), (12),
(13) et (13 bis) sont satisfaites.

I1 est clair, en effet, que la restriction apportée au choix des p;

et des d’ exigeZ(l— Pi>>2 en raison de l’existence de sur-
i
faces closes et de surfaces de type parabolique réguliérement

ramifiées ('). Mais alors, une fonction satisfaisant a la condition

i

aux conditions de I’énoncé précédent, méme si tous les d; sont nuls.

(1) Lorsque Z (l—-— —I-) < 2, il existe des fonctions rationnelles satisfaisant

I . . . .
Lorsque 2(:— —) =2, il existe des fonctions méromorphes dans tout le

plan fini jouissant de la méme propriété.
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énoncée avec R = ne peut étre transcendante. On peut donc
dire, de fagon équivalente, que les p; et les d doivent étre tels

que 2(1 - - i—l) > 2 et qu’il n’existe pas de fraction rationnelle

qui pour R = o satisfasse a la méme condition; ce dernier point
se raméne d’ailleurs a la non-existence de certaines surfaces closes
de genre nul (1), que nous avons discutée avec quelques détails.

En particulier, pour ¢ =3, 4’ =d{® ... =d;, le théoréme
précédent s’applique lorsque

1 I

——+L<I, di=dy=o,
M1 P P

diSm—2  siopy=p,
d3Sp—1 si g < Ma.

11. Nous avons d¢ja indiqué que, dans les propositions précé-
dentes, certains des domaines D; peuvent se réduire a des
points. Supposons que l'un D, de ces domaines se réduise au
point o et que celui-ci ne soit pas couvert par la surface de
Riemann; dans ces conditions, nous pouvons prendre p; = 0,
d?’=d»=...=d,=o0 et la discussion que l'on doit faire
pour montrer la non-existence d’une surface close est particu-
lierement simple (?2).

D’autre part, nous avons alors affaire a des fonctions holomor-
phes dont on peut borner le module a partir des. limitations
obtenues pour T (7). En utilisant une méthode indiquée dans un
Mémoire récent (*), on parvient sans peine a

(14) logvi+f(z)]2 < R_—_-Ri_zT[A log 1+ | f(0) 2+ Bk’lggk+C],

ou A, B et C sont des constantes numériques.
On montrerait, comme dans le numéro précédent, que I'on peut
énoncer la proposition que voici :

Considérons les fonctions w = f(z) holomorphes dans |z| <R
et dont les surfaces de Riemann X(R) présentent sur q

(*) Cf.n*3et .

(2) Cf. n° 4.

(2) J. DurresNoY, Théorie nouvelle des familles complexes normales ( Ann.
Ec. Norm., 3¢ série, t. LXI, 1944, p. 1-44); voir le paragraphe 21.
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domaines fermés D;, simplement connexes, disjoints et laissant
le point o a leur extérieur, des disques satisfaisant a la con-
dition suivante : le nombre de ceux qui ont moinsde 2,3,..., yu;
Seuillets sont au plus égauzx a d"<d»< ... <dPY. S0 les
quantités p; et d sont fizxées de telle sorte qu’il n’existe aucune
Sonction entiére satisfaisant a cette condition, les fonctions
considérées constituent une famille normale et les inégalités

(11), (e bis), (12), (13), (13 bis) et (14) sont satisfaites.

La restriction imposée au choix des p; et des &V peut étre mise
sous une forme plus pratique. Il faut que

n—1<21—3[n—d‘“) 2= dl—db)

1X2 2% 3
ﬂ—([#:—;]4%—1)__4}:.'-:)___‘__d;n)]
+
(e— 1) P

pour tout entier # au moins égal au plus grand des p; auxquels
correspond un d; nul; chacun des termes de cette somme doit
étre remplacé par zéro s’il est négatif. Dans le cas particulier ou
dV =d*—=... =d, cette condition est équivalente a la suivante :
on doit avoir deux d; nuls ou bien un nul et un autre inférieur
au p; correspondant a celui-la.

(Manuscrit recu le g juin 1944.)



