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SUR GERTAINES FAMILLES NON FONDAMENTALES (!)
DE FONCTIONS GONTINUES;

Par M. LavreNT ScHWARTZ.

Définition. — On dit qu’une fonction continue U(z4, s, ..., Zz)
est solution généralisée de l'équation aux dérivées partielles
a coefficients constants non tous nuls

dm U
(I) 2 Ap,y,psy...:Pn (d&b‘i )Pi(d.z'z )p, . .(dxn ‘)p,, -
PitPate.oAHPa=r
si elle est limite uniforme sur tout compact de solutions vraies de
cette équation.

Exemple. — Une solution généralisée de I'équation de Laplace
AU = o est une solution vraie. Il en est de méme pour I'équation
AKU = o des fonctions polyharmoniques.

Mais, dans le cas de 2 dimensions, une solution généralisée de
92U 02U
oz T Jy?
la forme f(z+y)+ g(x—y), ou f et g sont des fonctions
continues quelconques non forcément dérivables.

— o0 est une fonction de la

Péquation hyperbolique

Tutorime. — Pour que le systéme de fonctions continues
U()\.’L‘i—k El: Ao+ E:, ceey ANxp—+ En)
des variables x4, 3, ..., Z, soit non fondamental (1) sur un

compact K de Uespace a n dimensions, lorsque ) et §4,8,, ..., En,
prennent toutes les valeurs réelles possibles, il faut (et il suffit
st Uintérieur de K n’est pasvide) que U soit solution généralisée
d’au moins une équation aux dérivées partielles du type (1).

Condition suffisante. — Si U est solution généralisée d’une
équation du type (1), il en est de méme de

U()\xi-l—&, ey )\x,,+ En)

(') Voir paragraphe 18 du précédent travail, en note.
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et par suite de toutes les limites uniformes de leurs combinaisons
linéaires; si K contient un ouvert, toute fonction continue sur K
n’est pas solution généralisée de (1) et le systéme n’est pas
fondamental (*).

Condition nécessaire. — Si le systéme n’est pas fondamental,
il existe une distribution de masses 2o d®(zy, 22, ..., Zn)
portée par un compact et telle que I'on ait, pour toutes valeurs

de A, &1y Eay -« - w Eny

(2) fU(x21+g,, M&atEay ovey Nn+En) dB(@1, Tay - ) Tn) = 0.

Soit p(uy, uas, ..., ) une fonction nulle en dehors d’un
compact el indéfiniment dérivable. Posons
(3) V(x,, Loy ooy -""n)
=fU(.z',+ Ui, Ta+Usy ooy TntUn)p(Uty - o ey up)duydu,...dus.

Il est bien évident que V est continue ainsi que toutes ses
dérivées successives, qui s’obtiennent par dérivation sous le

signe f dans la formule

V(2z4, sy ..., Zn)

=/U(u1, Usy ooy Upn) p(Us— X1, Us— T2y ooy Un—Xy) AUy dus . .. du,.
D’autre part V satisfait comme U aux relations (2)
() fV(xx,+g., e N En) D@, ..., Zn)
=f[p(u1, Uy ooy Up)dusduy ... dun
fo()\x,+ i+ Uty ooy AZn+En+ un)d®(zy, ..., :c,,)] = o.

11 est bien connu que, sur un compact, le systéme des fonctions
continues z7:z%: . .. z%" (tous les p; variant de o & o par valeurs
entiéres) est fondamental (approximation d’une fonction continue
par un polynome).

(') Jadmets implicitement cette proposition pour ne pas alourdir la démons-
tration. On peut également montrer l'existenee de fonctions continues qui ne
sont solution généralisée d’aucune équation aux dérivées partielles du type (1).
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I1 existe donc un systéme d’entiers gy, g2, ..., gn (2 qi = m)
tel que

(4) fx’ilﬂmgz...xz»dd%xi, Zay vy Tn)F O

Le premier membre de (2') peut se dériver sous le signe f, en

vertu des propriélés de V; sa dérivée m'™ par rapport a A,
pour A =o, est

[ m! d"‘V(Ejy EQ; ey En)

D)
5 L Pripe!l . pal (081)P1(de2)Pe. .. (O5n )Pn

Pi+Pyt e +pp=m

xf.z'll’t...xl,’lndq)(x“ Za e xn)].

Cette dérivée devant étre nulle, V est solution de I’équation aux
dérivées partielles (1) avec

m!

= xPrahs. .. xPrnd (21, Zay ..., ZTn)
Pi!p2!-'-Pll!f 172 n ’ ’ ’

Ap1,psse-sPn
[équation aux dérivées partielles véritable, en vertu de (4)].
En prenant p(us, u,, ..., uy') de telle sorte que

fp(u,, ceyUn)duy ... dup=1

et que p soit nulle en dehors d’un voisinage arbitrairement petit
de l'origine, on rend V aussi voisine que I'on veut de U sur un
compact donné; U est donc limite uniforme sur tout compact,
de solutions de (1), elle est donc solution généralisée de cette
équation aux dérivées partielles.

Remarque. — On peut se borner a supposer que le systéme
n’est pas fondamental lorsque %, &, ..., £, prenant toutes les
valeurs, A parcourt une suite de valeurs tendant vers zéro; la
conclusion n’est pas changée.

Tutorime. — Pour que le systéme de fonctions continues
U[® (21, 22y ..., Za)] s0it non fondamental sur un compact K
[dans cette formule, ' (1, x,, ..., za) est le transformé du
point zy, xy, ..., x, par la transformation '] lorsque ®

parcourt le systeme de toutes les similitudes possibles, il faut
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(et il suffit si Uintérieur de K nlest pas vide) que U soit
polyharmonique, c’est-a-dire solution d’une équation itérée
de Laplace A*U = o.

Condition suffisante. — Si U est solution de A¥U = o, il en
est de méme de toutes les fonctions U[T(zy, 23y ..., Zn)]
lorsque ® est une similitude, et par suite aussi des limites
uniformes de leurs combinaisons linéaires. Le systéme n’est pas
fondamental.

Condition nécessaire. — Il résulte du théoréme précédent que si
le systéme n’est pas fondamental, U est solution généralisée d’une
équation aux dérivées partielles du type (1). Mais la distribution
de masses (d®) peut étre remplacée par n’importe quelle distri-
bution transformée par rotation

R(dD) = dO[R— (21, @3, ..., zn)]

et aussi par n’importe quelle moyenne de telles transformées; en
particulier on peut prendre la moyenne des transformées par
toules les rotations de méme centre I (moyenne prise par la
mesure de Haar sur le groupe ds ces rotations), ce qui remplace
la distribution d® par une distribution d¥ sphérique, c’est-a-dire
dans laquelle la masse contenue dans toute couronne sphérique
de centre I est répartie avec homogénéilé dans toutes les directions.
(On peut choisir I de facon que la distribution d¥ soit 5 0; sans
quot toute boule contiendrait dans la distribution d® une masse
nulle, la densité serait partout nulle et la mesure d® serait nulle.)
Nous raménerons en I 'origine des coordonnées par changement
de variables.

Le polynome de degré m : Zapm’__.an"’*X’;’ ... XP» vaut
!
f 2 ﬁﬁmu‘ X )P (@2 Xa)s . .. (2nXn)Pn AW (@1 . . . Z0)

P1+Pste.+Pp=m

=f(x,X,+x,X,+...+x,,X,.){" AW (21, s, +. ., Tn).

En vertu des propriétés de W, cette inlégralé n’est fonction que
de r=yX: .. .+ X3; comme c’est une forme de degré m,
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elle vaut r2k, k = %; alors I’équation aux dérivées partielles n’est

autre que A¥U =0 et U, qui en est solution généralisée, en est
solution vraie.

Remarque. — On peut se borner ici encore a supposer le
systéme non fondamental lorsque % parcourt toutes les similitudes
dont les rapports forment unec suite tendant vers co.

(Manuscrit regu le 31 octobre 1944).
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