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SUR LES SURFACES DU CINQUIEME ORDRE CIRCONSCRITES
A UN HEXAEDRE COMPLET;

Par M. Lucien GobEeaux.

Les surfaces du 5° ordre circonscrites a un hexaédre complet,
c’est-a-dire passant par les droites communes a 6 plans pris deux
a deux, forment un systéme linéaire de dimension 5; elles se
coupent deux a deux, en dehors de la base, suivant des courbes
d’ordre 10 et de genre 11. Nous montrons que le long d’une de
ces courbes, il existe une surface du 4° ordre inscrite dans cha-
cune des surfaces contenant cette courbe. D’autre part, pour
chacune des surfaces du 5° ordre envisagées, les sommets de
I’hexaédre sont doubles coniques. Ces propriétés nous permettent
de déduire que chacune des surfaces du 5° ordre envisagées repreé-
sente une involution du 2° ordre, possédant 20 points unis, appar-
tenant & une surface que nous déterminerons.

Nous faisons voir ensuite que l'on peut transformer une des
surfaces du 5° ordre considérées en une surface d’ordre 10,
appartenant a un espace linéaire a quatre dimensions, possédant
15 points triples a coénes tangents rationnels. De plus, il existe
des hypersurfaces cubiques, passant par les 15 points triples,
osculant la surface en tout point d'intersection. Il en résulte que
la surface est I'image d’une involution cyclique d’ordre 3, possé-
dant 15 points unis, appartenant a une surface dont nous déter-
minons les caractéres.

De tout ceci, on conclut que la surface du cinquiéme ordre
considérée est I'image d’une involution du 6° ordre appartenant a
une surface algébrique.

Les développements qui vont suivre constituent une application
de la théorie des involutions cycliques, ayant un nombre fini de
points unis, que nous avons développée depuis quelques années.
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Cl’est a ce titre que cette note nous parait présenter un certain
intérét (1).

1. Soient «y, a4, ..., ay les faces d’un hexaédre complet,
quatre de ces plans ne passant donc jamais par un méme point.
Nous désignerons par a; la droite commune aux plans «;, a4 et
par Az le point commun aux plans a;, oy, a;.

Il existe 15 droites ay; et 20 points Aj;. Une droite a;; con-
tient les 4 points A;; obtenus en donnant a [ les valeurs o, 1, ..., 5
distinctes de Z, k. Par un point A, passent les droites a;, aiz, ax,.

Cinq quelconques des 6 plans a,, ay, ..., a; forment une sur-
face du 5° ordre passant par les 15 droites ;. Désignons par F
les surfaces du 5° ordre passant par les 15 droites aix et soit r la
dimension du systéme |F|. Les surfaces F coupent le plan ay
suivant 5 droites fixes et par conséquent, il existe o™~ surfaces F
comprenant le plan a5 comme partie; elles sont complétées par
les surfaces du 4° ordre circonscrites au pentaédre complet formé
par les plans ag, oy ..., ay. .

Les o"=* surfaces du 4° ordre qui viennent d’étre rencontrées
coupent le plan a, suivant 4 .droites fixes et par conséquent, il y
en a '~? comprenant ce plan comme partie. Elles sont complé-
tées par les surfaces cubiques circonscrites au tétraédre formé par
les plans ag, oy, ota, ot;. Ces surfaces sont en nombre o et 'on a
donc r =15.

Si 'on désigne par

Po= 0, P4 =0, ey 5= 0

les équations respectives des plans «,, a4, ..., a5, la surface F
q p P y %1,
géunérale a pour équation

7\0?1?2?5%?5"‘ 7\1?2‘?3%?5?0""- ot )\5?0?192?3%: 0.
Les surfaces F possédent :

15 droites simples @gs, @oa, - - ., Qs
20 points doubles coniques Agyg, Agis, ..., Agys.

(1) On trouvera un résumé de nos recherches et la bibliographie de la question
dans notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant a une surface
algébrique (Paris, Hermann, 1935).
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2. Nous fixerons désormais l'attention sur une surface F irré-
ductible déterminée et nous désignerons par C ses sections planes.
Les courbes G sont de genre 6 et sont les courbes canoniques de¢
la surface F; celle-ci a donc les genres

Pang= 4’ P(’):G, P2=10’

Chacun des points doubles coniques A est équivalent, au
point de vue -des transformations birationnelles, a une courbe
rationnelle de degré — 2, que nous désignerons par a.

Soient C°, Ct, ..., C* les sections de F par les plans o,
ay, ..., as. Nous avons

(1) C=Cl=Za;+ Zai

ou dans les sommations ¢ est fixe, k& et / prenant les valeurs o,
Iy ..., D,

La droite a;; coupe C en un point et chacune des courbes
ou ! est distinct de ¢, &k, en un point. Il en résulte que la
droile aix est une courbe rationnelle de degré — 3.

Les surfaces du systéme | F | découpent, sur la surface F consi-
dérée, en dehors des droites ai, des courbes K d’ordre 10,
formant un systéme linéaire | K| de dimension 4. Le systéme |K |
est complet. Observons en effet qu’une courbe K ne peut appar-
tenir a une quadrique, car les courbes K passent par les points Az,
et cette quadrique devraient contenir les 15 droites aj. La série
canonique d’une courbe C étant découpée par les quadriqﬁes, les
courbes K déterminent, sur une courbe C, une série paracano-
nique g3,. Sile systéme complet [K| avail une dimension supé-
rieure a 4, il y aurait au moins une courbe K comprenant une
courbe C comme partie; cette courbe serait complétée par une
courbe d’ordre 5 passant par les 20 poinls A et coupant done 2,
par exemple en 10 points, ce qui est absurde.

Considérons une courbe K irréductible déterminée et soient F’
les surfaces du systéme | F| passant par celte courbe. Les sur-
faces F' forment un faisceau comprenant la surface F sur laquelle
nous avons fixé 'attention. Parmi les surfaces du faisceau, il en
est une qui contient le plan a; par exemple comme partie. Elle
est complétée par une surface du 4° ordre circonscrite au pen-
taédre formé par les plans ao, ay, ..., ;. Plus généralement, la
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courbe K appartient a 6 surfaces du 4° ordre circonscrites chacune
a un des pentaédres formé par 5 des 6 plans ao, o, ..., aj.

D’aprés le théoréme du reste, les courbes du systéme |K | sont
découpées sur F par les oo* surfaces du 4° ordre circonscrites a un
de ces pentaédres.

3. D’aprés la définition des courbes K, celles-ci satisfont & la
relation fonctionnelle

(2) 5C=K+ Za;r+ 22 a;i,

les sommations s’étendant a toutes les valeurs de ¢, k, .
Des relations (1), on déduit

6C=C0+Cl+...+C=23a;xr+3Zaus*

et par conséquent, on a

(3) C+K=2Ia;x+ Xaii.

Nous avons vu qu’une courbe K appartient a 6 surfaces du
4° ordre et par conséquent a une infinité de surfaces du 4° ordre
formant un systéme linéaire |®|. Les surfaces @ passant par une
courbe K coupent encore F suivant des courbes K,, d’ordre 10, et

I'on a
4C=K + K, + Za;zy.
En comparant cette relation a la relation (2), on déduit
C+ K= Zaix+ Zaii
Par comparaison avec la relation (3), on a donc

K EK1.

Les surfaces ® du 4° ordre, passant par une courbe K, découpent
donc sur F les courbes du systéme |K|. On a donc

(4) 4CE2K+ T aiki.
On en déduit :

1° qu’il existe une surface du 4° ordre, ®,, du systéme |®]|,
inscrite dans la surface F le long de chaque courbe de | K |;
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2° que les arétes d'un pentaédre formé par 5 des plans a,,
&y, ..., a5, forment une courbe K dégénérée.

Les surfaces du 4° ordre passant par une de ces courbes K
dégénérées sont en nombre «o*, par conséquent le systéme
linéaire |®| des surfaces du 4° ordre passent par ume courbe K
quelconque, a la dimension 4.

Les surfaces @, du 4° ordre, assujetties a la seule condition de
contenir une courbe K irréductible, sont de genres 1 (p,= Pr=1)
et par conséquent tout systéme linéaire de courbes tracées sur
une de ces surfaces a la dimension égale au genre. Cela étant,
les «o* surfaces @ passant par une courbe K découpent sur I'une
d’entre elles un systéme linéaire de sextiques de dimension 3.
Ces sextiques sont donc de genre 3. Les surfaces du 4° ordre
passant par une sextique de genre 3 sont en nombre ! et
découpent sur l'une d’entre elles des courbes d’ordre 10 et de
genre 11. Par suite, les courbes K sont de genre 11.

Les courbes K passent simplement par les points Ay, et une
surface du systéme |F|, ne contenant pas une courbe K déter-
minée, rencontre celle-ci en 10 points en dehors des points Aj;.
Le systéme | K| a donc le degré ro.

Les courbes K découpées sur une surface F irréductible par
les autres surfaces du systéme | F |, sont d’ordre 10 et forment
un systéme linéaire complet | K | de degré 10, de genre 11 et de
dimension 4. Ces courbes satisfont a la relation fonction-
nelle (4) et le long de chaque courbe K ; il existe une surface
du 4° ordre inscrite dans la surface F.

4. Rapportons projectivement les quadriques Q de I’espace S,
contenant F aux hyperplans d’un espace linéaire Sy a g dimen-
sions. Aux points de S; correspondent ceux d’une variété V3,
d’ordre 8, a 3 dimensions. A la surface F considérée correspond
une surface tracée sur V3, que nous désignerons par F,.

Pour construire la surface Fy, observons qu’aux plans de S; cor-
respondent sur V3 des surfaces de Veronese formant un systéme
linéaire «®, dépourvu de points-base, deux surfaces du systéeme
se rencontrant suivant une conique. En adjoignant 3 F un plan
quelconque, nous formons une surface du 6° ordre a laquelle
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correspond, sur Vi, la section de cette variété par une hyper-
surface cubique. Celtte section se compose de la surface F et de la
surface de Veronese homologue du plan considéré.

La surface F, est donc découpée, sur la variété V3, par une
hypersurface cubique contenant une surface de Veroaese de la
variété. Inversement, les hypersurfaces cubiques ne contenant
pas V; et passant par Fy, coupent encore V} suivant les co® sur-
faces de Veronese de cette variété.

Aux surfaces du-4° ordre ® correspondent les sections de V3
par des hyperquadriques.

Aux 20 points Ay, doubles coniques pour F, correspondent
sur Fy 20 points doubles coniques que nous désignerons par les
mémes symboles.

Aux 15 droites a;; correspondent sur F, des coniques que nous
désignerons encore par les mémes symboles. Une conigue contient
4 points doubles et par un point double passent 3 coniques.

Aux courbes K de F: correspondent sur F, des courbes
d’ordre 20, que nous désignerons encore par K. Les sections
hyperplanes de F, sont des courbes 2C et la relation (4) peut
s’écrire

2(2C) = 2K + Zayu;.

La surface Fy, d’ordre 20 :

1° posséde 20 points doubles coniques;

2° contient un systéme linéaire |K | de courbes de méme ordre
que la surface, passant simplement par les points doubles et tel
qu'il existe une hyperquadrique inscrite dans l. surface le long de
toute courbe de ce systéme.

Il en résulte, d’aprés un théoréme que nous avons établi autre-
fois ('), que la surface F, estimage d’une involution I,, d’ordre 2,
appartenant a une surface que nous désignerons par F,. Cette
involution posséde 20 points unis qui correspondent aux 20 points
doubles Ai“.

(1) Mémoire sur les surfaces algébriques doubles ayant un nombre fini de
points de diramation (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1914,
p. 28g-312).
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Si p. est le genre arithmétique et pt') le genre linéaire de la
surface F,, nous avons, d’aprés les formules établies dans notre
Mémoire cité,

d’ou p,= 4,
PH—1=19(6—1),
d’ou p=11.

5. Nous prendrons comme modéle projectif de F,, la surface
normale dont les sections hyperplanes correspondent soit aux
courbes 2C, soil aux courbes K. Sur cette surface F,, l'involu-
tion I, est déterminée par une homographie harmonique dont I'un
des axes coupe la surface aux 20 points unis de I'involution.

Aux courbes C, de genre 6, de F,, correspondent sur F, des
courbes de genre 11, que nous désignerons par C,. Les courbes
C, forment un systéme linéaire |C, |, de degré 10, dont la dimen-
sion est au moins égale a 3.

Aux sections hyperplanes 2C de F, correspondent sur F, des
courbes du systéme lindaire |2C, |, de degré 4o et de genre 31.

Aux courbes K de F, correspondent sur F. des courbes K,, de
genre 31, passant par les 20 points unis de I, et qui, d’aprés la
théorie des involutions appartiennent au systéme |2C., |.

Le systénie | 2C, | a donc la dimension 14 et le modéle projectif
de F, que nous envisageons eslL donc une surface d’ordre jo, a
scctions hyperplanes de genre 31, normale dans un espace linéaire
S,+ & 14 dimensions.

Sur celte\surface F., l'involution I, est donc déterminée par
une homographic harmonique ayant comme axes un espace
linéaire o,, a 4 dimensions, ne rencontrant pas la surface, et un
espace gy, & g dimensions, rencontrant la surface aux 20 points
unis de T, points qui sont simples pour la surface. Les hyperplans
passent par ¢, découpant sur F, les transformées des courbes 2C
de Fy; ceux qui passent par oy découpent les courbes K.

A la conique aix de F, correspond sur F, une quartique
elliptique que nous indiquerons par aj,. Si nous désignons par
Al le point simple de F., uni pour T,, homologue du point de
diramation Ay, la quartique A}, contient 4 points Aj,, et par un
de ces points passent 3 quartiques analogues a a;,.

LXXIII. 3
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La quartique aj, est normale dans un espace a 3 dimensions
rencontrant o, suivant un plan et ¢, suivant un point.

Le systéeme canonique de F, est le systéme | G|, par conséquent,
d’aprés un théoréme de M. Enriques, |C.| est le systéme cano-
nique de F;. Si |C; | a une dimension supérieure a 3, c’est-a-dire
si la surface F, est irréguliére, le systéme complet | C. | contient
deux systémes linéaires partiels appartenant a l'involution I,.
L’un, «*, est le transformé de | C|; ’autre a pour points-base les
20 points unis de I,. Comme |C,| a le degré 10, le dernier sys-
téme est composé d’une seule courbe C,. A cette courbe corres-
pond sur F, une courbe C d’ordre 10, elliptique, passant par les
20 points Ayy. La courbe C rencontre les courbes C en 5 points
et par conséquent il lui correspond sur F une quintique elliptique
passant par les 20 points Ay, ce qui est absurde. Par consé-
quent, C. ne peut exister, |C,| a la dimension 3 et la surface F,
est régultére.

Le systéme |2C,| est le systéme bicanonique de F. ct cette
surface présente les caractéres

Pa=ps=14, pi=r1r, P,=15.

6. Retournons a la surface F. En combinant les relations (a)
et (3), on obtient

(3) 3C + Za;=3K.

A deux courbes équivalentes sur la surface F ou F,, corres- .
pondent sur F, deux courbes équivalentes. La relation (5) donne
donc, sur F,,

3Co+ S ap=3Ka,
c’est-a-dire, puisque K, = 2GC,,
(6) Taj=3C,.
D’ailleurs, les rélations (1) donnent

Co=d\y + @ys+ a4+ Ay, + ap,

Co=day + ays+ a3+ a) + ay;,

Ca= @y + @) 5+ a5 + &y 5+ dy ;.
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Nous avons vu que parmi les courbes K se trouvent des courbes
formées des 10 arétes d’un des pentaédres foriés avec 5 des plans
%y, iy - .., ;. Sur la surface F, cette propriété conduit aux
relations :

Ky= Zaj; (5, k=1,2,3,4,5),
Ke=Zajy (i, k=o,2, 3,4, 5)

Ko= Y« (5, k=o, 1, 2,3, 4).

Considérons les intersections des courbes des deux membres de
la relation (5) avec la courbe @, par exemple. Cette courbe ren-
contre G, en 2 points et les courbes «,,'d,,, a,,. a,,,

@, ., @\, chacune en 1 point. Si donc z est le degré de a,,, on a

*

r+8=3.2,

d’ot £ =—2. La courbe elliptique isolée «,, et dc méme les
courbes ), ont le degré — a.

La surface I est U'image d’'une involution du ¢ ordre pré-
sentant 20 points unis appartenant ¢ une surface F, de
genres

Pu=ps=+4 pll=1r, P, =15.

Sur la surface F, se trouvent 15 courbes elliptiques passant
par les points unis de Uinvcolution, un point uni appartenant d
3 courbes et une courbe contenant 4 points unis. L'ensemble de
ces courbes constitue une courbe tricanonique de la surface.

7. Rapportons projectivement les * surfaces I aux hyperplans
d’un espace linéaire S; a 5 dimensions. Aux points de I'espace S,
correspondent ccux d’une variété normale V!°, a 3 dimensions
d’ordre 10.

Les surfaces F touchant en Ay, une droite p passant par ce
point forment un systéme lindaire oo’ et il leur correspond les
hyperplans passant par un point P de V}*. Ce point est simple
pour cette variété. Lorsque la droite p varie, le point P décrit un
plan, car une courbe K passe simplement par A, Nous désigne-
rons ce plan par ;.

Considérons maintenant une droite p s’appuyant sur la droite
ayy par exemple, en un point P distinet de Aypa. Agra Auye, Auyse
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Les surfaces F touchant en P la droite p rencontrent le plan pa,,
en dehors de @4, suivant une courbe du 4° ordre coupant «y1 en
5 points P, Agia, Agis, Agrs, Agss. Gette courbe contient donc une

seconde fois @y,. Les surfaces en question sont «o* et forment un
~ systéeme linéaire de degré égal a celui du systéme |K — o4 | sur
une surface F, c’est-a-dire a 7. A ces surfaces correspondent les
hyperplans passant par un point P’ de V}°, triple pour cette
variété. Lorsque la droite p et le point P varient, le point P’
décrit une droite commune aux plans ag1a, ®oiy, %14, %o15. Cette
droite, &1, est triple pour la variété V°.

A la surface F irréductible considérée, correspond une section
hyperplane irréductible F, de V!°. Cette surface F; coupe les
droites by, homologues des droites ai, suivant 15 points triples
(ue nous désignerons par Ai. La surface F; contient 20 droites
air; appartenant aux plans oy

Aux points de Fy-infiniment voisins de Ay correspondent les
points de la droite ;. Il en résulte que le cone cubique tangent a
F, en Ay est rationnel et équivalent a la droite a;; de degré — 3.
Ce cone estnormal dans hyperplan S, contenant F;.

La droite aj; représente le domaine du point Ay, de F et est
donc de degré — 2.

Aux courbes K de F correspondent les sections hyperplanes
de F,; nous conlinuerons a les désigner par K. Aux courbes C
de F correspondent sur F; des courbes du 10° ordre, passant par
les' 15 points triples Aj; de la surface; elles seront toujours dési-
gnées par C. ‘

Observons en passant que les courbes C.de IF; ont pour sections
hyperplanes les groupes d’une série paracandnique.

8. La surface I, posséde :

1° 15 points triplés coniques a cones tangents rationnels;

2° Un systéme linéaire de courbes G, de méme ordre que la
surface, passant par les points triples, le long de chacune des-
quelles il y a une hypersurface cubique osculant la surface.

Cette seconde propriété est en effet la traduction projective de
la relation fonctionnelle (5).
Il résulte de ces deux propriétés que la surface IY; est 'image
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d’une involution cyclique d’ordre 3, I, appartenant & une cerlaine
surface que nous désignerons par F, ('). L’involution I, posséde
15 points unis parfaits correspondant aux 15 points triples de F;.

Le genre arithmétique p, et le genre linéaire p() de la surface
F, seront donnés par les formules

R2(pe—+1)=3.12.5— {.1),

d’oup,=o,

t

pY—1=3.5+19,
d’ou pt") = 31.

Aux courbes C correspondent des courbes Gy, de genre 31.

passant par les 15 points unis de Pinvolution I, homologues des
points de diramation A;. Nous désignerons ces points unis par
Ag, Al,, oo, Al Le systéeme |C; | a le degré effectif 15.
Aux courbes K correspondent sur F; des courbes K, de
genre 31, formant un systéme linéaire, privé de points-base, de
degré 3o. D’aprés la théorie des involutions, les courbes C; et K,
apparticnnent a8 un méme systéme linéaire.

Lés courbes canoniques de F,, c’est-a-dire les courbes C,
passent simplement par les points triples ‘Aj; de cette surface;
clles ont, d’aprés la théorie des involutions, pour transformées les
courbes canoniques de F; passant simplement par les points unis
Aj, de I,. Il en résulte -que le systéme canonique de F; est le
systeme linéaire complet | K, | =|C,|.

Supposons'que le systéme complet |K;| ait une dimension
supérieure a p,—1=28. Il contient alors 3 systémes linéaires
partiels appartenant a I'involution I, : le systéme des transformées
des courbes K; celui des transformées des courbes C; enfin un
systéeme de courbes K, qui, d’aprés la théorie des involutions,
doivent avoir pour points doubles les points unis (parfaits) A/,
de I,. Le systeme | K, | étant de degré 3o, la courbe K., si elle
existe, est isolée et de¢ genre 16. Il lui correspond sur F; une
courhe K d’ordre 10, de genre — 4 d’aprés la formule de Zeuthen
et par conséquent dégénérée. D’autre part, la courbe K n’est pas
rencontrée par les courbes C; en dehors des points unis A}, et par

conséquent & la courbe K doivent correspondre des points isolés

(") Recherches sur les involutions cubiques appartenant a une surface
algébrique (Bulletin de I'Acad. de Belgique, 1921, p. 105-124).
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de la surface F, en nombre au plus égal a 10, appartenant a
toutes les courbes K. Ces points ne peuvent étre parmi les points
Airz, qui jouent des roles symétriques. On en conclut que la

courbe K ne peul exister. Le systéme canonique |K;| de F, a
donc la dimension p,—1=38 et la surface F, est réguliére
(Ps=p.=09)-

Nous prendrons comme surface F; le modeéle projectif cano-
nique de cette surface, c’est-a-dire une surface de 'ordre 3o, de
I'espace S;, dont les sections hyperplanes sont les courbes cano-
niques K; = ;.

Sur cette surface, I'involution I, est engendrée par une homo-
graphie de S;, de période 3, ayant deux axes ponctuels : I'un de
ces axes est un espace gy, a 3 dimensions, ne rencontrant pas la
surface; le second est un espace ¢, a 4 dimensions, rencontrant
la surface aux 15 points unis A;,. Les hyperplans passant par o
découpent les courbes homologues des courbes K; ceux qui
passent par o, découpent les transformées des courbes C. Les
points A7, sont simples pour F; et le plan tangent a la surface en
un de ces points s’appuie suivant une droite sur o;.

9. Aux 20 courbes ai; de F correspondent sur F; des courbes
elliptiques que nous désignerons par a;;,. Chacune de ces courbes
contient 3 points A}, et par un de ces points, passent 4 courbesa;),,.

La courbe aix; coupant les courbes K en un point, la courbe a/),
coupe les courbes K; en 3 poinls et est donc une cubique ellip-
tique dont le plan s’appuie suivant une droite sur ¢, et suivant un
point sur o;.

A deux courbes équivalentes de F correspondent deux courbes
équivalentes de F;, par conséquent la relation fonctionnelle. (4)
donne, sur F,,

§Cs=2Ks+ Sali,.

On en déduit
(5) 20;=2Ky= Za,},.

L’ensemble des cou.bes a},, consiitue donc une courbe bicano-
nique de F;. :
Considérons la courbe a;,,. Elle contient les points A/ , A’

01 929
A’,. Par chacun de ces points passeunc trois autres courbes a;),;
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"

par A, par cxemple, passent les courbes «, ., a;, ., a,,,. Sil'on
coupe les courbes des deux membres de (7) par les courbes «,, ,
et si z est le degré de cette courbe, on a

6=z +9,

d’oit z = — 3. Les courbes a;,, et en général les courbes «;,, sont
donc de degré — 3.

La surface I est U'image d'une involution cyclique du
3 ordre présentant 15 points unis parfaits, appartenant
une surface ¥, de genres

Pa=Ps= s P(”=.“7 P, = jo.

Sur la surface F, se trouvent 20 courbes elliptiques passant
par les points unis de Uinvolution, un point uni appartenant i
4 courbes et une courbe contenant 3 points unis. L'ensemble de
ces courbes constitue une courbe bicanonique de la surface.

10. A un point de F, correspond un point de F et a ce point,
35 points de F;. A un point de F; correspond un point de F et a ce
point, 2 points de F.. Les surfaces I',, F; sont donc liées par une
correspondance (2, 3). Nous désignerons par F* une surface
représentant les couples de points homologues dans cette corres-
pondance.

A un point de I' correspondent 6 points de F* se répartissant
en deux groupes de 3 points d'une involulion J; ayant F, comme
image, ou en trois groupes de 2 points d’une involution J, ayant
F; comme image.

A un point de F, infiniment voisin du point simple A}, corres-
pond un point de¢ F infiniment voisin de Aj;, et a ce point corres-
pondent 3 points de Ia courbe @;,,. A ces trois couples de points
homologues dans la correspondance (2, 3) entre F, et F, corres-
pondent 3 points de F* engendrant une courbe elliptique a;,,.

A un point de la courbe a;;
confondus en A/,,, par conséquent, dans la correspondance (1. 2)
existant entre F'; et F*, la courbe de diramation estla courbe 2a;,,.
La courbe unie de 'involution J, est 2a,,.

. correspondent sur F, » points

De méme, a un point de F; infiniment voisin du point simple
A}, correspondent 2 points de la courbe aj,. Les couples de points
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ainsi obtenus sont représentés sur F* par 2 poinls appartenant a
une courbe elliptique a;,, transformée de a;, et de A;,.

A un point de Aj; correspondent sur F; 3 points confondus
avec Aj,, par conséquent, dans la correspondance (1, 3) existant
entre I, et F*, la courbe de diramation est 2a);. La courbe 2a;,
est la courbe unie de I'involution J,.

A une courbe C de F correspond sur F* une courbe C*. Entre
C, et C*, nous avons une correspondance (1, 3) présentant
3o points de diramation, donc C* est de genre 61. Entre C, et C*,
" nous avons une correspondance (1, 2) dépourvue de points de
diramation. On retrouve la valeur 61 pour le genre de C*. Les
courbes C* forment un systéme linéaire |C*| de¢ degré 30 et de
genre 01,

A une courbe K de F correspond sur F* une courbe K*. Entre
K, et K*, nous avons une correspondance (1, 2) présentant
6o points de diramation, donc K* est de genre g1. On retrouve
cette valeur en considérant la correspondance (1, 3) cntre les
courbes K, et K*. Le systéme linéaire |K*| a le degré 6o et lc
genre 1.

11. Etudions en premier lieu la correspondance (1, ) existant
entre F, et F*. Celte correspondance posséde, sur F;, la courbe
de diramation X«;,, et 15 points fondamentaux Aj,. Sur la sur-
face F*, clle posséde la courbe unie 2a;;, etles courbes fondamen-
tales a;,.

Le systéme canonique de la surface F* comprend les courbes
transformées des courbes canoniques de F,, augmentées de la
courbe unie et des courbes fondamentales. Le Systéme canonique
de F; est |K; ). Une courbe K, transformée d’une courbe K de F,
nc passe pas par les points fondamentaux Aj;. On en conclut que
le systéme canonique de la surface F* est

[ K* + Ett;k -+ Ea}'k, ]
Partons maintenant d’unc courbe C;; sur I;, elle appartient au
systéme | K, | mais passe par les 15 points fondamentaux Aj,. Sa

transformée sur F* se compose donc d’une courbe C* augmentée
des courbes fondamentales a;,. Le systéme canonique de F* est donc

: C* + 2.‘::(1;,(--!- Eal*“ !
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On a d’ailleurs
K*=C*+ Saf.

Observons que les courbes elliptiques a;, sont isolées el ne se
rencontrent pas deux a deux. De méme les courbes elliptiques «],
sont isolées ¢t ne se rencontrent pas deux i deux. Une courbe a;,
rencontre 4 courbes aj, et une courbe «;, rencontre 3 courhes a;,.
Les 6o points communs aux courbes aj; et «;,, sont unis a la fois
pour les involutions J, et J;.

Les courbes a;, sont fondamentales pour le systeme | K*! et les
courbes a;,, fondamentales pour le systeme | C*|.

Considérons maintenant la correspondance (1, 3) entre les
surfaces F, et F*. Sur la premiére de ces surfaces, la correspon-
dance posséde la courbe de diramation 2aj, et 20 points fonda-
mentaux Aj,,. Sur F*, la correspondance posséde la courbe unie
Za;j, etles courbes fondamentales a;,,. Observons qu’a un point
de «; correspondent 3 points confondus de la courbe «;,. Il en
résulte que le systéme canonique de F* comprend les courbes
transformées des courbes canoniques G, de F.,, augmentées de la_
courbe unie comptée deux-fois et des courbes fondamentales. On
retrouve donc le systéme

i G+ oXaf + Saj

Sur F,, le systcme bicanonique comprend les courbes 2(,
et K,. Considérons une courbe K.,; elle passe par les 15 points
fondamentaux A’ et sa transformée sur F* est donc une courbe
du systéme |K*+ 2, |. En ajoutant a cette courbe la courbe
unic Za;, comptée quatre fois ct les courbes fondamentales
complées deux fois, on obtiendra unc courbe bicanonique de la
surface F*. On a donc

K*+ XSaj+ iSa+28a= 2K+ Zafi+ Sajy).

Par conséquent, on a

=
Il
I~

(8) Yaj 4+ Xdjy.

On en déduit

(9) C*=Saj+ Zajy.
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De ces relations, on pourrait d’ailleurs déduire respectivement
les relations (6) et (7), et inversement.

12. Soient p, le genre arithmétique et p'') le genre lindaire de
la surface F*. Des formules établies par M. Severi (1) sur les
genres de deux surfaces en correspondance rationnelle, on déduit
sans peine, en appliquant ces formules a la correspondance entre
F; et F*,

Pa= 34, p=orr.

Observons qu’en utilisant Jes relations (8) et (9), le syst¢me
canonique de F* peut étre représenté par

[C*+K*|=|3Zaj+2Zaj |

.

Référons-nous a un modg¢le bicanonique de la surface F*; les
sections hyperplanes sont donc les courbes 2 G+ 2 K*; la surface
est d’ordre 4 >< 210 et appartient a un S,;;.

Des relations (8) et (g) et du fait que les courbes @/}, sont fon-
damentales pour |K*|, les courbes a;j;, fondamentales pour |C"|,
on déduit facilement que les courbes a;, sont de degré —2 et
sont, sur la surface bicanonique considérée, des quartiques ellip-
tiques. Les courbes «j,, sont de degré — 3; ce sont des sextiques
elliptiques sur le modéle bicanonique de la surface.

La surface du 5° ordre circonscrite a un hexaédre complet,
représente une involution du 6° ordre appartenant a une sur-

face de genres
Pa= 34, pi=a1r.

(Manuscrit recu le 31 janvier 1945.)

(') Sulle relazioni che legano i caratteri invarianti di due superficic in
corrispondenza algebrica (Rend. R. Istituto Lomb., 1903, p. 495-315).



