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SUR LA REDUCTION CANONIQUE DES COUPLES DE MATRICES ;

Par M: JEan Dieunonn®

Introduction. — Ktant donnés deux couples de matrices
(4, B), (A1, B:) a m lignes et n colonnes, dont les éléments
appartiennegt a2 un méme corps commutatif K, le probléme
d'équivalence de ces deux couples consiste & trouver des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’il existe une matrice carrée
inversible P d’ordre m et une matrice carrée inversible @
d’ordre n, ayant leurs éléments dans K, et telles qu’on ait
simultanément A,=PAQ et By= PB(Q. Lorsque m=n et
que A est une matrice inversible, A, doit aussi étre inversible,
et on a alors B, A7'= P(BA~') P!, autrement dit, les deux
matrices BA~! et B, A7 doivent étre semblables; réciproquement,
si cette condition est vérifiée, on a bien 4= PAQet B,= PBQ,
avec Q=A4""P~'A,; on est donc ramené a la recherche des
conditions pour que deux matrices carrées soient semblables,
probléme résolu par Weierstrass lorsque K est le corps des
nombres complexes, a 'aide de la théorie des diviseurs élémen-
taires, qui a depuis été étendue au cas ou K est un corps commu-
tatif quelconque (*). En s’appuyant sur la solution de ce cas
particulier, Kronecker put résoudre le probléme général de
P'équivalence de deux couples de matrices lorsque K est le corps
des nombres complexes, et ici encore il est possible d’étendre sa
méthode lorsque K est un corps commutatif quelconque (2). Elle

(") K. WEIERSTRASS, Monatsberichte Akad. Berlin, 1868, p. 310, et Werke,
t. 2, Berlin, 1895, p. 19. Pour un expos¢ moderne de la théorie, woir
van der WAERDEN, Moderne Algebra, t. 11, Chap. XV.

(?) L. KRONECKER, Monatsberichte Akad\ Berlin, 1874, p. 397, et Sitzungs-
berichte Akad. Berlin, 1830, p. 1225. La théorie de Kronecker est exposée
dans VEncyclopédie des Sciences mathématiques (édition francaise), I, 11,
article de W. F. Mever et J. DracH). Pour une généralisation de cette théorie 2
un corps commutatif quelconque, voir L. E. DicksoN, Trans. Amer. Math. Soc.,
t. 29, 1927, p. 239.



— 131 —

permet, pour tout couple (A4, B), de former un couple de matrices
(A,, ‘Bo) (dit canonique) équivalent a (A, B), entiérement
caractérisé par la donnée d’un nombre fini d’invariants qui sont
les mémes pour tout couple équivalent a (A4, B); pour que deux
couples soient équivalents, il faat et il suftit qu’ils aient mémes
invariants, ou (comme on dit encore) qu’ils puissent étre réduits
(par équivalence) au méme couple canonique.

Weierstrass et Kronecker considérent, en réalité, non les
“matrices 4, B, mais les formes bilinéaires qui leur correspondent,
et ne parviennent & «réduire » ces formes qu’au moyen d’artifices
algébriques varids, ow la théorie des déterminants et celle des
polynomes jouent un réle considérable. Mais, landis qu’il ne
semble pas qu’on ait beaucoup cherché a simplifier et & rénover
la tlréorie de Kronecker, celle de Weierstrass a été l’bbjet de
nombreux travaux (en raison de son utilité beaucoup plus
grande). La plupart des présentations mbdernes de cette théorie
¢n éliminent la théorie des déterminants a peu prés comple-
tement, mais conservent (avec raison, d’un certain point de vue)
la liaison avec la théorie des polynomes : il s’agii d’ailleurs de
polynomes par rapport a une matrice carrée (1), ce qui explique
qu’on ne puisse songer a transporter ces méthodes a la théorie
de Kronecker.

On sait d’autre part qu’une des lendances de l*algébre moderne
est de formuler les résultats de 'algébre linéaire, non plus en
termes de matrices, mais en considérant .directement les appli-
cations linéaires correspondant a ces matrices : c’est le seul
point de vue qui se montre fécond. quand on cherche a étendre
I'algébre linéaire aux espaces vectoriels de dimension infinie. De
ce point de vue, la présentation la plus satisfaisante de la théorie
de Weierstrass n’est pas celle a laquelle nous faisions allusion
plus haut, mais bien une méthode dont la premiére idée remonte
sans doute a E. Weyr (*); elle ne s’applique d’ailleurs avec un
plein succés que lorsque K est algébriquement fermé; mais la
théorie des déterminants et la théorie des polynomes n’y inter-
viennent plus que pour assurer I’existence d’'une valeur propre au

(*) Monatshefte Vath. Phys., t. |, 189e, p. 163.
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moins pour toute matrice carrée, ce qui permet d’adapter la
méthode aux espaces de dimersion infinie (*).

Nous nous proposons, dans cet article, de montrer comment on-
peut utiliser des idées analogues pour donner un nouveau traite-
ment de la théorie de Kronecker, et obtenir une interprétation
simple des invariants qui s’y introduisent.

La méme méthode nous permettra aussi, lorsque les matrices 4,
B sont des matrices carrées, dont I'une est symétrique et 'autre
symétrique gauche, d’expliquer simplement certaines parti-
cularités des diviseurs élémentaires correspondants, découvertes
par Kronecker (?), a 'aide de calculs assez compliqués qui n’en
laissent guére apercevoir l’origine.

1. Commencons par rappeler rapidement I'exposé de la théorie
des diviseurs élémentalres, suivant les idées dont nous venons de
parler (*). Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un
¢orps commutatif K; et soit fun endomorphlsme de cet espace
vectonel Pour tout entier p > 1, désignons par f; le p*™° itéré de
lendomorphlsme Jf, défini par récurrence par la relation
Sfo=Sofp-1; on'a évidemment f,(E) = f,_+(f (E)) € f,—1(E). Soit
r le plus petit entier tel que f,_,_;(E) =f,(E), autrement dit
S (f+(E))=/-(E); restreint au sous-espace vectoriel f,(E),
J est une application lin¢aire de ce sous-espace sur lui-méme, et
par suite un ‘automorphisme .de f.(E). 1l en est donc de méme
de tous les itérés de f, et en particulier de f,; donc I'intersection
de f.(E) et de 7:(0) se réduit 4 o; comme la somme des
‘dimepsions de ces deux sous-espaces est r, on voit que E est

somme directe de f,(E) et de f,(o) Posons B __f,,(o) pour

1<p<r; on a B,cB,,4, et comme B +,_f(B ) on a aussi
J (Bp.1) €B,; remarquons en outre qu’on ne peutavoirB,=B,_
pour p < r,sans quoi f, et fp,4 auraient méme rang, donc f,(E)
et fp.1(E) méme dimension, contrairement a 'hypothése.

(*) Voir par exemple S. BaNacH, Op&'atums linéaires (Warszawa, 1932),
p. 153-154.

(*) Cf. H.. Frrrine, Math. Zauohr, t. 39, 1935, p. 16, ot la méme idée est
appliquée i Pétude de-la déuomposltlon d’un groupe en produit direct de
sous-groupes.
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~ Soit C un sous-espace de B de dimension h,>o tel que B;

soit somme directe de B,_, et de C,; comme f(o) c B, la
- restriction de f & G, est un isomorphisme, donc f(C, )< B, a
méme dimension que C,; en outre f(C,) et B, ; n'ont que o en
commun, sans qum il existerait un point z3£0 de C, tel que
xe f (Br—a) =B,_1, .contrairement au choix de C,. Il existe donc
un sous-espace C,_, de B,_,, de dimension /,_,> o, tel que B,_,
soit somme directe de f(C,), de C,_, et de B,_,. Si I'on pose
D._,=0Cr +f(C,), la restriction' de f & D,_, est un isomor-
phisme, f(D,_4) cB,_, a méme dimension &, h,_, que D,~f1,
et n’a que o en commun avec B, ;. De proche en proche, on
définit ainsi pour 1Zp<Lr, 1 sbu9~espaces Cp (dont cerlains
peuvent se réduire o) de dimensions k,,, tels que, pour chaque p, la
somme F,= Cp+ f(Cp) + f2(Cp) ++ . . + fo_s (Cp) soit directe,
que C, c B,, et que B, soit somme directe des sous- espaces
F;— Cy, Fs, ..., F,; en outre, les restrictions de £, fa, ..., fp_1
a G, sont des isomorphismes, et f,(Cp) ={o}. S
On forme alors aisément une base de B, en prenant une base
arbitraire dans chacun des C,, puis en prenant pour base dans
chaque fi(Cp) (1 £k Lp—1, 'Zp<r) limage de la base
- choisie- dans C, par. l’lsbmorphlsme fi. Cela décompose F, en
somme directe de k, espaces Gy p(1ZLaLhp), Gy y étant engendré
par un élément a,, de la base de C,, et ses images f(aq,),
Ja(@ap)y « .y fro1(@ap); chacun des G, est invariant par f, et
la matrice de la restriction de f a G, p, par rapport a la base
précédente, n’est autre que la matrice carrée d’ordre p- ’

o 0o o o)
1 0 o0 o
o1 o o
o o 1 o

‘On est ainsi ramené a trouver une base de f,.(E) par rapport &
laquelle la matrice de la resmcuon de f ait une forme canonique.
Autrement dit, on est ramené au . probléme initial en supposant
que f est un dutomorphisme. Mais, si K est algébriquement
fermé, il existe alors au moins une valeur propre A de f, c’est-
a-dire que 'endomorphisme z -> f(x) — Az est de rang <n; en
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appliquant a cet endomorphisme la méme méthode qu’a f ci-dessus,
et en répétant Je procédé un nombre fini de fois, on arrive fina-
lement a la forme canonique de Weierstrass pour la matrice de
r endomorphxsme Jf donné initialement.

On notera que I'hypothése que K est commutatif et algébri-
quement fermé n’est intervenue que pour assurer I'existence d'une
valeur propre pour tout endomorphisme de E; la premiére partie
du raisonnement est valable pour un corps K quelconque (commu-
tatif ou non).

2. Avant de passer a la théorie de Kronecker, remarquons
encore que la méthode précédente permet de déterminer aisément
les facteurs de composition du groupeT (f) des automorphismes u
de E qui sont permutables avec f. Bornons-nous au cas ou f;(E)
est réduit 2 o (donc E = B,); le cas général s’y raméne aussitt (%).
Comme I'automorphisme u est aussi permutable avec /3, f3, . . ., /r,
il laisse invariant chacun des sous-espaces B,; par passage aux
quotients, il donne donc un automorphisme u, de chacun des
espaces quotients E/B, ,(2 <p<r). L’ensemble des auto-
morphismes u € T'(f) tels que u, soit 'automorphisme identique
(autrement dit, tels qu’ils laissent invariants chaque classe
mod. B,—,), est un sous-groupe distingué T, de T. Etudions le
groupe quotient I'/T;; il est isomorphe a I'image de T par la
représentatlon u->u, et ce dernier est un sous-groupe du
groupe GL(A.) de tous les automorphismes de E/B,_,; montrons
qu’en fait il est identique & GL(k;). 1l suffit pour cela de voir
que pour tout automorphisme ¢ de C,, il existe un automor-
phisme u € I' qui coincide avec ¢ sur G,; .or les relations
u(f(@))=f(w(=)), u(f 1)) =/2((@))s-- s u(fra(®) )= frma (u(=))
définissent v dans F, quand on prend u(z) = v(z) dans C,, et la
restriction de u a F, ainsi définie est un automorphlsme de F,;
si I'on prend u(z) =z dans Fy, F,, ..., F,_4, on obtient bien
un automorphisme u apparlenant a I'(f) et coincidant avec ¢
sur-C,.

(%) De fagon précise, E est somme directe d’un nombre fini de sous:-espaces E,
analogues 4 B,, et dont chacun correspond .2 une valeur propre de f; le
groupe I'(f) est isomorphe au produit des. groupes T'(f;), fi désignant la
restriction de f A E,.
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'Etudions maintenant la structure de I';.. Commengcons par le
cas simple ou r = 2. L’ensemble des automorphismes u € I, tels
que la restriction u4 s de u & B, soit 'automorphisme identique,
est un sous-groupe distingué I', de T, (il est aussi distingué
dans T). Pour tout u € I';, on peut écrire u(z)=z + v(z),
oit ¢ est une application linéaire de E =B, dans By, telle que
¢(2) = o dans B,; réciproquement, pour toute application linéaire
¢ de B, dans B, satisfaisant a cette condition, z— z + ¢(z) est
un automorphisme de E, dont -+ 2z — ¢(z) est 'automorphisme
réciproque, et ces aulomorphismes appartiennent a I', comme on
le vérifie aussitét. On en ¢onclut sans peine que I'; est un groupe
abélien isomorphe au groupe additif des applications lindaires
de C, dads B,, ou, ce qui revient au méme,.au groupe additif des
matrices a coefficients dans K, ayant &, colonnes et &y + A, lignes;
ce dernier groupe lui-méme est somme directe de hy(hs+ hs)
groupes abéliens-identiques au groupe additif K.

Quant au groupe quotient I'y/T",, il est isomorphe a 1'image
de T, par la représentation’ u— u, Ay ‘qui est un sous-groupe Y,
du groupe ‘de tous les automorphnsmes de B;. Pour étudier ce
sous-groupe, remarquons d’abord que l'on a nécessairement
ui,1(x) = z pour tout z € f(B,) = f(C,); en effet, ona z = f (),
o y €By, done u(@)=u(f(y)) =/ (u(y))=/(»), puisque
u(y)—y appartient a B, par hypothése. Réciproquement, pour
tout automorphisme ¢ de By tel que ¢(z) =2 dans f(B,), 1l
existe u € Ty tel que w1 = v¢; il suffit de définir v dans C, par
la condition u(z) = 2. Comme tout automorphisme ¢ appartenant
a v, laisse invariant f(B,), par passage au quotient il donne un
automorphisme ¢ de I’espace quotient B;/f(B.); soit v, le sous-
groupe des automorphismes ¢ appartenant a v, et tels que ¢' soit
Pautomorphisme identique de B,[f(B,); v, est un sous-groupe
distingué de v, et le groupe quotiem. Y2/, est isomorphe al'image
de v, par la représentation ¢ - ¢/; on constate immédiatement que
celte image n’est autre que le groupe GL(h,) de tous les auto-
morphismes de P’espace vectoriel B,[f(B,;). D’autre part, pour
tout  automorphisme ¢ €y, et tout z € By, on peut écrire
v(z)=x + w(x), o w est une application linéaire dé B,
dans f(B,) telle que w(z)=o dans f(B,); réciproquement, on
voit aussitdt que toute application linéaire ¢ de cette forme appar-
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tient 2 v, d’ou on conclut quey) est un groupe abélien, isomorphe
au groupe additif des matrices ayant %; colonnes et 4, lignes, ou
encore A la somme directe de 4 k; groupes abéliens isomorphes
au groupe additif de K. '
‘Revenons maintenant au groupe T'y. L'image’ réciproque de v,

par 'homomorphisme de I, sur 7y, est le sous-groupe distingué I,
de I'; formé des automorphismes u tels que u(z)=z+ ¢(z),
avec ¢(z)€B, pour tout z €B,, v(z)€ f(B,) pour tout z€ B,
et v(z) = o dans f(B,); on vérifie sans peine que I'; est distingué
‘dans T. Le groupe I'y/T;, isomorphe a 7y;, est abélien, et le
groupe I',/T,; isomorphe & y,/y,, est’ nsomorphe a GL(h,); par
contre il est facile de voir que le groupe T;, qui est métabélien
‘d’aprés ce qui précéde, n’est pas abélien en général.

" Passons au cas général ou r est queléoﬁque L’étude du groupe
quotient I';T;_, se fait exactement comme celle du groupe T, dans
le cas r=12 qui vient d'étre examiné, mais en raisonnant dans
I’espace quotient E/B,_; {c’est-a-dire surles classes modulo B,_, ).
De proche en proche, on obtient finalement le résultat suivant :

Il existe dans le groupe T une suite de composition
T, Ty IY, Tpy Troty Tiyy Doy ooy Tay T4 Ty fe}

dont tous les termes sont des sous-groupes distingués
de T, qui ont les propriétés suivantes : T[T, est isomorphe
au groupe linéaire GL(h.), T,T, est isomorphe au groupe
linéaire GL(h,_,) pour 2 Zp <r; enfin, T[T, est un groupe
abélien somme directe de hp—,(hp—+ h, +4—|— ..+ h.) groupes
zsomorphes au groupe additif K, ‘et I,[T, 4 est un groupe
abélien somme directe de ‘

(hp—t+hp~+...4hr)(hp+ hpia~+...+ hy)
-groupes isomorphes 4 K, pour 2 <p < r.

‘3. Abordons maintenant la réduction d’un couple de matrices
quelconques. Conformément au point de vue exposé dans l'intro-
duction, ce probléme revient, étant donné deux applications
lindaires f, g d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F,
a trouver des bases de E et de F telles que les matrices de f et g,
~ par rapport A ces bases, aient une forme canomque
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-Définissons dans E une suite décroissante de sous-espaces A;,
dans F une suite décroissante de sous-espaces B;, par les condi-
tions A,_E B,,_.f(A,,) = f(E), puis Bi=g(Ai_i)n f(E)
et A.._._f(B,)._ f(g(A ;_1)) pour i 1. Soit r le plus peht
entier >. 0 tel que B,,;=B,, ce qui entraine (en raison
de f(A;)=B;) que r est aussi le plus petit entier tel .que
Ari=A,;onadonc f(A,)=B,=g(A)n f(E)cg(A,).

Nous allons former un sous-espace E, de E suppfémentaire
de A, et tel que les images de E; par f et g soient contenues toutes
deux dans un supplémentaire F, de g(A,) dans F: Dans I’espace
vectoriel A,_;, désignons par M,—, un sous-espace supplémentmre
de A, + (g (o)n Ar_,) décomposons d’autre part

Ar+ (% (o) n Ary)

en somme directe, de A, ét d’un ‘sous-espace L;_, contenu
dans g(o), 1 est donc somme directe de A,y Ly ot M._,.

Comme f(o) CA,, B._y=/f(Ar_1) est somme directe de B, ‘et
de P,_y=f(L,~+M,_,), f étant d’ailleurs un isomorphisme
de L,_;+ M,_; sur P,_,; d’autre part, g2(A,_y) est somme directe
de g(A,) et de N,_, = g(M,—.), & étant un isomorphisme de M,_,
sur N, ; il en résulte que N,_, nf(E) se réduita o.

En second lieu, dans l'espace vectornelAr_,, désignons par M;_,
un sous-espace supplémentaire de A,_, + (g (Br_.) nAr_s ); nous
pouvons. d’autre part décomposer A,_s + (Z (B, )N A, _,,) en
somme directe de A,—;, d’un sous-espace L,_, contenu dans}' (o),
et d’un sous-espace Q._, tel que la restriction de g a.Q,_, soit un
isomorphisme de Q;_5 sur P,_4; A, est donc somme directe
de A, 4, L, Q-5 et M,_,. On en déduit que B,_,__f(Ar._,) '
est somme directe de B,_, et de P,_y= f(L,_s4~ Q,_,+ M, _,),
J étant un isomorphisme de L,_;+ Q-5+ M,_, sur P,_,; d’autre
part, g(A,_,) est somme directe de g(A,_,), de.Pr_y= £(Qr_s)
et du sous-espace N,_y=g(M,_,), & étant un isomorphisme de
M,_, sur N._,, et'intersection de N,_, et de f(E)seréduisant a o.

On voit clairement comment on- commuera la décomposition
de E et de F en somme directe de sous-espaces; finalement, on
aboutit au résultat suivant : E est somme directe de /A, et d’un
sous-espace E;, lui-méme somme directe de trois suites finies de
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sous-espaces (dont certains peuvent se réduire a zéro) : L, ,,
Lo ..y Lo; My, Mr—?z -y My; QI'—Q; Qr-—ﬁ <oy QO' De mémevi
Pespace F est somme directe de g(A,) et d’'un sous-espace F,,
lui‘méme somme directe d’un sous-espace R, supplémentaire
de f(E) + g(E) dans F, et de deux suites finies de sous-espaces :
Ny_4y Ny_ay .-, Ng; Pry, Pr_y, .., P,. Les relalions entre
ces sous-espaces sont les suivantes : f-est un isomorphisme de
Li+M;+ Q; sur P; [oSiSr—1, en prenant Q, ;={o}];
g est nulle dans les L;, est un isomorphisme de M; sur N; pour
oLiZr—u, et de Q;_y sur P; pour 1 =i <Zr—ri; f(E) est
somme directe de B, et des Pi{o i <r—1), g(E) est somme
directe de g(A,), des P;(1<¢{ < r—1)etdes N;(o <i<r—1).

On forme alors une base de E, et une base de F, de la maniére
suivante : on prend une base arbitraire dans chacun des L; et dans
chacun des M; (non réduits a zéro) pour 6 <7 < r-—1 ainsi que
dans R; dans N;(0 < i< r —1) on prend pour base I'image de la
base de M; par g; dans les P; et les Q; on définit les bases par
récurrence, de sorte que la base de P; soit 'image par f de la base
de L; + M; + Q;, et que la base de Q;_, soit I'image de celle de
P; par l'isomorphisme réciproque de la restriction de g & Q;_,;
nous désignerons cet isomorphisme (défini dans la somme directe
des P; d’indice > 1) par g—' (par abus de langage), et nous
désignerons par A 'isomorphisme composé g—*of, qui applique
Li+M;+ Qi sur Q;_ypour1 =i <r—iu,park;(2 Zk<Lr—i)
Vitéré d’ordre k de I'isomorphisme k. Soit alors p; la dimension
de L;; pour chaque élément a, ;, de la base de L; (1 < a < p;), les
éléments aq i, h(aq,i), ho(@a,i)y -- ., hi(aa,;) forment une base
d’un sous-espace C,,; de dimension i+ 1 de E, ; les images par f
de ces éléments forment une base d’un sous-espace Dg; de
dimeasion ¢ +1de Fy; on a f(Cy:)= Dg,i, £(Cq,i) € Dg,, et les
matrices carrées d’ordre ¢ -+ 1 des restrictions de fet g a G ; par
rapport aux bases ainsi formées dans ces deux espaces, sont
respectivement de la forme

/1 00 ... 0 ,
‘ o1 0 ... 0 0 o0 I
Iy o 0o I ... S

0

(=]
—
=]
<

-t
=]
(=]

T —

e -

<

=]

—

(=]
©

O .
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De méme, soit ¢; la dimension de M;; pour chaque élément
bp,i (1< B qi), les éléments bp,,:, h (bﬁ,i), ha (bp,i), .. , hi(bp,i)
forment une base d'un squs-espace Cg,i de dimension { + 1 de E,;
les images par f de ces éléments, et 'élément g (bg;), forment
une base d’un sous-espace ng,i de dimension i+ 2'de F,; on
a f(Cﬁ,) c Dg;, g(Cg,) c Dg,, et les matrices (& i+ 2 lignes
oti—+1 colonnes) des restrictions de fet ga C‘g i par rapport aux
bases ainsi formées, sont respeclwement de la’ forme

0 0 0 ... 0 1 00 ... ©
Sl o o ... S ’ o)
an {0 1 0 ... o .

0.0 0 ... I "0 0 o ... 0

o

Avant de poursuivre la construction- des bases de‘ E et de F,
nous ajouterons la remarque suivante : si f est un isomorphisme
de E dans F, f( A;) 2 méme dimension que A,; comme d’autre
part g(A;) a une dimension au plus égale a celle de A,, on ne
peut avoir f(A,;)cg(A,) que si f(A,)=g(A;), et si en outre
la restriction de g a A, est un isomorphisme deA, sur f(A,)=B,

4. Les résultats du n° 3 nous raménent a former des bases des
espaces A, cE et g(A,)cF; nous pouvons donc désormais
considérer f et g comme des applications de A, dans g(A,). Les
transposées f* et g* de ces deux applications sont donc des
applications du dual (g(A \)" dans le dual A7; en outre, comme g
est une application de A, sur g(A/), g" est un isomorphisme
de (g(A )) dans A* (7). Appliquons alors la méthode du n° 3,
en remplacant E par (g(A )) F par A7, f par g" et g par-f*.
Tenant compte de la remarque finale du n* 3, et revenant par
dualité a f et g, on voit () qu'on décompose A, en somme
directe : 1° d’un-sous-espage C, tel que f(C,)=g(C;), et que f
et g soient des isomorphismes de C; sur D,=f(C;); 2° de
sous-espaces G, (o Zj<s—1,1LyZp) pour chaque ) tels
que G}, soit de dimension j + 1, que f(Gy,) cg(Gy,) =Hy,, et
que les matrices ( carrées d’ordre j + 1) des restrictions de f et g

(") Pour ces propriétés élémentaires.de la dualité, voir les Eléments de
Mathématique de N. BoumBakl, Livre II, Chap. II (3 paraitre prochainement).
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a G,, J» par rapport aux bases déduites par dualité de celles formées
comme il a été dlt au n° 3, soient respectivement de la forme

o o I oo o

. 1 0 o o o 10 ]
. o1 ... 0 0 o1 o
° 0o .. 1 0 S loro o i1

3° de sous-espaces Gj,(0<j <s—1, 13 g, pour chaque j)
tels que Gy soit de dimension j + 3, f(G3,) = g(Gs;) = Hj,; de
dimension j +1, et ‘que les matrices (& j—+ 1 lignes et j+2
colonnes) des restncuons de f €t g a G soient respectivement
de la forme -

"0 F O

. I 0 O
0o 0 1 .. , oA
avy oo, oo
’ » . 1 o ’
) o‘ I o 0 O 1 o

4“ d’un sous-espace S tel que f(S)——g(S)—{ o}. En outre,
g(A,) est somme directe de D; et des sous-espaces H'; et H3,.
Reste enfin a former des bases canoniques dans C, et D,; comme
gof ' est alors un automorphzsme de D;, on est ramené a applnquer
" la réduction de Weierstrass 4 cet automorphisme. .En effet, sup-
. posons formée une base de'D, par rapport i laquelle la matrice
de gof-* ait la forme rédnite de Weierstrass; en prenant comme
‘base dans C, l'image. par f"‘ de la base formée dans D,, on
décompose C, en somme directe de sous-espaces G; tels que D,
soit somme directe des Hy=f(Gi) = g(Gs), et que lgs matrices
(carrées) des restrictions de f et g a chaque G; soient respec-
tivement de la forme to ' .

1 0 o o L o o
o1 o of X oo -
V) 0 o0 1 (] o 1 A (3
cy
o 0 o0 . o 6 0 0 ... 1 X

les valeurs propres A-étant toutes 5= o.
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On aboutit donc a former dans E et dans F deux bases telles
que, par rapport i ces bases, les matrices de f et de g aient
respectivement la forme

Py l Q4
P2 Qa
Ao=( .‘. .Boz

P, 2
o )

ou les cases non remplies sont formées de termes nuls, et ou
chaque couple de matrice (P,, Q,) a 'une des formes (I), (II),
(II), (IV) ou (V). Ces matrices sont entiérement déterminées
par la donnée des applications lindaires fet g [ l'ordre prés
dans la suite des: couples (P,, Q,)]; pour tout couple de
matrices (4, B)a m lignes et n colonnes, il existe un couple
(A, Bo) et un seul équivalent a (4, B); on dira que ce couple
est obtenu par réduction de (A, B) & la forme canonique; pour
que deux couples de matrices soient équivalents, il faut et il
suffit que leurs formes canoniques coincident. On caractérise
donc tout couple de matrices, d’une part par les quatre suites
de nombres p;, ¢i, pj, g;, et d’autre part par les diviseurs
élémentaires de Dl'automorphisme ‘gof~t du sous-espace D,
introduit ci-dessus,

On observera que toute la partie de la réduction canonique qui
ne fait pas intervénir la théorie de Weierstrass ne s’appuie sur
sucune hypothése sur le corps K, qui peut étre commutatif
ou non; c'est seulement pour I'introduction des' matrices de la
forme (V) qu’il faut supposer que le corps K est commutatif, et
que toutes les valeurs propres de 'automorphisme gof~* appar--
tiennent a ce corps.

5. Soient E un espace vectoriel de dimension n sur un corps
commutatif K (de caractéristique quelconque), E* son dual;
pour tout z€E et toute forme linéaire 2’ € E*, nous poserons
{z, x> =2a’'(x) (forme bilinéaire canomique). Nous allons
examiner les particularités que présente la réduction canonique
de Kronecker lorsque f et g sont deux applications lindaires de E
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dans son dual E’, telles que F (z, y) = {z, f(¥)) soit une forme
bilindaire symétrique sur E < E [autrement dit, {z, f(¥)>
=Ly, f(=z)>] et que G(z, y)=<=, g(¥)> soit une forme
bilinéaire alternée sur E < E [c’est-a-dire { z, g(z) > = o, pour
tout z€E, ce qui entraine {2, g(y) >=— ¥, g(=) ]

Nous dirons que z, ¥ sont conjugués par rapport a F (resp. G)
siF(z,y)=o0[resp.G(z, y)=o0]; celaéquivaut aF(y,z) =o
[resp. G(y,z)=o0]. L'ensemble F, (tesp. G,) des z€E qui
sont conjugués de tous les éléments de E par rapport a la forme F

(resp. G) n’est autre que le sous-espace _‘fi(o) (resp. _gl(o)) La
valeur de ‘F(z, y) [resp.. G(z, )] ne dépend que des classes
.mod. F, (resp. mod. G,) de z et de y; par passage aux quotients,
on obtient donc a partir de F-(resp. G) une forme bilinéaire
symétrique sur E/F, (resp. une forme bilinéaire alternée sur
E/G,) dont le rang est égal & la dimension de E[F, (resp. E/G,);
on en déduit (*) que la dimension de E/G, estun nombre pair 24;
nous désignerons par kla dimension d6 E/F,; la dimension de F,
est donc n—k, celle de G, est n — 2 A.

Pouy tout sous-espace vectoriel U de E, 'ensemble des y € E qui
sont conjugués de Zous les éléments de U par rapporta F (resp. G)
est un sous-espace U’ de E que nous appellerons le conjugué de U
par rapport a la forme F (resp. G). Le conjugué de U’ n’est pas
en général U, mais U+ F, (resp. U+ G,). On a les lemmes
suivants :

I. 8¢ U est de dimension m, et si Uintersection UnkF,
(resp. UnGy) est de dimension p., le conjugué U' de U par
‘rapport a F (resp. G) est de dimension n — m + p.

En effet, I'image canorfique U, de UdansI'espace quotient E/F,
est 'de dimension m— u; donc le sous-espace U, de EJF,,
conjugué de U, est de dimension A — (m —p.); l'image réci-

(8) Pour les propriétés (classiques) des furmes bilinéaires symétriques ou
alternées de rang égal A la dimension de ’espace sur lequel elles sont définies,
voir par exemple un mémoire de l'auteur-intitulé Sur les groupes classiques
(3 paraitre prochainement dans les Publwalwns de U'Institut mathématique
de ’Université de Strasbourg).
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proque de U’ par I'application canonique de E sur E/F, n’est
autre que U, qui a par suite une dimension égale a

It—k+(k—(m—p))=n——m+:¢,

Démonstration identique pour la forme G.

1. Soient U, V deux sous-espaces de E, U et V' leurs conju-
gués respectifs par rapport a F (resp. G). Si V4 U est de
dimension m, et si U n Fy (resp. U n G,) est de dimension v,
U n V'est de dimension n — m + p.

En effet, soient U,, V, les images canoniques de U et V
dans EjF,, U, et V' celles de U’ et V'; comme F, est contenu
dans U’ et dans V', V, 4 U/ est 'image canonique de V 4 U,
et UynV, cellede UnV’; V, + U/ est de dimension m — (n—k),
et si p est la dimension de UnV’, celle de U, nV/ est p—p.
Or, UynV, et V,+ U, sont deux sous-espaces conjugués dans
E/F,; on a donc p—p. 4+ m—(n — k) =k, ce qui démontre la
proposition (le raisonnement étant identique pour G).

lIl. S¢ U est un sous-espace de E, U’ son conjugué par
rapport a la force alternée G, la différence des dimensions de
U et de Un U’ est un nombre pair.

En effet, soient m la dimension de U, p celle de U n G,;
I'image canonique U, de U dans E/G; est de dimension m — p;
si U, est le conjugué de U, dans E/G,, la différence des dimensions
de U, et de U; n U] est un nombre pair (*). Mais on passe des
dimensions de U, et U, n U, a celles-de U et U n U’ en leur
ajoutant respectivement p, d’ou la proposition.

6. Ces préliminaifes étant établis. appliquons la méthode du
n*3. Les sous-espaces A; de E peuvent étre définis par récurrence

a partir de A, = E par la formule A; 4 ::f1(g(:A,~)) (oLiZLr—u).
Nous allons voir que, si A/, désigne le conjugué du sous-espace A;
par rapport a G, A, n’est-autre que le conjugué de A; par
rapport & . En effet, la relation z e A;,, signifie qu’il existe
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¥ € A; tel que f(z)=g(y); pour tout s € Aj, on a donc
F(z, 5)=3, f(2)>=<3, g(y)>=G(s, y)=0 daprés la
définition de A;; réciproguement, si F(z,3z)=s, f(a:)>_o
‘pour tout z € A}, il existe y € A; tel que f(z) = g(y) puisque
le conjugué deA; par rapport 4 G est le sous-espace A; + G,. En
d’autres termes, si 'on exprime le fait que U’ est conjugué de U par
rapport & F(resp. G) par la notation U | U (resp. Uy U’), on a
pour déterminer les A; la suite des relations '

(1) Ao=EVYAs=CoLl AtV A 1AWV ASL.... 1A, VA 1A,

Pour tout /> o, désignons alors par m; la dimension de A; n G,
par n; la dimension de A; nF,; on a mo=n-—2Ak. Comme la
dimension de A est n— 2)¢, celle de A, est 2k +n, d’apreés le
lemme 1; celle de A, est n— (24 + no) + m, d’aprés le méme
lemme ; par récurrence, on voit que la dimension de A; est

2k + (Ro+ ny+...+ Ri_g) —(My+ ma+...+ myq)  pouri>1
et que Ia dimension de A; est
n—2o2h+ (Mm+ma+...4+ my) — (R4 Ny~+... 4 Nyq) pour i > o.

Comme G, =.;(\o), la définition des nombres p;(n° 3) donne
Pi=m; —mi,, pouro < i< r—i; celle des nombres g; donne
la relation

Pi+Pirr +. . +Pr~1+91+q1+1'+‘ +qn-a my—.ny,

qui exprime que A; est somme directe de Aipetde2(r—i)sous-
espaces de dimensions P, Pi 4y - -« Proay Giy Gists - -y gra. De
cette relation, on tire ¢,y =m;»n—y, € Ggi=ni4—n;
pour o L iZr—a. -

Cela étant, ‘nous allons démontrer que les nombres p; d’indice
impair sont pairs (Kronecker); il nous suffira de prouver que
les. sommes 'm'gj_.—f- m,; sont.toutes paires. Considérons pour
cela le sous-espace A +- A,j; comme la dimension de A,;nA]
est m,j, la dimension de A} 4 A,j est

n—2h+[2h+(no+... 4 nyjog) — (Mg . cmyjq)] — myy

=n+(Ro~...4+Rajg) — (Mg ...+ Maj)
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D’aprés la relation (1) ¢t le lemme I (appliqué i la forme F),
la dimension de A, nA‘,J . est donc
n— [h +(no+...4+ najog) — (My~+...+ mg,-)] + nyjy

= (m1+. o m:,')——(no-lf.. S+ ng']‘_'z). )

Le lemme II, appliqué cette fois 4 la forme G, montre que la
dimengion de A’ + A,j_; est

na4+(no+...+ n.z,-._,)——(mg T YOl

Appllqné ensuite a la forme F, le lemme Il donne pour dlmen—
sionde A;n Ay,

(Mme+... 4+ maj)—(Ro=+...+ ngj3)

En continuant a appliquer alternativement le lemme II a la
forme G et a la forme F, on voit finalement que la dimension
de Ajn Aj est

(mj+mjiq+-.. s maj) — (No—+ M.+ nj_y).

‘Or, le lemme III montre qﬁe la différence entre la dimension
de A; et celle de A;n A} est paire; comime la dimension de A,
est2h + (Rot...+ njﬁ.) — (my+ mg+...+ mj_,), on en con-
“clut aussitdt que lasomme m, 4 my+. . .+ Maj_ 1+ myjest paire.
pour- tout indice j, ce qui entraine que chacune des sommes
Mgj_y -+ myj est paire. '

On démontre de la méme 'ma_niére que les nombres p; d’tndice
pair sont pairs (Kronecker). En effet, pour avoir ces nombres,
il suffit d’appliquer la méthode du n° 3 en permutant les roles
de f et de g; on a alors pour déterminer les sous-espaces A; tels

que A,=FEet A, =} (f(A:)), la suite de relations
(2) Ao=ELAi=FoVAiLA\VA:LALY...V As LA, Y Ay

Désignons cette fois par m; la dimension de A; n F,, par n;
celle de A n G,; on voit que la dimension- de Ay est égale
A k4 (no+..odnis)—(Mmit..o4+miy), celle de A}
n——k——(no—}- .4 nia) 4+ (my4-...+ m;); on aura cette fou
encore p; = m;— m;,4. Cela élant, par application alternée du
lemme II aux formes F et G, a partir du sous-espace A, n A, .1,

XX, e © 10
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de dxmensnon Myji1; ON VOIL que la dimension de A; n Aj, est
(m1+,+. e o m;I.H) — (no+. . .+n;_.,).

Or, &’apré_s le lemme III, la différence des dimensions de A et
de Aj. n A, est paire; on en conclut que la somme

n— k-4 mi+ Mo, ..+ Myjiq

est paire pour tout j, ce qui entraine que p),=n — k —my et
tous les p; ‘d’indice pair sont pairs.

Remarquons enfin (Kronecker) que l'on a ¢gi=g¢, pour tout
indice ¢ en raison du fait de la transposée de Sestégalea f, etla
‘transposée de g égale a — g.

7. Pour terminer, remarquons que les résultats du n° 6 sont
encore valables sans modification lorsque F(z, y) = <z, f(y)) est
une forme bilindaire hermitienne pour un automorphisme invo-

Iutif A > X du corps K (c’est-a-dire que F(y, z2)=F(z, y)).
Si enfin on suppose que F et G sont toutes deux des formes
_alternées, le raisonnement du n° 6 prouve cette fois que tous les
nombres p; et p; sont pairs (car on peut alors appliquer aussi le
lemme III a la forme F).
(Manuscrit regu le 28 février 1946.)




