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SUR LA RÉDUCTION CANONIQUE DES COUPLES DE MATRICES;

PAR M. JEAN DIEUDOWN^

Introduction. — Étant donnés deux couples de matrices
(A, 5), (Ai, Bi) à m lignes et n colonnes, dont les éléments
appartiennent à un même corps commutatif K, le problème
d'équivalence de ces deux couples consiste à trouver des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu^il existe une matrice carrée
inversible P d'ordre m et une matrice carrée inversible Q
d^ordre yi, ayant leurs éléments dans K, et telles qu^on ait
simultanément Ai^PAÇ et B^=PBQ. Lorsque m=n et
que A est une matrice inversible^ Ai doit aussi être inversible^
et on a alors B^A~^ =P(BA~i)P~l, autrement dit, les deux
matrices 2L4"~1 et BiA^ doivent être semblables; réciproquement,
si cette condition est vérifiée, on a bien A^ === PAÇetBi^PBÇr
avec Q = 'A~1 P~1 A i ; on est donc ramené à la recherche des
conditions pour que deux matrices carrées soient semblables,
problème résolu par Weierstrass lorsque K est le corps des
nombres complexes, à Faide de la théorie des diviseurs élémen-
taires, qui a depuis été étendue au cas où K est un corps commu-
tatif quelconque (1). En s^appuyan.t sur la solution de ce cas
particulier, Kronecker put résoudre le problème général de
Féquivalence de deux couples de matrices lorsque K est le corps
des nombres complexes, et ici encore il est possible détendre sa
méthode lorsque K est un corps commutatif quelconque (2). Elle

(1) K. WEIERSTRASS, Monatsberichte Akad, Berlin, 1868, p. 3io, et Werke,
t. 2, Berlin, 1895, p. 19. Pour un exposé moderne de la théorie, voir
van der WAERDEN, Moderne Algebra^ t. II, \Chap. XV.

(2) L. KRONECKER, Monatsberichte Akad^ Berlin, 1874, p. 397, et Sitzungs-
berichte Akad. Berlin, 1890, p. 1225. La théorie de Kronecker est exposée
dans V Encyclopédie des Sciences mathématiques (édition française), I, 11,
article de W. F. MEYER et J. DRACH). Pour une généralisation de cette théorie à
nn corps commutatif quelconque, voir L. E. DICKSON, Trnns. Amer. Math. Soc.^
t. Î9, 1927, p. 239.
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permet, pour tout couple (Jl, 2Î), de former un couple de matrices
(ÂQ. Bo) (dit canonique) équivalent à (A^ 2?), entièrement
caractérisé par la donnée d'un nombre fini (Tin variants qui sont
les mêmes pour tout couple équivalent à (^4, -B); pour que deux
couples soient équivalents, il faut et il suffit qu'ils aient mêmes
invariants, ou (comme on dit encore) qu'ils puissent être réduits
(par équivalence) au même couple canonique.

Weierstrass et Kronecker considèrent, en réalité, non les
matrices A, Z?, mais les formes bilinéaires qui leur correspondeift,
et ne parviennent à « réduire » ces formes qu'au moyen d'artifices
algébriques variés, où la théoriedes déterminants et celle des
polynômes jouent un rôle considérable. Mais, tandis qu'il ne
semble pas qu'on ait beaucoup cherché à simplifier et à rénover
la théorie de Kronecker^ celle de Weierstrass a été l'objet de
nombreux travaux (en raison de son utilité beaucoup plus
grande). La plupart des présentations modernes de cette théorie
en éliminent la théorie des déterminants à peu près complè-
tement, mais conservent (avec raison, d'un certain point de vue)
la liaison avec la théorie des polynômes : il s'agit d'ailleurs de
polynômes par rapport à une matrice carrée (1), ce qui explique
qu'on ne puisse songer à transporter ces méthodes à la théorie
de Kronecker.

On sait d'autre part qu'une des tendances de l^lgèbre moderne
est de formuler les résultats de l'algèbre linéaire, non plus en
termes de matrices, mais en considérant-directement les appli-
cations linéaires correspond ant à ces matrices : c'est le seul
point de vue qui se montre fécond quand on cherche à étendre
l'algèbre linéaire aux espaces vectoriels de dimension infinie. De
ce point de Vue, la présentation la plus satisfaisante de la théorie
de Weierstrass n'est pas celle à laquelle nous faisions allusion
plus haut, mais bien une méthode dont la première idée remonte
sans doute à E. Weyr(3); elle ne supplique d'ailleurs avec un
plein succès que lorsque K est algébriquement fermé; mais la
théorie des déterminants et la théorie des polynômes n'y inter-
viennent plus que pour assurer l'existence d'une valeur propre au

(3) Monafshcfte Math. Phys.^ t. 1 , i<S()©, p. i63.
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moins pour toute matrice carrée, ce qui permet d'adapter la
méthode aux espaces de dimension infinie (4).

Nous nous proposons, dans cet article, de montrer comment on
peut utiliser des idées analogues pour donner un nouveau traite-
ment de la théorie de Rronecker, et obtenir une interprétation
simple des invariants qui s^y introduisent.

La même méthode nous permettra aussi, lorsque les m a triées A\
B sont des matrices carrée,s, dont F une est symétrique et Fautre
symétrique gauche, d'expliquer simplement certaines parti-
cularités des diviseurs élémentaires correspondants, découvertes
par Kronecker (2), à Paide de calculs assez compliqués qui n'en
laissent guère 'apercevoir l'origine.

1. Commençons par rappeler rapidement l'exposé de la théorie
des diviseurs élémentaires, suivant les idées dont nous venons de
parler (5). Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un
éorps commuta tif K; et soit/un endomorphisme de cet espace
vectoriel. Pour tout entier p ̂  i, désignons par/p lejo1*"10 itéré de
rendomorphisme /, défini par récurrence par la relation
fy=fofp^, on a évidemment/p(E)=/^_A{/(E))c/^-i(E). Soit
r le plus petit entier tel que /r4-i(E)===/r(E), autrement dit
/(/r(E))===/r(E); restreint au sous-espace vectoriel /r(.E),
/est* une application linéaire de ce sous-espacesur lui-même, et
par suite un automorphisme -de /r(E). Il en est donc de même
de tous les itérés dé/, -et en particulier de/rî donc rinterseçtion
de /r(E) et de /r(o) se réduit à o; comme la somme des
'dimensions de ces deux sous-espaces est ro, on voit que E est
somme directe de/r(É) et de /r(o). Posons Bp=fp(o) pour
i^p^r; on a B^cB^i, et comme Bp^=f(Bp) on a aussi

/(B^_i) c Bp; remarquons en outre qu'on ne peut avoir Bjo===JB^i
pour p < r, sans quoi fp etfp^t auraient même rang, donc/o(E)
et fp^i (E) même dimension, contrairement à l'hypothèse.

(4) Voir par exemple S. BANACB, Opérations Unécarês (Warszawa, 193 a),
p. i53-i54.

(») Cf. H. FITTINO, Math. Zeitschr., t. 39, 1935, p. 16, où la même idée est
appliquée à Fétude de-la décomposition d'un groupe en produit direct de
sons-groupe s.
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Soit Cr un sous-espace de Br de dimensipn Ar>o tel que Br
soit somme directe de B,-i et de Cr; comme /(o) C B,_n la
restriction de /à Cr est un isomorphisme, donc/(Cr) C Br-i û
même dimension que Cr; en outre/(Cr) et Br—a n^ont que o en
commun, sans quoi il existerait un point x 7-̂  ô de C, tel que
.y ç /(Br—a) === Br—<,* contraire ment au choix de Cr. Il existe donc
un sous-espace Cr-i de Br—i, de dimension Ar-i^o, tel que Br-<
soit somme directe de /(Cr), de Cr_< et de Br-s. Si Fon pose
Dr_i===Cr-i-+-/(Cr), la restriction d e / à Dr-i eat un isomor-
phisme) /(Dr-<) C Br_î a même dimension Ar-4-Ar-i que D^_i,
et n'a que o en commun avec Br—3.. De proche en proche, on
définit ainsi pour i^jo^r, r sous-espaces Cp (dont .certains
peuvent se réduire à o) de dimensions hp^ tels que/pour chaque jo, la
somme î^== Çp-^rf(Cp) +ft(Cp) -+-..•-+- fp-^(Cp) soit directe,
que Cp C B^o, et que Br soit somme directe des sous-espaces
Fi — Ci, Fa, . . ., Fr ; en outre, les réstrictions de/, /a, . . ., fp^
à Cjo sont des isomorphismes, et/p(Gjo) === { o}.

On forme alors aisément une base de Br en prenant une base
arbitraire dans chacun des C/,, puis en prenant pour base dans
chaque fk(Cp) { ï ^ k ^ p — i , i^p^r) rimage de la base
choisie dans Cp par.risbïnorphisme /^. Cela décompose Fp en
somme direclç de hp espaces Gy,,p( i ^=. a ̂  Ap), Gy,,p étant engendré
par un élément a^p de la base de Cjo, et ses images/(aa,j»)»
/a(<ïa,p)» • • • ? fp-\ (^/O; chacun des Ga,p est invariant par/, et
la matrice de la restriction de / à Gaj», par rapport à la base
précédente, n'est autre que la matrice carrée ^oràrep

o o o ... o \
i ô o ... o
o i o ... o

On est ainsi ramené à trouver une base de/r(E) par rapport à
laquelle la matrice de la restriction de/ait une forme canonique.
Autrement dit, on est ramené au problème initial en supposant
q u e / e s t un automorphisme. Mais, si K est algébriquement
fermé, il existe alors au moins une valeur propre ^ de/, c^est-
à-dire que l'eûdomorphisme x->f(x)—^x est de rang <^n\ en
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appliquant à cet endomorphisme la même méthode qu'à /ci-dessus,
et en répétant je procédé un nombre fini de fois, on arrive fina-
lement à la forme canonique de Weierstrass pour la matrice de
Fendomorphisme/ donné initialement.

On noiera que rhypothèse que K est commutatif et algébri-
quement fermé n^est intervenue que pour assurer Inexistence d^une
valeur propre pour tout endomorphisme de E; la première partie
du raisonnement est valable pour un corps K quelconque (commu-
tatif ou non).

2. Avant de passer à la théorie de Kronecker, remarquons
encore que la méthode précédente permet de déterminer aisément
les/acteurs de composition du groupe F (/) des automorphismes u
de E qui sont permutables avec/. Bornons-nous au cas où/r(E)
est réduit à o (donc E==Br ) î le cas général s^y ramène aussitôt (6).
Comme l^automorphisme^ est aussi permutable avec/2,/3, . . . »/r?
il laisse invariant chacun des sous-espaces Bjo; par passage aux
quotients, il donne donc un automorphisme Up de chacun des
espaces quotients E/Bjo-^ (2 ̂ p^r). L'ensemble des auto-
morphismes u € r(/) tels que Up soit Tautomorphisme identique
(autrement dit, tels qu^ils laissent invariants chaque classe
mod. B^-i), est un sous-groupe distingué Tp de r. Étudions le
groupe quotient T / T r ' , il est isomorphe à Pimage de T par la
représentation u->u/', et ce dernier est un sous-groupe du
groupe GL(Ar) de ions les automorphismes de E/Br-i; montrons
qu^en fait il est identique à GL(Ar). Il suffit pour cela de voir
que pour ,tout aulomorphisme V de C/-, il existe un automor-
phisme u € r qui coïncide avec v sur Cr, .or les relations
</(^)=/(^))^(/2(^)=/<^(^),...,</r-i(^)^^^^
définissent u dans Fr quand on prend u{x) = v{^) dans Cr, et la
restriction de u à Fr ainsi définie est un automorphisme de F, ;
si Ton prend u{x)=x dans Fi, Fg, .. ., F,_i, on obtient bien
un automorphisme u appartenant à F(/) et coïncidant avec v
surCr.

(a) De façon précise^ E est somme directe d'un nombre fini de sous-espaces E^
analogues à B ,̂ et dont chacun correspond ,à une valeur propre de /; le
grpùpe F(/) est isomorphe au produit des groupes T(/^.), /^ désignant la
restriction de / à E^.
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Étudions maintenant la structure de Tr. Commençons par le
cas simple où r = 2. L'ensemble des automorphismes u e Fa, tels
que la restriction Mi,i de u à Bi soit Fautomorphisme identique,
est un sous-groupe distingué Fg de Ta (il est aussi distingué
dans F), Pour tout u € 1 ,̂ on peut écrire i^( a?)-==.r+^(.z*)î
où v est une application linéaire de E===Ba dans Bi. telle que
p(a?)==o dans B< ; réciproquement, pour touteapplication linéaire
v de Ba dans Bi satisfaisant à cette condition, x->x-\- v{x) est
un automorphisme de E, dont a*-> a?-—p(a?) est Fautomorphisme
réciproque, et ces automorphismes appartiennent à 1̂  comme on
le vérifie aussitôt. On en conclut sans peine que Fg est un groupe
abélien isomorphe au groupe additif des applications linéaires
dô €3 dans Bi, ou, ce qui revient au même,.au groupe additif des
matrices à coefficients dans K, ayant As colonnes et Ai 4- h a lignes;
ce dernier groupe lui-même est somme directe de Aa(Ai+Aa)
groupes abéliens identiques au groupe additif K.

Quant au groupe quotient Fa/r^,. il est isomorphe à l'image
de Fa par la représentation u—>- ̂ i, qui est un sous-groupe ya
du groupe de tous les automorphismes de Bi. Pour étudier ce
sous-groupe, remarquons d'abord que Fon a nécessairement
ui^ {x) =x pour tout x €/(Ba) ===/(Ca); en effet, on a a? ==/(y),
o ù y e B a , donc u{x} == ^(/(y))==/(^(y)) ==/Cr), puisque
u{y)—y appartient à Bipar hypothèse. Réciproquement, pour
tout automorphisme v de Bi tel que v{x) =x dans ^(Ba), il
existe u € Fa tel que Mi,i== v\ il suffît de définir u dans Ça par
la condition u(x)=x. Comme tout automorphisme (^appartenant
à ya laisse invariant f (Ba), par passage au quotient il donne un
automorphisme v1 de l'espace quotient Bi/y(Ba); soit ̂  le sous-
groupe des automorphismes v appartenant à ya et tels que tf soit
Faulomorphisme identique de Bi//(Ba); fa est un sous-groupe
distingué de ya» et le groupe quotient ya/Ya esl isomorphe à l'image
de ya par la représentation v -> p', on constate immédiatement que
celte image n'est autre que le groupe GL(Ai) de tous les auto-
morphismes de l'espace vectoriel B^/y(-Ba)- D^autre part, pour
tout automorphisme ^.€ fa e^ tout x € Bi, on peut écrire
v(as) =x-+- w('a?), où w est une application linéaire dé Bi
dans /(Ba) telle que w(a?)==o dans/(Ba); réciproquement, on
voit aussitôt que toute application linéaire v de cette forme appar-
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tient à Ya, d'où on conclut que y^ est un groupe abélien^ isomorphe
au groupe additif des matrices ayant Ai colonnes et A) lignes, ou
encore à la somme directe de Ai As groupes abéliens isomorphes
au groupe additif de K.

'Revenons maintenant au groupe IV L'image réciproque de y^
par rhomomorphisme de IVsur ya est le sous-groupe distingué 1̂
de Fa formé des automorphismes u tels que u(x}= x-\-v{x)^
avec ^(a?)eB4 pour tout a*eBa, p(;z?)€/(Ba) pour tout^eB<
et P(a*) == o dans/(Ba); on vérifie .sans peine que 1̂  estdistingué
dans I\ Le groupe r,/!^, isomorphe à -fa, est abélien, et le
groupe Fa/r^, isomorphe à ya/Y^ est isomorphe à GL(A<); par
contre il est facile de voir que le groupe T^, qui est rnétdbélien
d'après ce qui précède, n'est pas abélien en général.

Passons au cas général où r est quelconque. L'étude du groupé
quotient Tr^r-i se fait exactement comme celle du groupe F^dans^
le cas r==2 qui vient d'être examiné, mais en raisonnant dans
l'espace quotient E/Br-a (c^est-à-dire sur les classes modulo Br-a).
De proche en proche, on obtient finalement le résultat suivant :

II existe dans le groupe T une suite de composition

^f îV? •r^, r^, rr—i, r̂ .i, r^,, . . . , ra, r^. Fa, j.^

dont tous les termes sont des sous-groupes distingués
de T, qui ont les propriétés suivantes : T/Tr est isomorphe
au groupe linéaire GL(Ar), Tpl^'p est isomorphe au groupe
linéaire .GL(Ajo_i) pour ^^p^r\ enjîn, 01^ est un groupe
abélien somme directe de hp^(hp+hp^.i+.. .-l- hr) groupes
isomorphes au groupe additif K, et i'^Tp^ est un groupe
abélien somme directe de

(hp^-i -4- hp •+-... -+- hr) (hp •+• hp-^i -+•... 4- hr)

groupes isomorphes à K, pour 2 ̂ p ̂  r.

3. Abordons maintenant la réduction d'un couple de matrices
quelconque?. Conformément au point de vue exposé dans l'intro-
duction, ce problème revient, étant donné deux applications
linéaires /, g d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F,
à trouver des bases de É et de F telles que les matrices de/et g,
par rapport à ces bases, aient une forme canonique.
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Définissons dans E une suite décroissante de sous-espaces Ai,
dans F une suite décroissante de sous-espaces Bi, par les condi-
tions A,=E, Bo==/(Ao)--==/(E), puis Bi===^(A^)n/(E)
et Ai==/(Bi.) =/(^(Ai_i)) pour î^i. Soit r le plus petit
entier ^ o' tel que Br4-i==Br, ce qui entraîne (en raison
de/(Ai)=== B() que r est aussi le plus petit entier tel que
A^===A,;onftdonc/(A,)=B,=^(A^)n/(E)c^(Ar).

Nous allons former un sous-espace Ei de È supplémentaire
de Ar et tel que les images de E< par /et ̂ -soient contenues toutes
deux dans un supplémentaire Fi de ̂ (A/) dans F. Dans Fespace
vectoriel Ar-.i, désignons par Mr-i un sous-espace supplémentaire
de Ar-+- (~g (o) n Ar-4 ) ; décomposons d^aulre part

Ar-+-(^(o)nAr-i)

en somme directe, de A,. 6t d^un sous-espace Lr_i contenu
dans ^•(o); Ar—i est donc somme directe de Ar, L,.—i et M,._i.
Comme/(o)cAr, Br-i==/(A^_i) est somme directe de Br'et
de Pr-i===/(L,—1-4-&!,_<), / étant d^ailleurs un isomorphisme
de Lr^i-h Mr_i sur Py-.i ; d'azitre part, ^(Ar_i) est somœedirecte
de g{^r) et de Nr-i == ̂ (M,.-i ), g étant un isomorphisme de Mr_i
sur Nr-i ; il en résulte que Nr-i n/(£) se réduit à o.

En second lieu, dans Pespace vectoriel Ar-a, désignons par Mr-a
un sous-espace supplémentaire de Ar_i + (^(Br-i) n Ar^-a ) ; nous
pouvons d^autre part décomposer Ar-i 4- (^(Br-i ) H Ar-a ) en
somme directe de Ar-i, d^un sous-espace Lr_a contenu dans^ (o),
et d^un sous-espace Qr-a tel que la restriction de g à Qr-a soit un
isomorphisme dç Qr-a suc P,._i ; A,._a est donc somme directe
de Ar_i, L,.<-a) Qr-a et Mr_a. On en déduit que Br_a==./XA.r_à)
est somme directe de Br-i et de Pr_a==/(^r-a-h Qr-a-h Mr_a)^
Y étant un isomorpnisme de Lr-a—h Qr-a-h Mr-a &urP,._aî d^ûutre
part, ^-(Ar_a) est somme directe de^(Ar-i), de.Ï^r-4 ===^'(Qr-a)
et du sous-espace Nr_a==^(Mr-a)ï g étant un isomorphisme de
Mr_a sur Nr_a, etPintersection de Nr_a et de/(E) se réduisant à o.

On voit clairement comment on continuera la décomposition
de E et de F en somme directe de sous-espaces; finalement) on
aboutit au résultat suivant : E est somme, directe de/Ar et d'un
sous-espace Ei, lui-même somme directe de trois suites finies de
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sous-espaces (dont certains peuvent se réduire à zéro) : L,._<,
L,._y, .., Le; Mr-^ Mr-a, . ., Mo ; Qr-a, Qr-3, . ., Qo. De même/
l'espace F est somme directe de ^(A,.) et d'un sous-espace Fi,
lui-même somme directe d'un sous-espace R, supplémentaire
de/(E) +^(E) dans F, et de deux suites finies de sous-espaces :
JN^_i, Nr-2» . . , No; Pr-iî P r — 2 î . . . Pô. Les relations entre
ces sous-espaces sont les suivantes : /est un isomorphisme de
Li4-M,4-Q( sur Pi [ o ^ i ^ r — i , en prenant Qr-i ={ o}];
g- est nulle dans les L(, est nn isomorphisme de M, sur Ni pour
°^^r—i, et de Q,_i sur Pi pour ï ^ i ^ r — i ; /(E) est
somme directe de B,. et des P^o^^r—i ), ^(E) est somme
directe de g-(Ar), des P, (i ̂ i^r—i) et des N,(o^^r—i).

On forme alors une base de E< et une base de F^ de la manière
suivante : on prend une base arbitraire dans chacun des L^ etdan^
chacun des M( (non réduits à zéro) pour Ô ̂  i ̂ _ r— i ainsi que
dans R; dans N1(0 ̂  /^ r — i ) on prend pour base l'image de la
base de Mi par g\ dans les Pi et les Q( on définit les bases par
récurrence, de sorte que la base de Pi soit l'image par/de la base
de Li -+- Mi 4- Qi, et que la base de Qi_< soit l'image de celle de
Pi par l'isomorphisme réciproque de la restriction de g- à Q^ ;
nous désignerons cet isomorphisme (défini dans la somme directe
des Pi d'indice ^i) par g-^ (par abus de langage), et nous
désignerons par h l'isomorphisme composé g~^of^ qui applique
Li+Mi+Q, sur Qi_4 pour i ^ / ^ r—i , parA/,(2 ^ k ^ r — i )
Y itéré d'ordre k de l'isomorphisme A. Soit alors pi la dimension
dé L»; pour chaque élément Oa,o de la base de Li( i ̂  a ̂ /?i), les
éléments Oa,i, A(aa,i), /^(aa,»), .... Ai(aa,i) forment une base
d'un sous-espace Ca,i de dimension i-n de E^ ; les images par/
de ces éléments forment une base d'un sous-espace Da i de
dimension /+ i de F, ; on a/(Ca,i)= Da,o ^(Ca,i) C D^, et les
matrices carrées d'ordre i -+-1 des restrictions de / et g à Cy, i par
rapport aux bases ainsi formées dans ces deux espaces, sont
respectivement de là forme

(I)

' ï 0

0 1

0 0

^ 0 0

0

0

I

0

0

0

0

;

0 1 0

0 0 I

0 0 0

0 0 0
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De même) soit ^ là dimension de M,; pour chaque élément
b^i(î^^^qi), les éléments &p, t ,A(6p; t ) ,Aa(ép, i ) , . .., A»(frp , ï )
forment une oase d^un SQus-espace C^ de dimension i+ i de E< ;
les images par / de ces éléments, et Félément g'(b^i), forment
une base d^un sous-espace Da; de dimension i-f-a'de F< ; on
a f(C^i) C Dp,, <?(Cp^) c Dj^, et les matrices (à t + a lignes
et t-(- i colonnes) des restrictions de f et ̂  à CQ^, par rapport aux
bases ainsi formées, sont respectivement de la forme

,/ 0 0 0 . . . 0

\ I 0 0 ... 0

(H) lo i o ... o

^ 0 0 0 .... I

1 0 0 ... 0

0 I 0 ... 0

0 0 0 .... I

s 0 0 0 ... 0

Avant de poursuivre la construction-dés bases de E et de F,
nous ajouterons la remarque suivante : si f est un isomorphisme
de E dans F,/(Ar) a même dimension que Ar; comme d^aulre
part g(J^r) a une dimension au plus égale à celle de Ar, on ne
peut avoir y(A,.) c^(A,.) que siy(Ar)====^(Ar), et si en outre
la restriction de g à A.r est un isomorphisme deAr sur^ A,.) ===B,.

4-. Les résultats du n° 3 nous ramènent à former des bases des
espaces A , c Ê e f ^ ( A y ) c F ; nous pouvons donc désormais
considérer / et g comme des applications de A,, dans g'(A.r)- Les
transposées f* et g * de ces deux applications sont^ donc aes
applications du dual/^(A^y dans le dual A^.; en outre, commet
est une application de A, sur ^(A,î), g* est un isomorphisme
de (g(Ar)Y dans A^ (7). Appliquons alors la méthode du'n° 3,
en remplaçant E par (^(Ar))*, F par A^, / par g" et g par/*.
Tenant compte de la remarque finale du n1 3, et revenant par
dualité à / et g^ on voit (7) qu^on décompose Ar en somme
directe : i° d^un sous-espace C, tel que /(Cj)==^(C^), et que/
et g soient des isomorphismes de Cs sur Dj==/(C^); 2° de
sous-espaces G^/ (o^j ^s— i , . i ^y^/>} pour chaque y) tels
que Gv/soit de dimension/-+- i, ̂ ^ f(Gvf)Cg(G^f) = Hy,/» e^
que les matrices ( carrées d^ordre j 4- i ) des restrictions de/ et g

(1) Pour ces propriétés élémentaires • de la dualité, voir les Éléments de
Mathématique de N. BOURBA&I, Livre II, Chap. II (à paraître prochainement).
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à G^y, par rapport aux bases déduites par dualité de celles formée»
comme il a été dit au n° 3, soient respectivement de la forme

(111)

0 0 ... 0 0

I 0 . . . 0 0

0 I .".. . 0 0

Ù 0 . .\ 1 0
•

I

0

0

0

0

I

0

0

0

0

I

0

(

...
0

0

0

I

3° de sous-espaces G^(o^j ^s—i, i^ô^yy pour chaque y)
tels que G^ soit de dimensiony + a, f(G^) === ^(GÔ,/) === H^ de
dimension j -h i, et 'que les matrices (à j -+• i lignes et j -4- 3
colonnes) des restrictions de / et g à G^, soient respectivement
de la forme

' ' 0 1 0 . ; . 0 0

0 0 1 . . 0 0

0 0 0 ^. . . 1 0

0, 0 0 ... 0 I

• Î

1 0 0 . . . - 0 0 '

0 I 0 ./. . 0 0

o .0 o ... i o

(IV)

4° d*un sous-espace S tel que /(S) ==^(S) = = { o j. En outre,
ff(A.r) est somme directe de D, et 4es sous-espaces H^ et H .̂

Reste enfin à former des bases canoniques dans C, et D, ; comme
gof~~^ est alors un automôrphisme de t)j, on est ramené à appliquer
la réduction de Weierstrass à cet automôrphisme. .En effet, sup-
posons formée une base de Dj pcir rapport à laquelle la matrice
de gof^ ait la forme réduite de Weierstrass; en prenant comme
base dans G, rimage. par /~'1 de la base formée dansJO,, on
décompose Cs en somme directe de sous-espaces Gk tels que D.y
soit somme directe des HA==/(GA)===^(GA), et que Içs matrices
(carrées) des restrictions de f et g à chaque Gk soient respec-
tivement de la forme

(V)

' 1 0 0 ... 0

0 1 0 ... 0

0 0 I ... 0

^ ù 0 0 . . I

\ ' X 0 0 .'. . 0 0

I X 0 . . .... 0 0

o i X ... o o

o o o ... i X ^

les valeurs propres ^ étant toutes 7^ o.
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On aboutit donc à former dans E M dans F deux bases telles
que, par rapport à ces base^ les matrices de / et de g aient
respectivement la forme

Pi
?2

Cl ç.
A^ J^

Pr. <?p

où les cases non remplies sont formées de termes nuls, et où
chaque couple de matrice (P^ Çp.) a l'une des formes (I), (II),
(III), (IV) ou (V). Ces matrices sont entièrement déterminées
par la donnée des applications linéaires /et g [à. l'ordre près
dans la suite des couples (P^ Ç^)]î pour tout couple de
matrices (^4, B) à m lignes et n colonnes, il existe un couple
(AO<) £o) et un seul équivalent à (^4, B), on dira que ce couple
est obtenu par réduction de (^4, B) à Informe canonique, pour
que deux couples de matrices soient équivalents, il faut et il
suffit que leurs formes canoniques coïncident. On caractérise
donc tout couple de matrices, d'une part par les quatre suites
de nombres pi, q^ p'p q'^ et d'autre part par les diviseurs
élémentaires de l'automorphisme g°f~~^ du sous-iespace D,
introduit ci-dessus.

On observera que toute la partie de la réduction canonique qui
ne fait pas intervenir la théorie de Weierstrass ne s'appuie sur
aucune hypothèse sur le corps K, qui peut être commutatif
ou non; c'est seulement pour l'introduction des matrices de la
forme (V) qu'il faut supposer que le corp? K. est commutatif, et
que toutes Içs valeurs propres de l'automôrphisme g°f~^ appar-
tiennent à ce corps.

8. Soient E un espace vectoriel de dimension n sur un corps
commutatif K (de caractéristique quelconque)^ E* son dual;
pour tout a?€E et toute forme linéaire a/eE*, nous poserons
<^r, xt^=aJ(x) (forme bilinéaire canonique). Nous allons
examiner les particularités que présente la réduction canonique
de Kronecker lorsque/et g sont deux applications linéaires de E
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dans son dual E*, telles que F(±, y) == <^c, /(y))» soit une forme
bilinéaire symétrique sur E x E [autrement dit, <^, /(y)^>
==<7î/(^)>] et q^ G(^.r)==0, ^(r)> soit une forme^
bilinéaire alternée sur E x E [c'est-à-dire <(.r, ^•(^))>== o, pour
tout a?eE, ce qui entraîne <(.r, ^-(y))>==— <^y, ^•(d?)^>].

Nous dirons que x^ y sont conjugués par rapport à F (resp. G)
si F(;y, y) :== o [ resp. G (*y, y) === o ] ; cela équivaut à F (y, .r) == o
[resp. G(y,^)==o], L'ensemble Fo (resp. Go) des a*eE qui
sont conjugués de tous les éléments de E par rapport à la forme F

(resp. G) n'est autre que le sous-espace/^) (resp. ^(o)). La
valeur de «F^, y) [resp., G(a?, y)] ne dépend que des classes
mod. Fo (resp. mod. Go) de x et dey; par passage aux quotients,
on obtient donc à partir de F (resp. G) ^me forme bilinéaire
symétrique sur E/Fo (resp. une forme bilinéaire alternée sur
E/Go) dont le rang est égal à la dimension de E/Fo (resp. E/Go) ;
on en déduit (8) que la dimension de E/Go est un nombre pair 2 h ;
nous désignerons par A-la dimension dé^E/Fo; la dimension de F(>
est donc n—/c, celle de Go est A I — a A.

Pouf tout sous-espace vectoriel U de E, l'ensemble desy e E qui
sont conjugués de tous les éléments de U par rapporta F (resp. G)
est un sous-espace U' de E que nous appellerons le conjugué de U
par rapport à la forme F (resp. G). Le conjugué de U' n'est pas
en général U, mais U-j-Fo (resp. U-t-Go). On a les lemme»
suivants :

I. Si LJ est de dimension m^ et si Vint élection Un F,,
(•resp. Un Go) est de dimension .̂, le conjugué LT de U par
rapport à F (resp. G) est de dimension n — m -(- p..

En effet, l'image canoirique Ui de U dans l'espace quotient E/F(^
est de dimension m — ^ ' , donc le sous-espace V\ de E/Fo y
conjugué de Ui, est de dimension k—(w—^.); l'image réci-

( 8 ) Pour les propriétés (classiques) des formes bilinéaires symétriques ou
alternées de rang égal à la dimension de l'espace .sur lequel elles sont définies,
voir par exemple un mémoire de l'auteur intitulé Sur les groupes classiques
(à paraître prochainement dans Ïes Publications de /'Institut mathématique
de l'Université de ̂ Strasbourg}.
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prôque de V\ par Inapplication caûonique de E sur E/Fo n'est
autre que U', qui a par suite une dimension égale à

n — /c •+• ( k — (m— [i.) ) == n — m -+- ;ji.

Démonstration identique pour la forme G.

II. Soient 'U, V deux sous-espaces de E,, U' et V leurs conju-
gués respectifs par rapport à F (resp. G). Si V -(- U^ est de
dimension m, et si U n Fo (resp. U r\ Go) est de dimension |UL,
U n V est de dimension n — m -f- ̂ .

En effet, soient IJ<, V< les images canoniques de U et V
dans E/FO, U', et V\ celles de U' et V; comme Fg est contenu
dans U'et dans V, Vi -hV\ est Pimage canonique de V+U,
etUi nV^ celle de U n V ; V < + U ^ est de dimension m—{n—k),
et si p est la dimension de UnV, celle de Ui C\ V, est p—p..
Or, UinV'i et V< + LT, sont deux sous-espaces conjugués dans
E/FO; on a donc p—^-\- m—(n — k) = k^ce qui démontre la
proposition (le raisonnement étant identique pour G).

III. Si U est un sous-espace de E, U' son conjugué par
rapport à la force alternée G, la différence des dimensions de
U et de U n U' est un nombre pair.

En effet, soient m la dimension de U, p. celle de U n Go ;
l'image canonique Ui de U dans E/G& est de dimension m—pi;
si \]\ est le conjugué de U< dansE/Go, la différence des dimensions
de Ui et de Ui n Ui est un nombre pair (8). Mais on passe des
dimensions de U< et U^ n V\ à celles'de U et U n U' en leur
ajoutant respectivement p.. d'où la proposition.

6. Ces préliminaires étant établis, appliquons la méthode du
n°3. Les sous-espace's Ai de E peuvent être définis par récurrence

—1
à partir de Ao == E par la formule A^i ==f(g-(A.i)) (o^ i^=.r—i).
Nous allons voir que, si A', désigne le conjugué du sous-espace A,
par rapport à G, A^i n^est'autre que le conjugué de PL\ par
rapport à F. En effet, la relation ^rçA^i signifie qu41 existe
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y € A, tel que /(aQ==^(y); pour tout z e A;, on a donc
F(^)==<^ /<^)>==<^, ^(y)>=G(^ y) ==o diaprés la
définition de A^ ; réciproquement, si F(*r,^) ==<^, /( a?) )>===o
'pour tout ^ € A;., il exister e A, tel que/(a?) == ̂ (y), puisque
le conjugué de A.\ par rapport à G est le sous-espace A» + Go. Jîn
d'autres termes, si l'on exprime le fait que V est conjugué de U par
rapporta F(resp. G) par la notation U1U' (resp. U\yU') , on a
pour déterminer les Ai la suite des relations

(i) Ao = E y Ao^GolAiVAilAtVA'a.. . .lAr-iVA^ilA^.

Pour tout i ̂  o, désignons alors par /»i la dimension de A» n Go,
par n, la dimension de A; ûFo; on a Wo == n—2 A. Comme la
dimension de A^ est n —-2 À, celle deA< est aA+no d'après le
leaime 1 ; cellç de A'i est n— (2 A + no) -4- ̂  d'après le même
lemme; par récurrence, on voit que la dimension de Ai est

2 A -»-(/iç4-/^-+-...^-. hi-.i)—(mi+ /yiî-h.. .-h m -̂i) pour i>i

et que la dimension de A; est

n — a A-4- ( wi •+• ma-+-.. .-h w^) —(no-4- TII-+-. ..-+- 7i(—i) pour i> o.

Gomme Go==^(o), la définition des nombres pi(n° 3) donne
Pi ̂  ̂ i — Wi^ pour o ̂  i^r—i $ celle dés nombres qi donne
la relation

J?<•^--J?<4.t-*-.•.-*-^r-l -t» y( -+- y^t -+-.. .-+• y^-i == mi—ni,

qui exprime que At est somme directe de Ai^ et de a(r— () sous-
espaces de dimensions /?„ ̂ ^, ..., j^_,, ^, y^^ . • • , ?r-i. De
cette relation, on tire Çr-i ===== Wr -r- n^, et ^==71,-^—^
pouro^ î^r—a.

Cela étant, nous allons démontrer que te^ nombres pi d1indice
impair sont pairs (Kronecker); il nous suffira de prouver que
les sommes Waj^-t-may sont. toutes paires. Considérons pour
cela le sous-espace A'o 4-Asy ; comme la dimension de AaynAo
est m^ la dimension de A^ + Aay est

n— 2h -t- [2A-h(zio-+-.. •-t-7ia/-i)—(wi-+-...-i-Wt;^i)] — Ws/

== n -+-(/io <-...-+• i2/-i) — (wi -»-. ..-^ Wa;)'
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D'après la relation (i) et le lem me II (appliqué à la forme F),
la dimension de A< nA^ ._^ est donc

H— [ 7l -1- ( Tlo -4- . . . -t- ^2/—l) — ( Wl -+- . . . -h W2; )] -t- 7Î2/-1

= (/ni -h...-+- Wa,)—(/io -+-...-+- ^2;-2).

Le^ lemme II, appliqué cette fois à la forme G, montre qije la
dimension de A\ 4- As^-i est

7Î -h ( HO -(-...-+- /Î2/—2 ) — ( W2 -l- . . . -i- 7^/ ).

Appliqué ensuite à la forme F, le lemme II donne pour dimen-
sion de As n A^.g

(/n2+. . .-h 7n2/)——(^Û-l-. • .-+- lïîj-ï)'

En continuant à appliquer alternativement le lemme II à la
forme G et à la' forme F, on voit finalement que la dimension
de A.j n A^ est

(wy-+- /ny+i-h. ..-t- m2;)—(7io-+- ni •+-...-+• n/-i).
» • . . 1 .. , , ^ • . •
Or, le lemme III montre que la différence entre la dimension
de A.j et celle de A, n A .̂ est paire \ comme la dimension de A/
est 2À-+- (/lo-h. • •4- ^/-<) — (Wi -h Wa-+••••-+- ^y-O» on en C011-
dut aussitôt que la somme m^ + ma 4- - . . -h Wa^i -h Way est paire
pour- tout indice y, ce qui entraîne que chacune des sommes
w^_i -+- Way est paire.

On démontre de la même manière que les nombres p'j dï indice
pair sont pairs (Kronecker). En effet, pour avoir ces nombres,
H suffît d'appliquer la méthode du n° 3 en permutant les rôles
de / et de g\ on a alors pour déterminer les sous-espaces A( tels
que Ao== E et Ai+i === g (/(A()), la suite de relaiions

(2) Ao== E 1 Ao = FoV Ai 1 A< V A, 1 AaV.. .y A,-i J. A^ y A,.

Désignons cette fois par m, la dimension deAin Fo»par7ii
celle de A^ n Go; on voit que la dimension de A( est égale
A k 4-(io+--»+^-i)—(wA+...-4-w^i), celle de A^ à
^ ^- k — (no -+-. < . 4- ̂ i-i) -f- (wi -+- • . . 4- mi) ; 04 aura cette fois
encore p\ = mi—Wi-n. Cela étant, par application alternée du
lemme II aux formes F et G, à partirdu sous-espace A.'^ n Aay+i,

LXXIV. - ^ 1 0
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de dimension Way+i, on voit que la dimension de A^ n Ay+i est

( m;+i-+-...-+-m^i )—(no ̂ ...-h/iy-i ).

Or, diaprés le lernme III, la différence desdimensions de A; et
de A .̂ n Ay^i est paire; on en conclut que la somme

71 — ^ -+• Wi-+- 7n2-+-...-»- jn -̂n

est 7?atr<? pour tout y, ce qui entraîne ^wp^n^k—m^ et
tous les p\ d'indice pair sont pairs.

Remarquons enfin (Kronecker) que ron a qi=q\ pour tout
indice i en raison du fait de la transposée de/est égale à/, et la
transposée de g égale à — g.

7. Pour terminer, remarquons que les résultats du n° 6 sont
encore valabfes sans modification lorsque F(.r,y) =<(a?,/(y)\ est
une forme bilinéaire hermitienne pour un automorphisme invo-
lutif l -^X du corps K (c'est-à-dire que F(y, x) === F(a?,y)).

Si enfin on suppose que F et G sont toutes deux des formes
alternées, le raisonnement du n° 6 prouve cette fois que tous les
nombres pi et p^ sont pairs (car on peut alors appliquer aussi le
lemme III à la forme F).

(Manuscrit reçu le 28 février 1946.)


