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SUR L'ENSEMBLE DES POINTS DE NON-DERIVABILITE
D'UNE FONCTION CONTINUE (1);

Par M. Zyemunt ZaHORSKI.

Le but de ce Mémoire est de démontrer le théoréme suivant :

LA cONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR Qu’UN ENSEMBLE M
SOIT L’ENSEMBLE DtS POINTS DE NON-DERIVABILITE (2) D’UNE FONCTION
CONTINUE D’UNE VARIABLE REELLE EST QUE M SOIT LA REUNION DE DEUX

ENSEMBLES )
. M= M1+ Mg,

ou M; st un Gg ArBerRAIRE ET M; UN Gy DE MESURE NULLE.

I. — LA CONDITION EST SUFFISANTE.

Supposons que ’ensemble M soit la réunion de trois ensembles
PP q ]

M=G+G5+G5¢,

ot G=int. M, et mes. Gy = 0. Je vais démontrer qu’il existe
une fonction continue F(z) telle que M soit ’ensemble des points
de non-dérivabilité de F(z). Comme les. termes de la somme
peuvent étre supposés disjoints, il suffit de construire trois
fonctions, Fy(z), Fs(z), Fy(z), dont les eénsembles de points de
non-dérivabilité soient les ensembles (G, G et Gy, respectivement,
les valeurs des fonctions dérivées en tout point de dérivabilité
étant finies. On posera alors

F(z)=Fi(z)+ Fa(2) + F3(2).

(1) Ce Mémoire, remis en juillet 1939 & la Société Mathématique, ne put
¢tre publié dans son Bulletin jusqu'd ce jour et parut entre temps en langue
russe, dans le Recueil Mathématique [(9), 51, 1941, p. 487-510].

(2) Nous pouvons convenir que les points ou la dérivée existe et est infinie
sont des points de dérivabilité, ou qu’ils n’en sont pas. Le résultat reste le
méme dans les deux cas.
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Lemme 1. — Pour tout ensemble ouvert linéaire H il ezxiste
une fonction partout dérivable f(RH, z) telle que

SH, z)=f(H, z) =0
pour z¢H et f(H, ) >0 pour x€H.

Démonstration. — Si R —H 5 0'(R ensemble des nombres
réels), posons f(H, z) =f g(H,¢e)dt, o ae(R—H) et

on g(H, z) est définie comme suit : Si z¢H, g(H, z)=o.
Si z € H nous avons a distinguer-trois cas : 1° Il existe un inter-
valle ouvert ‘fini (@, b) contenant z et contenu dans H, tel
quead¢H, b&H. Alors '

g(H, m)=Min( a—‘o-b

_xl, | — al, |x—~b|>.sign <a_:b'——-x).

2° I existe une demi-droite (—w, b) contenant z et contenue
dans H, ou b ¢ H. Alors g(H, ) = 2 —b. 3° Il existe une demi-
droite (a, + ) contenant z, contenue dans H telle que a¢H.

Fig. 1.

y=g(#.x)

y-F(hs): [olh)ot

Alors g(H, z) =z —a. Si H coincide avec toute la droite nous
posons f(H, ) =1 pour tout z réel.

La fonction g(H, ) étant continue comme on le voit sans peine,
la fonction f(H, z) est partout dérivable et'ona f'(H, z) =g (H, z)



— 149 —

pour tout z réel. On a, de plus, pour z ¢ H,

AT . by
‘(H = rr’I-l,tdt:f H, t)dt + H, 1) dt
J(H, 2) fa s od=f g0 Zfa g(H, 1) dt,

la sommation étant étendue & tous les intervalles ouverts (an, bs)
contenus dans (a, z) et contigus & I’ensemble (R — H); comme
toutes les intégrales figurant dans la formule ont la valeur zéro, -
on a f(H,z)=o0. On a aussi toujours dans le méme cas,
F(H, 2)=g(H, &) =o.

Supposons maintenant 2 ¢ H. Alors

fH, )= [,

= H,di+ [ g(H, 6)d
fag,;(,>c+fa_g<,z>r

— f(H, a)+frg(l-l, 1) dt =flg(ﬂ, t)ydi> o,

od DPintervalle ouvert ab : a <z < b, est conlenu dans H
avec a¢ H. Alors f(H, £)> o pour 2 ¢ H. C. Q. ¥. D:

Tutorime 1. — La fonction. Fy(z) = f(G, z). W (z), ou
W (z) est la fonction continue non dérivable de Weierstrass,
est non dérivable auz points de Uensemble G. Et si z¢G,
F' (%) existe et est égale & zéro.

Démonstration :

_ Fy(z+h)—Fi(=)
h .

= f(G, z + h)

W(z + k) — W(z)
A

RO

Si z€G, il existe, d’aprés les propriétés de la fonction W (z),
deux suites Ay, gy, ks ... et k', A, R, ... tendant vers zéro et
telles que

i V(@ k) — W(2) e hm e hy) — W () o

n-=w -h n n=x» /?;1
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Comme
’{imf(G, & + hp) = lim f(G, z + k) = f(G, =) > o,
=~ n=mx

et
i £(Gy 7+ h;:)——f(G, 2) il (G B =S ®) i o
n=w n - n=e hn
on a
lim Fi(z + h;) — Fy(z) N lim Fi(z + h;",)— Fi(x) .
n=w n n=w n

La fonction F,(z) est donc non dérivable au point z € G.
Si z¢ G, on a f(G, z) = f'(G, ) = o, donc lim'[-(—G—’—E-i-—’-llz o.

n>o
Comme F,(z) =0 et que W (z) est une fonction bornée, il vient

Ftz) = limW(z + ) LEZHA) o o e b
0 h

Lemue 2. — Pour tout ensemble Z ne contenant aucun inter-
valle et contenu dans Uintervalle ouvert (a, b) et pour toute
Jonction continue f(z) définie sur le segment {a, b> et telle
que f(a)=f(b)=o et f(z)>o0 pour a<<z<<b, il existe
un ensemble ouvert H tel que ZcH c (a, b) et tel que tout carré
ayant un cété dans H soit situé entierement au-dessous de la
courbe y = f(z).

Démonstration. — Choisissons deux suites monotones ‘de

. . b
points ai, @y, ...—>a, et by, by, ...—>b, ou an<< a+
b oy . , . X

et b,> %% (n=1,2,...) et a,&Z, bagZ. Soit 3(z) la

2
distance du point z a la courbe y = f(z), ou z€{a, b). La
fonction d(z) est continue et satisfait aux mémes conditions que
celles admises pour f(x). Puisque la fonction 3(z) atteint sa
borne inférieure sur tout segment fermé contenu dans son
domaine d’existence, la borne inférieure de cette fonction sur les
segments {ay, by, (b1, ba>, {as, @1, {bny-bni1>, {@ns1, An) est
égale respectivement a 8y, 31, &), ..., s, &, et est donc positive.
Considérons par exemple le segment (bn, b,.1). Le rectangle de
base {bn, ba.1> et de hauteur 3, est situé entiérement au-dessous
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de la courbe y = /(). Partageons le segment {bn, b,H_,) en
mtervalles de longueur constante { < §— - Soient -

Bi=ba<Bi<B:<...<Bpy=bpnps

les extrémités de ces intervalles. A tout point By, 1< k < m
faisons correspondre un point. a} tel que af & Z, et |af—Bi | < L,
et posons ay = bn, a, = bn+s. La longneur del’intervalle (af, a%,,)
est, comme on le voit sans peine, < = 6," (k=1,2,...,m). Lf_ss
carrés de bases (af, ar,,) (k=1, 2, ..., m) sont donc situés
au-dessous de la courbe y = f(z). On ,déﬁnit de maniére tout &
fait analogue les intervalles (ai, a}%,) situés dans linter-
valle (@nt1, an) et (af, af,,) dans (a4, by). L'ensemble

i =(a, )=\ J () + (1) + ()],
nk

ou () désigne ’ensemble composé d’un seul point y; satisfait a
toules les conditions du lemme.

Lemue 3. — A4 tout ensemble Gg linéaire, ne contenant aucun
intervalle, correspond une suite décroissante d’ensembles

ouverts G, tels que : 1° Ga-—nG’,,; 2° si les fonctions fn(x)
n=1

telles que | fu(x)| Zf(G.,, z) sont partout dérivables, la foncuon

f(2) =2f,.(z>

n=1
existe pour tout z réel et est dérivable en tout point z ¢ Gs;

plus précisément-f’(z):Zf’,,(.t) pour z€(G,—G,,,),

‘n=1

fYz)=o pour z & G et f(x) esl continue.
Démonstration. — Soit Gy, G,, ... une suite d’ensembles

ouverts lels que Ga=nGn- 11 existe évidemment un ensemble
n=1

ouvert G}, avec G} > Gg, composé d’intervalles ouverts disjoints de

longueur < 1. Posons G|, = G, G}. Nous définissons par induction
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les. ensembles G et G/, comime suit : Soit k& un nombre réel > 1.

Posons, dans le lemme 2 f(z)= kf(G,H, z) pour

.éxébl; a=ai, <b=‘.—b17
ou (ai, b:)cG,.,, a:¢G,,, b:¢G,, et Z=Gy(ai b).
Désignons par G, 'ensemble satisfaisant alors aux conditions du
‘lemme 2, et posons G, _UG,, ;» 1a sommation étant étendue &

.tous les mtervalles conugus 4 l'ensemble complémentaire

de G,_,, G, = G,.G), G, cG, cG,_,.On peut facilement montrer

P'inclusion G,, > Gs. D’autre part G, c Gn, donc

Gy = h Gp= ﬁ G,
n=t. n=1

. La condition 1° du lemme est denc satisfaite.

Nous allons démontrer qu’il en est de méme de la condition 2°.
La suite G|, G,, ... étant décroissante, les composantes de tout
ensemble G/, ont des, longueurs < 1. Il résulte de la définition
de la fonction f(G,, ) -que son maximum sur lintervalle

(a, b)cG,(a¢G,, b&G)) "est égal a il-ﬁ—)z L’arc de la

courbe y = f(G,, z) correspondant a I'intervalle (a, b) est donc
situé a l'intérieur du carré de base (a, b). Il en résulte liné-

galité¢ f(G), z) < Zlf(G’_l, z). La série Zf(G'n, x) converge

n=1

donc uniformément vers une limite finie et il en est de méme de

la série if,,(x).

Supposons maintenant z ¢ G|,. Alors

éi f(Gry z+ )

n=1

Z (G @+ 1) ¥ = = f (G}, x +h),

' if,,(.x + h)

n=t

S(z)=o,

f(w+h) f(z)' k f(Gh, @ +-h)
_._‘/c )

—1I h
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donc

lim sup
h>0

f(”*;h,)l”f(”)lékflf'(Gq,w)=o |

et, a fortiori, f'(z) =o.
Si z € (G, —G,,,,), on a les formules

S(2)= D fal@)+ }_‘, Ja(2),

n=m+1

F(@ ) —f(2) N Snl@ ) —ful2) | N Sk h) — fu(2)
7 —2 ‘ ) + 2 h
n=—1 n—=m-+1

Pour _ﬁ> m, z&G,, donc fn(2) =0, f(G,, z) =0=[f"(G,, z)
et il en résulte que

i Sn(z + h) — f(2)
) h

n=m-+-1

2 f,,(.rh+ h)lé 2 |f,.(.z/:.;z)’

n=m-+1 n=m-+1i

_ _Z ‘f<G;.,:+h>'

f(Grur, 2 +R)| Q1
é', 3 <X
n=0

(G

_ k ,x-o'-'/z)‘-_
= k—1 h )
comme lim S(GCmsr, 2 + 1)
: h

N = /"(G,..,, £) =0, il s’ensuit que
ny>»o

i ¥ [l M ful)

hy0
n=m-+-1

Les formules précédentes donnent quand 4 — o I’égalité

m

f'(x):"zfln(x)- c. Q. F. D.

n=1

Tutoreme 2. — Il existe une suite de fonctions satisfaisant &
la méme condition que les fonctions f,(z) du lemme 3 et telles
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‘que la série F2($) =2 Jn(x) soit non dérivable en tout poiﬁt
n=1

de l'ensemble Gg.

Démonstration. — Nous définirons la suite des fonctions f,,(x)
comme suit. Si z ¢ G,, posons f,(z) =o. Pour définir la fonc-
tion f,,(a:) sur l'intervalle (a,5)cG, ou l'on a a¢G,, b¢G,
nous menons du point le plus haut A, de la partie de la
courbe y = f(G,, ) correspondant a Dintervalle (a, b) deux
droites de coefficients angulaires ¢ et —c" (ol ¢ est un nombre
réel fixe > 1). Par les points By, D, d’intersection de ces droites
~avec 'axe des x nous tragons deux droites pa_ralléles respecti-
vement aux précédentes; elles coupent la courbe y = £(G.,, z) aux
points A, F,. Nous menons ensuite pour les points A,, F, la
droite A, B, paralléle a A,B, et la droitg F, D, paralléle a A,D,,
et ainsi de suite (fig. 2). Sur les segments obtenus nous

sy A

portons les segments A,G,, AH,, F.K,, F,L, de longueur
éga[e au 1/48° de la longueur de A,B,.4, et les segments DRy,
D.P,, B,M,, B,N, de longueur égale au 1/48° de la longueur du
plus petit des segments passant par B, (resp. D.). Nous
remplacons les lignes brisées H,A,Gn, K,F,L, et N,B, M,,
‘RnD, P, par les arcs de parabole d’axe perpendiculaire a I'axe
des z et tangents aux points H,, G,; K., L, et Ny, M,,; Ry, Py
respectivement aux segments de ces lignes brisées. C’est la courbe
ainsi oblenue que nous prenons comme partie de I'image de la
fonction fr(z) correspondant a Pintervalle (a, 5). On peut
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démontrer que la construction est possible, si
b—a _1

T <%

donc en pargiéuliér dans notre cas ou ¢ > 1. La dérivabilité de la

fonction f,(x) aux points de 'intervalle (a, b) résulte directement
de la définition; si x ¢ G), nous avons la formule

fn(w+h)—fn($)| fn(w+’l)|<

n~. (G , — G —
c >z!2&7’:b)|f( n Z)]| ,‘2&3‘0,’3( n )|

J(Gp, x+lz)
h

d’ou, en vertu des relations f'(G), ) = o, la relation f,(z) =o.

Pour montrer que la fonction f(z) =Z fn(z)estnon dérivable en
n=1

tout point z € Gg, il suffit d’mdlquer pour tout z € G deux fonctions
de l'entier n : g(n) et §(n) telles que lim ¢ (r) = + o0, lim ¢ (n)=—w0,

et pour tout entier n et tout intervalle (a, b), c G/, contenant z,
deux points z;, € (a, b)q et z, € (a, b), tels que
f(2)—f(zn) f(z)—flzn)

— > ¢(n), = Z $(n).

En effet, comme G,cG,_, et comme G; ne contient aucun
intervalle, on aura lim mos(a, b)n=0, donc lim 2}, = limz, = z,

n=o = .

et la suite des quotients M sera divergente.

Seit donc z € Gg; alors xeG; pour n=1, 2, ...; Z est donc
situé sur la base (fermée) de 'un des triangles isocéles précé-
demment définis. Désignons par AB la base d’un tel -triangle,
par BC et AD les bases des triangles voisins, par F, G et Erespec-
tivement les sommets de ces trois triangles et par I, J, H les
projeclions de ces sommets sur I'axe des z (fig. 3). Partageons AB
en u-ons segments a I'aide des points distants respectivement
de - de AetB.

Pour z situé dans le premier de ces segments fermés (le plus
a gauche), posons z), =1, z, = H; pour z silué dans 'intervalle
ouvert médian, posons z,= A, z,=B; et pour z situé dans le
troisiéme segment fermé, posons z, =17, z, =1I. On voit que les

quotients M

= varient en valeur absolue, de ¢” jusqu’au
- n
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minimum correspondant au coefficierit angulaire de la droite KE,

'Q\) K est le centre du segment AF si nous nous bornons a

envisager la ligne brisée. Or, |# — &, | et | z — z"| sont égaux au
moins a %E- et & 'ATD, et la différence des ordonnées homologues
de la_.courbe y = fn(2z) et de la ligne brisée vaut au plus la

" Fig. 3.

A

L

L

oK A I B8 v €

1/48° partie de y (G); doncles quotients étudiés, relatifs & la courbe

etalalignebrisée différentau plus de 27 (G) T

48 min (-A‘—B s )

Pour évaluer le coefficient angulaire de la droite KE,
considérons le point L commun a la droite AE et a la droite FL de
coefficient angulaire i, situé au-dessous du point E. En effel,
comme’ f/(G,, x)<1, cette droite a un.point commun
(2 savoir F), avec la.courbe f(G), z); a4 gauche de F est
au-dessous de la courbe y = f(G/,, z) et a droite de ce point, elle
est au-dessus ‘de cette courbe. Choisissons l'origine des coor-
données au point d’intersection de la droite FL avec I'axe des z et
désignons I'abscisse du point A par a; alors les coordonnées (z, y)
‘du point F (auquel nous attacherons le signe +), et du point L
(auquel nous attacherons le signe —), sont les racines du systéme

y ==, ry==Fxcr(r—a)

Ces équations donnent

z=tcr(zx— a), rF. X=Fcl'a,

ach ach

X = ] .
i1 N e
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L’ordonnée du point K est égale & —— ( p ) et la valeur absolue du.

coefficient angulaire de la droite KL est égale a

acn o ach
i1 2lch—1) cn—3
= cn —_—
a a 3ecn—1
- + 2(cp—1)
Puisque
J(zx)—f(zn)
X — Xn
me(W)—-fm(.z‘,,)
-t X — Tp
ri— Sm(z)— Sm(zn)
=2fnl(z) ‘“fm'(wn)+.fn($)—fn(¢n') + m:zn-m_ m:gm
T — In X — Tp &X' — Zn
m=1
Cn—l 2 Sm(z)— E Sm(Zn)
=Zf/ (& )_’_fn(-’l")—fn(“'n) 4 n=ntt m=n-+1 ,
m\sm X — zn T — Zn

m=1

_on peut écrire, pour z, = ¥, ou z,, en vertu des inégalités
m(x) L cm, J(Gn, x)>fm(x)>o
F(Gmy 2) £ [z f(By @) pour mxn
et max f(Gy, ) =y(G)  pour zeH]J, |
V'inégalité )
f@=Fan)|

X —Xn e

n—1
et —3

— cm 4 cn
3en—1

m=—1
S L (¢)
ey 27 .
24mm AB AD) (AT- AQ—D

De plus, si le signe du second membre est +, le signe du

quotiem‘L(——)——f—("";"—2 sera le méme que celui du quotient relatif

‘a la ligne brisée, c’est-a-dire + pour z, et — pour z,. Nous
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pouvons augmenter y(G), en remplagant G par le point M situé

sur la droite FL. En désignant par o' l’absclsse du point B, j’obtiens
les formnules

2,7"(;3) > 2”,,-2:) = 2y(F) athnt

cr o1

. . Ch—1 . .
Puisque lim ~ =1, on a, pour n suffisamment grand,

n=—w c"+
min(AB AD)_ AB
i 2 )T %
et ’
f@)—fl@n)|  _e"—c .. .c"—3
T —Zn = c—1 3er—1
e+t gfery(F) . 1 c¢+1 4eny(F)
n—1 24.2.7(F) T Ek=1ci—1 2y(F)
¢ h(c"——?;__ I 1 et 2 ct+1
T e—1 Jech—1 c—1 12¢t—1 k—1echi—1
=¢(n)=—¢(n).
Prenons ¢ =10 et k£ =25; la somme entre- parenthéses tend
.{ — l — _I_ — _3. = _l__ : _1_0 n _1_ ¥ -
vers 3 —o — & T % =18’ o(n)> g T 10" g pour n suffi
samment grand, et comme limg(n)==cw, le théoréme est
démontré. B
Lemue 4. — Pour tout ensemble Gg linéaire non vide de

mesure nulle inclus dans {a, b) et pour tout nombre réel ¢ > o
il existe une fonction g(x) dérivable croissante telle queé :
1° g'(2) <1 partaut; 2° Gy soit l’ensemble de tous les z tels
que g'(z) =0;3°g(b) —g(a)=b—a—-¢.

Dénionstration. — L’ensemble complémentaire de I’ensemble Ga
par rapport au segment <a, b>estun F, d’épaisseur 1 en tout point.
Soit Fo=F,UF,, ..., ou les'ensembles F, sont fermés. Il existe
un nombre & tel que my=mes(F,UF,U ... UF:)>b—a—e.
Posons F; =F,UF,u... yFi. D'apres le lhéoréme de MM. Lusin
et Menchoff a tout couple d’ensembles mesurables Py, P, de
‘mesures respectives p; et g, o0 4> By, o0t P, est fermé, est
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contenu dans P, et contient exclusivement des points d’épaisseur 1
de Py, et a tout nombre réel p tel que py << pi << g4, on peut faire
correspondre un ensemble fermé P de mesure p tel que :
1° P, € P cPy; 2° tout point de P est un point d’épaisseur 1 de
I’ensemble Py, et 3° tout point de I'ensemble P, est un point
d’épaisscur 1 de P.

Appliquons ce théoréme en posant

) my+b—a
P;=F,, Py= Fyq, p= —1—_2_.__.
Nous obtenons un ensemble P = P satisfaisant aux conditions 1°,

2° et 3°. Posons Fi1 = P’ UF;,; alors Fi cF,, donc’
2 N 2

my=mes F) <b—a,
2
Pensemblé Gs c (a, b) n’élant pas vide. Cet ensemble évidemment
satisfait aussi aux conditions 1°, 2° et 3°. Nous appliquons &
nouveau le théoréme de MM. Lusin et Menchoff en posant

b—a-+m
Py= Fyg, P,=F/,, = —-—%—‘——2-
: 2

Nous obtenons ainsi 'ensemble P’, satisfaisant aux conditions 1°,
2%, 3° et ensuile nous poserons Fi =P} U Fi, 3. En répélant ce
4

procédé, nous obtenons les suites d’ensembles P, P, ..., P};

F;, Fi,Fi,...,Fi, ..., el une suite de nombres réels positifs
T & I

m<<my,<<m;<<...<my, telles que P}, soit un ensemble satis-

faisant aux conditions 1, 2°, 3° du théoréme de MM. Lusin et

Menchoff par rapport aux ensembles P, =F,, Py= F:_i_ et aux -
gn—1
mp,+b—a

nombres p = ~

y o F'y =P, UFyn, My =mesF,.
2 "

Comme FiUuF,U...UFx,cFicF, on a
zﬂ

Nous allons étendre maintenant & tous les nombres dyadiques r,
ou o<<r <1 la définition des ensembles. F, définis jusqu’ici
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pour r = — (n =1,3, 3, ...). Nous procéderons comme il suit :

supposons les ensembles F', F},..., F'/c, covs Fooy, Fy o déja
2"

en - an o

définis. Pour déﬁnu' Pensemble. Fui[k=1, 2. ...,(2"—1)],

2n«rl

nous poserons, dans le théoréme cité de MM. Lusin-Menchoff,

mesF%, , + mesF

n §n '
. P,:Fl, Po=F} 4, p= 2 — P=Pytyy.
o gm i 2 ree

Nous pouvons maintenant étendre la définition des ensembles Fj a
tous les A réels compris entre o et 1 en posant pour X non

dyadlque

Iintersection étant étendue a tous les r dyadiques tels que o<<r<C2.
En s’appuyant sur le théoréme de Cantor (Durchschnittsatz), on
~ démontre facilement que Fj est fermé et non vide pour
tout’ A réel, o<<A<1. Si A <hyy Fy cF; et Fi se compose
exclusivement de point d’épaisseur 1 de F; , puisqu’en intercalant

entre A, et A, deux nombres dyadlques —k— et - k -y tels que

ok ke
<o < oo <y

on a, d’aprés'la définition des ensembles F;,

P o F oFy, oF;

- oni n3
o 2

et que lensemble F’ 'ry S€ compose excluswement de points
toeng .
d’épaisseur 1 de F's,
amy
Prenons un v € Fo= U F; il existe donc des indices A > o
1<AL
~tels que ze F}. Soit A(z) la borne supérieure de ces A. Posons

f(z)s3(2) pour z€F,,
f(#2)=o0  pour z&Gs.
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Je vais démontrer que la fonction f(z) ainsi définie est semi-
continue supérieyrement et asymplotiquement semi-continue
inférieurement. En effet, si z, €G3, on a z, ¢ F3, et la distance 8
de 2, a F; est positive. Si A >e¢, on a

F&(.’L‘o— 8, Zo—+ 8) =0,

puisque F; cF, en vertu de A>¢&, donc oL f(x) Le,
pour z € (zo—3, Zo+ 3). La continuilé de la fonction f(z) au
point z, € Gy est ainsi démontrée. Si z, € F, et f(z,)2==1,, on a

x°¢F,)‘.+c’
donc z, est a4 une distance positive 3 de Pensemble F, ..
Pour z € (2o — 3, 2o+ ), on a

f(z)Lho+ce=f(z0) +e.

La semi-continuité supérieure de la fonction f(z) est ainsi
démontrée. Pour démontrer la semi-continuité asymplotlique
inférieure de la fonclion f(z) aux points z, € F,;, posons comme
ci-dessus, f(zo) = Ao et considérons 'ensemble F; _.’'Siz eF; _,,

on a
f(a:)é)\o——s.

Comme z, appartient a F’() )’ c’est un point d’épaisseur 1 de
TR

I’ensemble Fio—e- Le point z, est @ fortiori un point d’épaisseur 1
.de I'ensemble des z tels que f(z)> f(=z,)—¢, ce qui prouve la
semi-continuité asymptotique inférieure; donc, d’aprés ce que
nous avons précédemment démontré, la fonction est asymptoti-
quement continue au point z,.

La fonction f(x) est de premiére classe de Baire et Young, elle
est donc mesurable et comme elte est bornée (0 < f(z) <1 pour
tout z €{a, b>), elle est intégrable L. En vertu de la continuité
asymplotique de la fonction f(z), la dérivée de la fonc-

tion F(x):fzf(t)dt coincide avec f(z). De plus, la

fonction f(z) est non négative et <1, et f(z)=1 pour z€F;
on a donc

b
b—a>c=f j(t)dt>f f(t)dt=mesFy}>b—a—:.
al F,L

LXXIV, II
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x .
La fonction g(z) = -I-’;—f:—_—e f J(¢) dt satisfait donc a toutes
—J, v

les conditions du lemme.

Lewume B. — Pour tout ensemble Gg linéaire de mesure nulle,
il existe une suite décroissante d’ensembles ouverts G tels que :

1° G;:—_nG;; 2° il existe une suite non croissante de
n=1

Sfonctions h,(z) > o partout dérivables et telles que : a. la

somme G** des intervalles ou la fonction h,(z) reste constante

et >o forme ‘un ensemble recouvrant Gz; b. si z¢G,, on

a hn(z)=h,(z)=o0, et c. sur tout intervalle (a, b) contenu

dans G}, et contigu au complémentaire de G} on a h.(z)>o

et il existe un c¢Gs tel que ?:bécéa:b—kb;a,
hn(c)=b—c,
oZLh(2)L1+ A pour aLzx ZLc
et
—1—AZLh(x)Lo pourc Lz £ b,

ot > o est une constante arbitraire; 3° c ¢ G2*, Gr,, c G**,
lim A, (z) = o (fig- 4)-
n=»

Démonstration. — Soit Z un ensemble linéaire de mesure nulle
conlenu dans un intervalle (a, b). Je définirai au moyen de la
fonction g(z) du lemme 4 une fonction ¢(z) définie dans l'inter-
valle fermé {a, b> comme il suit. Je choisis un point ¢ tel

b b b — )
que c¢Z, ﬁ—g—écé er° 4 5 2 et un_ nombre ¢ tel
—b .
que E—:f—é_:z_e <14 A. Sotent Gy et G, deux ensembles ouverts

de mesure < ¢ tels que

Z(c, b)cGec(c, b), Z(a, ¢)cGic(a, ),
(1) mes[(z, b) —(z, b) G2} >0, mes[(a, ) —(a, ) G1] > o,
mes[(‘”; c)—(.z‘, C)G1]>’01 m_es[(c, .Z‘\—(C, x) Gz] > o,

pour tout z €(a, ¢) + (¢, b). L’ensemble composé des points a,
¢, des extrémitds a;, b; de tous les intervalles contigus au
complémentaire de G, et de tous les points du complémentaire
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de Gy qui ne sont pas pour lui des points d’épaisseur 1 est de
“mesure nulle. Il existe donc un ensemble G§ linéaire de mesure
nulle le contenant. En vertu du lemme 4, il existe une fonction g(z)
telle que g(a)=o, g(c) =c—a—¢, et g'(z) = o pour z € G§,
g(z)>o0 pour zé&(a, c)—Gj. Pareillement, il existe un
ensemble G} de mesure nulle contenant les points b, ¢, les

Fig. 4.

1y
)
[
]
] )
Y : bt .l
1 ) 1
1 " N ' ] 1]
! J H ] 1 1 P H
] 1 ] H ) [IRHIN ne 1 .
' H HERERT | [ IR I
IR R T 5 i
. 1 ) L H " by !
R — BT 1A WO
bl R RN b 55!‘6;”
S— H‘ \l*" — Hq‘
R EE b 0|l
—_— Wl S S 4 1]

extrémités a; et b, de tous les intervalles contigus au complémen-
taire de G, et tous les points du complémentaire de G,, qui ne
sont pas pour lui des points d’épaisseur 1. En vertu du lemme 4,
il existe une fonction g, (z) telle que g4(c)=o0, g1(b)=b—c—:
et que g, (z)=o pour z€ G}, g,(x)> o pourz € (¢, b)— G}.
Nous poserons
g(z)=b -c—ec—gi(x).

On a donc

g(e)=b—c—e, g(b)=0 e gy(xz)=o0 pour zeG}.
11.
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Faisons correspondre a tout intervalle {«, 8) contenu. dans G,
(2 &Gy, B & Gy) une fonction dérivable g(z, , 8) définie comme
suit : ‘

gz, o, B)=0 pour = £ a,

g(z, @, B) =g(&) —g(a) pour z €(a,b),

g(x, @, B) = g(B)—g(z) pour zb.

Et de méme faisons correspondre, a tout intervalle (&, ) contenu
dans G, (?&_¢ G, P e G,) une fonction dérivable gr(x, «, 5)
telle que

2z 3, ) =0 pour o f,

E(z, o B) =ga(z)—g:(B) pour 2 (a, B),

(2, a, B)=g:(2) —g:(B)  pour z L.

Posons (®)

$1(2) = g(2) = D 8@, an, ba)i  $a(2) = g2(2) = D\E (=, ap By),

n=—"1 n=1i

la sommation s’étendant a tous les intervalles contigus aux
complémentaires de G; et G, respectivement. Ces séries sont
uniformément convergentes, donc les fonctions ¢, (z) et ¢;(2)
sont continues. Je vais démontrer qu’elles sont aussi dérivables
et que

(2) ¥@=g@— D g@ anbn); Y@ =gr(@)— I &, an, bp)-

n=1 n=1

Par raison de symétrie, .il suffit de démontrer la premiére
formule. a. Suppesons d’abord que 2z, ne soit pas un point
d’accumulation des points a, et b,. Alors, il existe un inter-
valle (zo— 0, o -+ 8) dans lequel toutes les fonctions g (z, an, b,),

(3) En construisant la fonction ¢, () j’ai utilisé en partie une construction
analogue 2 celle de ma Note :

ZAHORSKI, Uber die Konstruktion einer differenzierbaren, monotonen, nicht
konstanten Funktion, mit ‘iberall dichter Menge von Konstanzintervallen.
(Comptes rendus de la Soc. des Sc. et des Lettr. de Varsovie, 1937, Classe III,
PP 202-206) et en partie la construction de M™* BosomoLowa, Sur une classe
des fonctions asymptotiquement ‘continues (Moskowskij Matematiczeskij
Sbornik, t. 32, 197, .pp. 152-171, Russ., res. franc.).
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a Dexception d’une au plus, sont constantes et la formule (2) est
démontrée. b. Supposons ensuite que z, soit un point
d’accumulation de I'ensemble des points a, et b,. Il en résulte
que-z, & (an, bn) pour n =1, 2, 3, ..., donc g'(xo, as, bp) =o.
11 suffit de démontrer que

g (z) = §1 (=)
Comme | g'(z, an, bn) | <1 pour x € (an, b,) et comme
&' (z, an, bp) =0
partout d’ailleurs, il vient
|g(z + h, an, bn) — g(x, an, br)| L mes[z, 2 + h)(ar, bn)),.

donc

zg(w -+ ’l, Qn, bn) —-Zg(l‘: Qn, bﬂ)‘

n={ n=i

Z mes[(#, x + h)Gy].

Si z, est un point d’épaisseur 1 du complémentaire de Gy, on a

lim mes[(zo, Zo + h)Gy] -0
n=>0 h

et alors, en vertu de I'inégalité précédente,

(26’(950, an, bn)> =o0. c. Q. F. D.
n=i

Si z, n’est pas un point d’épaisseur 1 du complémentaire de G,,

on a
&' (20) =o.

Comme on le voit sans peine, on a sur tout intervalle («, B),

ig (B, an, b»—ig () an, bx)
n=1

n=1

lg(B)—g(a) >

donc
Zg (z 4+ h, an, by) "”26’ (@, an, bn)

g(w"‘h)"‘g(z) n=1 n=
3 Ié —
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et la formule g/(2,) = o entraine I'égalité

(26’(070, an,'bn)> =o, Cc. Q. F. D.
n=t

La formule (2) est donc complétement démontrée et 'on voit
de plus que les fonctions monotones ¢, (z) et Ys(2) sont cons-
tantes respectivement sur (an, bp) et (&, b,). Si z, ¢ Gy, I'éga-
lit¢ ¢, (20) = g'(x0) =0 n’est satisfaite que pour z,€Gs de
mesure nulle, donc

w(Z1) = "1 dt = ’ di
v = [ W fL g(t)de>0

a (a, x4) — (@, 24) Gy
pour tout z, € (a, c), en vertu de (1), et de méme

da(e) —di(z1) >0 pour z4€(a, ),
$a(c) — da(z1) >0, da(@)>0  pour z€(c, b).

Donc

a,b,c¢(A, BY si §ys(z)=const. >0 pour ze{A, B).

De plus, |, ,(z)| <1 partout et nous-déduisons des formules

25’(07 @n, bn) =2”'6’(c) an, bn) _ig(a; @n, bn)
h=t.

n=1 n=1
< mes[(a, ¢) Gy] <.
et
Nze, @ b <,
n=t
les inégalités
c—a—2e< Y(c)< c—a—cg,
b—c—2e<¢a(c)<b—c—ce.
Ainsi, en posant
b—c )
Y(z)= mﬂh(w) pour zela, ¢
et
‘P(z)=b’;c¢ () our ze{c, b>
$a(c) P 197
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on obtient une fonction dérivable partout sur 'intervalle fermé
{a, b), avec ' (a) = ¢ (b) = {/(c) = o, et telle que

b—c b—c _ b—ec
“a—2¢b—c—2¢] " B

Y(z)>o0 pour z€(a,b).

|¥(a)| < Max [ 5

2'£<1-+-)\,

—_—C —

¢(z) étant non décroissante sur {@, c¢)> et non croissante

sur (¢, b>. :
Soit Gy, G, . .., une suite d’ensembles ouverts tels que

Gy= ﬁ Gn.
n=t

Construisons la fonction f(G,, z) conformément au lemme 1.
Nous divisons ensuite ’ensemble G, en intervalles au moyen de
points n’appartenant pas 4 Gs, et dont la réunion forme un
ensemble n’ayant aucun point d’accumulation sur Gy, les intervalles
étant tels que les carrés qui les admettent pour base soient situés
au-dessous de la courbe y = f(Gy, ). Cette décomposition est
possible en vertu du lemme 2. Désignons par G} la somme de ces
intervalles ouverts. Je définirai la fonction 4, (z) par les égalités

hi(x)=o0 pour z ¢ G¥
et
hy(z)=¢(x) pour ze(a, b)cGY, a¢GYt, b¢GY,

ou Y(z) est la fonction définie ci-dessus, Z coincidant maintenant
avec 'ensemble Gs(a, b). La dérivabilité de la fonction 4, (z) en
un point z € G} résulte de la définition de cette fonction. Pour un
point z ¢ G*, nous envisagerons deux cas : 1° z€ G, 2° ¢ Gi.
Dans le premier cas z est un point isolé du complémentaire de G¥
et 'on voit facilement qu’alors 4’ (z) = o. Dans le second cas,
nous utiliserons les formules

hi(2) < f(G1, x) pour tout z réel (%),

hi(z + h)—hdz),___ l h,(xh+ h)|é f(Gi,}r::-_l—- h)

% pour 2¢ G,

S'(Gy, z)=0 pour z & Gy,

(*) La partie de la courbe y = &, (x) correspondant & G¥ est située A linté-
rieur des plus grands carrés ayant leurs bases contenues dans G¥ (méme dans les
rectangles dont un cété est deux fois plus long que 'autre).
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d’ou il résulte que A} (z)=o. La fonction %,(z) est donc
dérivable partout et nous vérifions facilement que les conditions
a°(a), (b), (c) du lemme et la premiére condition 3° sont satisfaites
pour n=1(G¥*=G;+ G;). Supposons maintenant que nous
ayons déja défini les ensembles G}, G}, ..., G; contenant G; et
satisfaisant a la condition 3° du lemme pour n=1,2..., (k—1),
ainsi que les fonctions A,(x), hi(z), ..., hi(z) dérivables
satisfaisant a la condition 2° du lemme et les ensembles G¥*, G3*,
..., G*. Appliquons le lerame 2 en y faisant Z = Gg, f (2) = hx ().
Désignons par Hy I'ensemble ouvert satisfaisant aux conditions du
lemme 2. Formons I’ensemble

3) Hf = HiG}* Gt

et construisons f(H%, ) conformément au lemme 1. Divisons, au
moyen d’une infinité dénombrable de points n’appartenant pas
a G; et dont I'ensemble n’ait aucun point d’accumulation dans H,
I'ensemble H? en intervalles ouverts tels que les carrés ayant ces
intervalles pour base soient situés en dessousla courbe y = f(H}, z)
(lemme 2). Nous définissons I'ensemble G},, comme somme
de ces segments. Nous définissons ensuite la fonction Ay, (x)
de telle facon qu’elle soit par rapport a l'ensemble G},, ce
que la fonction A,(z) est par rapport a l’ensemble G}. La
démonstration que A4 (z) satisfait a la condition 2° (a), (b), (¢)
est la méme que ci-dessus pour la fonction A,(z). Comme les
suites d’ensembles G¥, G}, ... et de fonctions ainsi définies
satisfont évidemment a la premiére et a la deuxiéme relation de la
condition 3°, il nous reste 4 démontrer que la suite A, (), hy(x)
est non croissante, que limA,(z) = o, et que la suite G}, G}, ...

n=w
satisfait 4 la condition 1°. Comme les ensembles Hy, G¥*, Gy,
contiennent Gg, il en est de méme, d’aprés (3), de HY et comme
Gj,, ne differe de ’ensemble H} que par des points n’appartenant
pas a G, Gf,, contient Gs. D’autre part, G},, cH} ¢ Gzoy. Il en

k+1

résulte qu'on a Gg= n G,= n G}, c’est-a-dire que la condition
n=1 n=—i

1° est satisfaite. Si /iy (x) =o, alors Ay (2) < i(x). Si

ki1 (2) > o, alors z € G},,. La partie de la courbe y. = hs,y (z)

correspondant a l'intervalle (@, b) contigu au complémentaire de
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Pensemble G?,, est située a l'intérieur du carré de base (a, b)
inclus dans un carré dont la base est contenue dans Hy, puisque -
H;> G},,. Mais un tel carré est situé sous la courbe y = hx(z),
donc Ay () < ha(z). Si hi(x)=0, hin(2)=0 pour n=1,
2y ..ty et._}cizmh;‘(x) =o0.Sik(z) >0 pouf toutk, z € (ax, bz) C GZ, ,

ax ¢ Gy, b:¢ G}, pour tout 4, et ic,‘(.'z:)éfl-f:z—a—'E En vertu de

I'égalité mesGs= o, lim br—ax o, donc limA;(z) = o.
k=w k= -
c. Q. F. D.
Lemme 6. — Soit S,(z), Sa(x), ... une suite convergeant

vers une fonction S(z) pour tout z. Si les fonctions fn(z)
satisfont & la condition de Lipschitz

| Sa(22) — Sn(xs) | M| 22— 24|,
la fonction S(z) satisfait aussi & la méme condition.

Démonstration. — Soit k un entier >o. La suite S,(z),
Sa(z) ,... étant convergente, il existe un entier N tel que

|S(z)—Sn(an| < 1222L o | S(an) — sw(en | < 12252,

donc |

|8 (@2) — S (@1)| £| S(22) — Sx(as)] + | Sn(2)— Sn(@n)| + |Sx( @) — S (20)]
< E'__"E%ﬂ-;_Mlxg—ML

En passant a la limite lorsque k>, on obtientl'inégalité cherchée

| S(22) — S(z1) | £ M | 22— 24]- C. Q. F. D.

Lemme 7. — Soit f(z)= Zf,.(z) une série convergente de

Jonctions, dont chacune satisfait & la condition de Lipschitz

Ifn(x2) *fn(zi) | = Mnl Xy — .1:1],
ou M=ZM,. est un nombre fini. Si toute fonction fn.(z) est

dérivable au point z,, alors f(z) Uest aussi et f'( z,) :,2 Sr(@0)-

h=1
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De plus, f(z) satisfait & la condition de Lipschits, et plus
précisément | f(za) — f(21) | £ M| 22— 24|,

Démonstration. — Soit N un entier tel que 2 M.<e La
n=N-1
condition de Lipschitz entraine I'inégalité | /,.(2,) | < M.. Done

o+ R) — F(20)

S PAEEEIE AR

+ 2 Lalgot M) —folz) 2 Sl

n=N-+1 n=N+1
N
<| X (Lt = SaE) _ p ) [+ e

En passant a la limite lorsque 2—0, nous obtenons 'inégalité

Lot ) (o) 3 ia)
n=i

limsup
>0

< 2¢,

donc, ¢ étant un nombre positif arbitraire,

lim
h>0

Lot M —J(@2) N 11 (a0)

n=i

existe et est égale a zéro, et, a plus forte raison,

fim L DS 3 ) = ),

h>0 h
n=1
ou
N fi(@o) | £ X Ma= M.
n=i n=1

Pour démontrer la deuxiéme partie du lemme, il suffit de poser,

dans le lemme 6, S(2) =Y, fi(z), M=M.

k=1
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Lemme 8. — Si nous définissons les fonctions hn(x) confor-

mément au lemmeB, alors la fonction f(z) =Z(—-— 1) by (z)
n=1

satisfait & la condition de Lipschitz avec la constahte 1+ ) et

Uensemble de ses points de non dérivabilité coincide avec Gy

(Gg étant un ensemble arbitraire de mesure nulle) ( fig. 4).

Démonstration. — Conservons les notations uti_liéées -dans le
lemme 5. I1 résulte de ce lemme B I’inclusion suivante

(4) Gk cGr*c G pour n=1,2,...;
cette inclusion implique aussi 'inclusion
(%) Gi*cGr* pop:‘ n> k.

Soit 7 un entier fixé arbitrairement et posons
n
Sa(2) = X, (— Dt hy(2).
k=1
Su(x) est, en méme temps que les fonctions h;(z), dérivable et

Su(@) = Y (— 1)+ Ay ().

k=t

Considérons un z tel que S, () 5% o. Il existe un indice I < n tel
que A)(z) % o. Il en résulte que

(6) zreG}— Gp*.

Prenons un indice ¢ > I. Les formules (6) et (5) impliquent que
z & G}*, et, a plus forte raison, d’aprés (4), z¢GY,; donc en
vertu dulemme B, &,y (2) = A}, () = 0. D’autre part, d’apreés (4),
z€Gp*.cGr*, ou r < I D’aprés la définition de I’ensemble G}*
(lemmeb), A, (#) = o. Nous avons ainsi démontré que si S}, (z) % o,
il existe précisément un indice ! < n tel que A;(z) 5% 0. D’aprés
les propriétés des fonctions 4,(x)énoncées dans le lemme B, il en

résulte que | S; (z)| <1 + A. D’apreés le théoréme de Lagrange, il
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existe pour chaque couple de nombre réels z; et @, un  tel
que z; <{ < xa, et que

Sp(®2) —Sp(21) _ o /p

-—-72:—_‘7;1—— - Sn(E)'

Il est ainsi établi que la fonction S,(z) satisfait a la condition

de Lipschitz; la valeur de la constante de Lipschitz étant ici

égale & 141, La suite Sp(x) converge vers la fonction f(z) en

vertu des relations o << k.4 () < hx(2), limhg(z) = 0. En vertu
k=

du lemme 6, f(z) satisfait & la condition de Lipschitz avec une
valeur de la constante de Lipschitz égale a 142, Supposons
maintenant que x¢ Gz. Alors il existe un nombre £, tel que
z &G pour n> k, donc h,(z)=Ah,(z)=o0 pour nx k. La

k—1
somme Z(—-'l)"'f'h,.(x) est dérivable. Considérons maintenant
n=1
Ia série
- N (— )bz + ) = (— 1)+t bl )
2(—1)"+1hn(x+h) - g‘
h - h
n=k

La suite 4,(z) étant non croissante pour tout x réel, il vient

<

hi(z +h)
2

O (— )" (2 + )
Z' h
n=k

L’égalité A} (x) = o entraine donc la formule

i S (E D hn( o B)

A—>0 h ’

n=k

donc
k—

f1(@) =D (= by ().

n=—1

Il reste a démontrer que la fonction f(z) est non dérivable aux
points de I’ensemble Gg. Soit donc z, € Gs. Alors pour tout n, il
existe un intervalle (a,, B,) contigu au complémentaire de G* et
contenant z,. L’ensemble G§ ne contenant aucun intervalle et la
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suite des ensembles G¥ étant décroissante, on a lim (f3,— ap) =o.
n=ow
Il nous suffit donc de trouver dans tout intervalle {an,, 3,) deux
points z,, z,, tels que

|f<z';. —flzo) _ fla)—fo)|
x — xo X — Zo =™

(7)

“ou A est une constante > o. D’aprés l'inclusion (an, 8,) cG}
et (4), nous avons (&, B.) cGy* pour l=n —1, d’'ou

n—1i

2(—— 1)+ hy(2) = const.  pour z€{an, Bn)
k=1

et

(——I)k"'ihk(z)— (—l)k+‘hk(xo)
F@) —F(aw) _ ) =

X — Xo . r — Zo

pour z € {on, Bn)-

Posons dans la condition 2° du lemme 8 a = a,, b=_0,. Les
points @, b, ¢ n’appartenant pas a G}*, ils n’appartiennent non plus
a aucun G}*, ou k> n, nia Gf,,, donc

his1(a) = hr1(b) = hiya(c) = o, pour kX n..

11 en résulte que

E(_ 1kt hp(a) = (—a)r+thp(a) = o,

k=n

de méme

D= r+r1h(b) =0,

=/

D=+t he(e) = (— 1)+ hn(e) = (— 1)1+ (b —c).

k=n
L’ar¢ de la courbe y = (—1)"*'h,(2) correspondant a l'inter-
valle {a, ¢ est contenu dans le rectangle R (fig. 4) dont trois
sommets sont les poinis (a, 0); (¢, 0); [¢, (— 1) (b—c)].

La série ‘Z(— )i+ hy(z) étant alternée et les termes de cette
k=1
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série tendant d’une fagon monotone vers zéro, la courbe
¥ =D (= Dkt he(2)
k=1

est situde aussi dans le rectangle R. Si a <<x,<c, nous défi-
nirons z, et z, comme il suit : 2/,=a si

D (—DF (@) — X (— Dt hi(a)
k=n

k=n

ZTo— Qa

D (=1t ha( o) — P (— Dk hi(e)
< | = ’ k=n
- Xo— C

Si cette derniére inégalité n’est pas vérifiée, nous poserons z, = c.
Dans.tous les cas on pose z,=b. Les quotients envisagés dans
Pinégalité représentent les coefficients angulaires des droites
joignantle point du rectangle R de coordonnées

@0, X, (— 1+ hi(@o)
k=n

aux points de coordonnées (a, o) et (¢, (— 1) ( ¢ — b)) respective-
ment. Il est facile de voir que la plus grande des valeurs absolues de
ces coefficients est plis grande que la valeur absolue du coefficient

3
b—c_ 327 3

angulaire de la diagonale du rectangle R =

c—a— g (b — a) 5
Si n est impair, alors
(= OFF hi(@n) = X (— 1k hi(20)
k=n " k=n 3
- S =
XLn— Zo =5
et
D=0kt hi(al) — ¥ (— 1)+ hi@o)
h=n k=n ~o.

"
Tp— Zo
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La formule (7) est donc démontrée et A = % Si n est pair, on

parvient d’une facon tout a fait analogue a la méme formule. Un
raisonnement analogue permet de conclure que cette formule est
aussi valable pour z, €(c, b) si'on pose A =1. Donc, dans tous
les cas,

fl&n) —f(z0) _ f(zn) —f(2)|_ 3,
Tn— Zo Tz — @ =5
C. Q. F. D.
Tutorkme 3. — Pour chaque ensemble Gy, de mesure nulle,

il existe une fonction lipschitzienne F,(x) telle que I'ensemble
des points de non dérivabilité de la fonction Fi(z) soit
Uensemble Gg,.

Démonstration. — D’aprés un théoréme de M. Lusin, il existe

une suite d’ensembles G§', G} ..., deux a deux disjoints tels que

Gso= 2 ng.
n=t

Pour tout n entier, nous prenons pour fonction f,(z) celle du
lemme 8 avec G3="G{". Posons

Ha(@)= - (fa(2) = fa(0)),  Fa(a)= Y Hu(a).

Nous venons de démontrer que la fonction F;(x) satisfait 4 la
condition du théoréme 3.
D’aprés le lemme 8 et la définition de la fonction H,(z), on a
l L]
|Ha(@)| £ o2l @|(1+1),  donc  3\[Ha(2)|Z|2|(1+))

n=1

et
| Ha(@1) — Ha(@1) | £ o | 21— 23| (14 0).
On peut donc appliquer le lemme 7 en y posant
fo(z)=Hn(z), Mp= 21,1.(1-;- 2), M=1+\.

Hn (=) étant d’aprés le lemme 8 dérivable en tout point z ¢ Gg,,
il en résulte que F;(z) I'est aussi.
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Il nous reste a démontrer qu’inversement, s1 z, € Ggg, alors la
fonction F,(z) est non dérivable au point z,. Soit donc z, € Gg;-
Il existe donc un indice k tel que z, € G}’. Les ensembles G
étant disjoints, z,¢ Gy pour /£ k. On en couclut en tenant
compte du lemme 8, que Hi(z) est non dérivable au point z,,
tandis que toutes les fonctions H;(«) pour I k'sont dérivables

au point z,. En vertu du lemme 7, la somme ZH,‘(.’L‘) est donc
=
. . 2k
dérivable au point z,.
On aboutit ainsi a la conclusion que

Fsy(x) = <2H,(x)> + Hi(2)

=1
i£k

est non dérivable au point z,. C. Q. F."D.

Remarque. — La fonction S(z)=F;(z)+ (14 21) z est
croissante, dérivable pour z €& Gs;, non dérivable pour

s(x1) —S

€ Gioy et 1 = () 25432

xry—

II. — LA CONDITION EST NECESSAIRE.

Tuatorime 4. — f () étant une fonction continue, U’ensemble M
de tous les points de non-dérivabilité de la fonction f(z) est
la réunion d’un ensemble Gz et d’un ensemble ‘Gs, de mesure
nulle.

Démonstration. — Désignons par M’ ’ensemble de tous les
points z en lesquels f(z) n’admet pas de dérivée finie, par M’
I'ensemble de tous les points en lesquels f(z) n’admet de dérivée
ni finie, ni infinie. Nous voulons démontrer que M’ aussi bien que
M" estla réunion d’un ensemble Gz et d’un ensemble G, de mesure
nulle. L’ensemble E de tous les z, tels que une au moins des dérivées
unilatérales de Dini est == o, est contenu évidemment dans M'.
Envisageons ’ensemble M’ — E. Toute dérivée unilatérale de Dini
étant finie sur cet ensemble, M'—E est, d’aprés le théoréme
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connu (°) de mesure nulle. Comme on le sait, E est un Gj (7).
et M’ est un Gy, (8). La décomposition

M =E + (M'—E)

satisfait donc aux conditions désirées.
Pour démontrer ’existence d’une décomposmon analogue pour
I’ensemble M”; posons

Ji=E[f(2) = +=] E[/-(2) = —=],
L=E[fr(2) = +=] E[fr(2) = —=],
Ii=E[fi(2) =+=]E[/(2) =—=],
A =xE'[7—(x) =+=]E[fi(2)=—=],

et envisageons l'ensemble M"— (J, +J;+J;+J,). On vérifie
que Jy, T2, J3, T, sont des G (7), que M"'>J, 4T, + T3+ T, et
que M”'—(Ji +J+ T3+ J4) = (M,-— E) +Ei+E;+ Eﬁ, ou E,
est 'ensemble- de tous les z en lesquels précisément une des
dérivées unilatérales de Dini est ég:{le a =+ oo, E, gst ’ensemble de
tous les z en lesquels f(z) admet une dérivée unilatérale égale
4 = oo sams avoir une dérivée infinie de l'autre co6té. E; est
Vensemble de tous les x en lesquels deux dérivées supérieures de
Dini sont infinies, deux inférieures finies, ou inversement. En
vertu du théoréme cité (¢), les ensembles M'— E, E,, E,, E; sont
tous de mesure nulle. L’ensemble M” étant un Ggs, il en résulte
que l'ensemble My=M"— (J,+J,+J;+J,) est un G, de
mesure nulle, et 'ensemble My=1J,+4+J.+J;4+J, est un Gg.
On a en outre (M =M’ ou M")

M= M; 4+ M,, C. Q. F. D.

Remarques. — 1° Si F(x) n’admet pas de dérivée finie ni
infinie pour z€eM, et si |F/(z)| <o pour z¢M, M=M= M".

(*) Saxks, Theory of the Integral, Warszawa-Lwow, 1937, Monografje Matema-
tyczne, p. 270, théorémes (4.2) et (4.4).

(") CARATHEODORY, Vorlesungen iiber reelle Functionen. Leipzig u.Berlin,
1927, p- 529, Satz 2.

(%) Hausporrr, Mengenlehre. Berlin u.Leipzig, 1927, p. 274.
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2° La question se pose de savoir si tout ensemble Gy, peut
constituer l'ensemble de points de non-dérivabilité d’'une
JSonction continue.

I1 est facile de démontrer que la réponse & cette question est
négative. En effet, il existe des ensembies F; qui ne peuvent
pas étre décomposés de la maniére indiquée dans le théoréme
JSfondamental. Prenons comme exemple un ensemble F; de
premiére catégorie qui soit partout de mesure positive. Supposons
que

Fs= G+ Gso= G+ F

ou F., est de mesure nulle. Il en résulte que 'ensemble Gg est
partout de mesure positive et, par suite, de deuxiéme catégorie,
ce qui est contraire A ’hypothése.

(Manuscrit regu le 1°* mars 1946.)




