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SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES
COMPLETEMENT ET NON COMPLETEMENT INTEGRABLES;

Par M. N. Sarrykow.

I. — Introduction.

On lit dans les deux éditions, premiére et seconde, Legons sur U'intégration
des équations aux dérivées partielles du premier ordre, par E Goursat, les
exemples de Valyi et de Bourlet cités a titre de systémes non complétement
intégrables (n° 3, p. 133, deuxiéme édition). Voulant, un jour, présenter lesdites
tquations comme exemples des systémes non complétement intégrables, je me
suis apercu que l'assertion des auteurs mentionnés n’était pas exacte.

E. Goursat, informé sur ce rapport et approuvant la constatation faite,
m’écrivait « que voulez-vous, j’avais confiance en mes éléves. »

I1 est fort probable que Valyi et Bourlet, traitant les exemples en question,
avaienl rencontré, en intégrant les équations considérées, des difficultés qu’ils
n’ont pas su surmonter. D’ou sont venues leurs conclusions insuffisantes.

Pour combler cette lacune, qui a duré plus d’un demi-siécle, on va exposer ici
succinctement 'intégration des systémes en question.

II. — Systéme de Valyi.

Considérons le systéme

ds =pdr+ qdy,
dp = q dx + sdy,
dg = sdx + pdy,
ds =pdzr+ qdy.

On en tire immédiatement deux intégrales évidentes
i2) 5 —s=0Cy, e==y(p+q+s)=Cs,

C, et C, désignant deux constantes arbitraires. Cela étant, le systéme 1) se
réduit a U'intégration d’un systéme jacobien des deux équations linéaires aux
dérivés partielles d’une seule fonction inconnue :

. ) Jd9 o J?
’ \1(;)20—2+p()—z+(C,+C,c1‘.‘——z——1))‘—)—[—’=0,
3)
de

Y2(g)= ::—; +(C,+Cge1+¥—z—p)3——;" +(Z_C')d_p o.
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On calculera sans difficulté, tout d’abord, les deux intégrales de la premiére
¢quation (3), en intégrant un systéme des deux équations différentielles

ordinaires linéaires aux coefficients constants. Celles-ci admettent la forme suivante
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Transformons, a présent, la seconde équation (3), en y introduisant, au lieu
de 3 et p, comme nouvelles variables, les intégrales o4 et 9. (4). L'équation
transformée devient, I désignant la nouvelle fonction inconnue,
1 I a0
Y (V3s1— ?2),)”5: =o.

v gy
— 2(_?1-0-\3:*2)‘)—?7

2

les deux derniéres intégrales du systéme de Valyi (1) sous la forme suivante
]=c.

I)ll.
L’intégration de cette derniére équation produit les deux intégrales du sys-
(g — p)sin ‘j(r— )+ (28— p— g)cos
g — ) sin = (0 — )) (25— p — g) cos

;)_|‘
teme (3). en intégrant un systéme des deux équations différentielles ordinaires

lindaires aux coeffidients constants. Revenant aux anciennes variables, on obtient
\/‘ (:.l‘—‘l‘)} = Ca.
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C, et G, désignant deux nouvelles constantes arbitraires.

/o
e e V3o V3 R
(28 — p —¢) sin 5 (v — )— (g —p)cos 5 (r=u1
111, — Systéme de Bourlet.

Consid¢rons le systeme
[ ds =pdr+qdy,
dp = rdr + (az?+ P__q) dy,
EZ) dx +rdy,
7\ oy
z > dy.

dg = (az'—+ .
dr = ('iaqz + ) dr + <3ap: +

pr
La quatri¢me équation (1), grice a la premiére, devient

F4

(1)

d('_‘) =3a(gdx + pdy).
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Quant a la seconde et troisiéme équation (1), en vertu de la premiére, clles
produisent la relation

d(pg)=r(gdz+p dy)+(az'1+ [”1) dz.

1l en résulte que grace a la relation (2), I’équation intégrale du systéme (1)

~
3

w o

e 1 r o, v
3) PY= o st 2(1:-‘—4— Cy 5,

C, désignant une constante arbitraire.

Pour avoir la seconde intégrale, formons, au moyen de la premiére équation (1),
la relation suivante

(H pdp+qdg=rds+ (u:2 + P_f> (g daw + p dy).
Or, on a, en vertu de 'équation (3),
Pq Y 1 (l')‘-’ 3, .
- +ait= -+ ast =+ G
z ba \ 35 2
En vertu de cette derniére équation ct de la relation (2), 'équation (4) devient
3a | 6a\z

pdp + qdg =rds + —I—[ ! (r>2+§ 152+ C.,]:/(IF—')

ct se présente sous la forme d’une dérivée exacte. L’intégration de cetle derniére
produit la seconde équation intégrale du systéme étudié (1)

3 Ju 3

B
(5) PP gr=rs 4+ - lu_ <£) -+ 2Gy C'—b—(l-_,,

C., étant une constante arbitraire.
On tire aisément des deux équations (3) et (5) les formules suivantes :

| p+ g =yo(w),

(6) :
( 1’_'9:\/Wa

ou le symbole de @ signifie la fonction
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substituant les expressions de p et de ¢ tirés des équations (6): la premiére
équation (1) et la deuxiéme produisent deux nouvelles équations

1

du = a® o (1)yd(x + 1).
1

dv = a*\JB(v)d(y —x).

Les variables ) étant séparées, on obtient deux derniéres ¢quations intégrales du
systéme (1)

T+ y——zf—f i
\/‘D(u

—L dy

y—zx=a *
’ \/fl’(v

C; et G, désignant les nouvelles constantes arbitraires.

(Manuscrit recu le 12 mai 1946.



