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COMPOSITION DES SIMILITUDES PLANES.
APPLICATION AUX QUADRILATÈRES COMPLETS;

PAR M. MARCEL DECUYPER
(Lille).

1. M. Hadamard a récemment publié dans V Intermédiaire des Recherches
Mathématiques (Supplément du fascicule 9, janvier 1947, p. 69-71) un arlicle
intitulé « Composition des similitudes planes», où il reprenait un problème qu41
avait traité de façon plus détaillée quelque temps auparavant [A hnown problem
of geometry and Us cases of indétermination (Bulletin of thé American
Mathematical Société, Vol. 50, n° 8, p. 020-528, 1944)]. La discussion du pro-
blème P suivant : « construire un quadrilatère Q directement semblable à un
quadrilatère q donné, xyzt, tel que les côtés TX, XY, YZ, ZT (ou leurs prolon-
gements) passent respectivement par des points donnés K, L, M, N » Pavait amené
à étudier la composition des similitudes planes.

Nous reprenons ici cette question par une méthode un peu plus simple et nous
complétons la discussion du problème P en nous inspirant des remarques et des
souhaits exprimés par l'illustre géomètre 1i la fin des deux articles cités.

2. .Dans le plan euclidien, une similitude directe S est parfaitement déter-
minée par le symbole S (a, z) qui représente la donnée de a, le centre et de 5,
que nous appellerons le « rapport » de la transformation et qui est l'imaginaire pe*'0,
p désignant le rapport d'amplification (que nous pouvons prendre positif), et 0
Pangle de rotation; Mo étant un nombre quelconque, M son transformé, on a

«M : aMo=p, (aMo, aM) =0; No, N étant un autre couple de points homo-

logues, on a MN:MoNo= p, (MoNo, MN) = 0. Nous appelons triangle directeur

de S tout triangle Oaoa tel que Oa:Oao==P» (Oao, Oa)==0; ainsi le triangle
(o, i, z) où chaque sommet est figuré par son affîxe est un triangle directeur de S
(<x, z) ; il est commode d'appeler O^o côté initial, Oa côté extrémité. Une simi-
litude est parfaitement définie par un couple Mo, M de points homologues et sou
rapport z\ le triangle «Mo M est en effet directement semblable au triangle direc-
teur Oaoâ et cette propriété détermine le centre <x.

Mo étant transformé en M par S(a, <s), effectuons sur M la similitude S'((3, s ' }
de façon à obtenir M' ; le produit de la transformation S par S'que nous représen-
terons suivant Phabjtude par S'S est une similitude dont nous nous proposons de
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trouver le centre. Prenons comme triangles directeurs de S, puis S',(o, i, z) et
(o, z ' z z ' ) de façon que le côté extrémité du premier soit le côté initial du second
{fig. i ) ; le triangle (o, i , z z ' ) est manifestement un trianglô directeur de S'S;

Fig. i.

le cenirc inconnu c de S'S est tel que, -son transformé par S étante', le transformé
de c ' par S' soit c; on a ainsi la figure 2 où le triangle ace' est directement semblable
à (o, i , s ) tandis que (3c'c est directement semblable à (o,-s, zz1). Si donc, noua
prenons deux points arbitraires C, C' et si nous construisons les triangles ACC'y
BC/C directement semblables à (o, i, z) et (o, ^, -s-s'), nous obtenons une figure
AGBC' directement semblable à la figure a c ̂ c où a et (3 sont connus et corres-

pondent à A, B tandis que c, c' encore inconnus correspondent à^C et C/ ; c et c'
s'obtiennent donc, d'une façon unique, sans indétermination possible, par de
simples reports d'angles orientés ; comme on a ac:AC= aj3:AB on voit que c est
à distance finie si B ne coïncide pas avec A, c^est-à-dire si zs -^ i ; nous ferons
celte hypothèse ; nous reviendrons plus loin au cas où 2S'== i.

En examinant cette construction, il est facile de voir que le triangle ac'jî est
directement semblable au triangle ( z z ' ^ z^ i ) et que le triangle (3 ça est directe»
ment semblable au triangle (zz1, z ' , i). En effet, "les quadrilatères (o, i, -s, zx!.)
et acpc' des figures i et 2 sont composés de triangles' semblables chacun à
chacun, mais autrement assemblés. Soumettons la figure i à nne inversion ayant
son pôle au point P d'affîxe z et .désignons par a', o', (3' les inverses des points ( l ),
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(o)ï (^O. Le triangle Pô'a' étant inversement semblable à (^, o, i } (donc à c'ca),
paisque c/a' est antiparallèle de (0,1) par rapport à l'angle en P, et de même Po'P'
étant inversement semblable à (^, z z ' , o) (donc à c ' c ^ ) le quadrilatère P y : ç > ' y est
inversement semblable à c ' c x c ^ . Le triangle ac'(3 est inversement semblable à
aTp' lai-même inversement semblable à ( z z ' , z, i ) ; donc les triangles OLC'^ et
(«s', z, i ) sont directement semblables; on peut remplacer le second par

( I » -^» — ' ) q111 s^11 déduit par la similitude directe (O,-^. Le triangle y.cï\ z z z ' / ^ * \^ ; ̂  / ° '
est lié à l'opération SS^où les similitudes sont effectuées dans l'ordre inverse de
S'S; en. effet, S'transforme c' en c et S transforme c en c' ; le point invariant de
SS', centre de celte similitude, est donc c'. Les résultats obtenus pourc^ montrent
donc, en permutant a avec [3, c avec c', z avec z ' que le triangle j3ca est directe-

ment semblable au triangle ( z z ' , z ' , i ) ou au triangle ( i . l-) —\ •\ z zz- /
Appelons inversion complexe l'opération qui remplace le point z par le point -j

où A* est une constante quelconque (réelle ou complexe) ; l'origine est le pôle de
celle inversion ; nous voyons que si nous avons construit deux triangles directeurs
(»)AP de S, ûùPB de S'tels que coP côté extrémité du premier soit le côté initial du
second, le triangle (3ca est directement semblable au triangle AiPiBi formé
par les inverses complexes de A, P, B relatifs à a) ; si, au lieu d'une inversion
complexe, nous opérons une inversion 'géométrique habituelle de pôle co, le
triangle A.\ P\ B\ est inversement semblable au triangle pca. Celte remarque
sera utile plus loin.

S'S faisant passer de Mo à M puis à M', l'opération inverse fait revenir de M' à
Mpar(S')-1 e tde M à Mo par (S )-1 ; de sorte que (S'S)-1^ ( S } - 1 ^ ' } - 1 ; le point
c est centre encore de (S'S)-' ; les triangles directeurs qui interviennent ici sont

(o, i , y\ pour (S')-1, puis (o, p, ̂ \ pour (S)-' : en appliquant- la règle trou-

vée plus haut, on voit donc que le triangle ac(â est directement semblable au
triangle ( i , z1, z z ' ) , de sorte que (âca est directement semblable an triangle (zz\
z ' , i ), nous retrouvons comme vérification le résultat déjà, obtenu.

Faisons encore la remarque suivante : dans la similitude directe des triangles
(âca et ( z z ' , z ' , i ), (3 correspond à z z ' et a à i ; dans la similitude de <xc'^ et (^',
^, i ), c'est a qui correspond à z z ' et p à i ; si donc nous faisons tourner le triangle
pc a de 180° autour du milieu deaj3, le pointe viendra occuper une position c telle
que les quadrilatères ( i , z, z z ' , z ' ) et pc'ac soient directement semblables.

3. Les raisonnements purement géométriques que nous avons faits peuvent être
remplacés par un calcul simple effectué sur des imaginaires, nous désignons par

(<xc) Pimaginaire qui représente le vecteur libre ac ; on peut écrire

( a c ) = = ( a c ) ^ (?c) =(?(/) .<

Transformons la seconde égalité

(pa)-^-(ac)=sl(?«)-^-(ac /)]s f=(pa)s /-^;(ac)^'.
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On a donc, en supposant zz'-yé

(ac)=(a?)^——^ (ac')=(ap)^—p

et <îela signido que les deux triangles pca et (^, z\ i ) sont directement sem-
blables, de même que <xc'(3 et (zz':^ ^, i ).

Il est opportun d'étudier le cas où zz'-== i , c'est-à-dire celui où S'S se réduit à

uno translation, comme il résulte de M'N'== MN.S' == MoNo^'== MoNy. Pour

obtenir le vecteur libre constant Mo M == T qui définit la translation S'S==T, il
s u f f i t d'opérer sur le centre a qui reste invariant par S et ne subit que l'opéra-

lion S'; doncT=== |3<x(-5'— i ) . En écrivant la relation T=S'S sous les formes
équivalentes (5')-^=== S ou TS-^S', on déduit de là le moyen de composer
une translation T effectuée en premier lieu avec une similitude (S')-1 de centre (3
et de rapport \\z'~-~^z\ l'opération S résultante a même rapport z que (S')""1 el

•> f>
pour centre le point a défini par [3a == —— == ——î en composant une simili-
tude S~', de centre v. et de rapport z ' effectuée en premier lieu, avec une transla-
t ion T, on H pour l 'opération résultante, le rapport z ' de S"1 et le centre (3 tel que

;f_ T

'(. Souquons maintenant au problème P. Le quadrilatère cherché Q dont los
cotés, prolongés au besoin, TX, XY, YZ,ZT passent respectivement par les points
lionnes K, L, M, N est directement semblable a un quadrilatère donné q. de
•sommets x, y, 5, /. Pour définir la forme de (7, il suffit de mener la diagonale xz
p;ir exemple et de donner les angles orientés de droites indéfinies (autre-
ment- dit, non orientées) cpi==(^, xz)^ ^^=^{xz^ xy)^ ^i==(^y, zx)
^,,=,= (zXf z t ) ; chacun de ces angles est défini à A'Trprès; quand ils sont connus,
M nous nous donnons arbitrairement a?i et Zi, le point ^s'obtient au croisement
de deux droites indéfinies, et de inêmej'i. Si nous faisons un décompte d'incon-
nues et d'équations pour le problème P, nous avons 8 inconnues: les coordonnées
des sommets X, Y, Z, T liées par 4 équations exprimant que les angles (XT, XZ),
(XZ, XY), (/-Y, ZX), (ZX, ZT) ont des valeurs données et 4 autres exprimant
que les côtés passent par 4 points donnés. A priori, bien qu'un tel décompte ne
puisse conduire a une certitude, on peut donc espérer trouver un nombre fini do
solulions si K, L, M, N ont des positions choisies au hasard.

Le problème étant supposé résolu {fig. 3), le cercle Ç, issu de K, L et conle-
nnnt X, est connu, c'est le lieu des points X tels que (XK, XL) = = 9 1 + 9 2 ? ce
ct'rcle recoupe la diagonale XZ en un point a connu car

( K a , K L ) = = ( X a , X L ) = = ^2 . (LK, La) == (XK, X a ) = = ^ i ;

le point a s'''obtient donc par des opérations linéaires^ à l'intersection de deux
droites indéfinies issues Je K et L respectivement; ces deux droites ne sont pas
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parallèles car 91-4- 93 n'est pas congru à TT (ou ce qui revient au même, à zéro) :
tout cela revient à dire que le triangle KL« est connu a priori^ par sa base KL et
les angles à la base; de même pour le triangle MNy, v étant le point, autre que Z,
où la diagonale XZ est recoupée par le cercle Ç, NMZ, connu a priori, au même
titre que Ç; y s'obtient lui aussi par des opérations linéaires. Si «et y sontdistincts,
la diagonale XZ est connue et recoupe les cercles Ç, Ç respectivement en X, Z de
sorte que Q est complètement connu. Le problème a une solution unique qui n'est
jamais dégénérée. Remarquons que le tracé effectif des cercles Ç, Ï est inutile ; «
étant obtenu, Fégalitë (KL, KX) = (aL, a v) donne par simple report d'angle, la
droite KXT et de même (LK, LX)=(ocK,aY) donne la droite LXY; on a de
même les droites ZMY, ZNT. Si a et v coïncident, il y a oo1 solutions puisque

Fig. 3.

loule droite issue de ce point unique ay donnera un couple 5, Z s a t i s f a i s u n t aux
conditions de l'énoncé.

Pour que le problème admette co1 solutions^ les points a, y doivent coïncider et
ceci, quelle-que soit la méthode employée, conduit à deux équations de condi-
tion. K, L, M étant donnés, nous pouvons aisément construire la position cri-
tique No du point N telle que, s iN est distinct de No, le problème ai t une solution
et une seule tandis que si N vient en No, on trouve oo1 solutions.

Pour cela, ainsi que pour la suite, il est utile de remarquer que le rapport (ou
un triangle directeur) de la similitude de centre « qui transforme K en L est
parfaitement connu quand q est donné et ne dépend pas de la configuration
des ^points K, L, M» N : en effet, l'égalité («K, KX) === («L, LX) entraîne que
la droite indéfinie XTse transforme on la droite indéfinie XY et que le pied de In
perpendiculaire abaissée de <x sur XT se transforme en le pied de la perpendicu-
laire abaissée de a s u r X Y ; ces deux perpendiculaires donnent donc un triangle
directeur de la similitude ; on peut remplacer ce triangle par le trinngle de soni-
met 0, point commun aux diagonales XZ et YT et ayant pour côtés les perpendi-
culaires issues de 0 sur XT et XY; en appelant o le point de rencontre des dia-
gonales xz etyt de q et 7i, Z, w, n les projections* de o sur tx^ xy^ y 2^ st, nous
pouvons prendre comme triangle directeur o,A7; de même la similitude de centre y
qui remplace M par N, donc YZ par ZT a pour triangle directeur omn ; il est alors
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clair que si K, L, M sont dxmnés, ce qui entraîne la connaissance de a au moyen
des reports d'angles indiqués plus haut, le point No sera celui qui est défini par

—>— ->
aNo ofi

a M om

et noire discussion est terminée.
Indiquons brièvement une autre construction du point No ; elle résulte de la

propriété suivante : « Si trois droites d'une figure sembl^blement variable passent
chacune par un point fixe, il existe un centre permanent de similitude; toute
droite de la figure passe par un point fixe ». Les trois droites considérées forment
un triangle MNP dont les côtés MN, N-P, PM contiennent l'es points fixes TT, /JL, v;
deux positions distinctes de la figure sont caractérisées par les deux triangles sem-
blables MNP, MWP'; le centre co de la similitude faisant se correspondre les
deux triangles est à l'intersection des cercles circonscrits aux triangles M VÎT, |m.Nîr
(et /^P) ; il est indépendant de M'N'P', c'est un centre permanent de similitude.
Une droite A de la figure variable se déduit de M'N par exemple par une simi-
li tude S de centre w et comme MN passe par le point fixe TT, A passe par le point
f ixe déduit de TT par S.

Appliquons ceci au problème P ; si nous avions cherché a construire un qua-
drilatère Q directement semblable à q et tel que trois côtés seulement TX, XY,
VZ passent par trois points donnés R, L, M, le problème ainsi posé aurait admis
une infinité de solutions, la figure semblablement variable constituée parQ.»
.idmellîmt un centre permanent de similitude &) (le point de rencontre autre queL,
des cercles circonscrits aux triangles KXL et LYM); la droite ZT pourrait être
déduile do YZ par une similitude de centre w et passerait donc par le point fixe
déduit de M par cette similitude. Pour obtenir le quadrilatère Q solution du pro-
blème P, on joindra ce point fixe à N et l'on aura la droite ZT d'où l'on déduira
îusomcnt les autres éléments; le cas d'indétermination est celui où N se confond a

î ivcc ce point fixe, No.
Nous devons souligner ici un fait curieux : soît un problème P dont la discus,-

siou peut so ramener à celle d'un certain nombre d'équations algébriques telles
(\{\en général, P n'admette qu'un nombre fini de solutions; en général encore
il faudra que les données satisfassent à un certain nombre de conditions (souvent
11110) pour que P devienne impossible, et il faudra ajouter certaines conditions
nouvelles (souvent une) pour que JP redevienne possible el admette alors oo1 solu-
tions. Avec le problème étudié ici, le cas d^impossibilité ne se présente pas ; en
gén^ral^ P a une solution et une seule ; moyennant deux conditions^ P a
oo' solutions.

«l). Dans notre exposé, les côlés du quadrilatère q ou Q interviennent à titre de
droites indéfinies ; autrement dit, c'est un quadrilatère complet que nous devons
considérer ; il y a trois couples de sommets opposés, trois diagonales XZ, YT,
UV : XZ porte les points a, y centres des similitudes déjà étudiées ; de même YT
porte les points |3 et S ^fig^ ^) à l'intersection avec les cercles LYM etNTR, et
UV porte les points s. o {fîg- 4) à l'intersection avec les cercles KUM et NVL.
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Pour la même raison que a et y sur XZ, les points (3 et y sur YT et les points & et
9 sur UV sont connus et pour que le problème P admette oo1 solutions, il faut et
il suffît que (3 et ô soient confondus) ou si l'on préfère, que e et © soient confon-
dus. Il doit donc exister entre les points a, j3, y, ô, e, <p des relations particulières,
q.ue nous allons préciser.

U

Fig. 4.

a est le centre de la similitude de triangle directeur okl qui transforme K eïiL ;
(3 est le centre de la similitude de triangle directeur olm qui transforme L en M ;
la similitude résultante S a pour triangle directeur okm et transforme K en M.
Remarquons d'ailleurs que la droite indéfinie XT se trouve remplacée par XY
puis parYZ. Or s est le centre d'une similitude qui transforme aussi K en M et la
droite XT en YZ; comparons-la à S. Nous utiliserons O i , point de rencontre des
diagonales xz et uv et ses projections sur les côtés du quadrilatère complet. Un
triangle directeur de la similitude (eKM)est o\,k\ m\ que nous comparons à of^m.

Fig. 5.

Les points o et Oi sont conjugués harmoniques par rapport à xz et il en n'sullc
que les rapports d'amplification sont les mêmes o—rî-^ == om'^ les points o et O i soni

d'un même côté dey-s, de part et d'autre dext (on bien d'un mêmccôléde x t ^ de

part et d'autre de y z ) , donc les vecteurs 0771 et Oimi sont de même sens tandis



- 56 -

que o/ccto^ ki sont de sens contraires (ou bien om et o< wi sont de sens contraires,
et ok el Oi/ci de même sens) et il en résulte

(oÂ", om) = îc -+- (<?iA-i, OiWi).

On en conclut que e et le centre E de la similitude S forment avec K el M un
quadrangle harmonique; disons pour traduire cette propriété que E est conjugué
harmonique de £ par rapport aux points K et M. Les deux points E été sont sur
les arcs KM différents sur le cercle circonscrit à UKMet nous pouvons ainsi noter-
que si les deux similitudes E et e transforment toutes deux la droite indéfinie XT en
la droite indéfinie YZ, les deux transformations de la droite XT différent en ce qui
concerne l'orientation. Pour avoir E, il suffira de prendre l'intersection du cercle
KMe (ou KMU) avec la droite qui joint e au pôle de KM par rapport à ce cercle.

Si nous appelons À-', Z', w', n' les inverses de A-, l, w, n dans une inversion de
centre o, il résulte de l'étude faite aux paragraphes 2, 3 que le triangle (SE a est

-inversement semblable au triangle k ' I ' m ' . Mais la similitude S de triangle direc-
teur okm qui transforme K en M peut être obtenue comme produit de la simi-
litude de centre ô qui transforme K en N par la similitude de centre y qui trans-
forme JN en M, donc le triangle ôE-^est inversement semblable au triangle k'n'm1.
Étudions donc la figure l ^ l ' m ' n ' {fig. 6); appelons a?', .y', ^, t1 les inverses de a?,

y^ s, t. À' et l étant sur le cercle de diamètre ox, les trois points 3?', k\ V sont sur
la même perpendiculaire à ox\ de même pour ^', m\ n! \ les trois points y, /', mf

«ont sur uno perpendiculaire à oy, dé même que <', n', V\ en définitive, k'l'in'n1est
un pnrallélogrammqdonta?^ e t y ' t 1 sont les hauteurs; les triangles V l'm! etm'n'V
sont donc égaux et par suite |3Ea et ÔE^ sont deux triangles directement sem-
blables.

Il y a donc une similitude de centre E qui transformé P en 9 et a en y de sorte
que l'on peut écrire

$P - Es - E? - nlmf 'y'^
ya - ET - Ea "77 "Tï'
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On a utilisé la similitude de yEô et k'n'm! et deux expressions de Paire du
parallélogramihe k' l'm'n^ dont les hauteurs sont x ' z ' ety^'.

Le rapport des segments ô(3, ya portés par les diagonales YT ̂  XZ e^ ̂ onc
indépendant de la configuration des points K, L, M, N ̂  /ie dépend que du
quadrilatère q.

On reconnaît bien que si y et a se confondent, (3 et ô se confondent aussi, ainsi
d'ailleurs que e et 9.

Comme les trois diagonales jouent le même rôle, nous pourrons faire apparaître
d'autres couples de triangles semblables tels que apEetyôE à partir des six points
a» Pî ï» ^î ^ ? et ^es points A, B, G, D, E, F respectivement conjugués harmo-
niques de a par rapport à KL, de (3 par rapport à LM, etc. Pour obtenir un tel
couple, par exemple a(3E et yôE, nous pouvons partir d'un point E correspondant
à un point e d'une diagonale UV. Les triangles qui en découlent ont un sommet
commun en E, les autres sommets sont les points a, (3, y, ô portés par les deux
autres diagonales, deux sommets homologues étant portés par la même diagonale.
Nous trouvons ainsi les six couples

apE a5F f^sA pyC asB acpD

y8E, 8[3F, 8?A, SsC, y.?B, ^.D,

que l'on groupera eux-mêmes par deux en associant les points E et F, A et C, B et
D suivant les diagonales qui leur correspondent. En effet, les triangles a,3E et.
yÔE sont inversement semblables au triangle m ' k ' V et ceux du couple aoF, Y,3F
sont inversement semblables au trianglen'V k1 et le fait que k ' I ' m 1 n ' est un paral-
lélogramme entraîne des conséquences établies par M. Hadamard dans son article
du Bulletin de la Société américaine de Mathématiques et que nous citerons
rapidement : On observe d'abord que le produit de la similitude de centre E qui
change a en (3 par la similitude de centre F qui change (3 en y est un demi-tour
dont le centre est donc le milieu G de a(3. Le produit des mêmes similitudes dans
l'ordre inverse est le demi-tour qui change ô en j3, son centre est donc le milieu
H de Bô. Les relations de ces centres avec E, F sont données par notre règle de
composition; on trouve ainsi que G et H sont conjugués harmoniques (au sens
que nous avons précisé .plus haut), par rapport à E et F.

Dans les articles cités, M. Hadamard n'a pas signalé la relation entre les points

e etE, mais il a montré que le rapport ^jest égal à la quantité x— qui ne dépend

que de la forme du quadrilatère q etil a ajouté cette remarque : «le quadrilatère y,
que Pon peut et doit considérer comme un quadrilatère complet, admet en réalité
trois diagonales et non deux. Les résultats devraient revêtir une forme telle que
Pon puisse les écrire à l'aide de deux quelconques des trois diagonales et que les
valeurs ainsi inscrites des trois rapports soient concordantes ».

Cette concordance est facile à vérifier;' on aurait pu, a priori^ supposer qi/ellc
donnerait une propriété projective nouvelle de la figure ; il n'en est rien ; on est
simplement ramené au théorème de Ménélaùs. Sur la figure 7 nous avons marqué
les côtés du quadrilatère complet et ses diagonales ooi, o^o^^o^o. En introduisant



- w -
des segments orientés, on a

ay _ ox___o^ _ xz oyot
pô yt oxoz

oy ot

Le produit (— ^ ̂  doit être égal à l'imité; cela entraîne

/ .r̂  oyo^ \ lyt^ o^uo^v \ . /uv pi x Oiz \
\yt o x o z ) \uv o^y ôît j \xz o^uo\v ] ~ I'

Les termes xz^ yt^ uv disparaissent, il reste

o\xo^z oyot OîUOîV
OX OZ 0* V Oy, t 0\ U 0\ V

Mais
<)i x q i z oy ot Os u Oî v
ox oz Oî y o-ît o\u Q\ v

On doil donc avoir

(Ot.Z- Ot OvU \2 _

OX Oît Oi U / ?

C'est le théorème de Ménélaiis appliqoé au triangle 00102 6t à la transversale uxt»

(Manuscrit remrs le Ie r octobre 1947.)


