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DIVISIBILITE DES POLYNOMES
RELATIVEMENT AUX PUISSANCES D'UN NOMBRE ENTIER:

Par M. Pierre Boos.

Nous nous proposons d’étudier des congruences dont le module est une
puissance du premier coefficient d’un polynome g & coefficients entiers auxquelles
satisfont identiquement des polynomes.a coefficients entiers.

1. Nous examinons d’abord le cas ot
glx)=pat+ar'— +a,x" 2+, ..,
avec a premier avec p (a peut étre égal a 'unité).

Quel que soit Uentier k, il existe des polynomes w,(x) de degré k tels que le
produit g(z) w;(z) soit congru mod p*** & un polynome ¢ (x) de degré n —
dans lequel le coefficient de z"~* est premier avec p.

Quand & = o, il suffit manifestement de prendre u,=1, le terme de plus haut
degré dans ¢ est alors @ 1.
Supposons qu’on ait trouvé un polynome u;—y = pi=tzi-t 4. . tel que le

produit g u,— soit congru mod p* au polynome ¢;_, égal & b z—' 4+ b’z 2. ..
dans lequel b est premier avec p et montrons que le polynome U = p2 u;_, (x) - /)
est un polynome u;. En effet le produit gU est congru mod pi+t 3
(pb' — ab) z"~"—+. .. qui est bien un polynome ¢ puisque pb'— ah est premier
avec p comme a et b.

Nous avons donc un procédé qui permet de calculer de proche en proche des
polynomes u; et ¢, correspondant aux valeurs croissantes de l'indice; nous
remarquons que les polynomes u ainsi obtenus sont des polynomes en pz dans
lesquels le terme indépendant et les coefficients sont premiers avec p.

2. Deux polynomes u;. et u, de méme indice sont liés par wne congruence

wp+Our=o (mod pk+1),

ou b est premier avec p, Réciproquement tout polynome congru ¢ un produitu,
est un polynome u); (0 promier avec ,°).

Pour démontrer cette propriété nous établissons d’abord par récurrence le
lemme suivant : Tout polynome z.(z) de degré au plus égal & k tel que 1z
LXXVI. 5
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produit g(x)si(z)soit congru mod p*** & un polynome de degré n—2 au plus
est congru & zéro module p*+* (et alors le produit g z; est aussi congru a zéro).

Ce résultat est évident si k= o, car alors 5, est une constante C et g z, congru
(mod p) a aCz"—'+-... ne peut étre congru a un polynome de degré n— > au
plus que si G est congru & o.

Supposons alors démontré que tout polynome z; dont I'indice est inférieur a £,
est nécessairement congru a zéro module p#+t et soit z; un polynome de degré k'
possédant la propriété indiquée. Si P'on désigne par A} 2" le terme de plus haut
degré de 5, le terme de plus haut degré dans le produit g est Aj pzn+h et il
n’est congru i zéro mod pi*! que si A} = Ayp*; il en résulte que les k termes de
plus bas degré de 5; forment un polynome sz, donc d’aprés I'hypothése les
coefficients de ces termes sont tous divisibles par p* et 'on peut écrire

sp(B) = g phack 4 Ay pFak—ta- Apg phak—2+, . .+ A; pkai +...+ A, pk.

On voil alors que dans le produit gz; le terme (A,ﬁp’*—l—A, .p’\“):t’*"“ ne
peut étre congru a zéro mod pi+t que si Ay est divisible par p. De proche en
proche on montre que tous les A; sont congrus & o mod p; en effet si 'on a
démontré¢ que dans 5, “us les coefﬁcients des puissances de = supérieures a la j'®m°
sont divisibles par p/+1, le terme de degré n+ j—1 dans le produit gz est
congru mod pi*' & aA;p’ - Aj—y pk+! et il ne pent étre congru a o que si A; est
divisible par p. Il en résulte que %4 est bien congra a zéro mod p/-+1,
Cela étant soit uy, et u), deux polynomes de degré & tels.que

g2 ur(z)=b a1+ b, xn—2+. (mod pk+1),
,(x)uk(x)eb w"—1+b’.x"—2+... (mod pk+1),

Comme 5 el b sont premiers avec p, il existe un nombre 0, premier avec p, tel
que B'—4=0 b= o mod p'+!, dés lors

g(@) [ () + 0wp(2)] = (by+ 0by )z —2+. .. (mod ph+1),
el d’aprés le lemme, w)+0u; qui est au plus de degré & est congru a zéro; les

polynomes ¢ correspondants vérifient la méme relation.
La réciproque est évidente car si u'= 0u; mod p*+*, on a

gu'=8 gur=0v; (mod 1)""’1 ).

Or 0y, est un polynome de degré n—1 dont le terme de plus haut degré a un
coeflicient premier avec p tout comme celui de ¢4 puisque 0 est premier avec p.

3. Le résultat précédent et la forme des polynomes u particuliers obtenus
au n° | montrent que tous les polynomes u; sont des polynomes en pz dont les
cocfficients entiers sont premiers avec p. Cette forme des u, peut d'ailleurs étre
établie directement par récurrence.

Les termes consécutifs d'un polynome uy, du terme de degré j au terme de
degré h compris (J < h £ k) constituent le produit par p/z/ d’un polynome u
d’indice h —J.
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En effet si Fon désigne par p/2/¢(z) le polynome formé par ces termes consé-
cutifs et par y(z) celui formé par les termes de u, ayant un degré inférieur a 7,
on voit immédiatement que la somme p/z/¢ +4-¢ constitue un polynome u
d’indice %, de sorte que '

g@)[piaio(z)+Y(z)]=vn  (mod ph+t).

Mais dans le premier membre de cette congruence les termes de degré n
a4 n—h proviennent uniquement du produit p/z/g(z)9(z) et leurs coefficients
sont congrus a zéro mod p%+1, par suite dans le produit g(z)¢(z) tous les termes
de degré supérieur ou égal & n sont congrus a zéro mod p#~/*! et pour démontrer
que ¢ constitue un polygone u;_; il nous reste seulement a prouver que le
coefficient b du terme en z"~* du produit g¢ est premier avec p; or dans le
produit g(p/z/¢+¢) lui' correspond le terme (bp/—+ Aj_y p/)ar—i+! si l'on
désigne par A;_, le coefficient de p/~* z/~* dans u, on a donc

bpi+ Ajypi=o (mod ph+t) dott b+ A;_ =0 (mod pii+t),
ce qui exige b premier avec p comme A;_,.

4. A tout polynome U en pz, a coefficients entiers, de degré 4 dont le terme
indépendant est premier avec p, on peyt faire correspondre un polynome W de
degré au plus égal a k tel que UW soit congru a 'unité module pi-t.

Soit

U= Apptahka Mg prhrah—t 4 o+ Njpiai+. ..+ Ay pz + Ay,

ou A, est premier avec p; nous allons déterminer de proche en proche les coeffi-
cients du polynome W écrit sous la méme forme

W = B prak+ Br_y pi-tzh—t+. ..+ B piai+...+ B px + B,.
Le produit UW est en effet congru module p+t a

AoBo+ px(AeBi+AiBy) +...
k \

J
+pixi<Ao}3i+2AiB,-_i )+. ) .+Pl'xl'(;&0|31\«+2/\13/;_i )

\,

i=1 / \ i=1 /

Nous pouvons trouver By, entier premier avec p, tel que

AgBy=1 (mod ph+1),

puisque A, est premier avec p; la congruence

AyBy+ AiBy=o (mod pt)

permet ensuite la détermination de B, et ainsi de suite : les congruences

j
AOB;+ZA,B,«_1EO (mod ph—j+1)

=1
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permettent le calcul successif des coefficients de W; on voit ainsi que W est
determiné 4 une congruence module p*+! preés.

[l résulte de cette propriété qu’en particulier & tout polynome u; correspond un
polynome wy, de degré & au plus, tel que

ur(z)wr(z)=1  (mod pk+t).
Des congruences
upwr==1 et gurp=vr (mod ph+1),

on déduil en multipliant la seconde par
g(z)==op(x)we(x) (mod ph+i).

Les polynomes v, et wy sont donc des diviseurs de g(x) module p+i.

Dans le produit v,wy les termes de degré supérieur & n sont congrus a zéro
module pf+4, cela exige que dans wy tous les termes de degré supérieur a l'unité
soient congrus & zéro puisque le terme de plus haut degré dans ¢« a un coefficient
premier avec p; par suite le polynome w; est congru a un polynome du
premier degré :

Quel que soit Uentier k, il existe des diviseurs de g(z) module p*+t, les
wns v (z) sont de degré n— 1 et ont pour coefficient de z"~* un entier premier
avee p, les autres wi.(z) sont du premier degré.

L.es relations existant entre les polynomes u de méme indice et le fait qu'un
diviseur de g module p'*t est a fortiori diviseur module p*+* si X est inférieur
a & montrent que : Deux diviseurs de g du méme degré w; et w. ou v, et v, sont
lids par une congruence

Wi+ bwps=o0 ou Oog+ vpr=o0,

dont le module est la plus petite des puissances p*+* ou p¥+' et oix 0 est premier
avec p. Réciproquement un polynome congru module p#*+' a un diviseur
module p¥*t est un diviseur module p¥+! ou k' est au moins égal au plus petit
des 2 nombres & ou A.

Un diviseur du premier degré est de la forme A pz + B, les coefficients 4 et B
<ont lids par une congruence. En effet le diviseur ¢ correspondant s'écrit
Lav=td=byz" *-+... ct'on doit avoir

Abp==p (mod pt+t)  d'od Ab=1 (mod pt),
\byp+Bb=a (mod pt+t) dod Bbe=a (modp)
cn multipliant la derniére congruence par A on obtient
BAb=Aa (mod p) soit B=Aa (mod p).
Les relations existant entre les diviseurs de méme degré permettent de rendre
¢gal a I'unité le coefficient de z"~* dans ¢ (il suffit de muliiplier ¢; par le coeffi-

cient A du polynome ¢ correspondant) 'expression correspondante du diviseur
du premicr degré s’obtient en multipliant wy par b et est de la forme

P+ a4+ mpp,
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ol my est un entier qui dépend du coefficient de 2'~? dans g (on démonire

facilement que
ay+ amp=o0 (mod p).

B, Soit maintenant un polynome f & coefficients entiers de degré n - £ duns
lequel le coefficient de 2"+ est premier avec p

Si(z) = agnth4 gy grrk—t4 (=« premier avec p).

On remarque que
PR () = g(x) aphak 4 phfi_ (),

ou fi_1(x) est un polynome & coefficients entiers de degré n—+ A — dont le
terme de plus haut degré-a pour coefficient &y p — ao premier avec p comme «
et «. Celte remarque montre que le reste partiel de rang ;j dans la division
de pi+ifi(z) par g(z) est pii+ifi_j(z) ou fi_;j(z) est un polynome de
degré n—+k—j dont le terme de plus haut degré a pour coefficient un entier
premier avec p; il en résulte que le reste final de cette division est un poly-
nome r(z) a coefficients entiers de degré n—1 dont le terme en x/~' a nn
coefficient premier avec p et comme

pHUf(a) = g(x) g(2) + r(z),
on a
g(x)q(w)ﬁ—l‘(.’t) (rnodpk—ﬂ)‘

Le polynome g(x) est donc un polynome uy, le reste r(z) un diviseur de g
module p/+1; les polynomes Q(z) et R(z) quotient et reste de la division de /()

par g(z) sont respectivement ;ﬁf} et %_—3

Désignons par b le coefficient, premier avec p, du terme en z* ' dans le
polynome r(z) et par w(«) le.diviseur de g du premier degré associé a r(z). La
division de b2g(z) par r(z) fournit comme quotient et reste des polyvnomes &
coefficients entiers g,(z) et ry(z) tels que

brg(x)=r(z)q:(z)+ r(z),
comme d’autre part
g@)=r(z)w(x) (mod pi+t),
ona
r(z)[b3w(x) — qa(x)] = ry(2) (mod ph+t),

Cela exige que b2w(x)— gy(2) soit congru & zéro mod p/=' puisque ry(w) est
de degré n—a au plis et que le coefficient de z"—* dans r(2) est premicr avec p:

par suite ry() est congru & zéro. La division de g(2) par R(z) fournit comme
. . k- . \
quotient le produit de ¢, (z) par}-’—b; et comme reste le quotient de ry(z) par 2,

on peut donc énoncer :
Etant donnés un polynome g(z) & coefficients entiers de degré n dont lo

terme en z™ a un coefficient p premier avec le coefficient du terme en x-' et
un polynome f(x) & coefficients entiers de degré n—+ I dont le caefficie:
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de z"+h est premier avec p, la division de f par g fournit pour reste R(z) le
quotient par p'+t d’un polynome de degré n — 1 diviseur de g(z) module p*+
(ce reste n’est donc jamais identiquement. nul). La division de g(z) par R(x)
JSournit pour reste un polynome dont chaque coefficient a pour dénominateur
un nombre premier avec p (ou l'unité) et pour numérateur un nombre
divisible par p'+1,

Ce résultat qui apparait lorsqu’on effectue les divisions successives pour déter-
miner le P. G. C. D. de f et g fournit une inMressante vérification des calculs et
permet de simplifier I’écriture du reste de la deuxiéme division.

6. Ce résultat fournit un moyen pratique pour obtenir des diviseurs de g
module p*+! : on effectue la division par g d’un polynome p’*!f(z), par exemple
plriznth, Le reste de cette division est un polynome r(z) qui est un diviseur de
2 si lon désigne par b le coefficient de son terme de plus haut degré, on déter-
minc un entiér ¢ tel que ¢b =1 (mod p¥*1) Le polynome cr(z) est congru
(mod p*+*) a un polynome Vi(z)de degré n — 1 dans lequel le coefficient de 2"~
est égal a =1, Vi(z) est le diviseur de g module p*+* que nous retiendrons pour
la suite du calcul.

La division de g(z) par V;(g) fournit comme quotient un polynome du premier
degré, diviseur de & module p/+1, gui est de la forme :

Wi(z) = px +a+ Mp.

Le reste de cette division de z par V. est un polynome dé degré au plus égal a
n — 2 dont les coefficients sont entiers et tous divisibles au moins par p*+1. On
peut donc écrire '

(1) g(2)=Vi(z)Wi(z) + p*+1F(z),

ou I est un polynome a coefficients entiers de degré inférieur ou égal a n — 2.

Le divisear Wy (z) jouit d’'une propriété particuliére parmi les diviseurs wy
écrits sous la forme réduite pz + a + mp. En effetla définition des diviseurs vy
¢t v; montre que I'on a cncore

(2) g(z)=vr(z)wi(z) + pk1F'(z),

mais F'(z) est en général de degré n — 1.

Aucune valeur entiére de # ne peut donnera un polynome #; ou W, une valeur
congrue & zéro module p*t puisque le coefficient de 2 dans ces polynomes est
égal & p; nais ces polynomes s’annulent pour une valeur de z, fraction irréduc-
tible de dénominateur p. Si’on remplace = par cette fraction dans (1) ou dans
(2) on voit que g prend alors la méme valeur que p*+F (z) ou p"F'(z). Or la
valeur de F est le quotient d’'un nombre entier par une puissance de p au plus
égale ala (n—2)"®™, tandis que celle prise par I est en général le quotient d’un
nombre entier par p"—'. Ilen résulte que si k estassez grand, la valeur numérique
prise par g pour la racine d’'un polynome w; est un nombre entier divisible par
pi—r+2 en général, tandis que la valeur prise par & pour la racine du polynome W
est unevaleur entiére divisible au moins par.pi—n+3, '

S e W ot SR
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On peut préciser ce résultat : wy est en effet égal & W4 9pi+t, donc
g(w) = Vi(z)wi(z) + pt+i[F(2) — b Va(2)].

La différence F(z) — 0V, (z) est de degré n — 1 et sa valeur numérique pour la
racine de w;(z) est le quotient d’'un nombre congru & —0 (mod p) par p—': si
donc 0 n’est pas divisible par p, la valeur entiére prise par g n’est divisible que
par p*—+2, En conclusion :

Quel que soit Uentier h il existe des fractions irréductibles ayant p pour
dénominateur donnant au polynome g () une valeur entiére divisible par p’.

Ces fractions s’obtiennent en annulanl les polynomes W ,_,_,, leurs numéraleurs
sont congrus module p & 'opposé du coefficient de z"~* dans g et sont déterminés
4 un multiple de p*+*~1 prés.

7. Nous nous proposons de généraliser les résultats précédents en supposant
que dans le polynome g(z) les coefficients de 2"~ et des termes suivants sont
divisibles par p jusqu’au coefficient de z"~* qui, lui, est premier avec p. Nous
avons donc d¢sormais

£(®) = pat+ @\ px'—t—+. ..+ aj pr'— 4. .+ Qpo prihTt e ar =l =
ou a est premier avec p (a peut étre égal a 'unité).

Quel que soit k, il existe des polynomes ui(x) de degré hi tels que le
produit g(z)u(x) soit congru module p'+' & un polynome v, (zx) de degri
n — h dans lequel le coefficient de z"~* est premier avec p.

Quand 4 =o, il suffit de prendre uw,=1. Nous allons montrer qu’on peut
déterminer un polynome u d’indice k en supposant connus un polynome u
d’indice k —1 et le polynome ¢ correspondant; il en résulte qu'on pourra ainsi
calculer de proche en proche des polynomes u et ¢ d’indice quelconque.

Par hypothése nous avons

Ui =bar—l 4 bign—r—tq + bjon—h—/+. ., (mod pk),
ou best premier avec p ; montrons qu’on peut déterminer des constantes Ay, . . ..
Aj, ..., Ay_y de fagon que le polynome

U = (pah+ A pxh="+.. .+ Ajpah—i 4+ .+ Ay pr)ig_— b,

soit un polynome u;. Le produit gU est congru module p/+! a

P(Ab+b—bay) x4+ p(Aab—+ A b+ ba— bag) "2 +. ..
+p(A/b+A,'_ibl+.‘.+b,-—-ba,-)w"—/+...—c—p(Ah_,b+ A sy by— by ) =0
A+ [—ba~+p(bp+ Aibpr+...+ Ap_y b)) ]+ ..,

Pour rendre congrus a zéro module p/+! les coefficients des /:— 1 premiers
termes de l’expression ci-dessus, nous pouvons calculer les A de proche en proche
en commencant par A, car dans chacune des congruences ainsi obtenues l'incon-
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nue nouvelle a pour coefficient b qui est premier avec p. Les 2 — 1 coefficients A
étant déterminés par ce procédé, le produit gU est congru (mod p*+1) & un poly-
nome de degré n — h dont le coefficient de z»~* est bien premier avec p comme
a et b. Le polynome U est donc bien un polynome u.

Nous voyons que dans les polynomes u, d’indice quelconque £, obtenus par ce
procédé le terme indépendant de x est premier avec p et le terme de plus haut
degré est pFzih,

8. Deux polynomes u; et u) de méme indice sont liés par une congruence.
uj, + Ou;, = o module p*+* ou O est premier avec p, et réciproquement.

Comme au n° 2 nous établirons d’abord le lemme suivant : ZTout polynome
5 (), de degré hk au plus, tel que le produit gz soit congru module p*+t &
un polynome de degré n —h — 1 est congru & zéro module p*+*.

La condition est évidemment nécessaire pour k = o; supposons démontré qu’elle
est nécessaire pour tout polynome z d’indice inférieur ou égal & k —1. Lesh
termes de plus haut degré de z; sont de la forme

Aghk 4 A\ zhk=t 4 | 4 Ajqahh=h+1

et Pon vérilie immédiatement gue les 4 premiers termes du produit gz, (de degré
hk +=n & hk=+n — h+1) ne peuvent étre congrus & zéro (mod p’+1) que si les
ceefficients A sont divisibles par p*, il en résulte que 'ensemble des autres termes
de z; forme un polynome z;_, et, par suite, leurs coefficients sont divisibles par
% On peut donc écrire

k= A plahtha Al pt ghh—=t 4 4 A)_, phakh=l+i 4 Bpkghh=h 4 | 4+ Cpka/+. ...
Dansle produit g z; le coefficient de z"+##* est égal &

P A a+p(Ayap—+...+ Aj—yar)],

ct il ne peul étre congru a o module p+! que si A’ est divisible par p : le premier
coefficient de 5, est donc congru a zéro module p#+t et 'on démontre de proche
en proche qu’il en est de méme pour tous les coefficients. En effet, si les premiers
coefficients de 3, (ceux des puissances de z supérieures & la j'*™°) sont congrus &
zéro (mod p#+t) le coefficient de 2"+/~* dans le produit g3 ne contient que aC p*
et des termes divisibles par pt+* soit parce qu'ils sont produit d’un coefficient de
& par un coefficient d’un des premiers termes de 3, soit parce qu'ils sont produit
d’un des premiiers coefficients de g (divisibles par p) par un des coefficients sui-
vants de 5, (divisibles par p¥); il en résulte que Cp* doit lui aussi étre divisible
ey ptt puisque quel que soit j, n— j — h est supérieura n — ~— 1 degré de la
i:us haute puissance du produit gz, dont le coefficient pourrait ne pas étre congru
a zéro. Le polynome 3, est donc congru 4 zéro (mod pi+t),

Le lemme étant établi, un raisonnement analogue & celui duo n°2 montre qu’il
cxiste un entier 0 premier avec p tel que u)+ Bu; soit un polynome z;; donc
W+ 0wy et ¢+ 0o sont congrus a zéro module p#+t.
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Nous pouvons préciser maintenant la forme des polynomes u; en utilisant les
résultats de ce paragraphe et du précédent :

up= A} pkzkh  Afpkakh—t o | 4 Abpkokh—i+s 4 AL | ph—tghti—l 4 4 Apr + AL,

ot les coefficients d’indice supérieur égal a I'unité sont premiers avec p.

9. I est possible de déterminer un polynome wy au plus de degré hh tel que
le produit uyw soit congru a Punité module pr+t.
Nous cherchons ce polynome w; sous laméme forme que celle de u;

wi= B}pkzkh4 Bip*m“‘*"+. ..+ B phahki—is
+...~Bipigit—t+1 4 4+ Blpx + B).

Nous remarquons que dans le produit uyw; tout terme de degré supérieur a Ak
est congru & o module p**+! et il nous reste kh + 1 conditions pour déterminer
les kh 41 coefficients de ;. Ces conditions s’expriment par des congruences

dont les premiéres sont
AjBl=1 (mod p#+1),

AYB44- AlBl=o0  (mod p*),
AIBi+-Bi-'Alp + AM—1Bl=0  (mod p*).

Nous allons vérifier que la considération du terme en z/# {-! dans le produit
uxwy permet le calcul de B) en supposant connus les coefticients B des puissances
de z inférieures a la (ja — i+ 1)*"°, En effet les monomes qui constituent le
produit uyw; sont de la forme

A Bg’ petd gl de— (s d),

Pour que 'exposant de z soit j& — ¢ + 1, il faut que ¢ 4~ d soit au moins égal & /
puisque ¢’ d’ est au moins égala 2 et i au plus égal a ki ; donc tous les éléments
du terme de degré jh—i-+1 sont divisibles par p/, en particulier I'élément
AlB!'p/ qui contient I'inconnue B} ; ce terme ne peut contenir aucun autre coeffi-
cient B encore inconnu puisqu’il faudrait pour cela d > j—+1 avec d' quelconque
ou d=j avec d'<Ci ce qui entraine (c—+d)h—c'—d' 42 supérieur a
Jh — i-+1. Donc B} est déterminé par une congruence module p*~/+! dans laquelle
le coefficient de l'inconnue est A} premier avec p. Nous remarquons que B est
premier avec p.
Des congruences
upwr=1 et Qup=w; (mod ph+r),
nous déduisons
glx)=vp(z)we(x) (mod pt+1).

Comme le coefficient du terme de plus haut degré de ¢/ est premicr avec p, cetle
congruence exige que les termes de w; ayant un degré supérieur & % soient con-
grus a zéro module p*+!, par suite wy est congru A un polynome de degré 4 dans
lequel le terme indépendant et le coefficient de pxz”* sont premiers avec p: nous

pouvons donc énoncer :

Quel que soit k, il existe des divieo > de o module =1 les uns ¢;(x) sont
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de degré n— h et ont pour coefficient de "% un nombre premier avec p, les
autres wi;(x) sont de degré h.

Comme au n° 4 nous voyons que deux diviseurs de g du méme degré vy et o,
ou wy. et wy, sont liés par une congruence

wir+Owrp=o0 ou bvi+ vp=o,

ou ) est premier avec p et dont le module est la plus petite des puissances pt+1
ou pt+1,

Un diviseur de g de degré % est de la forme Apa*~+. ..+ B ou A et Bsontdes
entiers premiers avec p liés par une méme congruence quel que soit & : en effetle
diviseur ¢ correspondant s’écrit bz"~#—... et la considération des termes de
degré n et n — h dans le produit ¢ monlre que i

B=Aa (mod p).

Remarquons qu’un diviseur de degré /2 n’admet aucun diviseur module p dont
le degré soit inférieur 4 A et dans lequel le terme de plus haut degré aurait un
coefficient premier aveép. En effet, soit Cjz/—+. ..+ C un tel diviseur, on aura
w;=(Cjz/4...+C)F (x) (mod p), et comme G; est supposé premier avec p,
le polynome F est congru (mod p) a un polynome F' de degré ~ —j; comme
dans w Lous les termes dépendant de z ont un coefficient divisible par p, Lousles
coefficients de I sont divisibles par p, méme le terme indépendant si j% o, et
dans le produit (C;z/~+. ..+ C)F le terme indépendant de z est divisible par p,
il ne peut étre congru au terme indépendant de w; qui est premier avec p.

En utilisant les congruences qui lient les diviseurs de g, on peut toujours rame-
ner & I'unité le coefficient de "~ dans ¢, et le polynome ¢y s’écrit alors sous la

forme
palh+pCizh—'+. .+ pCh_1x + a-+ mp.

10. Nous n’appliquerons ces résultats a la division par le polynome g que dans
le cas ou /= 2, et nous sommes conduits a introduire deux nouveaux types de
multiplicateurs : les polynomes y, dont le produit par g est congru module pi+t
a un polynome de degeé n — 1 ou le coefficient de 2"~ est premier avec p et les
polynomes ¢, dont le produit par g est congru a un polynome de degré n—1 ou
le coefficient de 2"~ est divisible par p et le coefficient de z*~? premier avec p.

Il est évident que le polynome zu; est un polynome y;, réciproquement : tout
polynome vy est congru module p*+* au produit d’'un polynome u; par un
polynome du premier degré dans lequel le coefficient de x est premier avecp.
Pour démontrer ce résultat, nous établirons d’abord qu’un polynome U, de degré
2/ -1 au plus, tel que gU; soit congru (mod p*+') a un’ polynome de degré
n —2 au plus, est congru (mod p'+!) au produit d’'un polynome wu; par une
conslaate.

En effet pour £ = o0 on aura Uy=Az + B et le produit g U,, congru (mod p) &
(Aa—+Ba,p)x"t+..., n'est congru a un polynome de degré n — 2 quesi A est
congru a zéro; done U, est congru(mod p)a une constante comme toutpolynome u,.
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Supposons alors la propriété vraie pour les U d’indice inférieur a £ et montrons-
la pour Uy qui s'écrit:
Ax2h+t 4 Btk + Qo2b—1 4, ...

Dans le produit g Uy les termes de degré 2k -+ n — 1 et 2k + n ne sont congrus &
zéro module pi+! que si

Ap=o0 et Bp+Aap=o0 (mod pi+!),

ce qui exige
: A =A'pt et B=DBpk

si bien que l'ensemble des termes de degré inférieur ou égal a 24 — 1 dans Uy
forme un polynome U, et par suite le coefficient C est divisible par p*, soit
C = @ p*. Le terme de degré 2k + n—1 dans le produit gU; qui a pour coeffi-
cient (C'+ B'a, ) p'+t 4~ A’ap’ ne peut étre congru a zéro (mod p'+*) quesi A’ est
divisible par p; dés lors Uy est congru (mod p*+!) 4 un polynome U’ de degré 2/
dont le produit par g est congru a un polynome V de degré n— 2 au plus. Si le
coefficient de z"~2 dans V est premier avec p, V est un polynome ¢, et U} un
polynome u ; si ce coefficient p' n’est pas premier avec p, le polynome Uj n’est
pas un polynome u;, mais si I’on désigne par u; un polynome tel que

Sur= "2+, (mod pk+1),
(nous savons que de tels polynomes existent), le polynome U, — p'u; est tel que
& (U — p'uy) soit congru (mod p*+*) a un polynome de degré n—3 au plus,
donc (N° 8) cette différence Uj, — p'uy est congrue a zéro module p’~!, Dans tous

les cas Uy est donc bien congru a 0u; (mais 8 n’est pas nécessairement premier

avec p)
Cela étant, soient y; et . deux polynomes tels que

Syk=bx"t 4+ byx"p+... (mod ph+1),
gyr=b a4+ b+ ... (mod pt—1),
comme b ct &' sont premiers avec p, il existe un nombre 0, premier avec p tel que
p P p 7 q

b+6 b =0 (mod pi+t),

;lprs &(yk—+ 0,y%) est congru 3 un polynome de degré n — 3 au plus; denc, en
appliquant le résultat précédent

e+ 0=t
En. choisissant = — z u, nous obtenons bien
ye=(012+0)ur  (mod pi+1).
Tout produit d'un polynome u; par un polynome 8,px—+0, ou 0; est pre-

mier avec p constitue un polynome g et réciproquement tout polynome q; est
un tel produit.



-

- 76 —

La définition des polynomes ¢, et u; rend évidente la premiére partie de cet
énoncé. Pour démontrer la réciproque, désignons par y4_4 un polynome tel que

gyim=cx' 4+ cixz"t+... (mod pk),

ou ¢ premier avec p, et soit
b\ pxn—'+ bxn—2+. ..

ou b premier avec p, le polynome congru au produit g¢y. Il existe un nombre B
tel que ¢B soit congru (mod pi+1) a b, etpar suitela différence g — Bpyi_, est
telle que son produit par g est congru a (b-—Be,p)z"2+ ..., module pk+t,
cette différence est donc un polynome u; puisque b — Be, p est premier avec p.

On peut donc écrire
qe=ur+Bpyr_  (mod pk+t),

mais
Vgt = (01 + 03 up—q (mod p*),

ou encore
yi—i= (072 + 05 ux (mod pk),

puisque
wp—y=Buy (mod pk),

finalement
gr=(Bp0iz + Bpb),+1)ur= (bpx + 0:.) 1z (mod +1),

ou ), premier avec p.

11. Soit alors un polynome f;(z) de degré ri-}+-2 k-1 dans lequel le coefficient

de a7 2k 1 estL premier avec p :
/L(T) = qattk+1 4 gy pntekg
on a
PO () = g (@) [apt a2kt + (ay— aya) pkah ]+ pk fiy (2),
ou fi () est un polynome de degré n 42k — 1 dont leterme de plus haut degré
a pour coeflicient
—aa+ p(aal — a o+ ay),

premier avec p comme a et 2. En poursuivant la division de pi+! fi(z) par g(z)
on obtiendra un polynome f,(z) de degré n -+ 1 dont lé terme de plus haut degré
a pour coeflicient 2’ premier avec p; d’ou finalement

ph(x)=glx)dx+a, —aia)+r(z),

ou r(x) est de degré n —1 et a pour coefficient de z"~! un nombre premier avec p.

Donc
PEfr(e) = gle)g(x) + r(a),

d’on
&()g(r)y=—r(r) (mod pk+t),
ce qui prouve (ue ¢(.c) est un polynome y;(z) et
g(2)s= (0, + 0 up(2)  (mod ph+1)
par suite, en tenant compte de la congruence gu;= v; (mod p’+1)

r(x)s— (b2 + 02)vx ().
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Soit b, premietavec p, le coefficient de 2"t dans r(z), en effectuant la division
de 5% g () par r(x) nous obtenons

brg(d)=r(z)q (2)+r(z),

et il est facile de vérifier que le coefficient de z"~* dans /' est premier avec p. Nous
savons qu'’il existe un polynome du second degré wy tel que

g(2)=vi(2)we(@)  (mod pke1),
par suite
vi(2)[B2wr+ (012 + 82)g (2)] = r'(z) (mod ph+1),

Comme r' est de degré n — 2 ainsi que ¢, et comme le coefficient de z=* dans ¢,
est premier avec p, cette congruence n’est possible que si le crochet est congru a
une constante, donc :
r'(z)=Cot(x) (mod pk+1),

ou C premier avec p.

Soit maintenant un polynome f;(z) de degré n—+ 24 dont le premier coefficient
est premier avec p :

Si(x) = agntrbq aqggrt2b—t 4

D’une maniére analogue a celle utilisée ci-dessus, on montre qu’en effectuant la
division de p*+! fi(z) par g(z) on arrive a un reste partiel pf,(z) ou f, est de
degré n et a pour coefficient de 2 un nombre o' premier avec p. Finalement

Pho(@)=gi@)d + ria),
ol
r(x)=p(a)—da))zn—" 4+ (pa,—az')on—2+. ..

Ce polynome r(z) est le reste de la division de pi+ifi(z) par 2(z) et Uidentité
de la division montre que le quotient ¢(z) est tel que

g(x)g(x)=—r(x) (mod pk+),

Comme le coefficient pa),— aa/(=b) de "2 dans r est premier avec p, nous en
déduisons que ¢ (x) est un polynome g si o), — a@,a’(=1b,) n’est pas congru a
zéro (mod p*) ou un polynome u; dans le cas contraire. On voit comme ci-dessus

qu'il en résulte
r(z)=— (b3px + )0 (mod pk+1),

0, est premier avec p, 05 peut étre nul (en particulier si b, = o).

Si'by n’est pas nul, pour trouver des polynomes a coefficients entiers en divisant
par r(z), nous devons multiplier g par pb}; on a

prbig(x)=r(z) g (z)+r(x),

a2

le coefficient de z" =2 dans 7' est premier avec p comme b*. De cette relation et de

la congruence
&(x)=opmwy (mod pk+1),

résulte encore
r'(x)=zCor(x)  (mod ph+1),

ou C premier avec p.
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Dans les deux hypothéses sur le degré de f, sauf si b,= o, désignons par ¢ le
coefficient de z"~? dans r'(z) et effectuons la division de c?r(z) par r'(z); elle
fournit pour quotient et reste des polynomes a coefficients entiers tels que

err(z)=r'(z)q"(z)+ r'(z);

en tenant compte des congruences
r(z)=(Az+B)oi(x) et  r(x)=Ce(z) (mod pr+!),

il vient
vk(Actz +~Be2—Cq"y=1r" (mod p4+1),

Comme 7”7 est de degré n — 3 au plus et que le coefficient de 2"~ dans v est pre-
micr avec p, le crochet doit étre congru a zéro (mod pi+t) et

r'(z)=o  (mod pk+i),
Si f est de degré n -+ 2k et si-by est nul, nous aurons d’une maniére analogue.
brg(z)=r(z)q"(z)+r'(z)

et comme r est de degré n — 2 on & 1" au plus de degré n — 3. De cette relation
et des congruences
£ =9rwi et r=0,v; (mod p#+1),
on déduit
"= 0r(b2wr— 0, q¢") (mod pk+1),
ce qui exige cncore
r'(x)=so (mod pk+1),
En résumd, nous pouvons énoncer :

Etant donnés un polynome g(x) = pz"-+... dans lequel le coefficient de
z"~" est divisible par p (ou nul) et le coefficient de x"—* premier avec p (ou
égal alunité) et unpolynomef(x)dedegré n+ sk oun—+ 2k 41 dans lequel
le coefficient du terme de plus haut degré est premier avec p, la division de f
par g fournit pour reste le produit par un polynome du premier degré (ou
une constante éventuellement) d'un diviseur de g module p*+* de degré n — 2.
Les coefficients de ce polynome du premier degré (ou la constante) ont pour |,
dénominateur p*+' et le numérateur de 'un d’eux au moins est premier avec p.

Les divisions successives effectuées i partir des polynomes f et g fournissent
pour reste de la seconde division, en général, le produit par une constante (frac-
tion de numérateur premier avec p) d'un polynome de degré n — 2 diviseur de
& module p'+', le reste de la troisiéme division est alors un polynome dont les
coefficients sont des fractions irréductibles & numérateur divisible par p'+i.

St f () est de degré n—+- 2k, il peut arriver que ces résultats sotent obtenus
respectivement ¢ la premiére et la seconde division.

Comme au n° 3 ce résultat fournit un moyen d’obtenir des diviseurs de g et il
indique une intéressante vérification des calculs de divisions successives.

(Manuscrit remis le 15 février 1948.)



