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DIVISIBILITÉ DES POLYNOMES
RELATIVEMENT AUX PUISSANCES D'UN NOMBRE ENTIER:

PAU M. PIERRE Boos.

Nous nous proposons d'étudier des congruences dont le module est une
puissance du premier coefficient d'un polynôme g à coefficients entiers auxquelles
satisfont identiquement des polynômes à coefficients entiers.

1. Nous examinons d'abord le cas où

^(a?) ==^a?".4- ax"~~1 •+• a-i x " " 2 •+-...,

avec a premier avec p (a peut être égal à l'unité).

Quel que soit rentier k^ il existe des polynômes u/,(x) de degré k lels que le
produit g(x) Uh(x) soit congru mod pk^ï à un polynôme (v,(a?) de degré n — i
dans lequel le coefficient de a?"'1 est premier avec p.

Quand k == o, il suffit manifestement de prendre u^== i , le terme de plus haut
degré dans v est alors a ̂ l-l.

Supposons qu'on ait trouvé un polynôme Uk-\ -^p^-1 ̂ /1-1 -4-. . . tel que le
produit g Utt-i. soit congru mod p^ au polynôme p/;_i égal à b x'1-^ -(- b' x ' 1 " ' 1 - \ - . . .
dans lequel b est premier avec p et montrons que le polynôme U ==px ui,_^ (x) -- /;
est un polynôme u/,. En effet le produit g\] est congru mod p^1 à
(pb'—a6) .r'1"1-{-. . . qui est bien un polynôme P puisque pb'—ah est premier
avec/? comme a et 6.

Nous avons donc un procédé qui permet de calculer de proche en proche des
polynômes u/î et ^ correspondant aux valeurs croissantes de l'indice; nous
remarquons que les polynômes u/s ainsi obtenus sont des polynômes en px dans
lesquels le terme indépendant et les coefficients sont premiers avec p .

2. Deux polynômes ui: et u'^ de même indice sont liés par unç congruenec
u'f, -+- 6 Uk == o ( mod p^^ ),

où Ô est premier avecp. Réciproquement tout polynôme congru à un produit 0 ui,
est un polynôme u'^ (9 promier avec /).

Pour démontrer celte propriété nous établissons d'abord par récurrence le
lemme suivant : Tout polynôme s/,.(a?) de degré au plus égal à k tel que le
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produit g {x)zi,{x\soit congru mod p^ à un polynôme de degré n—2 au plus
est congru à zéro module p ' ^ 1 (et alors le produit g zi, est aussi congru à zéro).

Ce résultat est évident si k == o, car alors Sy est une constante G et g ZQ congru
( inod p } à a C^-1-^-... ne peut être congru à un polynôme de degré n—2 au
plus que si G est congru à o.

Supposons alors démontré que tout polynôme ZH dont Pindice est inférieur à k\
est nécessairement congru à zéro module p^1 et soit Zk un polynôme de degré k
possédant la propriété indiquée. Si l'on désigne par A^a*7 'le terme de plus haut
degré de z/,^ le terme de plus. haut degré dans le produit gZk est A^/w71"1"^ et il
n'est congru a zéro mod/?7'4'1 que si A.\. == A^p11 ; il en résulte que les k termes de
plus bas degré de -s/c forment un polynôme Zk-\^ donc d'après Phypothèse les
coefficients de ces termes sont tous divisibles p^r pli et l'on peut écrire

z^{.x) = ÀA- /^'a^-h \k-ipksch'~i-^• AA-îT^'a^"2^-...-+- A / jo* xi •+•.. .4- Aojo4.

On voit alors que dans le produit g Z k le terme (A/faT^+A/^/?^1)^7'-1-71""1 ne
peut être congru à zéro mod p^1 que si A/, est divisible par/?. De proche en
proche on montre que tous les Aj sont congrus à o modjo; en effet si Pon a
démontre que dans z / , us les coefficients des puissances de x supérieures à la j1^9

sont divisibles par //+1, le terme de degré n-{-j—i dans le produit gzii est
congru inody/^ ' à a\jpl'J^A.j-^pl{+i et il ne peut être congru à o que si A, est
divisible par p . Il en résulte que z^ est bien congru à zéro mod p ' ^ .

Cela étant soit uu et u/, deux polynômes de degré k tels que

ff^x}uk{x) ===. b x"-1-^ 61 a*"-2 -+-... (mod p^1),
^\x}u'k{x) == b'^//-14- b\ x11—^ -+•... (mod j '̂4"1).

Comme h et // sont premiers av-ec p^ il existe un nombre 0, premier avec/?, tel
(pn> //-}--0 b == o mody/'^1, des lors

^•(.z')[74(.r)-+- ^itk{x}}=s.^b\^- 96l);r / /-2-+-... (mod p71-4-1),

cl d'après le lemme, u^+Oa/, qui est au plus de degré k est congru à zéro; les
polynômes v correspondants vérifient la même relation.

L'<\ réciproque est évidente car si u'^ QU/{ modjo714-1, on a

^ /// = 6 ̂  uk == 0 PA ( mod p ̂  ).

Or O^/, est un polynôme de degré n—i dont le terme de plus haut degré a un
coefficient premier avec p tout comme celui de ^-puisque 0 est premier avec p.

3. Le résultat précédent et la forme des polynômes u particuliers obtenus
au n° 1 montrent que tous les polynômes ui, sont des polynômes en px dont les
coefficients entiers sont premiers avec p. Cette forme des u/s peut d'ailleurs être
établie directement par récurrence.

Les termes consécutifs d^un polynôme MA, du terme de degré j au terme de
de^ré h compris (j < h -^ /() constituent le produit par pi x 1 d'un polynôme u
d'indice h —y.
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En effet si Von désigne par^.r^<p(a?) le polynôme formé par ces termes consé-
cutifs et par ^(*2?) celui formé par les termes de Uk ayant un degré inférieur ày\
on voit immédiatement que la somme JD^;2^/<p-+-^ constitue un polynôme u
d4ndice A, de sorte que

g ( x ) [ p J x î ^ { x ) -4- ̂ ( x ) ] ^ V h (mod/^4-!).

Mais dans le premier membre de cette congruence les termes de degré n-\-j
à n-^-h proviennent uniquement du produit/^^^'(*z')<p(;2') et leurs coefficients
sont congrus à zéro modjo^-1-1, par suite dans le produit g{3c;)^{x) tous les termes
de degré supérieur ou égal à n sont congrus à zéro modjo^""74'1 et pour démontrer
que 9 constitue un polygone u/i_j il nous reste seulement à prouver que le
coefficient b du terme en x'1-1 du produit g^ est premier avecjo; or dans le
produit ^(/?•/.y•/<p4-+) lui correspond le terme (bpJ+A.j^pJ)^"^1 si l'on
désigne par Ay_< le coefficient de/^"1^-1 dans ^, on a donc

bpJ •+• A/-i pJ ==.. o ( mod p11^ ) d'où b •+• A/_| = o ( mod p^—f^1 ),

ce qui exige b premier avec p comme Ay_i .

4. A tout polynôme U en px^ à coefficients entiers, de degré h dont le terme
indépendant est premier avec p , on peuA faire correspondre un polynôme W de
degré au plus égal à k tel que UW soit congru à l'unité module p^1.

Soie
U == A.kpk^k-^ ^k-iP^1 ̂ ~1 +...-+- A, p/ X J ^ r . . . -+- AI pX -+- ÀO,

où A() est premier avec/?; nous allons déterminer de proche en proche les coeffi-
cients du polynôme W écrit sous la même forme

W = BkpkXk-^Bk-lpk-iXk-i-^. ..+ By p/xf-^-. . .-r- BiRX -4- 1^.

Le produit UW est en effet congru module //'+1 à

AoBo-l-7^(AoBi-+-AiBo)-+-. . .
/ / \ / /l \+p/xn AoB/-+-^A,B/_, j+...+^^^ AoB^.-+-^A,B/,-/. ).
\ f=i / \ 1=1

Nous pouvons trouver B(), entier premier avec 7-^, tel que

AoBo==i (mod7^^-+-l),

puisque Ao est premier avec/?; la congruence

AïiBi-h A i B o = = o (mod/î^-)

permet ensuite la détermination de Bo et ainsi de suite : les congruences
i

AoBy-t-^yAfBy-^^o (itiod7^-/+1)
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permettent le calcul successif des coefficients de W; on voit ainsi que W est
déterminé à une congruence module p^^ prés.

Il résulte de cette propriété qu^en particulier à tout polynôme K/( correspond un
polynôme ^/c, de degré k au plus, tel que

UA(-v)wk(^) ==5 i (mod ^A"1"1).
Des con^ruences

UkWk^iï et guk^ Vk (mod jp*'4"1),

on dédui t en multipliant la seconde par w/,

g{x) sa Vk(^} WA(a') (modjo*4-1).

Les polynômes p/, et (^ sont donc rfe-s diviseurs de g(x) modulejo^1.
Dans le produit v^Wk les termes de degré supérieur à n sont congrus à zéro

module ^/>4"1, cela exige que dans w^ tous les termes de degré supérieur à Funité
soient congrus à zéro puisque le terme de plus haut degré dans ̂  a un coefficient
premier avec /?; par suite le polynôme Wk est congru à un polynôme du
premier degré ;

Quel que soit rentier À , il existe des diviseurs de g(x) module y^1, les
uns (7,•{x') sont de degré n— i et ont pour coefficient de x^'1 un entier premier
(i\'ec p, (es autres w/;(a?) sont du premier degré.

1 -es relations existant entre les polynômes u de même indice et le fait qu'un
diviseur de g module p'^ est a fortiori diviseur module/?*'4"1 si k' est inférieur
a A montrent qae : Deux diviseurs de g du même degré w^ et w^ou v^et Vk'^ont
li<\s par une congruence

Wk -h 6 Wk'55 0 °U ^ Vk -+- Vk' == 0,

^cnt le module est la plus petite des puissances p^1 ou p^1 et où 0 est premier
a^ec p. Réciproquement un polynôme congru module ^A+l à un diviseur
module y^41 est un diviseur module /?*'"+'l où /:' est au moins égal au plus petit
des 2 nombres A" ou A.

Un diviseur du premier degré est de la forme Apx •+- B, les coefficients 4. et B
sont lies par une congruence. En effet le diviseur v correspondant siéent
f ) : ï " -' 4- b\ x " '-' 4-... et Pon doit avoir

\.bp^p (mod^4-1) d'où A & s i (modjo^),
\h^p-^-}^b^a (inod T?^4"1) d'où Bbesa {mod p),

cil nuillipliant la dernière congruence par A on obtient

H A b 2=; A a ( mod p ) soit B s A a ( mod // ).

Les relations existant entre les diviseurs de même degré permettent de rendre
égal à l 'unité le coefficient de a?"~1 dans Vk (il suffît de multiplier ^ par le coeffi-
cient A du polynôme wi, correspondant) l^expression correspondante du diviseur
du premier degré s'obtient en multipliant w^ par b et est de la forme

p.v •+• a •+• m/ p,



où WA est un entier qui dépend du coefficient de x"~'2 dans g (on démontre
facilement que

Os -4- a/UA s o ( mod JD ).

5, Soit maintenant un polynôme/ à coefficients entiers de do^ré n~\-k dans
lequel le coefficient de a?'1-^ est premier avec p

fk{a;) = aa^-^-h ai.r"-^-1—^... (a premier avec p).

On re.m arque que
P^fkW == ^(A-)a7)^^-+-p*//,-i(.r),

où fk-i(x) esl un polynôme à coefficients entiers de degré n + A — i dont le
terme de plus haut degré-a pour coefficient 9.\p —aa premier avec p comme a
et a. Cette remarque montre que le reste partiel de rang j dans la division
de p'^fk(v) par g(x) est p^-J-^-1 fk-j'(^) où /A-y(a?) est un polynôme (h1

degré n-^-k—j dont le terme de plus haut degré a pour coefficient un entier
premier avec p\ il en résulte que le reste final de cette division est un pol\
nome r(x) à coefficients entiers de degré n—i dont le terme en x " ~ 1 a nu
coefficient premier avec/? et comme

on a
pk^f{œ) == gWq(,x) -+• r(^),

S(x}q(x) ==—r(.r) (mod jo^1).

Le polynôme q(x) est donc un polynôme MA, le reste r ( x ) un diviseur de g
module//-'-1 ; les polynômes Q(^) et R.(a') quotient et reste de In division dc/(.r)
par g{x) sont respectivement q-J^• et -^ -

Désignons par b le coefficient, premier avec /», du terme en x 1 1 ' ' dans le
polynôme r(x) et par w(a?) le diviseur de g du premier degré associé à /'(a?). La
division de 62 g(x) par ^(.2') fournit comme quotient et reste des polvnomes à
coefficients entiers q^Çx) et r^(x) tels que

comme d'autre part

on a

&2^) == r(x) qî{x) -h /-2(^),,

g(x') ==. r { x ) w{x) (mod y?^1),

/'(aOI^M^) — île^)] •• 7'2(a?) (mod P^ )•

Cela exige que ft3^;»)—•Ça(a'') soit congru à zéro mod p ' ' ' • J puisque / 'a^) est
de degré n—a au plus et que le coefficient de x'1^ dans r(x) est premier avec p :
par suite r^(x) est ççngru à zéro. La division de g{x) par R(a") fournit commr
quotient le produit de ^a(a') par^— et comme reste le quotient de /'a (•2°) pîii ^-
on peut donc énoncer :

Étant donnés un polynôme g(x) à coefficients entiers de degré n dont le.
terme en x1^ a un coefficient p premier avec le coefficient du terme en x " -' et
un polynôme f^x) à coefficients entiers de degré n + ̂  dont le côeffifi'c.1.f
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de x " ^ ' 1 est premier avec /?, la division de fparg fournit pour reste R(a?) le
quotient par p^ d'un polynôme de degré n — - 1 diviseur de g{x) module p^
(ce reste n'est donc jamais identiquement nul). La division de g(se) par'R(a?)
fournit pour reste un polynôme dont chaque coefficient a pour dénominateur
un nombre premier avec p (ou Vunité) et pour numérateur un nombre
divisible par p11^.

Ce résultai qui apparaît lorsqu'on effectue les divisions successives pour déter-
miner le P. G. C. D. dey et g fournit une intéressante vérification des calculs et
permet de simplifier l'écriture du reste de la deuxième division.

6. Ce résultat fournit un moyen pratique pour obtenir des diviseurs de g
module p ' ' ^ ^ : on effectue la division par^- d'un polynôme p'^^f^x)^ par exemple
p ' ^ ^ x ' ^ ' ^ Le reste de celte division est un polynôme r(x) qui est un diviseur de
g\ si l'on désigne par b le coefficient de son terme de plus haut degré, on déter-
mine un entier c tel que cb^± i (mod/?^'1) Le polynôme cr{x) est congru
(mod T?7'^) à un polynôme V^(^) de degré n — i dans lequel le coefficient de.r^"1

est égal à ± i', Vk(^) est le diviseur de g module p1^1 que nous retiendrons pour
la suite du calcul.

La division de g ( x ) par V/,(^-) fournit comme quotient un polynôme du premier
degré, diviseur de ^ module T^1"1"1, qui est de la forme

W^(;r) == px -+- a -+- Mp.

Le reste de cette division de x par V/; est un polynôme dé degré au plus égala
n— 2 dont les coefficients sont entiers et tous divisibles au moins parjo71"1"1. On
peut donc écrire
( 1 ) ^(^=V^)W/.(^)+7^F(^

ou F est un polynôme à coefficients entiers de degré inférieur ou égal à n — 2.
Le diviseur W/,(^?) jouit d'une propriété particulière parmi les diviseurs Wk

écrits sous la forme réduite px-\- a+ mp. En effet la définition des diviseurs Vh1

et n /, montre que l'on- a encore

(2) s-{x}=VkWwk{x}+pk^V\x\

mais F ' ( x ) esL en général de degré n—i.
Aucune valeur entière de x ne peut donnera un polynôme w.k ou W^-une valeur

congrue a zéro module p ' ^ ^ puisque le coefficient de x dans ces polynômes est
égal à/?; mais ces polynômes s'annulent pour une valeur de x^ fraction irréduc-
tible de dénominateur/?. Si l'on remplace .y par cette fraction dans ( i ) ou dans
(2) on voit que g prend alors la même valeur que/^-^F^) ou j^1?^). Or la
valeur de F est le quotient d'un nombre entier par une puissance de p au plus
égale à la (n—2)lèmc, tandis que celle prise par F' est en général le quotient d'un
nombre entier par/?"-'. lien résulte que si À' est assez grand, la valeur numérique
prise par g pour la racine d'un polynôme Wk est un nombre entier divisible par
jo7'""4'-' en général, tandis que la valeur pri se par g pour la racine du polynôme W^-
est une'yaleur entière divisible au moins par./?7'"""-1-".
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On peut préciser ce résultat : Wi, est en effet égal à W/;+ Q p ' ^ ^ i donc

^(^)==VA(^)wÀ•(^)-^-7 ? J f c + l[F(> z ' )—O VA(> z ' ) ]•

La différence t{x) — OV/c(3?) est de degré n — i et sa valeur numérique pour la
racine de w/,{x) est le quotient d'un nombre congru à — 0 (mod/?) par y^1-' : si
donc 6 n'est pas divisible par/?, la valeur entière prise par g n'est divisible que
par/?71"^2. En conclusion :

Quel que soit l'entier h il existe des fractions irréductibles ayant p pour
dénominateur donnant au polynôme g(a?) une valeur entière divisible par //'.

Ces fractions s'obtiennent en annulant les polynômes W^-a, leurs numérateurs
sont congrus module/? à l'opposé du coefficient de x " ' " 1 dans^- et sont déterminés
à un multiple dejo"4-^1 près.

7. Nous nous proposons de généraliser les résultats précédents en supposant
que dans le polynôme g{x) les coefficients de ^-i et des termes suivants sont
divisibles par p jusqu'au coefficient de x^ qui, lui, est premier avec p . Nous
avons donc désormais
g{x}=pxll-^a^pxli-l-^...-^ajpxll-]-^...-J^ a/l-^p3.•tl•-/t^-+-cW-^-+-^h^^'"'1"' +- • •

où a est premier avec/? (a peut être égal à Punité).

Quel que soit k, il existe des polynômes u/,(x) de degré hk tels que le
produit g(x)ui,{x) soit congru module p^ à un polynôme c/,(» de degré
n—h dans lequel le coefficient de x11^ est premier avec p.

Quand k == o, il suffit de prendre Uo=i. Nous allons montrer qu'on peut
déterminer un polynôme u d'indice k en supposant connus un polynôme u
d'indice k — i et le polynôme v correspondant; il en résulte qu'on pourra ainsi
calculer de proche en proche des polynômes u et v d'indice quelconque.

Par hypothèse nous avons

guk-^ == ^'a•"-/*-^- b^xtt-h-{-Jr...-J^bjH:n-h-)-J^... ( mod T^'),

où b est premier avec/? ; montrons qu'on peut déterminer des constantes A ) , . . . ,
Ay, . . . . A/,_i de façon que le polynôme

U ==QDa;A•4-Al/^A- l-^•...-^ ^jpx'1-! -+- ' . . -+- A7,-i/?.r)^—i—^

soit un polynôme u/,. Le produit g-U est congru module /p7-4-1 à

p^b-^b^—ba^x^-^p^^b^-^^b^bî.—ba^x11-'1-^...
4-/?(A/6^Ay_l6l+...+6y•—6a/).2<"-/^...+/?(A/,_l6+AA-2^l4-...4-6/,-l—^

^_[_6a-^-/?(^»A-+-Al6A-l-+-...-t-A/,-l6l)]^- /*-+-....

Pour rendre congrus à zéro module y?714-1 les coefficients des h— i premiers
termes de l'expression ci-dessus, nous pouvons calculer les A de proche en proche
en commençant par Ai car dans chacune des congruences ainsi obtenues Pinçon-
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nue nouvelle a pour coefficient h qui est premier avec/?. Les h — i coefficients A
étant déterminés par ce procédé, le produit gV est congru (naodp^1) à un poly-
nôme de degré n — h dont le coefficient jde ̂ "^ est bien premier avec p comme
a et 6. Le polynôme U est donc bien un polynôme MA.

Nous voyons que dans les polynômes M, d^indice quelconque À', obtenus par ce
procédé le terme indépendant de x est premier avec p et le terme de plus haut
degré est p ^ x ' ' ^ .

8. Deux polynômes Uk et u'^. de même indice sont liés par une congruence-
u'j; 4- Ou/,. == o module p^1 où Ô est premier avec /?, et réciproquement,

Comme au n° 2 nous établirons d'abord le lemme suivant : Tout polynôme
-s/, (.r), de degré hk au plus, tel que le produit gz^ soit congru module p^1 à
un polynôme de degré n —h — i est congru à zéro module p^.

La condition est évidemment nécessaire pour k === o; supposons démontré qu^elle
est nécessaire pour tout polynôme z d'indice inférieur ou égal à k — i. Les h
termes de plus haut degré de Zk sont de la forme

Aa^-t- AI^--' -+-.. .-^ A/t-i^—7^1,

(îl l'onvérijie.immédiatement gué les h premiers termes du produit g z i , (de degré
hk •+• n à hk -4- n "- h + i ) ne peuvent être congrus à zéro (mod p'^ ) que si les
coefficients A sont divisibles parjo^, il en résulte que l'ensemble des autres termes
de Sk forme un polynôme Zh-\ et, par suite, leurs coefficients sont divisibles par
p 1 ' . On peut donc écrire

:./, == A'p^'iv^^ 4" A'iT?'1' a'^-1 -+-...-+- A^iT^'.^7'-^1 •+- BjD^71-^ -)-...-+- Cp^'xi -4-....

Dans le produit g z i , le coefficient de x^i^-h est égal à

p<-[A /a-+-Jo(A /laA-l•4-...-^-A //,-lal)],

cl il ne peut être congru à o module ̂ /l4'1 que si A' est divisible parjo : le premier
coefficient de -SA est donc congru à zéro module je?'1'4'1 et l'on démontre de proche
en proche qu'il en est de même pour tous les coefficients. En effet, si les premiers
coefficients de s/, (ceux des puissances de x supérieures à la j1^0) sont congrus à
/.éro (rïïodp^1) le coefficient de !Kn+'l~h dans le produit gZk ne contient que a Cjo7'
et des termes divisibles par/?71-1-4 soit parce qu'ils sont produit d'un coefficient de
^ par un coefficient d'un des premiers termes de z^ soit parce qu'ils sont produit
d'un des premiers coefficients de g (divisibles pàrjo) par un des coefficients sui-
vants de Zk (divisibles par p i ' ) ; il en résulte que Cp^ doit lui aussi être divisible
p : ' r p^ puisque quel que soity, T i + y — A e s t supôrieurà n— h— i degré de la
p-us haute puissance du produit gz^ dont le coefficient pourrait ne pas être congru
à zéro. Le polynôme zii est donc congru à zéro (mod JD^1).

Le lemme étant établi, un raisonnement analogue à celui dn n° 2 montre qu'il
existe un entier 0 premier avec/? tel que u\ 4- 9 UH soit un polynôme s/,; donc
'4 -+- 0 u/, et t\.4-Q^ sont congrus à zéro module/^4"1.
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NOUS pouvons préciser maintenant la forme des polynômes ui, en utilisant les
résultats de ce paragraphe et du précédent :

Uk = A.{pkxkh -h ̂ pkxkh~t -+-... -+- PL^pkxkfl—ll^ -+• A^._j /^-1 x'^'1-11 -+-...-+- Af/Ar -+- À,',.

ouïes coefficients d'indice supérieur égal à l'unité sont premiers avec p.

9. Il est possible de déterminer un polynôme w/c au plus de degré Ui tel que
le produit Uk Wk soit congru à l'unité module p^1.

Nous cherchons ce polynôme w^ sous la même forme que celle de u/;

.Wk==. Kipkxk/t^-Bipkxk/t-l-+-...-+- Bjl/)^7'--7'4-'
-+-... -K B}/?/ a?M-f-M -+-... -^ ïï^px -+- B À .

Nous remarquons que dans le produit u^v^ tout terme de degré supérieur à hh
est congru à o module p^1 et il nous reste kh + i conditions pour déterminer
les kh +i coefficients de w/c. Ces conditions s'expriment par des congrucnces
dont les premières sont

A ^ B À ^ I (mod7?<-+-'),
A^BÎ+AÎBâ-==o (mod 7^-),

Ai B^ -+- Bî-1 Hp •+-. Aî-i Bâ -5 o ( mod p ' - ).

Nous allons vérifier que la considération du terme en x-f^ " J dans le produit
UiçWk permet le calcul de B^ en supposant connus les coefficients B des puissances
de x inférieures à la ( /A—i-t - iy^ 1 0 . En effet les monômes qui constituent 1̂
produit UkWk sont de la forme

A^B^T^^a'^^-^^'-'.

Pour que Pexposant de x soit j h— t'4- i ? il faut que r -\-d soit au moins égal à /
puisque c'+ d! est au moins égala 2 et ( au plus égal à h ', donc tous les éléments
du terme de degré jh—i-\-\ sont divisibles par p J ^ en particulier l'élément
A^B^W qui contient Pinconnue B,1 ; ce terme ne peut contenir aucun autre coeffi-
cient B encore inconnu puisque! faudrait pour cela d^j-{-i avec d' quelconque
ou d==j avec d1 <.i ce qui entraîne (c-{-d)h—c'—•^4-2 supérieur a
»^ — ( -^ i. Donc B{- est déterminé par une congruence module p ' ^ J ^ 1 dans laquelle
le coefficient de l'inconnue est A^ premier avecjo. Nous remarquons que B,', est
premier avec p .

Des congruencès
^«^-==1 et g-uk==wk (mod /^/'4-1 ),

nous déduisons
^•(^)==s ^-(^)(ï^(^) (mod^^') .

Comme le coefficient du terme de plus haut degré de ('/, est premier avec p , cette
congruence exige que les termes de Wk ayant un degré supérieur à h soient con-
grus à zéro module p^1, par suite w^ .est congru à un polynôme de degré h dans
lequel le terme indépendant et le coefficient de p^1 sont premiers avec/^; nous
pouvons donc énoncer :

Quel que suit À', il existe des û̂ W.̂  de .'?• modu^' ! les uns ('/.(.r) sont
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de degré n—h et ont pour coefficient de x'1^ un nombre premier avec p^ les
autres wi:{x) sont de degré h.

Comme au n° 4 nous voyons que deux diviseurs de g du même degré vh et v^'i
ou w/i et w,^ sont liés par une congruence

Wk -+- ^ Wk' = 0 OU 6 Vh -+- Vk' === 0,

où 0 est premier avec p et dont le module est la plus petite des puissances p1^1

ou ph+i.

Un diviseur de g- de degré h est de la forme Ajp^-j-. . .-4-B où À et B sont des
entiers premiers avec p liés par une même congruence quel que soit k : en effet le
diviseur v correspondant s'écrit bxn~h-}-... et la considération des termes de
degré n et n —h dans le produit vw montre que

B = = A C T (mod/?).

Remarquons qu'un diviseur de degré h n'admet aucun diviseur module p dont
le degré soil inférieur à h et dans lequel le terme de plus haut degré aurait un
coefficient premier avec/?. En effet, soit C,.z^+. . .+C un tel diviseur, on aura
tr/,==(C^4-. . .+C)F'(vc) (mod/?), et comme G/ est supposé premier avec/?,
le polynôme F est congru (mod p ) à un polynôme F/ de degré h—j ; comme
dans w/, tous les termes dépendant de x ont un coefficient divisible par/^, tous les
coefficients de F' sont divisibles par/?, même le terme indépendant si / 7^0, et
dans le produit (C/^+. . .-(-C)F le terme indépendant de x est divisible par/?,
i] ne peut être congru au terme indépendant de Wiç qui est premier avec/?.

En utilisant les congruences qui lient les diviseurs de g^ on peut toujours rame-
ner a Punilé le coefficient de x'1- h dans vi, et le polynôme wu s'écrit alors sous la
forme

px'i-4- y^Cia'7'-1 -+-.. .-^-pC/1-i.v -h a •+- mp.

10. Nous n'appliquerons ces résultats à la division par le polynôme g que dans
le cas où h == 2, et nous sommes conduits à introduire deux nouveaux types de
multiplicateurs : les polynômes y/; dont le produit par g est congru module p'^1

à un polynôme de degré n — i où le coefficient de .a?71"1 est premier avec/? et les
polynômes q/, dont le produit par g est congru à un polynôme de degré n—i où
lo coefficient de x"~^ est divisible par/? et le coefficient de ^1->J premier avec /?.

Il est évident que le polynôme xuu est un polynôme y/,, réciproquement : tout
polynôme »'/, est congru module /p^"1"1 au produit d'un polynôme u/{ par un
polynôme du premier degré dans lequel le coefficient de x est premier avec p.
Poun démontrer ce résultat, nous établirons d'abord qu'un polynôme UA de degré
2 A-p i au plus, tel que g -U/, soit congru (mod p^1) à un polynôme de degré
n—2 au plus, est congru (mod p'^1) au produit d'un polynôme Uk par une
constante.

En effet pour k == o on aura Uo==A.2?+B et le produit ̂ "Uo, congru (mod/?) à
(Aa+Bai/?)uC"~1 4- • • • » n'est congru à un polynôme de degré n — 2 quesi A est
congru à zéro; donc Uo est congru (mod/?) à une constante comme toutpolynome Uo.



Supposons alors la propriété^raie pour lesU d'indice inférieur à k et montrons-
la pour UA qui s^écrit*

Ad^-+i+B^-hC^-1-^....

Dans le produit g\^k les ternies de degré 2/1 -{- n -^ i et 2 A: + n ne sont congrus à
zéro module jo714"1 que si

A./? ==o et BJD -h A a\p == o (mod/?^4"1),
ce qui exige

A = A^ et B = ^ ' p k ,

si bien que l'ensemble des termes de degré inférieur ou égal à 2/1— i dans UA
forme un polynôme U^-i et par suite le coefficient G est divisible par p 1 , soit
Ç =± Çt'p^. Le terme de degré 'ik-\-n—i dans le produit ^UA qui a pour coeffi-
cient (C'+B'Oi )pk+l -t-A'a/^1 ne peut être congru à zéro (mod/?714-1) que si A' est
divisible par/?; dès lors U/c est congru (modjo714-1) à un polynôme U^. de degré 2Â-
dont le produit par g est congru à un polynôme Y de degré n — 2 au plus. Si le
coefficient de x11"2 dans V est premier avec p , V est un polynôme vu et U^ un
polynôme Uk ; si ce coefficient/?' n'est pas premier avec /?, Je polynôme LJ/, n'est
pas un polynôme Uki mais si Pon désigne par u/, un polynôme tel que

g Uk^ xn^ï-{-.,. (mod jo7''4-1 ),

(nous savons que de tels polynômes existent), le polynôme U^. — p ' u / ; est tel que
^•(U^;—p^uit) soit congru (modjo71^1) à un polynôme de degré n—3 au plus,
donc (N° 8) cette différence U ^ — p ' u / , est congrue à zéro module//'^1. Dans tous
les cas U/c est donc bien congru à Qu/, (mais 0 n'est pas nécessairement premier
avec/?)

Cela étant, soient y^ et y^ deux polynômes telâ que

g-yk == bx'^1 •+• 61 â;/'~^-^-. . . (mod jo714-1 ),
g y ' k ̂  b' •y"""1 -+• b'y a?/t~2 +... ( mod j9^—1 ),

pomme b et b' sont premiers avec/?, il existe un nombre Oi premier avec/? tel que

6 d- 64 6' = o ( mod /^+1 ),

alors g(yk^r ^\y'k) est congru à un polynôme de degré n —2 au plws; doue, eii
appliquant le résultat précédent

*>
}'k+ ̂ ir'k^ ^Â-.

JLn choisissant y\ === — y u^ nous obtenons bien

y^==(6ia--h 92)î<Â- Cmod/)^^').

Tout produit d'un polynôme u/: par un polynôme Q^px-}-^., o u O ^ est pre-
mier avec p constitue un polynôme qu et réciproquement tout polynôme qi, est
un tel produit.



— 76 —

La définition des polynômes q/: et u/, rend évidente la première partie de cet
énoncé. Pour démontrer la réciproque, désignons par y/c-t un polynôme tel que-

ff.Yk—ï. == c x"—^ -4- Ci x"—2 -+- . . . (mod y?*),

où c premier avec/^, et soit
btpx'1—' -h bx71—2 -{-. . .

où 6 premier avec/?, le polynôme congru au produit gq^. 11 existe un nombre B
tel que cB soit congru (moàp^1) à bi et par suite la différence q/,—Bpy^-i est
lelle que son produit par g est congru à (h—Bc^o)^"2-^. . ., module p^9-
cette différence est donc un polynôme u/, puisque b—BC<D est premier avec p..
On peut donc écrire

<7A-=a MA--+- BAYÀ-I (mod7^+1),
mais

1 •/-__ i =- ( 61 ./• -+- 6a ) MA-I ( mod pk ),
ou encore

rx• - l=( ( î / l^ -+-6 / ; )M^- (mod^'),
puisque

^_i === 0 uk ( mod p1^ ),
flualeuiont

^/.^(BjpO^r-t-BT? 6^-+-1) MA = (83jo .27-^-64) «A (mod x:+l),

où 0', premier avec/).

11. Soit alors un polynôme ff,(x) de degré 7î-)-2/c+i dans lequel le coefficient
de .T7'1 '-)Â'+I est premier avec p '.

fk ( .r ) == a .r»+2^+i _(_ a^ x11^^ -+-...
ou a

P^^fkW == ^(.z-)[a/?^.r2^+-i + (ai—aia)/?^a;-2^-]-+-jt?^/^i(^),

où //, i ( x ) est un polynôme de degré n -\-ik — i dont le terme de plus haut degré
a pour coefficient

— aa -4-/?(aaj — Oiai-t- aa),

premier avec p comme a et a. En poursuivant la division de p'^^fk^) par g ( x )
on obtiendra un polynôme /<» (x) de degré n -j- i dont le terme déplus haut degré
a pour coefdcieni y.1 premier avec/?; d'où finalement

pfo ( x ) = g ( x ) ( à' A- -i- a', — ai a') -+- r ( .r ),

où r(x} est de degré n — i et a pour coefficient de a*""'1 un nombre premier avec/^.
Donc

y^- '-'/^.r.r) = ̂ (^)y(.r) -h r(^),
d'où

^(./: ) q ( ;r) s — /•( .?• ) ( mod p^ ),

ce q u i prouve (pie q { ^ ' ) est un polynôme y k ( x ) et

< 7 ( j " ) = s ( O i . / - - h 0 2 ) M y [ - ( ^ ) (m.od /^+')

par suite, en tenant compte de la congruence gui,= v/, (mod/?71^1)

/ • ( . r )^—(ei .y-+-62)PA(^) .
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Soit é, premier avec/?, le coefficient de a*71 "1 dans r(.r), en effectuant la division
de b^gÇds) par r(a?) nous obtenons

62^(d?) = r(» ̂ (a-) -+- r'(.r),

el il est facile de vérifier que le coefficient dea?"'2 dansées t premier avec p . Nous
savons qu'il existe un polynôme du second degré Wk tel que

^•(.r)=s Vk{x}wk{x) (mod/ï*4-1),
par suite

Vk{s)[b^Wk-^^iX-+-Q^)qf(x)]^rt(x) (rnody^-4-1).

Comme r ' est de degré n — 2 ainsi que P/( et comme le coefficient de x11 ~2 dans ('/,
est premier avec/?, cette congruence n'est possible que si le crochet est congru à
une constante, donc :

r'(a?) 5= C^(;y) (modjo^4-1),
où G premier avec p .

Soit maintenant un polynôme fk {x) de degré n -(-2 À' dont le premier coefficient
est premier avec p :

/A.O) == aa'"4-'^^- ai ̂ "4-2^-1 -+-....

D'une manière analogue à celle utilisée ci-dessus, on montre qu'en effectuant la
division de pfi^ifk{3!) par g(x) on arrive à un reste partiel pfo( x) où /o est clé
degré n et a pour coefficient de a?" un nombre a' premier avec/>. Finalement

A/oO) = /;?•(.-c)^-h r(.z'),
OÙ

r( a: ) ===/>( a7, — a' <a?i ) "r"" ' -l- (y^ a^ — c< a' ) j-"- "J -(-...

Ce polynôme r(a?) est le reste de la division de/^-*-1/^^) par ^ •(.-r) et l'identité
de la division montre que le quotient q{x) est tel que

g{x}q{x')^— r(.r) (mod /^ + ' ).

Comme le coefficient/?a^—aa'(== b) de a?"""2 dans r est premier avec/^, nous en
déduisons que q{x) est un polynôme qi, si o ^ — a < a ' ( = = = 6 i ) n'est pas congru à
zéro (modp^) ou un polynôme MA dans le cas contraire. On voit comme ci-dessus
qu'il en résulte

/'(^)^—(e37?.r-4- 84) vi, (mod/^4-1),

O^ est premier avec/?, 63 peut être nul (en particulier si bi == o).
Si bi n'est pas nul, pour trouver des polynômes à coefficients entiers en d iv i san t

par r (a?), nous devons multiplier ^ par pb] ; on a

pb\g{x)^ / ' ( . r )<7 ' ( .y)-+-r ' (A-) ,

le coefficient de x"^ dans r ' est premier avec/» comme ^->. De cette relation et de
la congruence

g ( x ) ^= Vk ̂ 'k ( mod />k 4- ' ),

résulte encore
/•'(.r^Cp^.Y) (modyî^i),

ou C premier avec/>.
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Dans les deux hypothèses sur le degré de/, sauf si 64== o, désignons par c le
coefficient de x1^ dans r ' ( x ) et effectuons la division de c^ri^x) par ^(d?); elle
fournit pour quotient et reste des polynômes à coefficients entiers tels que

c2r(a;)= r'{x}q"{x}-}~ r'(.r); •

en tenant compte des congruences

r(^)=(Aa?-i-B)^.(.r) et r\x} sC^O) (mod/?^-1),
il vient

(^(Ac2^-)- BcS—C^Es r" (mod/?^1).

Comme r11 est de degré n —3 au plus et que le coefficient de a^1"3 dans Y/( est pre-
mier avec/?, le crochet doit être congru à zéro (modjo^"*"1) et

r'\x} =s o (mod ̂ +l).

Si/est de degré 7^4-2 À- et si 61 est nul, nous aurons d'une manière analogue

b^g(x^r{x)g'\x)^r\x\

et comme r est de degré n — 2 on a- r" au plus de degré n— 3. De cette relation
et des congruences

g s vk Wk et /' == 64 PA ( mod jo^4-1 ),
on déduit

r"==i ^kÇb^wk—^q") ( niod ̂ -M ),

ce qui exige encore
r\jc').==o (mod/^^4-!).

En résume, nous pouvons énoncer:

Etant donnés un polynôme g{x) ==.pxn-}-.. . dans lequel le coefficient de
x 1 1 " 1 est divisible par p {ou nul) et le coefficient de x^^ premier avec p {ou
égal à V unité) et unpolynomef(x') de degré n + a k ou n + 2 k + i dans lequel
le coefficient du terme de plus haut degré est premier avec p, la division de f
par g fournit pour reste le produit par un polynôme du premier degré (ou
une constante éventuellement) d'un diviseur de g module y?4"1"1 de degré n — 2.
Les coefficients de ce polynôme du premier degré (ou la constante) ont pour
dénominateur y/"1"1 et le numérateur de l'un d'eux au moins est premier avec o.

Les divisions successives effectuées à partir des polynômes f et g fournissent
pour reste de la seconde division^ en générale leproduitpar une constante (frac-
tion de numérateur premier avec/?) d'un polynôme de degré n —. 2 diviseur de
-y module /^S le reste de la troisième division est alors un polynôme dont les
coefficients sont des fractions irréductibles à numérateur divisible par p'^^.

Si f (x) est de degré /1-1-2Â', il peut arriver que ces résultats soient obtenus
respectivement à la première et la seconde division.

Comme au n° 5 ce résultat fournit un moyen d'obtenir des diviseurs de g et il
indique une intéressante vérification des calculs de divisions successives.

(Manuscrit remis le i5 février 1948.)


