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ÉTUDE SUR LES VARIÉTÉS ET LES OPÉRATEURS DE JULIA,
AVEC QUELQUES APPLICATIONS;

PAR M. JACQUES DiXMIER.

Introduction.

Dans son cours à la Faculté des Sciences de Paris, et dans plusieurs publica-
tions (1), G. Julia étudie l'analogie entre les fonctions analytiques elles opérateurs
linéaires de Fespace de Hilbert (2). Il établit notamment plusieurs propriétés fond.'i-
mentales des domaines d^existence et des domaines des valeurs des opérateurs
fermés, montrant ainsi Finlérêt de leur étude. En particulier, il établit un théorème
fondamental pour la suite, qu^à ce titre nous appellerons théorème de Julia
(cf. p. 32). Par là, il montre que les phénomènes analytiques singuliers
rencontrés antérieurement, en particulier dans Pinversion des opérateurs linéaires
bornés, sont de purs phénomènes géométriques, tenant à la position relative de
deux variétés linéaires fermées, et notamment des variétés asymptotiques (: )
(cf. p. a i ) . Eu égard à l'importance de ces travaux, qui ont mis en évidence
le rôle fondamental des variétés linéaires qui sont des domaines d ̂ existence ou
des domaines de valeurs d^opéra tours fermés, nous appellerons variétés de Julhi
(en abrégé variétés J) les variétés en question. Le but du présent travail est de
poursuivre l'étude de ces variétés, et notamment de leurs propriétés géométriques
et analytiques; nous appliquerons les résultats obtenus à plusieurs problèmes.
Un résumé a été donné dans trois Notes aux Comptes rendus de PAcadémie des
Sciences (Dixmier [l], [2], [3]).

1. Aux Chapitres 2, 3, A, 5, on a cherché les propriétés géométriques des
variétés J. Jusqu'ici, on s^est surtout occupé des variétés linéaires fermées de
Fespace de Hilbert, et une étude générale des variétés linéaires paraît impraticable,
parce qu'il existe beaucoup de types distincts de telles variétés, dont certains très
pathologiques. Or, les variétés J forment précisément un ensemble de variétés

(l) Cf' en particulier : Julia, [ l j . Les chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie qux
termine le travail.

(3) Par espace de Hilbert, nous entendons un espace vérifiant les axiomes A, B, C de B. von Sx.
Nagy, [1].

(•) JULIA, [10J, [11], [12].
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linéaires aux propriétés maniables, plus maniables même, à certains égards, que
les variétés linéaires fermées que (Tailleurs elles généralisent. De plus, elles
s'introduisent automatiquement, et à plusieurs reprises, dans l'élude des variétés
linéaires fermées.

Les variétés J forment, on le verra, un réseau (•'), que nous étudierons, et
dont la généralisation aux espaces de Banach peut avoir de l'importance.

L'essentiel du théorème de base concernant la projection d'une variété linéaire
fermée sur une variété linéaire fermée est énoncé dans Julia, [12], p. 226, n° 2.

Kothe [ l] a déjt^ montré l'existence, pour chaque variété J, de ce que nous
appellerons au Chapitre 5 une base orthonormale, et Neumark [1] a donné
quelques propriétés des domaines d'existence des opérateurs self-adjoints.

2. L'introduction des variétés J permet de se poser, conformément à Fidée
directrice de Julia, le problème suivant, étudié surtout aux Chapitres 6, 7, 10 :
que peut-on dire d'un opérateur linéaire fermé A quand on connaît son domaine
d'existence D^, ou son domaine des valeurs A^, ou les deux?

Dans cet ordre d'idées, certains résultats sont bien connus : a. Si D est fermé,
À est borné; b. D'après des résultats de Rellich [l], si A est self-adjoint complè-
tement continu, et B borné self-adjoint avec A n C A ^ , alors B est aussi complè-
tement continu. Nous étendrons ces résultats, montrant par exemple que la seule
étude de A^, (A opérateur linéaire fermé), permet de décider si A est complè-
tement continu ou non.

Au Chapitre 7, on cherche en particulier si l'on peut définir un opérateur linéaire
fermé A par la donnée de D^ et A^. La réponse n'est pas triviale puisque, suivant
les classes (introduites au Chap. 5) de D^ et A y , le problème peut être impossible
ou avoir une infinité de solutions.

Diaprés une idée de Julia, un opérateur linéaire ne peut être bien connu que
qunud il est défini dans une variété linéaire fermée. Pour certaines classes
d'opérateurs, en particulier pour les opérateurs linéaires formés (sauf ceux qui
sont complètement continus ou d'inverse complètement continu) quelques
résultats, qui ramènent les opérateurs considérés aux opérateurs de la première
classe de Tœplilz, permettent de satisfaire à cette conception.

3. Von Pseumann [ 1 ] a indiqué que la somme et le produit do deux opérateurs
linéaires fermés, même définis dans des variétés J partout denses, peuvent n'être
définis qu'en o. Mais ses démonstrations s'appuient sur une série de résultats
antérieurs et sur des exemples construits analytiquement par dos calculs difficiles.
D'autre part, quand le domaine de définition de la somme ou du produit n'est pas
réduit a o, il reste à savoir quels sont les opérateurs obtenus. On étudie ici ces
questions à deux points de vue :

a. On met en évidence, au Chapitre 8, par des démonstrations géométriques
simples, les difficultés signalées par Von Neumann, et l'on généralise ses résultats.

(*) Les propriétés de ce réseau ont été étudiées, indépendamment, par Mackey. qui a publié ses
résultats avant mes nojLcs citées en (4) (MACKEY [3j) .
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Les théorèmes obtenus expliquent plusieurs aspects de la pathologie des opéra
leurs non bornés, et l'on en donne des applications au Chapitre 9; par exemple.
on retrouve aisément l'existence, établie par Neuinark [2], d'opérateurs symé-
triques dont le carré n^esl défini qu'en o; on voit immédiatement que tout
opérateur symétrique a une infinité de restrictions symétriques, etc.

b. Sortant du cadre des opérateurs linéaires fermés, on introduit, aux
Chapitres 2, 3, des opérateurs linéaires nouveaux, les opérateurs J, qui, à de
nombreux égards, sont plus maniables que les opérateurs linéaires fermés que
d'ailleurs ils généralisent : principalement, la somme et le produit d'opérateurs J
sont des opérateurs J. De plus, ces opérateurs s'introduisent automatiquement,
et à plusieurs reprises, dans l'étude des opérateurs linéaires fermés : par exemple;
la seule multiplication de deux opérateurs linéaires fermés conduit à l'opérateur J
le plus général. Le nom donné à ces opérateurs vient de la caractérisation qu'on
prend pour définition au Chapitre 2, et qui les lie aux variétés J grâce à la
méthode des images de Von Neumann : on voit ainsi clairement quels sont les
opérateurs auxquels conduisent l'addition et la multiplication des opérateurs
linéaires fermés. La notion d'opérateur J est très utile en outre dans Fétude
des variétés J elles-mêmes. Au passage, on donne une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un produit d'opérateurs linéaires fermés soit fermé.

A. On sait qu'un opérateur linéaire A partout défini de l'espace H est borné si,
pour toute variété fermée V telle que HeV ait i dimension, A-^V) est fermée.
Grâce à l'introduction des variétés J, on peut, au Chapitre 3, étendre ces résultats.
On est alors conduit à des définitions purement algébriques, dans le réseau des
variétés J, des opérateurs linéaires fermés bornes, et même des opérateurs J.

Je tiens à remercier M. Julia, sans lequel ce travail n'aurait jamais vu le jour ;
c'est l'intérêt de son cours à la Sorbonne qui m'a attiré vers l'étude de l'espace
de Hilbert; c'est dans son cours et dans de nombreux entretiens qu'il a bien voulu
m'accorder, que j'ai appris toutes les idées qui sont à l'origine de ma thèse.
J'adresse aussi mes remercîments à M. Valiron et à M. Favard, qui ont bien voulu
faire partie du Jury. Je dois enfin beaucoup à M. Aronszajn qui a suggéré de très
nombreuses améliorations, souvent essentielles, à mon texte initial.

NOTATIONS.

A n B et A u B désignent respectivement l'intersection et la réunion de deux
ensembles A et B; Ac B signifie l'inclusion au- sens large de A dans B.

Dans un ensemble E, une relation x ̂  y entre éléments \r, y est une relation
d'équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive. Une relation x > y
est une relation d'ordre si elle est réflexive, transitive, et si les relations x^> r,
y > x entraînent y ==? x. Si maintenant une relation x > y est seulement réflexive
et transitive, écrivons x ̂  y lorsque x > y et y > x\ alors : a. la relation x r^ \
est une relation d'équivalence; soit x la classe d'équivalencç de x. 6. si x^> y\
x r ^ x ' y y ^ y\ on a rr'^y'; écrivons alors x^>y. c. la relation x > y est une
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relation d'ordre; nous dirons alors que la relation x >r est une relation d'ordre
au sens large.

Dans un espace de Hilbert H, on désigne par { JH} et [3VL] la plus petite
variété linéaire et la plus petite variété linéaire fermée contenant un ensemble JTl.
Si JTli et JTIa sont deux ensembles, on écrit Jîli~ Jda s'il existe un opérateur
unitaire U tel que JÎL>== U(Jîli), et JTl^ ^ Jîla s'il existe un opérateur isomé-
trique 1 tel que JTIo^ I(3Jli). Si Vi et Va sont deux varioles linéaires, on pose

Vi 4- Vs = {Vi uv^j, Vi©v»=[ViuVs] = [Vi 4- vj.

On désigne par o la variété réduite à l'élément o. On dit que deux variétés
linéaires Vi, Va sont disjointes si VinVa==o. Si V est une variété linéaire
fermée, on désigne par [\ l'opérateur de projection sur V, par Sy la symétrie
(Julia [13]) par rapport à V. Si V^ et Va sont deux variétés linéaires fermées,
avec Va cVi, on désigne par Vi e Va l'ensemble des vecteurs de Vi orthogonaux
à Va.

Soit Vi, V, deux variétés linéaires avec Vi c V; on dit que \\ est de déficience n
dans V si l'espace quotient V/Vi a n dimensions.

Soit V<, Va deux variétés linéaires fermées; on écrit VaCVi ou Vi 5 Vs
si V < n V a est de déficience finie dans Va, c'est-à-dire si ^==Va 9 (V, nVa) a
un nombre fini de dimensions. Comme Y 4 e Va== v © Vi et que p n V i = = o , il
revient au même de dire que Vi est de déficience finie dans Vi © Va. La rela-
tion Vi^Va est une relation d'ordre au sens large (s). La relation Vi5Va,
V a D V ^ , qui signifie que ViiïVa est de déficience finie dans Vi et Va, est une
relation d'équivalence, que nous notons Vi^Vo. (Vi == o si et seulement si Vi
a un nombre fini de dimensions). La relation Vi^Va est une relation d'ordre
entre classes d'équivalence.

Si A est un opérateur, on désigne par D^ son domaine d'existence, par AA son
domaine des valeurs, parA son plus petit prolongement linéaire fermé. On appelle
opérateur de première classe A un opérateur linéaire biunivoque borné et d'inverse
borné tel que D^ =^= AA = H. On dit que deux opérateurs linéaires A et B sont équi-
valents s'il existe deux opérateurs de première classe P et Q tels que B = PAQ.
Si les vecteurs propres d'un opérateur self-adjoint sous-tendent H, on dit que
l'opérateur est diagonal (parce qu'on peut le représenter par une matrice diagonale
infinie).

Un système de vecteurs est appelé système L s'il est transformé d'une base
orthonormale de H par un opérateur linéaire borné.

(») Démonstration : il est immédiat que V,Sv,. Supposons VSv et V'Sv. On a

v,== v'nvwcv /cv'©v= \\.

Par hypothèse, V, est de déficience finie dans V, et V de déficience finie dans Vi. Un vecteur de V,
appartient à V si et seulement si il est orthogonal à V,eV, donc à Pv.(V,e V), qui a un nombre
fini de dimensions. Donc VnV, est de déficience finie dans V,, donc dans V. A fortiori, VnV^VnVs
est de déficience finie dans V". Donc'VSV.
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On dit qu'une série de vecteurs est commutativement convergente si elle
converge indépendamment désordre des termes.

Soient S === (ai, 03, . ..) et S'== (a\, a^, . ..) deux suites de nombres positifs.
S et S' sont dites équivalentes si les rapports a^1ai et aj'1 a\ sont bornés. S cl S
sont dites semblables s^il existe une permutation de la suite S' qui la rende
équivalente à la suite S.

RAPPEL DE RÉSULTATS CONNUS.

1. Bases faibles. — Une suite de vecteurs (Ai, Ao, . . .) de Pespace de Hilberl
séparable H est appelée base faible si :

a. Les A( sous-tendent H; 6. Ai^[A^, Aa, . . ., Ai_i, A^i, A(-H, .. .] pour
tout i; c. L4ntersection des variétés [A/i, A^.^i, .. .] pour n === i, 2, ..., est o.
Dans ces conditions (Julia [7j et [8]; Markouchevitch [1]), il existe une suite
duale (B,, Ba. . . . ) qui est une base faible, et dont la suite duale est la suite (A,).
Tout vecteur X admet alors par rapport aux A, des coordonnées contra va riante s
(a?', x2, .. .) définies par X ==;r'At-(- X,, X»€[Ai , . .., A,_i, A^i, . . .] pour
tout i, égales aux coordonnées covariantcs (B,, X) de X par rapport aux Bi. Il y a
correspondance biunivoque entre X et la suite de ses coordonnées covariantes ou
contra variantes par rapport aux A(.

2. Systèmes hétérogonaux. — Lorch [1] a introduit, pour les espaces de
Banach, des notions que nous exposons dans le cas restreint de Pespace de Hilbert
séparable. Appelons système hétérogonal dans H toute suite de vecteurs (A^,
Aa, . . .) tels que, pour tout /, A/== L<°i, où (ei) est une base orlhonormale de H,
et où L est un opérateur de première classe. Si S est une suite d^entiers, soit Wg
la variété linéaire fermée sous-tendue par les A, où /eS. Désignons par S la suite
complémentaire de S. On a le :

THÉORÈME DE LORCH. — Pour que la suite (A<, Aa, ...) soit un système
hétérogonal^ il faut et il suffit que : i ° inf |[ A,: || > o, sup ]| A» || < -(- oo ; 2° pour

toute suite S d^ entiers^ W§ n W^=== o, Wg-f- Ws= H.

La condition 1 n'intéresse que les normes des A(, la condition 2 n4nléresse que
les directions des As (elle exprime que les Ai sous-tendent H, et que le plus petit
angle de Ws et W§ est positif : c/. Chap. 1, § 5). Si une suite A» de vecteurs
non nuls vérifie la condition 2 seulement^ nous disons qu^elle est hélérogonale en
direction; alors, la suite U A ^ H ^ A t est hélérogonale. Tout système hétérogonal
en direction est une base faible-» Le duald^n système hétérogonal est hétérogonal.

3. Supposons toujours H séparable.
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TÉOREME DE KOTHE (•>). — 5o^ A et \\ deux opérateurs self-adjoints
positifs bornés diagonaux, sans zéros non nuls, équivalents. Leurs suites de
valeurs propres sont semblables.

COKOLLAHŒ. — SoicjU deux systèmes hétéroyonaux (A,) et (B,), deux
suites de nombres positifs bornes {a.) et (b.), et soient S et T les opérateurs
linéaires fermés bornés définis dans tout II par

SA,==^.\,. TB,:-=^B,.

Si S et T sont équivalents les suites (c/,) et (b.) sont semblables,

Démonstration. Soit (<?/•) une base orthononnale de 11. Par les formules
P<°,-^ A,, Oet ^ 1^, on déf in i t deux opérateurs de première classe P et 0. On a

I * '81»^= aiOi, o-'TQ^^ /^/,

donc P ' S I » et Q 1 ÏQ sont deux opérateurs self-adjoinis positifs bornes
diagonaux, sans zéros non nuls, équivalents à S et T, donc équivalents entre e u x ;
on peut leur appliquer le théorème de Kolhe.

I. - - Étude de la figure constituée par deux variétés fermées.

1. Bornes (Pune suite de vecteurs. — Etant donnée une suite de vecteurs
(A| , \2, . . . ) de l'espace de Hilbert ̂ . on appellera bornes inférieure et supérieure
de cette suite les nombres

_ i ^

"......""̂ .(l;1" •) 'j^{ -../"•".•.....(si-) '^"4
où ,ri, x^ . . ., Xn sont des nombres complexes (o ̂  / .̂ _: L '̂- 4-00 ).

Si (A.J est une suite extraite de ( A / ) , ses bornes sont comprises entre / e t L.

LEMMR I, T. — Supposons o,iw^i|A,|!^M^-4-oc pour tout i, et
| (A/ , \j)\^fjJ •'(q>^) pour j > / quelconques. Alors les bornes de la
suite (A/) sont comprises entre m — e et M 4- £, avec c > o arbitrairement petit
pour q assez petit.

Démonstration. — On a

II n il2 /( /(

[^^Aj j =^|^j^[A/!p4-2<R^^^(A,,Ay). .
Il/--' II /--=! i^j

Or
" / /< \

^^^•^•rA,, A,) ^^i ̂ . 1 ; x, \ qi-i^ Y j j-, ; 2 \q -+- ̂ ^. . .-+- y.-i^.^ Xi j'/ r A „ A /) ,^\ \xi\\ xi \ qi-i ̂  |

^^Ï i<! \l^[i <- / , - ; V ~^ /

^ ( r ' ) k.-.Tm.: [ [ ] . Nous restreignons ici beaucoup le résultat de Koll.c. La démonstration se fait sans
la ide de la théorie spectrale.
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Donc

/ " \ II n 1
( ^l^l2 )l^2—2(^-+-^-+-...-+-^ /<-l)]^ ^^•^•jl

/ /l \

-(S1^'1'2)^12'4-^
\ »•--< /

J Xi p j [M-^-4- 3 ( y -4- ̂ . . .-+. <y'-1)].

\^1 /

LEMME 1 , 2 . — Soit une suite de vecteurs (A(), avec A,• -^o quand i—>^,
(ït o ̂  m ̂ = [ j A; |i ̂  M < --h oo ^our ^01^ /. On peut en extraire une suite (A,, )
dont les bornes sont comprises entre m— £ et M 4- e, a^^c £ >> o arbitrairement
petit.

Démonstration. — A,^, A/,^, . . ., A^ _^ étant choisis, il suffit de choisir A , ^ ( îo
façon que j (A^, A^) | ̂  ̂ -A pour k<ip^ ce qui est possible puisque A,i—o.
Il suffit alors d'appliquer le lemme (1 ,1) .

2. Variétés en position p^ p\ p\ — Dans ce Chapitre, Vi et Y.j élant deux
variétés linéaires fermées de ^C, on pose

^.eVi^v^, xeV2=v^
Vir»V2=ci2, V,nV,==t/i^, VinV2==pi'2, \\ nV, == pr,',

Pv,Vi == 0,2, Pv.Vi -=Di.r, Pv,\^ ==: Di.,, Pv^V'i == Dr-, PV,V, == D,,,
n == sceÇv^^vï'i'Q^t'-î^vi^'),

Wi==V,nH, W,==V2nH, W^VinH, W^VanH.

Les deux circonstances suivantes sont équivalentes

[D.2lj==Vl, Pl2'==0.

Elle signifient en effet toutes deux qu41 n'y a pas de vecteur de \ i orthogonal
à V^. Ceci posé

a. Si [Dai] == Vi et [D<.j] === Va , nous dirons que V\ et V2 sont en position 7 ';
c^est une relation symétrique entre Vi et Vs. Il revient au même de dire. par
exemple, que \.\^^~- p^.j=== o. Donc, si V< et Va sont en posîtion p\ il en est
de même de \\ et V^, et réciproquement (mais pas forcément de Va et V^, ou
de Vi et V^). Quelles que soient Vi et Va, Vi e Pia /e tV,e ^v, sont en position//.

b. Si Vi et V> sont disjointes et sous-tendent ^€, nous dirons que Vi et V., sorr
en position p" (relation symétrique entre Vi et V,). Voici des affirmations équi-
valentes : F^== p^== o; \\ et V^ en position p^; V.̂  et V^ en position p' \ V, et V<
en position JE/. Quelles que soient Vi et V^, Vi e î,> et V^e î,, sont en position//7

dans l'espace (Vi e (̂ is) © (V,e ^.j).

c. Si Vi et V, sont à la fois en position // et en position//7, nous dirons que V\
et V, sont en position/? (relation symétrique entre Vi etV,). 11 en est de même alors
de Vi etV'3, V^elV^, Y\ etV^. Affirmations équivalentes : ^i,====^,==pi,.===^.,,==o;
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^===^,r=o, [D,J-=Vi, [D^]=V;. L'opérateur Py,, restreint à V,, est alors
biunivoque, donc dimVi ^ dimV,. De même, diinV,^dimVi. Ainsi

dimVi --= dimV^ == dinriVi ^= dimV^.

(Si X a n dimensions, Y}, V',, V,, V^ ont -n dimensions : la disposition consi-

dérée ne peut exister que si n est infini ou pair).

LEMME 1,3. — a. Les variétés ^13, ^ ia / , ^i^, i-'ra', H sont deux à deux
orthogonales et sous-tendent X.

b. Vi == Wi ® ^ 1 2 e ( ' 1 2 ' ; Vî ^ w^ e ̂ i e i-sr;
V'i == W'i ® (^i '2 ® V i -2 '; V^ == W^ ® ^2 i ® PS ', •;

w'i = H e Wi ; w, == 11 e w,.
rf. Wa e^ W^ ^o/i^ en position p avec \V\ ^^ W\ ^a/i.î H.

Démonstration. -— a. résulte de la définition de II, et de ce que, par exemple,
^ i 2 C V s , ^a /C V,.

Wi est l'ensemble des vecteurs de Vî orthogonaux à ^12 ©^i^®^^®^^ donc,
puisque ^ i / a e ^ i ' 2 / C V^, à ^e^/C Vî. Donc Wi =^ V ie (^ '120^12') . On démontre
ainsi toutes les formules de 6.

De ces formules, on déduit que W<, ^2? ^2^ W',, (-1.2, V T " ! ' , qui sont deux à
deux orthogonales, sont aussi complémentaires dans ^C; donc Wi et W. sont
complémentaires dans H. D'où c.

Enfin, puisque Wi c Y{ et Wa cV2 sont orthogonales à ('12-= Vî nV2, on voit
que Wi n W2 ---= o. De même,

Wi n W'o = W'i n Wo == W\ n W, == o.
iyou^.

Ce îemme permet de ramener l'étude de Vî et Vs dans le cas général à l'étude
de variétés en position^.

Remarque ^l. — On aura à plusieurs reprises besoin des remarques suivantes.
V^ et Va étant quelconques, soit X e V ^ et

Y = = P v , X , Z = = P y , X .
On &

X == Y -+- Z,
o== Pv,X== Pv,Y-hPv,Z,

Py,Y==.- Pv,Z==T.

Soit, réciproquement, un vecteur T e D.^ r\ B^^ II existe un Y € Vj cl un Z € V,,
avec

P v , Y = . — P v . Z = T .
Donc

P^Y -h Py^ Z == o == Py,(Y -t- Z).
Donc

X === Y -+- Z e V i
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et l'on a
Y - Pv,X, Z=Pv',X,

Conclusion
( i ) r^inDs.î-Pv,Di ' ,==Pv,Di^.

D^a utre pari
D., 4- Dî-i - Py,(V2 - VQ - Pv^C,

donc

(^ D^-; -D2- i==:V. .

Exemple <&. — Soient \ i el \\ deux variétés linéaires fermées orthogonales
complémentaires. Soient (^) et { e ' , ' ) des systèmes orthonormaux de Vi et V^
(î parcourt un ensemble d'indices i ). Soit

£, =-:: ( co& a;) ̂  -r- ( sin a;) e\, où o ̂  •ï, ̂  " (ici )o

Les Ci forment un système orlhonormal qui sous-tend une variété linéaire
fermée V.^. Tout Z e V.j est de la forme X4-Y? avec

X ==^(co?a;)j;;6^-, Y ==^(sina^)^^(?,,
f € i fei

où ^, | ^/' ^^-f-oc. On voit que : i" D.,»i est partout dense dans la variété fermée
<ei

sous-tendue par les ei pour lesquels y.i^. "; de même, D.^' est partout dense dans

la variété fermée sous-tendue par les e\ pour lesquels a,^ o. ;>.° On a Z e Vi si et
seulement si Y-—-o. c est-à-dire si .r,--= o pour a;•^0; donc (^ est sous-tendue
par les e,, pour lesquels a»-^ o; de même, v ^ i ' est sous-tendue par les e\ pour

lesquels ai^ --

Conséquences. — 1° Vi et V'^ sont en position/? si

o<o^< ^ pour tout ;'; [<? f ; / € Ï ] = = Vi, [^; ('el]== \\.

2° V^ et Va sont en position p si

o^^i<1-' pour t o u t / ; [0,; ie l ]== Vi.

3° yi et V^^ sont en position p ' 9 si

o < ^iî== -' pour tout i; [e,; l € Î ] = V / l .

^x
[ ^ • ; l € l ] - V i , [^ ; l -€ l ]==V^

V^ est sons-lendue par les vecteurs
g;. ==^ — ( sin a,) €i -4- ( cos a/} e\.

On verra plus loin le degré de généralité de cet exemple.
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3. Unitaire» attaché» à Vi, V',, Va, V,. — THÉORÈME 1 , L ~ Si Vi et V., sont
en position p' ( 1 ) , il existe des symétries de ^C qui échangent V'i et Va {donc
aussi \\ et V'^).

THÉORÈME 1,2. — A* Vi ̂  Va ^on^ ^/i position p, il existe des unitaires de 3€j
chacun étant produit de deux symétries^ qui échangent Vi et N\ d'une part y
Va et V^ d^ autre part.

Ces théorèmes sont démontrés et précisés dans Dixmier [4],
Dans le présent travail, ils ne seront utiles que pour des points secondaires»

Par exemple :

i° Si Vi et V2 sont en position /?, on voit que

Dsi^ Di2^ D2'r~ l)i '2 ' , D2i '^Di '2^ Ds'i^ Dis'.

Nous comparerons plus tard D^i et Ds^.
2° Supposons Vi et Va quelconques. On a

Dai= PV^WÎ-Î- ^i-2-î- (^^)== Pis-h Pw^Wa,

Di^= Pv,( Wi-'h ^i2-+- ^12')== fis^ Pw,^ i.

Diaprés le lemme 1 ,3 , (d) et le théorème 1,2, on a

Pw,W2~Pw,Wi .
Donc

Dsi^ Dis.

4. Angles de deux variétés fermées. —L'angle a(X, , X.>), compris eaire o

e t J c » de deux vecteurs Xi, X.j non nuls, est défini par

cosa(Xl,X2)='!Xl„- l | ,X,! j- l :(\ l , X,)';

«(Xi, X.j) ne change pas si Pon remplace X< et X_* par ^i Xi et }.j Xj ou Ai et ^2
sont deux scalaires non nuls. Soit d^autre part

X3=Px,Xi.
On a

Donc
f(Xi,X2)}==^(X,-hXi-Px,Xi, X,)|==;(X^ X î ) -=^ iX3 ? h ! Xî^

cosa(Xi, Xs)= 1 | Xnj l .'i Xi ^~1 ,
tgia(Xi,X,)=;.XipiiX3l^-l=iiXr--X.^"X3;-2,

tga(Xi,X,)==||Xi-X3i|.| |X3i- ' ,

sina(Xi, Xs)^ j! Xi— X,!| ;!X,'-'.

Étant donnés un vecteur Xi et une variété linéaire fermée V^, on suppose un
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vecteur variable Xî dans Vi, et l'on prend la borne inférieure de «(Xi, Xa). (7est
ce qu'on appelle l'angle de Xi et Va, <x(X^ , Va.)..

On a

donc
|Xi||sina(Xi,X,).=:||Xi-Px.X

a(Xi,V,)=a(Xi,Pv.Xi).

-i " • 1 1 i î

Étant données maintenant deux variétés linéaires fermées Vi et Va, on suppose
que Xi parcourt Vi, et l'on étudie a(Xi, Va).

a. Soit a(Vi, Va) la borne inférieure des <x(Xi , V^). C'est la borne inférieure
de l'angle de X< parcourant V< avec Xa parcourant Va. Donc oc(Vi, Va)=«(Va, Vi).
C'est ce qu'on appellera le plus petit angle de Vi et Va. Si l'une des variétés n'a
qu'un nombre fini de dimensions, Vi par exemple, la borne inférieure a(Vi, Va)
est atteinte pour un vecteur Xi de Vi et le vecteur X^ == Pv,Xi de Va, à cause de
la compacité, dans la topologie forte, de la sphère || X ]| =--1 dans Vi. Mais dés que
Vi et Va ont oo dimensions, il n'y a pas forcément de vecteur X^ eV< tel que
a(Xi, Va)== a(Vi, Va). En particulier, on peut avoir a (Vi , Va)== o avec v^= o.
Cette circonstance se présente sur l'exemple & dès que infai=o, Û( (^G pour

içî
touti .

6. Soit (3(Vi, Va) la borne supérieure des a(X<, Va). On a aussitôt :

?(Vi ,V2)==^-a(Vi ,V2).

Donc, de même que la borne inférieure a (Vi, Va), la borne supérieure (3 ( V ^ , Va)
peut ne pas être atteinte. On peut avoir (î(Vi, Va)^ P(V^, Vi) (par exemple si
Vi^Va), mais, si Vi et Va sont en position*/?', (3(Vi, Va)= P(Va, Vi) à cause
du théorème 1,1.

5. Variétés asymptotiques (8). — Vi et Va seront diles asymptotiques si Vi-+- Va
est non fermé.

PROPOSITION 1 , 1 . — a. Si ^a==o, Vi et Va sont asymptotiques si et seule-
ment si a(V^, Va)=^o, donc si et seulement si [|X |] ||Pv'iX ||~1 est non borné

• quand X décrit Va.
6. 77 existe alors deux suites de vecteurs orthonormaux ^ (X;) dans Vi,

(Y») dans Va, tels que a(X(, Y,)->o quand i->cc. De plus, on peut supposerai
orthogonal à Yy pour i ^ j (8 /)-

Démonstration. — a. a été démontré par de nombreux auteurs (Murray [2],
Lorch [2], Kober [1], Mackey [2]).

(<) Cette notion a été introduite, avec la terminologie de variétés asymptotes par JULIA,
[1.0]» [ 1 1 1 , [l2j.

(8 ') Sous cette forme, le 6. de la proposition m'a été indiqué par M. ESS&R. Je dois également à
M. ESSER la démonstration donnée plus loin de la proposition 1,3.
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6. Construisons les X< et les Y( par récurrence. Soit H( la variété linéaire sous-
tendue par Xi, Yi, X.2, Ya, . . . , X(_i, Y(—|. Les deux variétés ViePy^H, et
VaôPv^Hi sont asymptotiques (car, si leur somme était fermée, il en serait de
même de Vi-l-Va puisque Pv^H, et Py.Hi ont un nombre fini de dimensions), et
Fon peut choisir dans ces variétés deux vecteurs X, et Y^ tels que a(X^ Y,:)<< /~1.

Si maintenant ^127-^ o? soit Va C Va une variété linéaire fermée disjointe de ^3
donc de V.i, et telle que V2= V.,, -h ^,3, c'est-à-dire (prop. 1, t ) telle que

(l) V2==V2®r i2 , «(Vs^lî^O

(par exemple, Va^VsO^)- On a Vi+Va^Vj+Va, donc V^ et Va sont
asymptotiques si et seulement si a(Va, V , )===o , et cette condition est alors satis-
faite pour toutes les V_> cV^ vérifiant ( i ). (On peut, dans ceci, échanger les rôles
de Vi et Va).

Cherchons, dans Pexemple ê, et lorsque Vi, Vs sont en position p^ dans quels
cas V< et Va sont asymptotiques : la condition infai===o est suffisante; pour

montrer qu'elle est nécessaire, observons que, si

on a

donc

Z = = ^ f c o s a,).r^(-4-^,(sinai) ̂ ^feVs,
/ei ici

cos»a(%,V,)=^^|^|2^ Y^cos2a,!^.|îY
\ î € î ^ \iG\ /

!^i
^•€î / \ < € 1

infa^a(Z, Vi)^supa/.
^€i t€i

On peut, à partir de là, construire des variétés Va asymptotiques à la fois à Vi et
V^, ce qui prouve en particulier que la relation Vi et Va asymptotiques n'est pas
transitive.

LEMME 1 , 4 . — Soit v une variété linéaire^ ^ une variété linéaire fermée ortho-
gonale à v\ v-\- v est fermé si et seulement si v est fermée.

Démonstration. — La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire
car, si Z==X-|-Y (Xec , Y € ( ^ ) est dans [^], Z est orthogonal à ^\ donc
(Z, Y) ==|| Y j j 2 — o; donc Z € »', de sorte que

r ==[^]n(^4-p').

THÉORÈME 1 , 3 . —- Vi et \ 2 sont asymptotiques si et seulement si Da/ est non
fermé.

Démonstration. — Si XeVa, on a P^X:== X — Py^Xe Vi+Vs, donc

Dai /cVi+Va, V.jCVi+Dar. Donc V^ 4-Va == V < + D a , / e t il suffit d'appliquer
le lemme 1.4.

(Ainsi, si V2=== o, D^/ a un nombre fini de dimensions donc est fermé : V^ etV.»
sont non asymptotiques).
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LEMME 1,8. — Vi et Va sont asymptotiques si et seulement si Wi et Wa sont
asymptotiques.

Démonstration. — D'après le lemme 1 ,3, on a

D..»r==Pv^(Wî-+-^î-î-Pi2')= Pi2'4-Py^W2= ^12'- i -Pw^W2.

Donc (lemme 1,4) Dar est fermé si et seulement si Pw^Wa est fermé. D'où ie
lemme, par application du théorème 1 ,3.

PROPOSITION 1,2. — Si Vi et Va sont asymptotiques^ V\ et V'., sont
asymptotiques.

Démonstration. — Si Vf et Va sont asymptoliques, Wi et W.j sont asympto-
tiques (lemme 1 ,5), donc W\ et W^ sont asymptotiques (lemme 1 ,3 et th. 1 ,2),
donc V, et V, sont asymptotiques (lemme 1,5).

PROPOSITION 1,3. — Si V< et Va sont asymptotiques^ on peut extraire de V.j
une variété linéaire fermée Va, disjointe de Vi, à oo dimensions^ asymptotique
à Vi^ et telle que (3(Va, Vi) ,yo^ arbitrairement petit.

Démonstration. — On peut d'abord extraire de Va une variété linéaire
fermée Va, à oo dimensions, disjointe deVi, asympto tique à V ^ . Soit(prop. 1 , 1 , 6 )
X; des vecteurs orthonormaux dans Vi, Y^ des vecteurs orthonormaux dans ̂ ,
avec X, orthogonal à Yy pour i-^-j, et a(X/, Y<)<<-1. Alors, par les relations
qui précédent le lemme 1,4, on a, en appelant Vs la variété linéaire fermée sous-
lendue par Y,, Y,.,^ . . . : p(V,, Vi)</-1.

6. Variétés complètement aaymptotiques. — On dira que Va est complètement
asymptotique à V< si toute variété linéaire fermée VaCV.j, à oo dimensions,
disjointe de ^12 donc de Vi, est asvmptotique à Vi.

Si V.j C Vi, il n'existe aucune variété linéaire fermée Vo C V.j, à oo dimensions,
disjointe de ^.j. Donc V.^ est complètement asymptotique à Vi, mais n'est pas
asymptotique à Vi ( 9 ) (c'est là un défaut de la notation, qu'il est impossible
d'éviter sans complications). Mais si Va est complètement asymptoliqueà V< avec
une variété linéaire fermée Va Q^ 2 à oo dimensions, Va 9 (^a est une Va donc est
asymptotique à Vi, donc Vi et Va sont asymptotiques.

Si Va est complètement asymptotique à Vi et V, complètement asymptotique
à Va, on dira que Vi et Va sont complètement asymptotiques. Par exemple, si
V< = Va, Vi et Va sont complètement asymptotiques.

THÉORÈME 1,4. — Pour que Va soit complètement asymptotique à VA, il faut
et il suffit que Dai / ne contienne aucune variété linéaire fermée à ̂ dimensions.

Démonstration. — Si D^orf, avec d variété linéaire fermée à oo dimensions,

( 9 ) Car D^ a un nombre fini de dimensions.



d est projection sur V^ d'une variété linéaire fermée d de ¥20^12 à oo dimensions.
Puisque IV, d est fermée, c'est que ( th. 1,3) d est non asymptotique à Vi :
Va n'est pas complètement asyrnptotique à Vi.

Réciproquement, si V.j n'est pas complètement asymptotique à Vi, il existe
dans V.j une variété linéaire fermée rfà oo dimensions, disjointe deVi, non asympto-
tique à Vi; alors ( th. l ,3), P y ^ d c D.»i/ est une variété linéaire fermée, à oo dimen-
sions.

LEMME 1,6. — Va est complètement asymptotique à Vi si et seulement si les
deux conditions suivantes sont réalisées : i° ç^,/^ o; 2° Wg est complètement
asymp loti que à W i.

Démonstration. — On a vu que D.,r - r.,i/4- P^Wj

a. Si V_, est complètement asymptotique à Vi, D^i ne contient aucune variété
linéaire fermée à oo dimensions, donc il en nst de même de v^r et P^Ws. Donc
^2i/-.= o, et Wa est complètement asymptolique à \ \ i (th. 1 , 4 ) .

b. Si V.j n'est pas complètement asymptolique à Vi , D.j^ contient une variété
linéaire fermée N à oc dimensions. Si de plus F.j^--= o. les vecteurs de N orthogo-
naux à r.ji/ forment une variété linéaire fermée à oc dimensions, contenue dans
P^W\>; donc W.> n'est pas complètement asymptotique à W^ (th. 1 , 4 ) .

PROPOSITION 1 , 4 . — a . Si V y est complètement asymptotique à \ i , \\ est
complètement asymptotique à V'.,.

b. St Y! et V ..> ,y(m^ complètement asymptotiques^ \\ et V'., .îo/?^ complète'
ment asymptotiques.

Démonstration. — a. Si V^ est complètement asymptotique à \ i , ^a i /==o ,
et Ws est complètement asymptotique à Wi; diaprés le lemme 1,3, (rf) , les
théorèmes t , l et 1.2, W^ est complètement asymptotique à VV^. Donc
(lemme 1,6) \\ est complètement asymptotique à ^ ^.

6. résulte immédiatement de a.

PROPOSITION 1 ,o. - Si \ \> est complètement asymptotique àVi, Vi <?^ \\sont

complètement as\mptotiques si et seulement si ('rj'—^ o.

Démonstration. — Comme \\, est complètement asymptotique à V<, W^> est
coniplètement asymptot ique à Wi, donc [lemme 1,3, ( d ) et th. 1 , 1 ] Wi est
complètement asymptotique à W.j. Alors ( lemme 1,6' \ t est complètement
asymptotique à V\» si et seulement si v^'-^- o.

TH^ORKME l,o. — Pour que V.j soif complètement asymptotique à \ i, il faut
et il suffit que^ étant donnée une suite quelconque (Y/() de vecteurs unitaires
de Vy avec Y,i--^ o, on ait a(Y,i, V^—^o.



Démonstration. — a. Soit une suilc (Y,i) de vecteurs unitaires de Y.^,
avec Y/,—- o, et a (Y,,, V-i)^ ao> o pour tout /. Soit X,^== I\Y,,. On a

II X,, ;^ cosao, X//-*-o.

Par double extraction on peut supposer les bornes de la suite Y,» aussi voisines
qu^on veut de i , et celles de la suite (X,i) inférieures à cosa^+e << i (pour £
assez petit). Dans la variété linéaire fermée Va (forcément à oo dimensions)
sous-tendue par les Y/, l^opérateur Py, a alors une borne inférieure à i , de son0

que a ( V a , Vi)^ ° : Va et V< sont non asymplotiques, Va n'est pas c o m p l è t e n , < î i f c
asymptotique à Vi.

b. Si Va n'est pas complètement asymptotique à V-i, il existe une variole
linéaire fermée à oo dimensions Va C Va, disjointe de V i , non asymptolique à \ i.
Pour toute suite Y,, de vecteurs de Va, on-a l ima(Y/(, Vi)^- a (Va, Vi )> o.

PROPOSITION 1,6. — a. La relation Va complètement asymptotique à \\
est une relation d'ordre au sens lar^e. b. La relation Vi et Vo compî l'io-
ment asymptotiques est une relation ^équivalence.

Démonstration. — La relation V.j complètement asymptotique à ^ i est
év idemment réflexive. Montrons que : si \ i est complètement asvmptot ique à V 2
et Vy complètement asymptotique à Va, Vi est complètement asymptotiquo à Y( .
Soit (X/) une suite de vecteurs unitaires de \ i avec X , - ^ o , \ , - ^ P V ^ X ( ,
Z ,==PV,V( . D'après le théorème 1,3, Y , — X ^ — ^ o , donc Y, - o, et | \i\\ • - • •>-1 ;
par suite j j Y/ l j " 1 Y ( ~ ^ o, et une nouvelle application du théorème I . ? ) donne
j | Y l ! ~ l ( Y \ • — Z ( ) - > o , d'où Y(— ï i->o. Donc X , — Y ^ - ^ O , et, a fortiori
a(Xt , V3)-> o. Il suftit alors d'appliquer le théorème 1 ,5 en sons inverse.

(b) résulte aussitôt de (rt).

PROPOSITION 1,7. —S/ Va est complètement asymptotique à V<, Va et \\ sont
non asymDtotiques.

Démonstration. — Si Va et \\ étaient asymploliques, on pourrait (prop. 1,3)

trouver une variété linéaire fermée Va C Va à oo dimensions telle que (3 (Va, V^ )<< '75

donc telle que a(Va, Vi) ;> -" ; Va serait non asymptotique à Vi et disjointe de Vi,

V^j ne serait pas complètement asymptotique à Vi (10).

7. Étude détaillée de la position relative de deux variétés fermées ( i l) . —

(10) Signalons encore les propositions suivantes : Quand v^~-^ o, V, et \\ sont asymptotiques, si et
seulement si l'on peut extraire de V, et V, des variétés linéaires fermées à oo dimensions complè-
tement asymptotiques. Si \\ et V.; sont disjointes et non asymptotique?, et si \ 3 est complètement
asymptotique à V,, ¥3 et Vs sont non asymptotiques, et VgnV.^- o.

( 1 1 ) Les idées de ce paragraphe ont déjà été introduites, sous une forme plus ou moins équiva-
lente par NEUMARK et ÀIIONISZAJN.
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Supposons V^ et Vs en position p. Soit K. === Pv,Py^, restreint à Va. K, considéré
dans Va, est self-adjoint, et o < K < i. En effet, si X € Va, Y ç V.j, on a

(KX, Y^PvJ^X, Y)=(Py,X, Y)=(X, Pv,Y)-(X, PvJ>v.Y)==(X, KY),
(KX,X)=(Py,Pv,X, X)==(Pv,X,X)=i :Pv,Xip

et o <;î PV^X||^<< i pour || X||=-= i (parce que Vi et V.j sont en position/)).

Soit 0 un angle tel que o «< 0 << :" • Soit V^ et V^ les variétés linéaires fermées

réduisant K telles que

(KX, X)<cos'-8 pour XeVi, l 'X j ^
( K X , X ) ^ c o s î O pour XeV 0 , I; X i =. ]

Puis, posons
[Pv,V^]^V 0 , [pvJ°]==V9.

Soient XeV°, Y e V 9 . O n a K X e V 0 , donc

o = ( K X , Y)=(Pv,Pv.X, Y)=(Py.X, Y)=(Py,X, Pv,Y) .

Donc tout vecteur de PviV° est orthogonal à tout vecteur de P^V°, et par suite V^,

Ve sont orthogonales. De plus

KvUPv.VO]==[Pv.(V04-VO)]-[Pv.V,^=V.

(parce que Vi et Va sont en position^), donc V^eV^^Vi : Ve et Ve sont ortho-

gonales complémentaires dans Vi comme V° et Ve dans V^.
De même, si Fon pose

V;0=|p^V6], V;6=[PvîV°],

on voit aisément que V^°, V^° sont orthogonales complémentaires dans V^.

Soient ^== V° ® V^, X^ V° eV;0. ̂  et ~Ï^ sont orthogonales complémen-

taires dans X, et l'on a V° c X^ V° cX°.

Soient enfin V,0-- J^eV^ V^^^eV0.

V,0 est orthogonale à V9 et à ^°, donc à V0,, donc à V,; donc V^cV^. De
même, V;° C V,. V,° C JC0 et V,° C JC0 sont orthogonales. Enfin, V9,, V;°, V9,, V;9,

deux à deux orthogonales, sous-tendent <W°®X°=== c?C; comme VleV?==V2, on
en déduit V^eV^8 =^ V, : V^0, V^6 sont orthogonales complémentaires dans Vç.

Puisque Vi et Va sont en position /?, ^12== ^la'^^ t;^ /2=== ^i'a/== o. Donc,
a fortiori. V9 nV6, =. Ve n V;6-: V,° nV°-= V;°n V;°=--o : V0 et V6, sont en
position/? dans ^C8; ( - même V0 et Ve dans ^C6.

Si X çV^, i j X |]^=: ï , on a

< k X , X)== "Pv.X^^cosî t i ,

donc a(X, Vi)> 0.
De inême s i X ç V 6 , a(X, Vi)^0. Par usage du th. 1,2, on en déduit que :

siXeV;0, onaa(X , V;)>0; si XeV;°, a(X,V;)^0.
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On en déduit, par exemple, a(V,9, Vi)^.0 : V,6 est non asymptotique à V
donc Pv,Vg° est fermée (th. 1,3); donc

D,4= PV,V.;O-+- Pv,V;9= V9 -4- PV,V^.

De même, Dai == V8^- Pv.Vt Résumons :

PROPOSITION 1,8. — Soit Y ̂  Va en position p. Pour tout angle 6 (o^ô^7 7 )»

on peut trouver dans V< {resp, Va; V^; Vg) rfeî r variétés linéaires fermées
Ve, V6 (r^/?. V9, V9,; V;°, V;6; V;9, V:6) orthogonales complémentaires, de
telle sorte que si l'on pose

^ee^v0®^ xo^çev^,

o/i ait les propriétés suivantes ( 1 2 ) ;

a. ^C° et 3£° .90/1^ orthogonales et sous-tendent 30.

6. V9, V^ 6 d^ une part ^ V^, V^° d^autre part^ sont orthogonales complémen-
taires dans 5e6; V9 (̂  V^ sont en position p dans ^£°.

c. V9, V ^ 8 rf''une part, V9, Vg9 d'autre part^ sont orthogonales complémen-
taires dans ^€9; V9 <?< V9 sont en position p dans <?C°.

rf. Pour XeV 9 (r^jp. V^), o/i a : a(X. VQ>6 [7W/?. a(X, V;)>0]
pourXç\^ Çresp. V,6), on a : a(X, Vi)^0[r<?^. a(X, V;)^0).

^ D^^V^+Pv.V^D^^V^+Pv.V.:^.

/. Si Va (̂  asymptotique à V, ^ V;, OTI /?^^^ affirmer de plus que
V9, V9, V9, . . . ont oo dimensions (1 3 ) .

D'ailleurs, si l'on a des variétés linéaires fermées V9, V9, V9, V9, . . ., possédant

les propriétés de la prop. on en déduit que V9, V^ réduisent K, que

(KX, X)<cos36 pour XeV9,, ] |X i | -= i , que (RX, X^cos2^ pour XeV 9 ,
| |XI |== i. Donc ces variétés sont identiques à celles qui ont servi précédemment
de point de départ. Ainsi :

PROPOSITION 1,9. — Les variétés ^€° et <%° de la prop. 1,8 sont uniques,

Considérons maintenant une suite d^angles croissants

( . . . , e_,, 6-1, ôo, O i , 0,, . . . ) avec lim 6/, == ^, lim 9 /<=o .

Posons
v?=v|>.eVln-M.

Les V^ sont deux à deux orthogonales. Elles sous-Lendent Va, car, s'il n^en

(12) On voit aisément que V, et V,, qui ont joué dans la démonstration un rôle dissymétrique,
jouent un rôle symétrique dans a, 6, c.

(") Car si par exemple V9^ o, Pv,V? est fermé, donc aussi D^= V?4- PV^V?. Donc (th. 1,3;
V, est non asymptotique à Vi.
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était pas ainsi, il existerait un vecteur non nul de Va commun à toutes les V6

(donc dans V, ) ou à toutes les Ve, (donc dans V,) : cW impossible puisque V,
et ¥2 sont en position/?. Donc :

THÉORÈME 1,6. — Soit Vi, Va en position p, et une suite d'angles

croissants (.^,^^,^^^_^ avec lim 0,==-^ Km 9,== o. On peut

trouver, d'une seule manière, dans V, (resp. V,,V., V^ ) des^ariétés linéaires
fermées V^ (resp. V;, V'ï, V^) où - oc.< n < + oo, sous^tendant V, (resp, V^
V^ V^), rf<?^r à A?MJC orthogonales, de telle sorte que, si l'on pose :
<<t^ ^=- V7,' ® V^, o/î a/^ les propriétés suivantes :

a, L^ ̂  ^OTI^ rfe^j? à ûfc .̂2; orthogonales, et sous-tendent X.

b. V^ V'ï rf^Tie /?a^. V:, V7; d'autre part. sont orthogonales complé-
mentaires dans ̂ . V^ et V^ sont en position p dans < .̂

c. Po^ X€V;(r^. r;), on a : Ô,<a(X, VQ ̂  0,̂  [resp.
0/,<a(X, V^^^Q^i].

rf. Pv,V;= p^v^V^ P^V;^: P^V';=V^.

remarque, — Dans l'exeniple ê, on peut prendre pour V; la variété linéaire
fermée sous-tendue par les e, tels que Qn< a,^ 0,^.

PROPOSITION 1 ,10 . — Pour que \\, V^ en position p, soient asymptotiques,
il faut et il suffit que V; ̂  o pour des n tendant vers — oo .

Démonstration. — a. La condition est suffisante car elle entraîne a (V,, \\} =o.
b. La condition est nécessaire, car, si a(Vi, V<,)=o, V^Vs quel que soit

0 > o, donc V^ est strictement contenue dans V0" pour des n tendant vers—oo.

PROPOSITION 1 , 1 1 . — Pour que V,, V^, en position p, soient complètement

asymptotiques, il faut et il suffit que: i ° V^ == o pour n > n^ 2° V" = o pour
tout n.

Démonstration. — a. Les conditions sont nécessaires : si Va est complètement
asyrnptotique à V<, Va est non asymptotique à V,, donc V^=o pour n > /io
(prop. 1,10); V^ est non asymplotique à Vi [(c) du théorème 1,6] donc ne peut
avoir oc dimensions.

6. Les conditions sont suffisantes : supposons-les vérifiées; soit une suite (X/ )
de vecteurs unitaires de V,, avec X,-o. On a : PvnX.-^o quand ^oo, pour
tout n, d'après la conuition 2. Donc, d'après la condition i , [| X,—. Pv^Xf)] --> o
quand i -^oo. donc :

lim a (X, , Vi)^ 6^,
(!'== X

pour tout n, et par suite : a ( X., Vi ) -» o. Il suffit alors d'appliquer le théorème
(1,5).
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8. Images d'opérateurs. — Pour la symétrie de l'exposé, il convient de géné-
raliser un peu la notion d'opérateur linéaire en introduisant les opérateurs mul t i -
formes, c'est-à-dire les opérateurs A qui, à un vecteur X, font correspondre
éventuellement un ensemble de vecteurs AX. Un opérateur multiforme sera dit
linéaire si : i° DA (qu'on ne suppose pas nécessairement partout dense) est linéaire;
2° pour X e DA, Y € DA, et quel que soit le choix de AX, AY, AX +A.Y est une
des valeurs de A (X 4- Y), ÀAX est une des valeurs de A (ÀX). Pour X == o, AX
prend un ensemble de valeurs A (o) qui, à cause de la linéarité, remplissent une
variété linéaire VA* Toujoursa cause delà linéarité, pour X€;DA, AX prend des
valeurs de la forme Y+A(o) . Si A(o) est arbitraire, c'est-à-dire si VA est tout
l'espace, A est en chaque point de DA complètement indéterminé : c'est le cas
extrême de multiformité.

Quand on parlera d'opérateurs linéaires, il s'agira donc d'opérateurs éventuelle-
ment multiformes. Cependant, un opérateur borné (en particulier, complètement.
continu) est forcément uniforme. D'autre part, quand on dira d'un opérateur A
qu'il est self-adjoint, ou symétrique, on sous-entendra, comme dans la termino-
logie classique, que A est uniforme et DA partout dense.

L'inverse d'un opérateur linéaire existe toujours, c'est un opérateur linéaire
(éventuellement multiforme); V^-i est l'ensemble des zéros de A.

Un opérateur linéaire A sera dit fermé si les conditions X,i-->-X, AX/i-> Y
ea^raînent X e DA, Y === AX. Ceci implique en particulier que VA est fermée.

Définissons l'adjoint A* d'un opérateur linéaire A. X € D^ si (X, AY) est une
fonctionnelle bornée (donc uniforme) en Y pour Y^DA. Ceci impose en parlicu-
U^r que X soit orthogonal à VA, donc à [V\]. Si X€;DA*, on a, pour Y ç D y .
(X, AY) == (A*X, Y), où A*X est bien déterminé si DA est partout dense; mais,
DA n^est pas partout dense, l'opérateur A* ainsi défini, qui est linéaire, est multi-
forme, et les valeurs deA*(o) remplissent la variété linéaire fermée complémen-
taire de [DAJ. D'ailleurs, on voit aisément que A* est fermé. Ainsi, A* existe désor-
mais pour tout opérateur linéaire A. On vérifie facilement que, dans tous les cî^s,
A^^A-^.

Soient ( 1 4 ) maintenant deux variétés linéaires fermées orthogonales Vi, V7, ajaul
ie même nombre de dimensions, de 9€ == Vi ©V'i, et une symétrie U de cU! qui
échange V< et V^. Soit un opérateur A opérant dans V<. L'ensemble des vecteurs
X -4- UAX, pour X décrivant DA, constitue l'image de A par rapport à Vi, V'i, U.
Pour les opérateurs linéaires, auxquels nous nous bornons, l'image est une variété
linéaire V^. Grâce à l'introduction des opérateurs multiformes, toute variété
linéaire V<j C ̂  définit ( \\, \\, U étant fixés ), de manière évidente, un et un seul
opérateur linéaire A dans Vi tel que Va soit son image par rapport à Vi, V^ , U.
On a : DA=== Py^Va, AA== UPv'iVs; les zéros de A sont les vecteurs de Va nVi : A
est uniforme si et seulement si Va n V'i === o; plus généralement, VA= U (V.j n \\ ).

U(V3) est l'image de A~1 par rapport à V<, V^, U.
A, uniforme ou non, est fermé si et seulement si Va est fermé. Dans noire

conception, toute variété linéaire fermée Va c S€ est rimage, par rappori à ^ ',,

( 1 4 ) Ce qui suit n'est que l'extension immédiate des méthodes de Von Neumann [2j.
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V^.: U^,-./, ios zéros de A remplissent ^21. Si Vi , ¥2 sont en position/?', p'\ p , on
dira que A est dans le cas p ^ p ^ p ' Dire que A est dans le cas p ' revient à dire que
A est uni forme et D^ partout dense (ce sont ces opérateurs qu'on considère
class iquement) . Dire que A est dans le cas p ' revient à dire que A ' est dans le
cas p ' (ou encore que A ^ est partout dense et que A n'a pas de zéros non nuls). Si
A est dans le cas p ( { v ) , on sait qu'il se met sous la forme KW, avec W unitaire,
et K self-adjoint. K >> o.

Si D^--== Vi, et si A est, en chaque point de ¥4 , complètement indéterminé.
l'image de A est 9C : nous désignerons cet opérateur linéaire fermé par i^. Si
D^---; A^--: o, l'image de A est o : nous désignerons cet opérateur linéaire fermé
par (î).

Revenons au cas d'un opérateur linéaire quelconque. À, qui existe désormais
pour tout opérateur linéaire A, a pour image [V.j]. A est évidemment multiforme
si A est multiforme, mais À pcnt être multiforme avec A uniforme.

Abordons la question de l'adjoint. La condition nécessaire et suffisante pour
que Y e D ̂  et que Z == A* Y est :

( A X , Y ) = ( X , Z),

pour tout couple i X,AX}. Cette condition peut s'écrire: (X--J- ÏJAX, —Z-j-UY)=:o
pour tout couple { X, AX ; ou :~Z-4-UYe^£e[V2] ou Y + U t - - - / . )€ U(<^e[Vo]).

Autrement dit, U ^ e e f V a ] ) est l'image de —A* par nipport à V i , V ^ , U .
Donc 3€ e [Va] est Pimage de —A*"1 par rapport à Vi , V^, U. D'où, pour tout
opérateur linéaire A, A^-== A (on voit que fji)*=== i^. ^*== c«o).

Quand on dit qu\m opérateur linéaire A n'a pas d'adjoint, ceci signifie en
réalité que A* n'est défini qu'en o, et que A*(o)==o, c'est-à-dire que A* ==. ûù. H
est équmrleut de dire que <?C e [Vs] === o, ou que ¥3 est partout dense dans r%,
c'est-à-dire que A**^ À === 12 .== A"1. Ceci peut se produire, on en verra des
exemples simples, avec une variété linéaire V.,, disjointe de Vi et V'i, donc avec A
et A"1 uniformes.

Si maintenant A est fermé, l'image de —A*-' est X @ ¥2^= V^. Si A est dans
le cas jr/, p\ ou p , V^ et Vs sont en position//, p" ou/?, donc V7, et \\ sont en
position //, p ' ou /?, donc A* est dans le cas //, p" ou /?, ce qu'on vérifie sans
passer par l'intermédiaire des images. On voit encore que l'affirmation : A est dans
le cas p . équivaut à l'affirmation : A, A*, A'~1, A* * .sont uniformes.

Opérateurs linéaires fermés bornés. — Soit A, fermé uniforme. Sa borne (finie
ou u^n)es t , comme il résulte du calcul de la tangente d'un angle, tg^V^ V i ) .
A est donc borné si et seulement si a (Vs, V, ) ^> o donc :

THÉOHEME 1 , 7 . — ^opérateur linéaire fermé A c^t born^ si fi Ac^^w^
si ¥2 é's.̂  disjointe de \\ et non asymptotique à V\ .

( 1 4 / ) C'est-à-dire si A est biunivoqae, avec DA, ^A partout denses.
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A partir du théorème 1,3, on retrouve alors un résultat dont on s^sl servi au
paragraphe 5 (ce n'est pas une nouvelle démonstration) :

THÉORÈME 1,8. — U opérateur linéaire fermé uniforme A est borné si et
seulement si D^ est fermé.

Clarification des opérateurs linéaires fermés dans le cas p. — Première
classe. — Va n^est asymptotique ni à V<, ni à V^; A et A~1 sont bornés. V, n'est
asymptotique ni à Vi, ni à V'i, A" est de la même classe que A.

Deuxième classe.— V.j est asymptotique à Vi, mais non asymptolique à V^;
A est borné, A"4 non borné; A est de la quatrième classe de Tœplilz, plus préci-
sément de la quatrième classe, type a de Julia [3]. V, est asymptotique à V,, non
asymplotique à Vi ; A* est de la même classe que A.

Troisième classe. — Va est asymptotique à V'i, non asymptotique à Vi; A est
non borné, A"1 borné; A* est de la même classe que A.

Quatrième classe. — Va est asymptotique à VA et V'^; A et A""*, de même A*
et A*~1, sont non bornés. C'est dans celte classe que se présentent la plupart des
cas pathologiques étudiés au chapitre IX.

Opérateurs linéaires fermés complètement continus. — THÉORÈME 1,9 . — U opé-
rateur linéaire fermé A est complètement continu si et seulement si V, est dis-
jointe de \\ et complètement asymptotique à V<.

Démonstration. —a. Si Va est complètement asymptotique à Vi, avcc^ai/---=o, V.j
est non asymptotique à \\ (p^P- t ,7), donc A est borné (th. l ,7). D^ == D^ est
fermé. Si DA===O, la question est réglée. Sinon. soit(X,») une suite de vecteurs
unitaires de D.ji, avec Xn v o. On a : X,»==Pv,Y^, où Y^eVa, et Y,i—»-0 (caria
correspondance entre Y e Va et P^^Y est biunivoque el bornée dans les deux sens,
d'après la proposition 1 , 1 ). Comme |[Y^||^i, on a aussi \n [[ Y,( ll'"1—^ donc
(th. 1,5), a (Y,,, Xn)->o, et par suite || Pv;Yn |[ == ||AX» \\->o. Donc A est
complètement continu.

b Si Fopérateur linéaire fermé A est complètement continu, Va est disjointe
de V^. Soit d^autre part (Y,i) une suite de vecteurs unitaires de Va, avec Yyi-^o;
alors Xn == P^Y^—^o; donc [[ Y/i— X,, |1 == 1|AX^ |[->o diaprés la complète conti-
nuité, et par suite <x (Y, t , V<)->o. Alors (th. 1,5) Va est complètement asympto-
tique à Vi.

Appliquant le théorème t .4, on a alors les :

THÉOBÈMB 1 , 1 0 . — LJ opérateur linéaire fermé uniforme A est complètement
continu si et seulement si A^ ne contient aucune variété linéaire fermée à oo
dimensions.

TnéoitèME 1 , 1 1 . — Si lî opérateur K est complètement continu {fermé ou non)
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et si Ay c A ̂ pour un opérateur linéaire fermé A.' uniforme, ̂  est complètement
continu ( 1 0 ) .

On reviendra sur co théorème au chapitre VI, où l'on verra de pins que A'^= AB,
avec B fermé borné, quand A est fermé.

On voit comment la question de la position relative de deux. variétés linéaires
fermées est liée étroitement à l'étude des opérateurs linéaires fermés. Julia [io],
[i ij a établi de plus, dans le cas des opérateurs linéaires fermés bornés, une autre
liaison, plus cachée, entre les deux questions.

Le théorème 1 ,2 est équivalent à la décomposition de l'opérateur linéaire fermé
A, supposé dans le cas /?, en self-adjoint et unitaire (c/*. Dixmicr [-Ï)). La
construction des variétés linéaires fermées V? du paragraphe 7 est équivalente à la
construction des variétés spectrales de A supposé self-adjoint. Si A est diagonal,
la disposition de Vi et V.j est celle, parfaitement claire, de l'exemple & (on voit
ainsi le degré de généralité de cet exemple). En particulier, c'est toujours le cas
si V.j est complètement asymptolique à V,. Mais, si A possède des vecteurs
propres différentiels, la position relative de Vi et V^ est plus complexe, et l'on est
obligé d'introduire les variétés linéaires fermées V? du théorème 1,6. Transposé
en langage d'opérateurs, ce théorème n'est autre que le théorème suivant, dû à
Murray [i^ : étant donné un opérateur linéaire fermé A dans le cas/?, il existe une
infinité de variétés linéaires fermées orthogonales sous-tendant l'espace V1, V2, ...,
telles que : 1 ° A est borné et d'inverse borné dans chaque V7; 2° les A (V7) sont
deux à deux orthogonales et sous-tendent l'espace; 3° XçD^ si et seulement

si ^ . |APv , \^<4-x> , et alors : AX ==^AP^X.

II. — Définitions.

1. Définition des variété» de Julia. —Soit H un espace de Hilbert. Nous dirons
qu'une variété linéaire Dell est une variété de Julia, ou variété .1, s'il existe un
opérateur linéaire fermé A opérant dans H tel que D == D^. On peut avoir A mul-
tiforme, et [D] 7^ H. Gomme cas particulier, on a les variétés linéaires fermées.

En considérant A~1 au lieu de A, on voit qu'on peut aussi bien considérer les
variétés J comme domaines des valeurs des opérateurs linéaires fermés de II.

Si H a un nombre fini de dimensions, les variétés J sont toutes les variétés
linéaires.

Le théorème fondamental suivant est dû à Julia (|12J, p. 226, n° 2).

THRORÈME DE JULIA. — Dans un espace de Hilhert^ la projection d^une variété
linéaire fermée sur une variété linéaire fermée est une variété J. Réciproque-
ment^ soit D une variété J de H; ïF étant un espace de Hilbert orthogonal à

( l l ) Cf. RELLICH [l], Hilfsatz 8, SaU 6, Satz 7.
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H ( l t t) , ayant le même nombre de dimensions que [D], D est la projection sur
H d'une variété linéaire fermée VC[DI®H' , en position p avec [D] dans
[D]®H'; D est non fermé si et seulement si \ est asymptotique à IT.

(On voit donc que l'étude des variétés linéaires fermées introduit automatique-
ment toutes les variétés .1 ).

Démonstration. — a. Soient W et W, deux variétés linéaires fermées. L^opé-
rateur Pyy, restreint à W\ est fermé, donc son domaine des valeurs, P^Westune
variété J.

&. Soit, réciproquement, D une variété J de \ i , espace de Hilbert. On a :
D == D Y , où A est un opérateur linéaire fermé do Vi. Soit V^ l'image de A par
rapport à V<, \\ (espace de Hilbert orthogonal ;'i \ \} et une symétrie. Avec les
notations du chapitre 1, on a : D == D^i ---= pi_. -4- Py W.j. Soit v un espace de Hilbert
orthogonal à Vi et V^, ajant le même nombre de dimensions que ^2 5 soit dans
Vi'î © v, w une variété linéaire fermée en position p avec ^13 et P, non asymptotique
à v\ on a : ^i.j== Py.w. Donc D =r- PV.(^' -r- WJ; w et \Vj sont orthogonales, donc
w-l-W^-==V est une variété linéaire fermée, en position p avec [D] dans
[D] ® [Py'i®^]' En changeant de notations, on obtient le théorème. (La dernière
partie du théorème résulte du théorème 1 ,3).

PROPOSITION 2 , 1 . — Soit D une rariété J partout dense de H. On a D = D^,
a^ec un opérateur linéaire fermé A dans le cas p de H.

Démonstration. — D'après le théorème de Ju l i a , D == P||V, où V est une variété
linéaire fermée en position p avec H dans H ©H'. 11 su f f i t de considérer Popérateur
linéaire fermé A dont V est l'image pur rapport à H, H' et une symétrie.

2. Le théorème suivant est dû à Julia [12].

THÉORÈME 2,1. — Soit D une variété J de H. On a D = A^, avec un opérateur
linéaire fermé A borné de H. Si [D] a même dimension que H, on peut sup-
poser D^= H <°( A biunivoque. Si [D] == II, o^ peut supposer A rfan.? ̂  cas p ,

Démonstration. — On a (th. de Julia) D --;= PyV, où V est en position p avec
[D] dans [D]©H', donc a même nombre de dimensions que [D]. Soit U un opéra-
teur isométrique transformant [D] en V. A = = P H U est fermé borné biunivoque,
avec D^== [D], A^== D. Si [D] •==- H, A est dans le cas/?. Si [D] a même dimension
que H, on obtient un opérateur linéaire fermé défini dans H en multipliant à
droite A par un opérateur isométrique qui transforme H en [D] (1 7) .

Le théorème 2 , 1 peut être précisé (on suppose, pour simplifier, [D] = H).

( 1 6 ) Ce langage n'est pas tout a fait correct, mais il sera souvent employé car il est imagé et
commode.

( l ] î ) On déduit aisément de ce théorème que toute variété J est un F, pour les topologies forte et
faible, et même une réunion dénombrable d'ensembles faiblement compacts. Ceci donne lieu à un
rapprochement intéressant avec la théorie des pseudo-norm sets (MACKEY [2]) et à diverses généra-
lisations de la notion de variété J que nous étudierons ailleurs.
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THÉORÈME 22. - Sou D une variété J, a.ec [D] = H. // existe une infinité
d opérateurs linéaires fermés A bornés biunivoques de H tels D,-= H A = D
A( At ̂  ̂  d'eux, tous les autres sont donnés par la formule 4 J A'L ou
L <?^ im opérateur de première classe quelconque de H.

Démonstration. - L'existence de A, est garantie par le théorème 2,1 II est

av'ec'D ̂ H^1 ̂ ^ esl un opérateur linéaire fermé borné' biunivoque,,avec ^-H A, _D. Réciproquement, soit A un opérateur remplissant ces
conditions; A:1 A =L transforme biunivoquement H en H, et est fermé comme
on le voit aisément, donc est de première classe ; et l'on a A = AiL.

Remarques. - i» On donnera au chapitre 5 une construction simple d'un opé-
rateur A,. r r

2» Soit K un opérateur self-adjoint tel que D,= I). On connaît des opérateurs
linéaires bornés b.univoques A avec D,= H, A,= D; a. les opérateurs R,, résol-
vantes de K pour les nombres complexes z extérieurs au spectre de K; b. l'opéra-
teur U-E, si U est le transformé de Cayley de K, et E l'opérateur identique.

Interprètes à l'aide du principe des images, les théorèmes 2, l et2,2 permettent
de préciser le théorème de.Iulia.

PROPOSITION 2,2. - Soit D une variété S. partout dense dans H. D est pro-
jection sur H, dans H ® H', d'une infinité de variétés linéaires fermées V en
position p avec H. et non asymptoliques à H. Si V, est l'une d'elles, toutes les
autres s ^tiennent de la manière suivante : soit % l'ensemble des opérateurs
de première classe dans HœH', réduits par H, et se réduisant à l'identité dans
tl. Un prend les variétés linéaires fermées V == T (Vi ), où T € '5.

Remarque. - La recherche de toutes les variétés linéaires fermées V en posi-
tion^ avec H telles que P,,V=D (mais pouvant être asymptoliques à H) revient
interprétée avec les images, à celle des opérateurs linéaires fermés A dans le cas „
tels que DA-= D. On y reviendra au chapitre 7.

THÉORÈME 2,3. - Soit D une variété .1, avec [D] -.: H. On a D = A,, accc K
self-adjoint borné et o < K < i. h, "• ee iv

^^ration. - D = A, avec A opérateur linéaire fermé borné dans le casz,

A-K\Y' ̂ r^ "^P^ la horne de A Pl"s petite que ,. On sait qu'alors

théorème où est un unit<>ire el K un self-adJolnt (lui "•P0"'1 aux conditions du

PROPOSITION 2.3. - Soit D une variété .), a.ec [D] = H. On a : 1 ) = A,, où
^ est l opérateur identique et L7 un unitaire sans vecteur invariant.

Démonstration. - II suffit d'appliquer la transformation de Cayley au sell-
adjomt du théorème 2,3.

3. Topologie propre d'une variété J. - Soit D une variété J de H, partout
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dense pour simplifier. Soit A un opérateur linéaire fermé borné biunivoque tel que
DA== H, AA= D (th. 2,1). Introduisons dans D le nouveau produit scalaire

(X, X^i^A-'X, A-iX") ( X e D , X'eD).

Avec cette nouvelle métrique, D est complet; car, si lim |[ Xy,—X^||i== o,
p=x,q=x

cela signifie que lim HA '^X^—Xr/ ) | |==o , donc A~1 \p a, quand p -^ 4- oc,
^==»,y==oo

une limite forte au sens de la métrique usuelle, soit A^X, où XçD. On a :
lim I I A^X;,— A^X |[ == o, donc lim || Xp— X|[i== o, ce qui prouve que Xp a une
/î==oo /?==•»

limite forte dans D au sens de la métrique usuelle. Donc D, avec la nouvelle
métrique, est un espace de Hilbert.

Aux autres opérateurs linéaires fermés A' bornés biunivoques tels D^:=H,
AA'=D correspondent d'autres métriques, que nous appelons les métriques
propres de D. On a (th. 2,2) : A'=AL, où L est de première classe. Si
(X, X^^A^X.A^X'), on a : || X|[2= || L^A-^H. Or :

a\ À - i X I I ^ - L - i A - ' X I I ^ ^ I I A-iX!j ,

où a >> o, b < 4- oo , donc
ai |X| | i^ | |X| |2^6| |Xi j i .

Donc la seule donnée de D définit dans D une famille de métriques propres équi-
valentes ( l s) , donc une topologie propre. Donc on sait définir des sous-domaines
de D partout denses, ou fermés, dans la topologie de D, des opérateurs linéaires
définis dans D et fermés dans la topologie de D, donc des sous-domaines deD qui
sont des variétés J dans la topologie de D (on verra que ce sont des variétés J de H),
etc. Si D == H, on retombe sur la topologie usuelle de H.

Interprétations de cette topologie. — i° Si T est un opérateur linéaire fermé
borné biunivoque tel que DT== H, A.r== D, pour savoir si un sous-domaine D1 de D
est fermé, ou partout dense, dans la topologie de D.il suffit de chercher siT'^D')
est fermé, ou partout dense, au sens ordinaire (19).

2° L'interprétation qui suit n'est qu'un cas particulier de la précédente. D est
projection sur H, dans H®H^ d'une variété linéaire fermée V disjointe de H'. H
et V ont le même nombre de dimensions, soit J un opérateur transformant isomé-
triquement H en V. A == P^Ï opère dans H, est fermé borné biunivoque, et
DA=H, AA==D. Si donc XeD, et si ZeV est tel que PnZ=X, on peut prendre
] ] X \\i == |! Z [|. Pour savoir si D' C D est fermé, ou partout dense, dans la topologie
de D, il suffît de chercher si le domaine correspondant de V est fermé, ou
partout dense, dans V au sens usuel.

( 1 8 ) On pourrait aussi considérer un opérateur linéaire fermé uniforme A tel que DA= D, et
poser : (X, X')i= (X, X ' ) + ( A X , AX'). Cette notion a été considérée par FRIEDRICHS.

(1 9) STONE ([1], p. 166) considère, étant donné un opérateur self-adjoint K, une variété linéaire JîZ
telle que : i° JTICDK; 2° [JTl] = H; 3° [(K —iE) (JTl)] = H; 4° [(K + iE) (Jll)] = H. Ces conditions
signifient simplement que JVL est partout dense dans la topologie de DR; la condition 4 entraîne les
conditions 3 et 2.
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Mais, dans la suite, on s'intéressera à des propriétés qui font intervenir à la fois
la topologie propre de D et celle de H, et l'on cherchera à étudier la topologie
de D par des opérations faites dans H seulement.

4. Exemples de variétés J. - Les variétés linéaires non fermées qui s'intro-
duisent dans l'étude de l'espace de Hilbert sont souvent des variétés J.

1° Soit (A,) une suite de vecteurs dans H, supposé séparable. Le domaine de

convergence de ̂  I (A,, X)[^ est une variété J C-); car c'est le domaine d'existence
t=l

dePopérateur linéaire fermé A défini par AX=J^(A,, X)^,, où (<>,) est une

base orthonormale de H (Julia [A], [5], [9]). ?=1

oo

2° ^ensemble des X ==^^-^ pour lesquels
£=1

" —1 n

^sup^ 2^- S^1 <^w

est une variété J; car c'est l'ensemble des X pour lesquels le problème des
moments : (A,, X)=:r,(/= 1 , 2 , . .. ) est possible. C'est donc le domaine des
valeurs de l'opérateur linéaire fermé précédent (Julia, Ibid.).

3° Si la suite (A,) est une base faible, l'ensemble des X dont les coordonnées
contravanantes ont leurs modules de carrés sommables est une variété J; car c'est

le domaine de convergence de ̂  | (B,, X) p où (B.) est la suite duale de (A<).
i=i

5. Variétés J complémentaires. - Deux variétés J, D, D', de H, seront dites
complémentaires si, H' étant un espace de Hilbert orthogonal à H, ayant le même
nombre de dimensions que H, on peut trouver, deux variétés linéaires fermées V
V, orthogonales complémentaires dans HeH', en position p avec H, telles oue
D == P,,V, D'= P,, V. Ceci entraîne : [D] == [D'J = H.

PROPOSITION 2,4. - Si A est un opérateur linéaire fermé dans le cas p de H
DA et ̂  sont complémentaires. Si D et D' sont complémentaires, il existe un
opérateur self-adjoint K > o tel que D = Dg, D'= AR.

Démonstration. — Si V et V sont les images de A et—A*-* par rapport à H
H', et une symétrie, on a D,= 1>,,V, A,.=P,,V. Or V, V sont orthogonales
complémentaires dans H®H' et en position p avec H. Réciproquement, si D,
D sont complémentaires dans H, c'est-à-dire si D = P((V. D'== P^V où V et V

(») Plus généralement, soil J., T, ..., des opérateurs linéaires fermés uniformes. L'ensemble des

XeDi.nDi,n... et tels que ̂  || T.X ||'<+» est une variété J, comme on le montre aisément.
i=i
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sont orthogonales complémentaires dans H ©H' et en position p avec H, soit A
l'opérateur linéaire fermé dans le cas p dont V est l'image par rapport à H, H', et
une symétrie. On a D = D,, D' == A,.. S; A = WK, avec K self-adjoint, K. > o,
et W unitaire, on a D^== D^, A^== A^.

PROPOSITION 2,5. — a. Si deux variétés J, D, D' de H sont complémentaires,
il existe deux variétés linéaires fermées W, W orthogonales complémentaires
dans H, deux variétés J, A, A', avec [A] = W, [A'] = W telles que D == W 4- A',
D'^W^+A.

b. Si. étant données deux variétés J, D, D', partout denses, il existe deux
variétés linéaires ferméesW', W, orthogonales complémentaires dans H, telles
que W c D, W c D', D et D' sont complémentaires.

Démonstration. — (a) résulte de la prop. i ,8, (e).
(b) s'établit ainsi. SoitX e D. On a P^X e W c D, donc P^'X == X— P^X e D.

Donc Pw'XeW'nD. Comme X = PwX-4- Pvv'X, on voit que D = W-+-A',
s iA'=W'nD. De même, D'=W'4-A, si A==WnD' . [A]= W et [A'j = W
puisque [D] == [D'j = H. On verra au Chapitre III que A et A' sont des variétés J
(ce serait très facile à établir directement). Soit alors dans W (resp. W) un opé-
rateur self-adjoint positif borné K (resp. K') tel que D^=W, AK==A (resp.
DR'== W. A^== A'); il en existe d'après le théorème (2, 3). Posons

K^KPw+K'-iPw.

On a D == DK, D'= AK, et K est self-adjoint, K > o. Il suffit alors d'appliquer la
proposition 2,4.

En particulier, on voit que D -+- D' = H, que D n D' == A + A' est partout dense,
ce qu'on savait aussi par les remarques (?l.

6. Opérateurs J. — Un opérateur linéaire fermé est caractérisé par le fait que
son image est fermée. Gomme on a généralisé les variétés linéaires fermées par
l'introduction des variétés J, il est naturel d'introduire, sous le nom d'opéra-
teurs J, les opérateurs linéaires, uniformes ou non, dont l'image est une variété J.
Il est aisé de voir que cette définition ne fait intervenir qu'en apparence la symé-
trie qu'on utilise dans la construction de l'image. Ce sont ces opérateurs qu'on
rencontre le plus souvent, on le verra, quand on sort du cadre des opérateurs
linéaires fermés.

SoientH,H', U (avecles notations habituelles), etVunevariétéJde^e==HeïT,
qui définit un opérateur J, A, de H. On verra (th. 8,2) que V peut être partout
dense dans 3€ et disjointe de H et H' : alors, A et A-1 sont uniformes, mais
A = A-i = û; c'est le cas, déjà envisagé, où il n'y a pas d'adjoint.

Soit D une variété linéaire; l'opérateur identique, restreint à D (nous le note-
rons Eo), est un opérateur J s; et seulement si D est une variété J. Car son image
est une variété linéaire V telle que V.~ D.

Si A est un opérateur J, A-1 est un opérateur J (car les images de A et A~1

sont échangées par une symétrie de 3€),
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III. — Réseau des variétés J. Composition des opérateurs J.

1. Produit cT opérateurs J.—— THÉORÈME 3,1. — Le produit de n opéra-
teurs S est un opérateur J.

Démonstration. — Soient .A<,Aa, . . . , A.n n opérateurs J, opérant dans Ho.
Introduisons des espaces de Hilbert H|, Ha, . . . . H,i, tels que les Ht(o^ i ̂  n)
soient deux à deux orthogonaux et aient même dimension. Soit Ui un opérateur
transformant isométriquement Ho en Hi(i = o, i , . . . , n). Les vecteurs X -4- U< Ai-X
décrivent, quand X décrit DA^ une variété J de Ho©Hi. Donc les vecteurs
U^ X+ U(AiX décrivent, quand X décrit D^, des variétés J de H^eH;,
soit V,. Soit Xn e Ho. Pour que Xo appartienne au domaine d'existence de
A^A^_i. . .Ai, il faut et il suffit qu^on puisse trouver des vecteurs Xi, Xo, . • • , X^,
avec X,eH(, et tels que Xi_i-4- X, eVi. Et quand on prend tous les vecteurs X/
vérifiant ces conditions, Xo -4- Xn décrit Fimage W de A^A/i-.i . . . Ai par rapport
à Ho, îln et la symétrie qui échange X et U^X pour tout XeHo. Soient Ko,
KI, . . ., K^-i, de nouveaux espaces de Hilbert orthogonaux entre eux et ortho-
gonaux aux Hi. V, est projection sur H^iœHi d^une variété linéaire fermée V\
de H,-_i®H(eKï_i (th. de Julia); pour que Xi_^+Xi eV,:, il faut et il suffit qu^on
puisse trouver un Z,_i eKi__i telqueXi_i+X.i4- Zi_i eV». Donc, Xo € DA^A,-I...AI
si et seulement si l'on peut trouver Xi, Xa, . . . , Xn, Zo, Zi, . . . , Zn_i, avec
X/eH, , Z , e K , , et
(i') X^ , -hX, -+-Z<_i€V, ( î = i , 2, . . . , n).

Considérons le vecteur

Z == Xo -+- Xj -I- . . . -h \n -+• ZQ -I- Zi -4- . . . -4- Z^_i.

On a
X<=PH,Z , Z ,==PK,Z,

Z n^est assujetti qu^aux conditions (i), donc, puisque les V; sont fermées, Z décrit
une variété linéaire fermée V. Or Xo-+- Xn== Pj^n^Z, donc W === Pn^^V.
Donc (th. de Julia), W est une variété J.

Ainsi, quand on multiplie des opérateurs J, on obtient des opérateurs J; par
contre, quand on multiplie des opérateurs linéaires fermés, on obtient des.opéra-
teurs J qui peuvent ne pas être fermés. En effet, on a le théorème suivant (qui
donne une construction générale des opérateurs J) :

THÉORÈME 3,2. — Soit T un opérateur J, opérant dans H. T est le pro-
duit BA (d^une infinité de manières) de deux opérateurs linéaires fermés
de H; on peut supposer B et A~1 fermés bornés; si T est biunivoque^ et
dim[Dï] == dimH, on peut supposer A et B biunivoques et D^= DB= H.

(Ainsi, Pétude des opérateurs linéaires fermés introduit aussitôt tous les opéra-
teurs J).

Démonstration. — Soit V l'image de T par rapport à H, H', U (notations
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habituelles); V est projection (th. de Julia) sur H®H' (Tune variété linéaire
fermée W de HeH'eïT7 (où IF est un espace de Hilbert orthogonal à H®tT) dis-
jointe de H". Soit Z e W, et

Y == PHOII'Z, X = PuZ = PnY, V= P»rZ == PH'Y.

On a X /= UTX. Soit A' l'opérateur défini dans P^W qui fait passer de X à Z,
B' l'opérateur défini dans W qui fait passer dé Z à X' (A.' est peut-être multi-
forme) et J un opérateur isométrique transformant W en une variété linéaire
fermée de H (J existe toujours sauf si H a un nombre fini de dimensions, cas qui
se traite immédiatement). On a T == (UB'J-^JA') = BA, avec B^^UE'J-S
A == JA\ B et A~1 sont fermés bornés. Si T est biunivoque, et din^Dr] --===. dimH,
on a dim[V^ == dimW = dimH; W est disjointe de H®ïF et H'eEF. on peut
supposer Aj== H; alors, A et B sont biunivoques et D^== Dn== H.

Applications. — 1° On a Dr=== D^, A-r== Ag. Donc :

THÉORÈME 3,3. — Si T est un opérateur J, DT et AT sont des variétés J.

2° Si T est uniforme, la construction de A prouve que A peut être supposé
uniforme. Si T est uniforme, et D-r (donc D^) fermé, B et A sont fermés bornés,
donc T •== BA est fermé borné.

THÉORÈME 3,4.— Tout opérateur 3 uniforme (21) dont le domaine d^ existence
est fermée est fermé borné.

y Interprété à l'aide des images, le théorème 3 ,4 donne la

PROPOSITION 3 , 1 . — Soit H une variété linéaire fermée de lî espace
de Hilbert S€. Soit uns variété!. D c ^C, disjointe de ïT-= ^£eH. P^D est
fermée si et seulement si D est fermée et non asymptotique à H'.

4° Définition géométrique des opérateurs J : Soit {a) une base orthonormale
de H. Les opérateurs A~1 et B précédents transforment (^i) en deux systèmes L,

(Ai) et (A^.). DT est l'ensemble des vecteursVrCiA/, où

^,1^ î  -»-oo et T( ^^Af)=y.rfA^.

La réciproque est immédiate, grâce au théorème 3,1. Les systèmes L, (Ai)
et (A^) peuvent donc être pris quelconques. Un opérateur ainsi construit peut
donc n'avoir pas d'adjoint.

2. Les considérations du paragraphe 1 suggèrent le problème suivant :
A quelles conditions le produit AnA-n-i - . • A< de n opérateurs J est-il fermé?
Notons que le théorème 3,4? fournit déjà une condition suffisante. Reprenons
les-nolations de la démonstration du théorème 3,1. A^An_i. . . A< est fermé si

( 2 l ) Si T est multiforme, le théorème peut être en défaut: considérer le cas où DT = o et où
AT est une variété J non fermée.
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et seulement siW est fermé. Supposons les Ai uniformes. Soit V == PHO©HI©...©H,V.
V est une variété J disjointe de Hi©Ha® . .. ®Hn_i, et W == PH,»©H»V. D'après la
proposition 3,1, W est fermé si et seulement si V est fermé et non asympto-
tique à HieHaC. . . eHn^. La non-asymptoticité donne une condition néces-
saire :

PROPOSITION 3,2. — Une condition nécessaire pour que le produit
AnA^_i.. .Ai de n opérateurs J uniformes soit fermée est que les conditions
X -> o, A/iA^_-i ... Ai X -> o entraînent

AiX->-o, A a A i X — ^ o , ..., A,,_iA^_2.. . AiX->o.

La condition serait suffisante si l'on était assuré que V est fermée. Or, il en est
certainement ainsi si les Vi sont fermées (car V est parcourue par Xo+Xi-f-- • •+X»,
où les Xi sont assujettis à X ,_<4-Xi€V/ pour i:=i, 2, . .., n), c'est-à-dire si
les Ai sont fermés. Donc :

THÉORÈME 3,5. — Le produit A ^ A ^ _ < . . . A i de n opérateurs linéaires
fermés uniformes est fermé si et seulement si les conditions X-^o.
A^A^_i . . . AiX -> o entraînent

AiX-^-0, AîAiX-X), ..., Xn—l^n—î - • • AiX->-0.

Exemples ûTapplication. — 1° Soit A un opérateur linéaire fermé uniforme
défini dans un domaine partout dense; A* est fermé uniforme, et Pon a

| |AX||2==(X, A^AX^ i IX iu 'A^AX j f ,

donc (th. 3,5) A* A est fermé.

2° PROPOSITION 3,3. — Si A est bornée ou si B~1 est borné (A et B étant des
opérateurs linéaires fermés uniformes)^ BA est fermé. En particulier, si
Vun des opérateurs A, B est de première classe, AB et BA sont fermés,

3° PROPOSITION 3,4-. — Si A est fermé uniforme non bornée et B fermé
complètement continu, BA est un opérateur J non fermé.

Démonstration. — II existe des suites XH€DA, avec Xn->o, ||AXn [[ == i,
AX,i-^ o (considérer Pimage de A). On a alors BAX^->o à cause de la complète
continuité.

4° Le carré A2 d'un opérateur linéaire fermé A dans le cas p peut être non
fermé. Soit A == UK la décomposition de A en unitaire et self-adjoint positif.
On a A2^ UKUK, de sorte que A2 est fermé si et seulement si KUK est fermé
(prop. 3,3); A3 est donc non fermé (th. 3,5) dès qu'il existe des suites de vec-
teurs unitaires Xn telles que K^Xn-^o, K(UXn)->o. Et il est facile de cons-
truire des exemples d'une telle circonstance (avec K diagonal de la quatrième
classe).

3. Transformée d'une variété J par un opérateur J. — THÉORÈME 3,6.— La
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transformée d^une variété J, soit D, par un opérateur J, soit A, est une
variété J, ^o/< D'.

Démonstration. — On a D'==A^. AEo est un opérateur J (th. 3,1), donc
D'est une variété J (th. 3,3).

Application. — D est projection sur [D] d'une variété linéaire fermée V en
position p avec [D] dans [D]eET. Soit d une variété linéaire de V, et d=z P^'d.
Diaprés le théorème 3,6, d est une variété J si et seulement si d est une variété J.
Donc une variété J de H incluse dans D est une variété J dans la lopologie de D,
et réciproquement.

Transformée d^une variété J par un opérateur de première classe. —
LEMME 3,1. — S i Vopérateur linéaire fermé A est dans le cas /?, on a DA^DA..

Démonstration. — On a A == KU, où U est unitaire et K self-adjoint; d'où

A*=U*K et D . V = D K = U ( D A )

THÉROEME 3,7. — Si L est un opérateur de première classe et D une variété J,
o n a L ( D ) ^ D .

Démonstration. — Supposons d'abord [D] === H. On a D = D^, avec un opéra-
teur linéaire fermé A dans le cas p . Donc D'= L(D) =: DAL-*. D'après le
lemme 3,1, D^D^-,)*. Or, (AL-^^L-^A*, donc D^^=D^. Enfin,
DA*^ DA. Si [D] 7^ H, remarquons que [D] et [D'] ont même dimension et même
déficience; donc il existe un unitaire V qui transforme [ D^ en [D]. Alors,
VL transforme [D] en [D], est de première classe dans [D]; donc

D — V L ( D ) ~ L ( D ) .

THÉORÈME 3,8. — Deux opérateurs linéaires fermés dans le cas /?, A et B,
bornés^ sont équivalents si et seulement si Ay~ Ag.

Démonstration. — i° La condition est nécessaire, car, si B = LAM, où L et M
sont de première classe, on a AB==L(AA) ~ A^; 2° La condition est suffisante,
car elle entraîne AB== AUA, où U est unitaire, donc (th. 2,2) B = UAM, où M est
de première classe.

Il est assez surprenant de voir la notion affine d'équivalence se traduire par
un invariant d'apparence métrique. On y reviendra au chapitre 5, § 7.

THÉORÈME 3,9. — Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés bornés
dans le cas p équivalents. Il existe des unitaires U, V, des opérateurs de pre-
mière classe L, M tels que B = UAL = MAV..

Démonstration.— L'existence de U et L a été établie dans la démonstration
précédente. Montrons l'existence de V et M. On a B*-=L*A*U*, donc A* et B*
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sont équivalents. Donc il existe un unitaire et un opérateur de première classe,
qu'on peut appeler V* et M*, tels que B*== V\VJVT. D'où B = MAV (2 2) .

Autres applications du théorème 3,7. — i° Soient Vi et Va, deux variétés
linéaires fermées en position^ dans H. Supposons V^ nonasymplotique à HeVi.
Alors Py ^2== Vi ; il y a entre un vecteur Z qui parcourt ¥2 et Py,Z une corres-
pondance biunivoque et bicontinue. Si donc d est une variété J de Vs, et
si d == Py^ d^ on voit aisément que d ̂  d.

2° Soit D une variété J, avec [D] == H pour simplifier. Soient A et A' deux opé-
rateurs linéaires fermés bornés dans le cas jo, avec Av== Av== D. On a A'== AL,
avec L de première classe. Soit d une sous-variété J de D et ô =r^ A.~i(d). On a

,V-i(^)= L-iA-i(^) ~o.

Ainsi, quand on évalue dans D les distances à l'aide d'une métrique propre m,
d devient, dans D, unilairemeni équivalent à ô dans H, quel que soit le choix
de m. Nous traduirons la relation entre D, rf, o par la formule (ûQi)~ (ô)ïr Plus
généralement, si D' est une autre variété J, avec [D']=H, si'rf' est une sous-
variété J de D' avec (âT)o^(ô)n, on écrira (d)^c^ {d')^\ cela signifie que, si
l'on évalue dans D les longueurs à l'aide d'une métrique propre quelconque de D, d
dans D est unitairernent équivalent à d1 dans D', si l'on évalue dans D' les lon-
gueurs à l'aide d'une métrique propre quelconque de D'.

Exemples. — a. Soient Vi, Vs deux variétés linéaires fermées de H en posi-
tion/?. On a (remarques (R) D,i nD,'i= Py,D^. Donc (Dsi n D,^)i^~ (Dr,)v,.
D'autre part, (D^,)v^ (D^)v, (A- 1.1 et 1,2). Donc (D^i n D,^— (D,^.
Si Fon considère Va comme l'image, par rapporta Vi. V',, d'un opérateur linéaire
fermé dans le cas p de Vi, on a la

PROPOSITION 3,3. — Soit A un opérateur linéaire fermé dans le cas p. On
a :{D^r\^)fi^ (AA*)H, (DvnA^)A^~ (D^n. En particulier, si K est un opé-
rateur self-adjoint dans le cas p^ (D^nâ^)^^. (AK)^ (DKUAR)A^~ (DR^.

6. De même, (P^Dia)^^ (Di<i)v,~ (Dsi)^. Si Va est l'image par rapport
à Vi, V^, U, d'un opérateur linéaire fermé A dans le cas p de Vi, il est connu
que PV^DIS =D ̂ A [c^ si Z e Va, Py,^ e D^*A si etseulement si Py;Z e U(DA*)==D,.^;
donc, puisque D,,,n D^r== Pv;Di2, si et seulement si Pv;ZePv;Di2^ donc si et
seulement si Z e Dis]. Ainsi :

PROPOSITION 3,6. — Si A est un opérateur linéaire fermé dans le cas p,
(DA*\)D ^(DA)H- En particulier^ si K. est self-adjoint dans le cas p,
(D^-(D,OH.

4. Somme de deux variétés J. — THÉORÈME 3,10. — Soient D, D' deux
variétés 3 de H. D 4- D' est une variété J.

(") Ainsi nous démontrons simplement l'identité de Gi et Gç dans Kôthe [ 1 ], p. i58.
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Démonstration. — Soit h un espace de Hilberl contenant deux variétés linéaires
fermées V, V, orthogonales complémentaires, avec

d i m V = d i m [ D ] , d imV'^d imtO ' ] .

Soit A (resp. A') un opérateur linéaire fermé borné biunivoque tel que D^ === V,
AA== D (resp. Dv== V, Av== D'). L'opérateur B == APy + A'P^ est fermé borné,
avec DB= A, AB== D + D'. Donc D+D7 est une variété J.

PROPOSITION 3,7. — Si Vune des variétés J disjointes D et D' est non fermée^
D 4- D' e^^ non fermée.

Démonstration. — Avec les notations précédentes, B est univoque; car,
si BX==APvX+A'Pv'^=o, on a APyX = ATyX = o puisque DnD'=o .
Donc PyX = Pv'X == o == X puisque A et A! sont biunivoques. Or, si D par
exemple est non fermé, A"~1 est non borné, donc B~1 est non borné. Puisque B ~ t

est uniforme non borné, DB-I-= Ag est non fermé.

APPLICATIONS. — i° PROPOSITION 3,8. — Si D est une variété J non fermée^
et si D' == o, D 4- D' est non fermée. En particulier^ toute variété J non fermée
a une déficience infinie dans H; toute variété J de déficience finie est fermée.

Démonstration. — Soient d--= DnD '==oe l rf '==D'erf. On a D+D^ ==D+ d1

et D, d1 sont disjoints. Donc (prop. 3,7) D-+-D' est non fermée.

Remarque. — Ainsi, une variété J de déficience finie non nulle est non par-
tout dense (puisque variété linéaire fermée); au contraire, une variété J de défi-
cience infinie peut être partout dense.

2° Soient D, D' deux variétés J disjointes de H. On ne peut avoir H = D 4- D'
que si D et D' sont fermées (prop. 3,7), non asymptotiques et sous-tendent H.
Autrement dit, étant donnée une variété J, D', elle est fermée si et seulement si il
existe une variété J, D, avec D n D'== o, D + D'== H. Transposons ceci dans la
topologie propre d'une variété J :

THÉORÈME 3,11. — Soient D une variété J, Di c D une autre variété J;
DI est fermée dans ta topologie de D si et seulement si il existe une autre
variétéS, Ds C D, avec D inD2==o , Di+ Da=D.

Exemple. — Soient deux variétés J, D et D', avec D n D'= o, [D] = [D'] = H
(cf. th. 8,1); D-t-D'r^D" est une variété J non fermée (prop. 3,7); D et
D' sont fermées et non asymptotiques dans la topologie de D", ce qui est un peu
paradoxal à première vue (cf. prop. 9,5).

8. Intersection de deux variétés J. — THÉORÈME 3,12. — Soient D, D' deux
variétés J; D n D' est une variété J.

Démonstration. — EpEo' est un opérateur J (th. 3, 1} , donc D r\ D'=== Dg g , est

une variété J (th. 3,3).
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PROPOSITIOÎÎ 3,9. — Si D ̂  î /ie variété 1 , et D' une variété linéaire fermée^
D n D' est une sous-variété J de D, fermée dans la topologie propre de D. /^
existe donc une infinité de variétés J, D" c D, avec D' n D^ o, D r=(D n D')-+-D".

Démonstration. — Si l'on considère D comme projection sur [D] (Tune variété
linéaire fermée V en position p avec [D] dans [D]©ïT, la variété linéaire (^cV
telle que PnP^DnD' est évidemment fermée. D'où la proposition, diaprés la
deuxième interprétation de la topologie propre.

Sous-variétés J simples de D. — Alors que le théorème 3,11 donne une con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'une variété J, Di cD, soit fermée dans la
topologie de D, la proposition 3,9 est une condition suffisante. Effectivement, il
existe, dés que D est non fermée, des variétés J, Di c D fermées dans la topologie
de D, et qui ne sont pas intersections d'e D et d'une variété linéaire fermée
(c/. prop. 9,3). Ainsi, les sous-variétés J de D fermées dans la lopologie de D et
de la forme D n D ^ où D' est une variété linéaire fermée, sont spéciales; on les
appellera sous-variétés J simples de D (cette notion résulte de la superposition
des topologies de D et H).

Réseau des variétés J. — L'ensemble des variétés J de H forme un réseau £
par rapport aux opérations 4- et n ( 2 3 ) (alors qu'il n'en est pas de même pour les
variétés linéaires fermées: il faut prendre les opérations ® et n). Il serait inté-
ressant de savoir, étant donné un réseau, quels sont les axiomes qui permettent
d'affirmer qu'il est isomorphe à £. C'est pourquoi nous nous attacherons à dégager
dans la suite, toutes les fois que cela sera possible, les propriétés intrinsèques
de X?, qui peuvent être définies à Paide des seules opérations -4- et n dans J?, c'est-
à-dire qui restent invariantes par tout automorphisme de -X? (un automorphisme
étant une application biunivoque de £ sur £ distributive par rapport aux opéra-
tions 4- ein). Voici déjà des exemples de tels caractères : DçJ? est une variété
linéaire fermée si et seulement si il existe une D'e J? tel que D nD'==o,D4-D'==H (24);
[Dj es f ia plus petite des D'€J? plus grandes queD et fermées ; D©D'== [D -+-D'];
D est partout dense si [D] == H; les variétés linéaires fermées D, D^ sont asymp-
totiques si et seulement si D+D' est non fermée (on verra un autre critère au
Chapitre 9); d'où la définition dans £ des variétés linéaires fermées complète-
ment asymptotiques; DçJ?a i dimension si, pour toutD'eX?, on a DnD'^D
ou DnD'== o; D € X? a n dimensions (/i fini) si l'on peut trouver Di à i dimen-
sion, Da à n—i dimensions, ayec D i n D a ^ o , D = Di 4- t>2 (définition récur-
rente); D ç £ a oo dimensions si D n'a n dimensions pour aucun n fini; d'où la
définition dans £ de la déficience d'une variété J. Dans ces conditions, les propo-
sitions 3,7 3,8, 3,9 donnent des renseignements sur la structure de £. En voici
un autre :

( 2 3 ) La relation d'inclusion DcD', définie dans sS par DnD'== D ou D-î- D'== D', est une relation
d'ordre; H est le plus grîind dément, o le plus petit clément de £. -

( 2 A ) II serait intéressant de savoir s'il en est de même dans certains espaces de Bauacli.
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PROPOSITION 3,10. — Le réseau formé par les variétés J plus petites qu'une
variété J donnée^ D, est isomorphe à £ quand [D] -= H.

Démonstration. — Reprenons les notations de Inapplication qui suit le théo-
rème 3,6; l'opérateur Pu établit un isomorphisme entre le réseau des variétés J,
r fcV, et le réseau des variétés J, d==P^dcD. V a même dimension que H
quand[D]=H.

Relations entre D, D', D-j-LY, DnD'. — Supposons l'une des variétés J, D
et D', non fermée. Alors, si DnD'==o , D + D' est non fermée (prop. 3,7). Par
contre, si D r\ D'^é o, D+ D' peut être fermée, c'est le cas des variétés J complé-
mentaires; or, dans ce cas, [Dn D']==H. Posons-nous alors le problème général
suivant : Quelle disposition présentent deux variétés J, D et D', de H, quand
D+D'=H? (Ce sont de telles variétés J qu'on aurait pu appeler complémen-
taires, mais nous avons réservé ce terme pour une disposition plus précise qui est
d'ailleurs, on va le voir, une sorte de forme réduite de la disposition générale.)

Reprenons les notations (A, V, V7, A, A^, B) de la démonstration du théo-
rème 3,10. Soit W la variété linéaire fermée des zéros de B et W'^/ieW.
Soit B l'opérateur B restreint à W. B est biunivoque et l'on a Dg= W7, Ay==: H.
Donc B est borné et d'inverse borné. On a, pour tout Z ç A , BZ ^== BP^y'Z, donc

(1) D = B ( V ) = = B ( P w ' V ),
(2) D'^BCV^I^PW'V).

Puisque A et A' sont biunivoques, on a W r\ V" --= W r\ V ' '=-•= o. Posons

v == W'nV, t /==W'nV,
w^w'e^e^), v=ve^, v^ve^'.

D'après le lemme 1,3, W et W7 sont orthogonales complémentaires dans V®V7,
et en position p avec V, N ' dans V©V7. De plus

Pw,V=^- î -P^V, Pw'r=(/+P^r,

v, v1 et [Pw'V] = [Pw'V7] = W sont deux à deux orthogonales. Dans W, Pw'V
et Pw^V sont complémentaires. Donc, d'après (i) et (2), et changeant de nota-
tions :

LEMME 3,2. — Soient D, D' deux variétés 3 telles que D+D'= H. D et D'
sont transformées par un opérateur de première classe de deux variétés J,
D< , D",, présentant la disposition suivante : soient V, V, V" trois variétés
linéaires fermées orthogonales sous-tendant H; soient d. d ' deux variétés J
complémentaires dans V; on a Di == V + rf, D", == V7+ d ' . La réciproque est
immédiate.

PROPOSITION 3,11. — Soient D, D' deux variétés J partout denses, a. Si
DnD'==o, D + D' est non fermée, b. Si D -+- D' est fermée^ DnD' est partout
dense.
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Démonstration. — (a) résulte de la proposition 3,7. Si [D] == [D'1 === H, on a
V==V'==o dans le lemme 3,2, donc [dr\ d1] = V'^ H. D/où (6).

PROPOSITION 3,12. — Soient D, D' deux variétés J. a. O/i a D -4- D' == H ̂ i ̂
seulement si il existe deux variétés linéaires fermées JTL, Jft' avec JTIcD,

JTl'cD^ JUnOÎV==o, Jîl4-^î^=H; b. On a alors D = Jîl-4-(Dn3ÎV),
D'== Jn/-^- (D' n Jîl) ; D n JH/ est non fermée si D <?5( non fermée.

Démonstration. — La condition de (a) est évidemment suffisante. Supposons
réciproquement D+D'==H, et appliquons le lemme 3,2. Diaprés la proposi-
tion 2,8, il existe deux variétés linéaires fermées w, w' orthogonales complémen-
taires dans V", avec d= w + {dr\ ̂ /), d'== w'4- ( r f 'n w). Soient Jîli == V 4- w,
Jîl^V'+w'î on a D^.mi-^Din.Tîr,), D, = ̂ -KD7, n JTli). Jîli et
3Yi\ sont deux variétés linéaires fermées orthogonales complémentaires dans H.
D< n JTli est non fermée si Di est non fermée (lemme 1 ,4). On en déduit aussitôt
les propriétés énoncées pour D, D'.

PROPOSITION 3 ,13 . — Soient D, D' deux variétés S telles que D 4- D/== H.
Si D ne contient aucune variété linéaire fermée à oo dimensions^ D/ est une
variété linéaire fermée de déficience finie dans H.

Démonstration. — On a «5ÎL == o dans la proposition 3, 12, donc 3VU et aussi
D'3 JYU sont des variétés linéaires fermées de déficience finie dans H.

THÉORÈME 3,13. — Soient D, D' deux variétés J; il existe quatre variétés J.
Di, Da, D',, D^ (non déterminées univoquement par D, D') telles que

DinD^o, D.2cDi, D^cD 7 , ,

D==Di - î -D ; , , D '=D24-D' i , DnD^ D.2-Î- D',,, D -+- D^ Di^ Di.

Démonstration. — 11 suffit de partir de la proposition 3,12, et d^appliquer
à D -4-D' la proposition 3,10 (la dimension de H ^intervient pas).

La position de Di, D',, D^, D^ par rapport à D, D' peut se schématiser ainsi :

^Di
/D2< ^>I\

0<, >DnD'< >D-4-D'
^ ' / \D^

-^D^

6. Restriction d^un opérateur J. — PROPOSITION 3 ,14 . — a. La restriction A'
d''un opérateur J, A, à une variétéî^ D'cD^, est un opérateur J. b. Quand A
est fermé, A e^t fermé si et seulement si D1 est fermé dans la topologie
deD,.,

'Démonstration. — On a A'== AEj^ d^où (a), diaprés le théorème 3,1.
Si A est fermé, soit V son image par rapport à H, H', U (notations habi-

tuelles). On a DA=PHV. Soit V'cVe^nIT) la variété telle que P^^D'.
V est fermée si et seulement si D' est fermée dans la topologie de D (2® intérpré-
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talion de cette topologie). D'ailleurs, l'image de -V est V-MVnir): V et
VnIT sont orthogonales, V n H' est fermée, donc A'est fermé si et seulement
si V est fermée.

7. Branches uniformes d'un opérateur J. — Soit A un opérateur linéaire; on
appellera branche uniforme de A tout opérateur linéaire A uniforme tel que :
1° D A = D ^ ; 2° pour tout XçD^les valeurs de AX sont de la forme AX + A(o).
Soit V l'image de A par rapport à M, H', U; l'image de la branche uniforme de A
la plus générale est la variété linéaire V la plus générale telle q u e V n H ' = o ,
^ ==V4-(VnH') . Si A est un opérateur J, la proposition 3,9 prouve alors le (a)
de la

PROPOSITIONS, 18. — a. Tout opérateur S , A, admet une infinité débranches
uniformes qui sont des opérateurs J. b. Si A est fermé, toute branche uni-
forme qui est un opérateur J est fermée.

Pour établir (6), remarquons que V et V n H' sont disjointes et que leur
somme V est fermée si A est fermé. Si V est une variété J, le théorème 3, I J
prouve alors que V est fermée.

Remarques. — i° Soient D, D" deux variétés linéaires de H et i2(D, D') l'opé-
rateur linéaire défini comme suit : DQ^^==D et pour XeD, i2(D, D') X est
un vecteur quelconque de D'. L'image de ^(D, D') par rapport à H, H7, U est
évidemment D+U(D'). i2(D, D') est donc un opérateur J si et seulement si D
et D' sont des variétés J. On a

Q(D, D^-mfDi, D ^ ) = û ( D n D , , D'4- D,).

2° Soient A un opérateur J, A un opérateur J qui soit branche uniforme de A.
DA et V\ {cf. p. 29) sont des variétés J. Par définition des branches uniformes,
on a A==A4-^(D^ V^). Réciproquement, soient A un opérateur J uniforme
e tV^ une variété J. Formons l'opérateur A == A" 4-^(0^, V\); si V est l'image
de A par rapport à H, H', U, l'image de A est V+U(VA) , de sorte que A est un
opérateur J dont A est une branche uniforme.

8. Somme de deux opérateurs J. — Soient S et T des opérateurs J uniformes;
Ds et DT sont des variétés J, donc aussi ( th. 3, 12) D = D§ n D^, qui est le domaine
d'existence de S+T. Appliquant le théorème 2 , 1 dans l'espace [D], soit A un
opérateur linéaire fermé borné biunivoque tel que D^ == [D], ,^=0. Soit
B:==(S+T)A; on a aussitôt B===SA+TA. SA et TA sont des opérateurs J
uniformes (th, 3 , 1 ) et même fermés bornés puisque DSA==D^== [D] (th. 3,4).
Donc B est fermé borne. Comme D^-i== AA== Ds^î on a

S - h T = ( S - + - T ) A A - i = hÀ-'.

Donc (th. 3 , 1 ), S+T est un opérateur J.
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Si maintenant S et T sont multiformes, soient S et T des branches uniformes
qui soient des opérateurs J (prop. 3, *3). On a

S-^ -T=S-h Q(Ds, Vs)-+- T-h i2(l)T, VT) = (S+Ï) •+- ^DsnD^Vs+Vï),

S 4- T est un opérateur J ; Dg n Dr et V§ 4- VT sont des variétés J, donc S+T est
un opérateur.I, diaprés les remarques du paragraphe précédent.

Remarque. —,Dc même que le produit de deux opérateurs linéaires fermas, la
somme de deux opérateurs linéaires fermés peut ne pas admettre de prolongement

linéaire fermé uniforme. Ce fait est à rapprocher du fait que l'opération -4-'
appliquée à des variétés linéaires fermées, ne donne pas toujours des variétés
linéaires fermées (tandis que, appliquée à des variétés J, elle donne des variétés J).

On résume le résultat obtenu et les théorèmes 3 , 1 , 3,2 par le

THÉOIŒME 3,li. — Les seules opérations d'incursion et de multiplication
effectuées une seule fois sur les opérateurs linéaires fermés bornés^ conduisent
à tous les opérateurs S et à eux seulement. Mais ces opérations^ effectuées sur
des opérateurs J donnent des opérateurs J. La somme de deux opérateurs J est
un opérateur J.

On voit que ces opérateurs sont maniables (malgré l'apparence pathologique de
certains, qui n'ont pas d'adjoint) et imposés par l'élude des opérateurs linéaires
fermés.

9. Propriété caractéristique des opérateurs .1. — On va établir une réciproque
du théorème 3,6 qui caractérise de façon remarquable les opérateurs J (on don-
nera une autre caractérisation au Chapitre 6). Ou se limitera aux opérateurs
biunivoques (sinon, le théorème soutire des exceptions).

THÉORÈME 3 , 1 y. — Pour qu^un opérateur linéaire biunivoque A soit un
opérateur J, il faut et il suffit que A et A~' transforment toute variété J en
une variété J.

Démonstration. — a. La condition est nécessaire, c'est le théorème 3,6.
b. La condition est suffisante. Supposons-la vérifiée. DA== A^ (H) et A^ == A(H)

sont des variétés J. Comme A est biunivoque, [D\] et ['A^] ont même dimension.
Soient S et T des opérateurs linéaires fermés bornés biunivoques avec

Ds = DT = [ DA ], As = DA, AT = AA.

Soit B^T^AS; B tiansforme toute variété J en une variété J d'après l'hypo-
thèse et le théorème 3,6 et l'on a Dy== Ag=== [D^]; B est biunivoque. Soit D une
variété linéaire fermée dans [ D^] ; il existe une variété linéaire fermée D' telle

que DnIV.--o, D+D—^p,]. B(D) et B(D') sont des variétés J et, puisque
B est biunivoque, on a B(D) n B(D') == o, B(D)-4-B(D') == AB== [D^] ; donc
(th. 3, 1 1 ), B(D) est fermée. Ainsi, B transforme toute variété linéaire fermée en
une variété linéaire fermée. Or, on a la proposition suivante, contenue dans des
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résultats de Dieudonné [1] etMackey [1]. ( P ) î Soit A un opérateur linéaire trans-
formant biunivoquement un espace de Hilbert ^£ en X et (9^) un ensemble de
vecteurs sous-tendant 9€\ si A(5Co[9i]) est une variété linéaire fermée pour
tout i, A est borné et d4nverse borné.

Rappelons une démonstration. On a 9€ = {X e [9^] ) + [?i]? donc, si
Vi==A(^Êe[9<]) , on a ^£==Vi-}-A([9t]). Donc V\-•est une variété linéaire
fermée telle que dim^€eV;-=i et A(pi==^^V, . Tout Xe^Ê est de la forme
X = = Y + X ^ ( avec YçVi, et À est une fonctionnelle linéaire continue en X.
Donc A-^X^A-^Y+^o où A-^Ye 3€e[^], d'où (A-1 X, 9,) == À (9,, 9,),
par suite 9; € D^-i*. Ainsi D^-^3 { 91, 92? • • • } ? q111 est partout dense. A"4 admet
un prolongement fermé uniforme et comme D^-i== 9€, A~1 est fermé borné.
Comme AA'_I== D^== 9€, A est fermé borné.

Revenant à B, on voit que B est fermé. Il suffit alors d^appliquer le théo-
rème 3,1 àA=:TBS-1.

On voit qu^on peut restreindre beaucoup les hypothèses.

i° On peut supposer seulement que A, biunivoque, transforme toute variété J
en une variété J et que D^ est une variété J. Alors A^= A(D^) est une variété J
et le reste de la démonstration s^achève comme plus haut.

2° Le point central est Inapplication de la proposition (P). Les hypothèses sous
lesquelles (P) est valable permettent de conclure par exemple au

THÉORÈME 3,16. — Soit A un opérateur biunivoque, partout défini. Il est
fermé borné si et seulement si il transforme en variété 3 les variétés linéaires
fermées He^], où les 9^ forment un système de vecteurs sous-tendant H ( 2 0 ) .

Le rapprochement que voici est intéressant. Un opérateur linéaire biunivoque
partout défini est fermé borné si : i° il est définissable par une matrice; 2° il est
fermé; 3° il transforme toute variété linéaire fermée en une variété J.

10. Fonctionnelles J. — Soite un vecteur fixe non nul. Une fonctionnelle /(X)
sera dite fonctionnelle J si Popérateur A/ défini par A^X ==/(X) e est un opéra-
teur J (définition indépendante de e). Soit A un opérateur J et Y un vecteur fixe ;
on a (AX, Y) (Î==BAX, où B est fermé borné, avec dimAB= i ; donc (th. 3,1)
BA est un opérateur J, et la fonctionnelle (AX, Y) est une fonctionnelle J
(si YeD^*, elle est prolongeable en fonctionnelle bornée partout définie). Réci-
proquement, d'après le théorème 3,2, si /(X) est une fonctionnelle J, on a
/(X)e=BAX, où A-1 et B sont fermés bornés et où d imAB=i , donc
/(X) = (AX, Y), où Y est un vecteur fixe.

Exemple, — (Ai) étant un ensemble de vecteurs, (ci) un ensemble de nombres

(") Dans un autre article, à. paraître au Journal de Mathématiques^ on étudiera d'une manière
générale les automorphismes de e et diverses questions connexes.

LXXVII. 4
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complexes tels queVicij^^+oo.-la fonctionnelle/(X) =^( Ai, X)c,, détinie
<=i <=i

ac

dans le domaine des X tels que^J (A,, X) [2 <;-+-oo? est une fonctionnelle J.
i=ï

1 1 . Conditions pour qu'un opérateur J soit fermé. — PROPOSITION 3,16. —
Un opérateur 3 uniforme A est f-er.mé si et seulement si DA== D^ (que A soit
uniforme ou non).

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle
est suffisante. Soit V l'image de A par rapport à H, tT, U. V est une variété .1
disjointe de H\ L'image de À est [V]. On a D^PnV, D,-==Pn[V]. Si l'on a
D^==D^ il existe, pour tout X e [V], un vecteur Y e V tel que PI(X=PHY,
donc X-.Yelr. Donc [V] == V -î- (ETn [V]). Comme VntT^=o , le théo-
rème 3,11 montre que V est fermé, donc que A est fermé.

Remarque. — L'hypothèse que A est un opérateur J est essentielle.
Soit un opérateur linéaire uniforme A non borné avec DA=:H; on a évidem-

ment DA== DA, et cependant A est non fermé.

THÉORÈME 3,17. — Soit A un opérateur J uniforme ; pour que A soit fermé,
F une quelconque des trois conditions suivantes est nécessaire et suffisante :

i ° &'X,,-^X(X,,€DA), etAXn->\, alors X<=DA;
2° SiXn^X(XneD^), et lim i| AX,, || < +00, alors X € DA ;

3° &'X^--X(X,,eD,, X(tDO,a/<^||AX^||-^4-oo.

[Soit A un opérateur linéaire uniforme; pour qu'il soit fermé, il faut et il suffit
que, si Xn-^X(X,i e .0^), et AX^-^Y, on ait : i ° X e D A ; 2°Y==AX; on ne
peut omettre la condition 2° en général, comme le montre Pexemple où A est non
borné et partout défini; mais le théorème montre qu'on peut l'omettre si l'on sait
d'avance que A est un opérateur J.]

Démonstration. — ( 3 ) est équivalent à ( a ) ; la nécessité de ( î ) résulte delà
définition des opérateurs fermés; la suffisance de ( î ) entraînera celle de (2).
Montrons donc que :

a. La condition ( î ) est suffisante : car, si A est non fermé, il existe, avec les
notations employées dans la démonstration précédente, des vecteurs Ze[V]
tels que PnZ^D^ (prop. 3,16); Z est limite forte de vecteurs Z^eV; on a
Z,, = X. + UAX,z, on X,eD,, de sorte que X,^ Pu Z, AX^UPi/Z.

b. La condition ( 2 ) est nécessaire : les conditions X^--^X(X^ ç. D^),
l im|[AXn|] <+oo, entraînent, pour une suite partielle, X^-- X, AX^-^Y,

donc X^+UAX^—X+UY; si A est fermé, V est fermé, donc X+UYeV,
doncXePHV=D., .
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IV. — Groupes d'opérateurs attachés à une variété J.

Dans ce chapitre, on supposera, pour simplifier, [D] == H pour la variété J
étudiée D.

1. Groupe C^(D). — On a D == PnV, où V est une variété linéaire fermée en
position/? avec H dans HeH\ Soit P l'opérateur Pu restreint à V; P transforme
biunivoquement V en D. Si Fon rein place V par une autre variété linéaire fermée
V7 de H ® \V en position/? avec H, telle que P^V^D, et si P' est Popéraleur
associé, il y a entre P^X et P'-^X, où X e D, une correspondance biunivoque
bornée dans les deux sens.

Soit A un opérateur linéaire transformant biunivoquement D en D, avec
DA=== AA^= D. Si l'on transforme A par P~1, on obtient l^opérateur B -.=: P~ ̂ AP.
qui transforme biunivoquement V en V. Quand on remplace V par \ ' y B est rem-
placé par B '==(P- 'P ' ) ^(P-1?'), où P- 'P ' est biunivoque, borné et d'inverse
borné. On peut donc choisir V une fois pour toutes.

Si A est un opérateur J, B === P^AP l'est aussi ( t h . 3.1); comme 1)^--=.^== V ,
B est bicontinu (ih. 3,4). Réciproquement, si B est de i^ classe dans V,
A ---= PBP""1 est un opérateur J (th. 3,1) biunivoque, avec 04== A^=r D.

THÉORÈME 4 , 1 . — II y a un isomorphisme J entre le groupe Ç?(V) des opé-
rateurs B de i"-' classe dans V, et le groupe ^(D) des opérateurs S biuni-
coques A tels que DA:==A^== D. Les opérateurs homologues se correspondent
par la formule

B== P-iAP.

On peut dire que les opérateurs de ^(D) sont les opérateurs de i 1 0 classe
dans la topologie de D ( 2 e interprétation de cette topologie).

2. Sous-groupe X?(D). — On désignera ainsi le sous-groupe de Ç(D) constitué
par les opérateurs A de ^(D) qui admettent dans H un prolongement À de
i'^ classe. On désignera par €'(0) le groupe des opérateurs À, où AeX^D), par
0^(0)10 groupe des opérateurs A*, où AeJ?(D) [ou bien A € X?(D), car A* r-= À* j.

La définition de ^(D) fait intervenir à la fois la topologie de H et la topologie
propre de D. € ( D ) jouera un rôle important au Chapitre 5 dans Fétude de la
structure de D. On va montrer que I^(D) ne se réduit pas à l'opérateur iden-
tique, et en même temps donner une construction des opérateurs de ^?(D) par le :

THÉORÈME 4,2. — Soif L un opérateur de I"1 classe quelconque de H.
77 existe un unitaire U tel que UL e €{ D).

Démonstration. — So i tD= L(D) . Il existe ( t h . 3,7) un unitaire U tel que
D-^=:U(D) . Ainsi, UL transforme biunivoquement D en D, et est de i1'0 classe.
Sa restriction à D est un opérateur J (prop. 3,14).
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Caractérisons les homologues dans 3 des opérateurs de X?(D). Soit, avec les
notations du paragraphe 1, D^ PyH. Alors :

PROPOSITION 4,1. — Le sous-groupe i?*(D') ofe ^(V) ̂  fc sous-groupe ^?(D)
ûfe ^ (D) ^o/î< homologues dans 3.

Démonstration. — Soit Pi l'opérateur Py restreint à H; Pi transforme biuni-
voquement H en D'. Soit AeJ-^D); À est de i'6 classe dans H. Soit B == P-^AP
l'homologue de A dans J\ de i 1 ' " classe dans V. Soit deux vecteurs, XeV,
Y (E D'. On a : Y =-- [\ Y, où Y e H. Puis

(X, B*Y) = (BX, Y) = = ( B X , Y) == (P-IA.PX, Y) = (APX, Y)
= ( P X , A * Y ) = ( X , A * Y ) = ( X , P i A * Y ) = = ( X , PiA/P^Y),

donc
B*T= P i A ^ P ^ Y

pour tout Y€:D'.A*==Â* est de i18 classe dans H; d'après le paragraphe 1,
PiÀ*P71 est un opérateur de ^(t^), et même (puisque PiÀ*?^1 estprolongeable
à tout V suivant B*, de i 1 0 classe dans V), un opérateur de J?(D'). Ainsi
B^eJC^D'), donc B = B** ç ^*(D'). Réciproquement, soit un opérateur
Bç^^D'). Alors, B^eJ^D'), la restriction de B* à D' transforme biunivo-
quement D' en D', donc (?; 1), C=P7 l B*P^ est de i1'6 classe dans H. En
échangeant les rôles de V et H dans le raisonnement précédent, on voit que
CeJ?*(D), avec C*= PBP-1 dans D, de sorte que PBP-1 est bien prolongeable
dans tout H en opérateur de i110 classe : PBP~1 e^(D).

De la proposition précédente, on déduit le curieux résultat suivant :

PROPOSITION 4,2. — Pour qu^un opérateur L de \^ classe dansïï transforme
biunivoquement 0 == PnV en D (où V et H sont en position p dans HeiT), il
faut et il suffit que | j PyX î|-1 !| PyL*X j l et || Py X !; | j PyL*X !-1 soient bornés
quand X décrit H.

Démonstration. —- a. La condition est suffisante : si elle est remplie, on a,
avec les notations antérieures. Pi 1/P,"1 € -C(D'); donc (prop. 4,1), L*€^*(D),
Le^(D).

b. La condition est nécessaire : si L€^?(D), on a L*€^*(D), donc
(prop. 4 ,1) , P^L'I^ejPfD') .

Autre application de la proposition 4,1. — II y a des opérateurs B de ^(V),
arbitrairement voisins de i (au sens par exemple de la topologie uniforme)
dont les homologues dans 3 n'appartiennent pas à -^(D, quand D est non fermée
[bien que Popérateur homologue de i soit E ^ e X ? ( D ) j : en effet, B*, quoique
arbitrairement voisin de i , ne conserve pas î)' en général.

. 3. Sous-groupe 'U(D). — On désignera par 'U(D) le sous-groupe de J?(D)
constitué par les opérateurs de ^(D) prolongeables en unitaires dans H. On
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verra que 'U(D) est transitif dans l'ensemble des vecteurs unitaires de D. On
désignera par %(D) le groupe des opérateurs L7 où Ue'U(D)/Un unitaire U
de H transforme biunivoquement D en D si et seulement si U~1 =" U*e ̂ (D),
donc d'après la proposition 4,2 si et seulement si |i PyX 1|-1 ! j PyUX ] i et |] PvX||
i ! PyUX [|~1 sont bornés quand X décrit H.

Remarque. — Si [D] 7^ H, on définira de la même façon C^(D), -i?(D), . . .,
dans l'espace [D].

V. — Structure géométrique des variétés J.

1. Couples de variétés en position simple par rapport à une variété J. — Soit D
une variété J. Nous dirons que deux variétés linéaires fermées, V, V7, forment
un couple en position simple par rapport à D si

( i ) V n V = o,
(2) [D]=v+r,
(3) D==(DnV)4- (DnV) .

Celte notion est invariante dans tout automorphisme de £. ( 2 ) entraîne .que V
et V sont contenues dans [D] et non asymptotiques. Soit Xe[D]. La décom-
position X = X'+ X^X' € V, X' € V) existe d'après (2) et est unique d'après (i).
L'opérateur linéaire fermé qui fait passer de X à X' est uniforme et défini
dans [D], donc borné; donc, quand X décrit D partout dense dans [D], X' décrit
une variété linéaire partout dense dans V; or, d'après (3), X ' eDnV quand
X e D ; donc D n V est partout dense dans V ; de même, D n V est partout dense ,
dansV.

D'après les raisonnements qui conduisent au théorème 3,11, D n V e t D n V ^
(qui sont des sous-variétés J simples de D), sont fermées, disjointes, non asymp-
totiques, et sous-tendent D dans la topologie de D. Mais. réciproquement, des
couples de sous-variétés J de D possédant ces propriétés peuvent avoir dans H
une position bien plus complexe, comme le montre l'exemple qui suit le
théorème 3,11.

Variétés réductrices. — On dira que la variété linéaire fermée Vc[D]
réduit D si, pour tout XeD, on a PyXeD. Soit alors V'= [D]eV. On a

Pv 'X=X—PvX,

donc X € D entraîne Py'X ç. D. Si donc V réduit D, V réduit D, et V, V, forment
un couple en position simple par rapport à D.

Pour que V C [D] réduise D, il faut et il suffit que la symétrie Sy conserve D.
La condition est nécessaire : si V réduit D, X e D entraîne PyXeD, Py'XeD,
doncPvX—Pv-X==SvXeD; doncSv(D)cDcSv l (D)=Sv(D) . La condition
est suffisante : si elle est remplie, XcD entraîne SyXeD, donc

X+SvX== 2PvXeD.
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2. Variétés fermées contenues dans une variété J. — L'étude de ces variétés
est fondamentale, à la fois pour l'étude de la structure géométrique de D et pour
Pétude des opérateurs définis dans D.

Il est évident aucune variété linéaire fermée contenue dans D réduit D.
Si [D]===D==o, la question est sans intérêt. Supposons D à oo dimen-

sions. Alors, si Ai, As, . . ., A.n sont n vecteurs indépendants inclus dans D,
[A^, Aa, . . ., A^]cD. (On vient d'ailleurs de former ainsi la variété linéaire à
n dimensions la plus générale contenue dans D.) Donc D contient des variétés
linéaires fermées à un nombre fini quelconque de dimensions. On en déduit
l'existence de symétries conservant D. On voit'ainsi que 11(0) ne se réduit pas
à l'opérateur i.

Dans la suite, les questions de dimension devant jouer un rôle essentiel, nous
supposerons H séparable et à oo dimensions pour éviter des complications.

Considérons, s'il en existe, les variétés linéaires fermées à oo dimensions
contenues dans D : nous les appellerons les noyaux de D.

Si D n^est pas fermée, il serait intéressant de chercher des noyaux maximaux
au sens de l'inclusion; mais on rencontre aussitôt une difficulté; car, soit N un
noyau de D, N ^D, et X un vecteur de D, X ^ N ; alors N'= [N, X] est encore
un noyau de D; ainsi, on forme aussitôt des noyaux N ^ N tels que N e N ait un
nombre fini quelconque de dimensions. On ne peut donc introduire directement
des noyaux maximaux pour Pinclusion. Pour y arriver, nous identifions deux
noyaux, N, N', si N===N', et nous ordonnons les classes d'équivalence par la rela-
tion N5N. Un noyau N sera dit maximal si sa classe est maximale, c'est-à-dire
s'il n'existe aucun noyau IV, non équivalent à JN, tel que N'5N. On a alors la :

PROPOSITION S,l. — Le noyau N est maximal si et seulement si il n} existe
aucun noyau N' 3 N tel que N' 0 N ait oo dimensions.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer
qu'elle est suffisante, supposons que N ne soit pas maximal. Alors, il existe un
noyau N' de D, non équivalent à N, Loi que lV5N. [Mais on a

D D N 4- N7 = N' -î-[Ne(N n N')].

Comme N o ( N n N ' ) === o, N-I-ÎN7 est fermé donc est un noyau de D contenant N;
et (N -4- N^ôNa oo dimensions, sinon on aurait N==N'.

D'après la définition, on voit que tout noyau équivalent à un noyau maximal est
maximal. Toute variété linéaire fermée à oo dimensions contenue dans un noyau
maximal est un noyau; on verra une espèce de réciproque dans la proposition 5,4.

Deux noyaux N, W seront dits conjugués par rapport à D si

N n N ' = = o , N 4 - N ' = = D .

Toutes ces notions sont invariantes dans tout automorphisme de X?. Il en est de
même de la classification suivante des variétés J.

Classification des variétés î à partir des noyaux.
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Classe i : D est fermée, à oo dimensions.
Classe 2 : D, non fermée, a des noyaux.

20. Aucun noyaa n'est maximal.
2 6. Certains noyaux sont maximaux.

Classe 3n :D n'a aucun noyau, et a n dimensions (n = i, 2, . . . . oo).
Il est évident que ces classes sont disjointes et englobent tous les cas. On verra

qu'aucune n'est vide. Au fur et à mesure qu'on progresse dans la classification,
les propriétés s'éloignent de celles des variétés linéaires fermées à oo dimensions.
Les variétés J à un nombre fini de dimensions sont pour plusieurs raisons Çcf. déjà
le théorème l ,10) assimilables aux variétés J de classe 3^ bien plus qu'à celles de
classe i : c'est pourquoi on les a groupées dans la classe 3.

Variétés J complémentaires d'une variété J donnée.

PROPOSITION 5,2. — Soit D une variété J telle que [D] = H. Cherchons les
variétés J, D7, complémentaires de D :

a. Si D est de classe 3, D'=== H.
6. Si D == H, D' est une variété J partout dense quelconque.
c. Si D est de classe 2, aucune D' n^est de classe 3. Mais^ soit D une variété J

partout dense quelconque de classe i ou 2 ; il existe une infinité d} unitaires U
tels que U(D) soit complémentaire de D.

Démonstration. — (a ) résulte de la proposition 3,13 et (6) de la proposition 2,5.
Passons à (c). D étant de classe 2, D' ne peut être de classe 3 d'après (a). Soit N
un noyau de D ; HeN a oo dimensions (sinon, D === H); soit N un noyau de D, de
déficience infinie dans H; d'après la proposition 2,5, si U(N) == HeN pour un
unitaire U, U(D) et D sont complémentaires. Et l'on a ainsi construit, quand N
et N varient, l'unitaire U le plus général répondant aux conditions de la propo-
sition (d'aprés la proposition 2,5 a).

Existence de noyaux conjugués. — II n'en est pas question pour les variétés J
de classe 3. Soit D un<? variété J de classe 2, N un noyau de D, W == [D]eN,
A== WnD. On a D= JN + A (car N réduit D), A est partout dense dans W et
a oo dimensions (sinon, D==[D]) . Pour qu'un vecteur Xe[D] soit dans D, il
faut et il suffit que PwX € A. Donc :

LEMME 5,1. — Pour qu^une variété linéaire fermée M c [D], à oo dimensions
soit un noyau de D, il faut et il suffit que PyyM c A.

N et W == [A] ont le même nombre de dimensions. D'après le théorème
Julia, A est projection sur W de variétés linéaires fermées de [D] en positio »
avec N et W dans [D]. Soit N' Pune d'elles. Pour que X e N -h IV, il faut et il
suffit que Xe [D] et que PwXePwN'= A. Donc D == N 4- iN'.

THÉORÈME 5 ,1 . — Si une variété J non fermée contient un noyau N, elle
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contient une infinité de noyaux conjugués N', asymptotiques à N, en posi-
tion p avec N dans [D]. U ensemble des noyaux conjugués de N, en position p
avec N dans [D], est V ensemble des variétés linéaires fermées N' en position p
avec N dans [D], telles quePne^= ̂  n (HeN).

On verra au Chapitre 7 une construction de tous ces noyaux N.

Remarques. — i° Soient N et N' deux noyaux conjugués en position p dans [D].
11 existe (th. 1,1) une infinité de symétries Sy de [D] qui échangent N et IV. Ces
symétries appartiennent à ^(D) : N et N' jouent le même rôle dans D. On peut
montrer aussi que, pour Sy bien choisie, V est un nouveau noyau de D, conjugué
de N et de W.

2° On a précisé quelles sont les variétés J de la forme Vi+Va, où Vi et V^
sont deux variétés linéaires fermées à oo dimensions : ce sont les variétés J de
classe i ou 2.

3. Variétés J de classe 3^. — Diaprés le théorème 1 ,10. nous savons qu'il en
existe [ce sont des domaines des valeurs d^opérateurs linéaires fermés complète-
ment continus (25/)]. Supposons [D] = H. Soit H' un espace de Hilbert orthogonal
à H. Dans H ©ET, D est projection sur H (théorème de Julia) d^une variété linéaire
fermée V en position p avec H, complètement asymptotique à H' (th. 1 ,4).
Réciproquement, si V, en position p avec H, est complètement asymptotique
à H', PnV est de classe 3^ (th. 1 ,4). Dans ce cas (prop. 1 ,7) V est non asympto-
tique à H. Appliquons la proposition 2,2.

THÉORÈME 5,2. — Une variété J de classe 3^, D, telle que [D]==H, est
projection sur H de variétés linéaires fermées V c H ®H\ en position p avec H.
Si Vi est Vune d'elles, toutes les autres s7 obtiennent de la manière suivante :
soit % F ensemble des opérateurs de i''® classe de H ©H', réduits par H, se
réduisant à F identité dans H; on prend les variétés linéaires fermées
V == T(Vi), où T e %. Toutes ces variétés linéaires fermées sont complètement
asymptotiques à H'. Réciproquement^ toute variété linéaire fermée V en
position p avec H et complètement asymptotique à H' se projette sur H suivant
une variété S de classe 3^ partout dense dans H.

4. Variétés J de classe 26. — ÎNous allons à la fois montrer leur existence et
les caractériser simplement.

a. Noyaux conjugués maximaux. — Soit N un noyau maximal de D,
variété J de classe 26, telle que [D]^=H. Soit W = = H e N , A = = W n D ;
on a, D==N- j -A, et [A]==W. A est de classe 3<, ca r : i° si A était fermée,
D serait fermée ; 2° si A contenait un noyau N, N -t- N == iN serait un noyau de D,

(2 S ' ) Ceci permet cîe montrer que toute variété J de classe 3 est réunion d'une infinité dénom-
brable d'ensembles fortement compacts. De plus, cette propriété caractérise les variétés J de
classe 3 dan» l'ensemble des variétés J. comme le montre aisément l'utilisation de la notion de
catégorie [Cf. note (")].
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JN 0 N == N aurait oo dimensions, de sorte que N ne serait pas maximal. Récipro-
quement, soit N une variété linéaire fermée de dimension et déficience infinies,
et A une variété J de classe 3^ telle que [A] == HeN. D== N + A est unevariéléJ
de classe 26, car N est un noyau maximal. Ainsi :

PROPOSITION 5,3. — Pour qu^une variété J partout dense ̂  D, soit de
classe 26, il faut et il suffit qu^il existe une variété linéaire fermée à oo dimen-

sions ^ N, et une variété 3 de classe 3^, A, a^c[A] = HeN, telles que D=N-h A.
N est alors un noyau maximal.

Diaprés le théorème 5,2, A est projection sur W = = H e N d'une variété
linéaire fermée JV de H, en position p avec N, complètement asymplotique à N.
On aDr^N- t -Ar r r rN- f -N ' . Diaprés la proposition 1,5, N et ]V sont complètement
asymptotiques; donc (th. 5,2) la projection de N sur HeN' est de classe 3^,
de sorte que (prop. 5,3) N' est aussi un noyau maximal [d'ailleurs, on a vu
qu'une symétrie de ^(D) échange N et N'].

Si l'on considère maintenant deux variétés linéaires fermées en position p
et complètement asymptotiques N et N', A = = P H O N I V est de classe 3,, (th. 5,2),
donc (prop. 5,3) D == N + iV= N + A est de classe 26, N et N' sont noyaux
maximaux deD. Donc :

THÉORÈME 5,3. — *SïN, N' sont deux variétés linéaires fermées en position jo,

complètement asymptotiques^ D === N -h West une variété J de classe 2 6 dont N. N'
sont deux noyaux maximaux. Réciproquement^ étant donnée une variété S
partout dense D, de classe 26, tout conjugué N' d'un noyau maximal N en
position p avec N est complètement asymplotique à N et lui-même maximal;
F ensemble de ces noyaux s'obtient à partir de Vun d^eux N^ de la manière
suivante : soit % V ensemble des opérateurs de i^ classe dans H, réduits par N,
se réduisant à F identité dans HeN; on prend les variétés linéaires fermées
N^T^N^.oàTe^.

6. Distribution des noyaux :

LEMME 5,2. — Soit D une variété J partout dense de classe 26, N un noyau
maximale M un noyau quelconque, a. M est complètement asymptotique à N ;
6. P^(M) est fermé; c. M est maximal si et seulement siNeP^M== o.

Démonstration. — a. Diaprés le lemme 5,1 et avec les mêmes notations
P^yMcA, donc PyyM est de classe 3 : M est complètement asymptotique à N
(th. 1,4).

6. D'après (a), M est non asymptotique à W (prop. 1,7), donc P^M est fermé.
c. i° La condition est nécessaire : si NeP^M, qui est orthogonal à M,

a oo dimensions, Mi == M -+- (Ne P^M) est un noyau de D, et M^ e M a oo dimen-
sions : M n'est pas maximal.

2° La condition est suffisante : elle entraîne que M==M+(NePNM.) = M,.
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D^autrepart, M\ nW=o puisque A est de classe 3, donc Mi == Mi 9 (Mi n W) == AT.
Ainsi, M==M', et M' est en position p ' avec N, et complètement asymptotique
à N puisque P^vM'cA. Donc (prop. 1,5) N et M7 sont complètement asympto-
tiques en position p', donc N et H 9 M' sont disjointes et non asymptotiques.
Pour prouver que M est maximal, il suffît de prouver que M' est maximal, donc
que Dn(HeM') est de classe 3^ fprop. 5,3). Or, si Dn(He]VT) contenait un
noyau /i, on aurait P^y^cA (lemme 5,2); ceci est impossible, car, / icHelVT
étant disjoint de N et non asymptotique à N, Pw71 serait un noyau de A.

PROPOSITION 5,4. — Si D est de classe 26, tout noyau de D est contenu dans
un noyau maximal.

(C^est là une propriété du réseau J?.)

Démonstration. — Avec les notations précédentes, on a M c Mi et P^M< == N,
donc Mi est maximal (lemme 5,2).

Ainsi, Fétude des noyaux est ramenée à Pétude des noyaux maximaux. Le
raisonnement du lemme 5,2 donne au sujet des noyaux maximaux les résultats
suivants :

PROPOSITION 5,5.— Si D, partout densey admet le noyau maximal M, les
noyaux maximaux de D sont, à une équivalence près^ les variétés linéaires
fermées M, en position pf avec N, telles que PHQNM c D n (HeN).

PROPOSITION 5,6. —Deux noyaux maximaux quelconques sont complètement
asymptotiques (propriété de structure de ^?).

5. Variétés J de classe 20. — LEMME 5,3. — Soit D une variété J, N un
noyau non maximal de D, A == D n (HeN) . On a D^A.

Démonstration. — Soit N7 3 N un noyau de D tel que N'eN = N^ ail oo dimen-
sions; -N77 est un noyau de , A. Soit A^ D n (HeW). On a D^iV+A7 ,
A == W+A'. Soit 1 un opérateur isométrique avec Di== IV, Ai== N". L^opérateur
IP^+P^ transforme isométriquement D en A.

Conséquence. — Si D est une variété J de classe 20, tout noyau N est non
maximal, donc A est de classe 20. Les noyaux ne permettent donc pas une
décomposition analogue à celle de la prop. 5,3 pour les variétés J de classe 26.
Notons que nous n^avons pas encore montré l'existence de variétés J déclasse 20.

6. Bases des variétés J. — Soit une suite (A,-) de vecteurs. Si S est une suite
dentiers, soit Wg la variété linéaire fermée sous-tendue par les A^ où /ii-eS.
Soit D une variété J. On dira que les Ai forment une base de D si, S et S' formant
une partition quelconque de la suite des entiers, Ws et Wg. forment un couple en
position simple par rapport à D (définition invariante dans tout automorphisme
de £ si Fon considère, non les Ai, mais les variétés linéaires à une dimension qui
les portent). La définition entraîne que Ai-eD pour tout i (faire S = = { i } ) , et



— 59 —

que les Ai forment un système hétérogonal en direction dans [D] (théorème de
Lorch).

PROPOSITION 5,7. — Pour qu'une suite (Ai) de vecteurs soit une base de D, il
faut et il suffit qu'elle soit hétéro gonale en direction à la fois dans [D] et
dans la topologie de D.

Autrement dit, si D est projection sur H d^une variété linéaire fermée V C H©H',
disjointe de H', et si A,=== PnA,-(Ai eV), il faut et il suffit que les suites (A(),
(A,) soient hétérogonales en direction dans [D] et V respectivement.

Démonstration. — a. La condition est suffisante : soient S, S' une partition de
la suite des entiers, et Wg, Wg'ies variétés linéaires fermées sous-tendues par
les A^ tels que /ii-eS, n i çS ' . Puisque (A() est hétérogonale en direction
dans[D], on a WsnWs.==o, [D] == Ws+Wg/. De même, V = Ws+Ws,, et,
en projetant sur H, D == Pg'Wg-f- PnWg/. Or, on a aussitôt PnWgCWs,
PHWs, c Ws-, donc PH"WS C D n Ws, PH^ C D n Ws- ; a fortiori

D = = ( D n W s ) 4 - ( D n W s ' ) .

6. La condition est nécessaire. Supposons (Ai) base de D; soit (B<) la s,uite
duale de (Ai) dans [D] : elle est hétérogonale en direction dans [D]. Soit
B ,==PvB, .Ona
( I ) (A,, By) = (A,,PyB;) = (A,, By) == (A,, By) = ̂

[ceci ne suffit pas à prouver que les suites (A(), (B(-) sont duales, car on ne sait
pas si les A( sous-tendent VJ. Cherchons les vecteurs de V qui se projettent sur H
suivant D n Wg : ils forment une variété linéaire fermée, Wg, de V. Une
condition nécessaire et suffisante pour que X e Ws est que PgXeWg, ou
(PnX, B,)=o(/eS'), ou (X,Bi)==o(içS1), ou (X, B,:) = o( t€ S'). Ws est
donc la variété linéaire fermée complémentaire dans V de la variété linéaire
fermée Wy sous-tendue par les B( où l'eS^. De même, la variété linéaire fermée
Ws/ qui se projette sur H suivant D n Wg' est la complémentaire dans V de la
variété linéaire fermée Wg sous-tendue par les Bi où /eS. Puisque les (Ai)
forment une base de D, on a D == (D n Ws) +(D n'Ws'), d'où V==Ws+Ws..
D'ailleurs Ws n Ws.== o (car Wg n Wg.== o). Donc Wg et W§' sont en position T/
dans V et non asymptotiques. Il en est alors de même de Wg et W§' (prop. 1,2).
Alors (théorème de Lorch) les B( forment un système hélérogonal en direction
dans V. Dans ces conditions, les égalités ( i ) prouvent que (Ai) est la suite duale
de (B() donc est hétérogonale en direction dans V (on voit que Ws===Wg,
Ws,=Wsj.

Remarquons que (By) est ainsi une base de PyH.

THÉORÈME 5,4. — Pour que (A() soit une base^ hétérogonale dans [D], de la
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variété J, D, il faut et il suffit : i° que (A() soit une suite hétérogonale
dans [D]; 2° qu'on puisse trouver une suite de nombres réels ai avec infa/> o,

i

tels que D soit [ensemble des vecteurs représentés par les séries (^commutati-
on x

vement convergentes) ̂  XiAi, où "V af \ xi I 2 <+ oo .
f = i f:=i

Démonstration. — Les conditions sont évidemment suffisantes. Montrons
quelles sont nécessaires. Reprenons les notations de la démonstration précé-
dente. (Ai) est supposée base de D. Soit ai== [[ Ai [[. Les vecteurs ûÇ^A, forment
un système hétérogonal dans V, donc-V est Pensemble des vecteurs représentés

ao oc

par les séries V.C(À,, où V aj x, j2<+ oo . Donc D est l'ensemble des vecteurs
i=l f==l

X 00

représentés par les séries V a^A,, où ̂  a\ \ Xj [2 <+ oc. D'ailleurs,

infa/^ inf , A/ > o,

puisque Ai est hétérogonale.
Soit (Ai) une base, hétérogonale dans [D], de D. Soit une suite (ai) de

nombres ré'els, avec infa(> o ( 2 6) , tels que D soit l'ensemble des vecteurs

^.^•Af, Ol'l ^tff2 | Xi\'2- <-4-oo.^ X i \ i , 011

1=1 i=.\

On dira alors que a/ est une valeur propre de D correspondant au vecteur A( de la
base (Ai). Il est dés maintenant évident que la suite de valeurs propres corres-
pondant à la base (Ai) n'est pas exactement déterminée, car par exemple on peut
modifier arbitrairement un nombre fini de valeurs propres.

Montrons que toute variété J possède des bases, et même des bases orthonor-
males. On peut se borner au cas où D a oo dimensions; alors il existe D'^ D tel
que [D7] == H. Supposons donc [D] == H. On a alors D -==. A^, avec K self-adjoint,
o < < K < < i (th. 2,3). Soit (V),) la famille des variétés spectrales de K, et

Wn=V^-,eV^i)-i. X€DK_I===:AR si et seulement si ̂  | j K-1 Pw^X H^-r-oo;
%==!

or, / î l l P ^ X I I ^ I I K ^ P ^ X I I ^ ^ + O I I P w . X I I , donc X e ̂  si 'et seulement
oo

si ^/i2!! PW»X [p^-j-oo. Si (^) est une base orthonormale de W^, les e^
n=ï

(n et p variables) forment une base orthonormale de D avec les valeurs propres
correspondantes a^=n ( 2 T ) .

Signification de l'existence d^une base orthonormale : Soit ( e i ) une base ortho-
normale de D, et (Œi) une suite correspondante de valeurs propres. On a D == A^,
où k est Popérateur self-adjoint borné positif diagonal dans le -jas p défini

( 2 6 ) On pourrait écarter cette restriction, mais elle simplifie la suLte de l'exposé.
( 2 7 ) C'est là essentiellement la démonstration de Kôthe [I j .
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par kei=a^ei. Ceci précise le théorème 2,3 et fournil la construction
annoncée de Popérateur Ai du théorème 2,2.

La structure géométrique des variétés J est élucidée par les notions de base et
de valeur propre. Mais il reste à étudier Pensemble des suites de valeurs propres
et la répartition des bases, ce qu^on va faire aux paragraphes 7 et 8 respectivement.

7. Valeurs propres. — THÉORÈME 5,5. — Soit une variété J, D, et une base,
hétérogonale dans [D], de D. U ensemble des suites de valeurs propres corres-
pondantes est l'ensemble des' suites de nombres positifs équivalentes à une
suite particulière.

Démonstration. — Soit (a,:) une suite de valeurs propres correspondant à la
base (A(), hétérogonale dans [D]. Si {a\) est une suite de nombres positifs
équivalente à (û^')? c^est évidemment une suite de valeurs propres correspondant
à la base (A;). Si (a^) n^est pas équivalente à (0(), {a\) ne peut être une suile de
valeurs propres correspondant à (A») : on a, ou bien infa74o^=o, ou bien
supa^a^ ==+oo; si par exemple infa^a^^o, on a lim a71 d^ == o pour une

suite partielle; si lima^ -<4- oo, on en déduit lima^ = o, et la suite (a,) ne peut
/?==ao p=-x

être une suite de valeurs propres; si lima^==-h-oo, on a lima^^i 4- a,'1) =^ o,

donc on peut trouver une suite (rc, ) telle que
00 00

(D ^O-^)!^,!2^^ ^j^^2^^
p=ï p=-\.

00 30

en particulier,^,!^ [-'^^-oo; d o n c ^ ^ A ^ converge commuta tivement vers
/^==i p=t

un vecteur X, et les formules (i) donnent la contradiction XçD, X^D, si Pon
admet que (a[ ) est une suite de valeurs propres.

Ainsi, la suite des valeurs propres correspondant à une base, hétérogonale
dans [D], donnée, est déterminée à une équivalence prés.

THÉORÈME 5,6. — Soient (A(-), (A^), (a;), {a[) des bases^ hétérogonales
dans [Dj, de D, et des suites de valeurs propres correspondantes; (a;) et (a^)
sont semblables.

Démonstration. — D est ( th. 5,4) le domaine des valeurs des deux opérateurs
linéaires fermés bornés T et T définis dans [D] par TA(== a^Ai, T'A^. --== a[~1 A.[.
T et T sont équivalents dans [D] (th. 2,2). Le théorème résulte alors (sans la
représentation spectrale) du corollaire du théorème de KÔTHE.

Si /—>-(?( / ) est une permutation telle que (a^) et (û^)) soient équivalentes, on
dira que Ai et A^,^ sont des vecteurs associés des deux bases (il est évident que
cette association n'est pas exactement déterminée, car on peut par exemple associer
à un nombre fini de A( des A- arbitraires).

Le théorème 5,5 prouve que, si les deux bases coïncident, on peut, pour
deux suites distinctes de valeurs propres, associer Ai à A( pour tout i.
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Ainsi, la suite des valeurs propres d^une variété J est déterminée à une simili-
tude près. Par le troisième théorème que voici, on va terminer complètement
Pétude des valeurs propres :

THÉORÈME 3,7. — Soient I ) . I) ' , deux variétés]. On a D ̂ D' si et seulement
si les suites de valeurs propres de D, IV sont semblables.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire. Montrons quelle
est suffisante. On peut d'abord trouver D ̂  D tel que [£)] ==. [D'j. Soient (A,-), (A7/ ),
( a i ) , {a\) des bases, hétérogonales dans [DJ, de D et D', et des suites de valeurs
propres correspondantes, supposées semblables. On peut admettre que ai==âç/,, ,
Q étant une application biunivoque de la suite des entiers sur elle-même. L/opé-
rateur T, de première classe dans | D |, défini par TA/== A^,,, transforme D en D'.
Donc ( th . 3,7) D^iy .

Remarque. - - A étant un opérateur linéaire fermé borné dans \€ cas jo, on a vu
que les opérateurs équivalents à A sont caractérisés par la donnée, à une transfor-
mation unitaire près, de A^. Les invariants de celle classe d^opéraleurs sont donc
la suite des valeurs propres de A^. déf in ie à une similitude près {cf. Kothe [1]).

8. Répartition des bases. — On eu ramène l'étude à celle de ^(D) par le
théorème suivant (on suppose | D] ---- II pour simplifier) :

Tm',oRKvii: 0.8. - Pour que TeJC^D). il faut que T échange les bases hété-
rogonales de I) avec rui respondance de vecteurs associés; il suffit que T.
opérateur linéaire fermé, transforme une base hétérogonale de D en une base
hétérogonale de D avec correspondance de vecteurs associés.

Démonstration. — Si Tç ^(D), si ( A/ » est une base hétérogonale de D et (a,)
une suite de valeurs propres correspondantes, (TA/) et (T^A,-) sont aussi des
bases de D, avec la même suite de va leurs propres. Si T, opérateur linéaire
fermé, transforme une base (A/ ') hétèro^onale de D en une base (A^ ) hétérogonale
de D avec correspondance dos vecteurs «issociés, et si ( a , • ) , {a, ) sont des suites de
valeurs propres correspondantes, on peut supposer TA/-.- A^, a/== a, ; comme T
est linéaire fermé. T est de première classe, et T< D i :r_. I ) .

IUEORÈME 5,9. — Soit S un système hétérogonal quelconque. Il existe des
unitaires U tels que U(S) soit base de D.

Démonstration. — Soîl S' une base hétérogonale de D. Il existe un opérateur L
de première classe ici que S^-L(S ' ) . Soit U tel que ( JLçP(D) (th. 4,2).
UL^S') --- tJ(S) est une hnse de D d'.iprés le théorème 5,8.

Au sujet des bases or thonormales , on peu t énoncer aussi tôt , en appliquant la
définition, les théorèmes 5. i et 0.8. les résul ta ts suivants :

THEOREME 5,10. — Une base orthonormale { c i ) de H est base de I ) si et
seulement si chaque vanétr linéaire fermée [e^, e^ . . .] réduit D. Si {ai)
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est une suite correspondante de valeurs propres, un vecteur X de coor-
X

données Xi= (X, a) appartient à D si et seulement si V a] \ .r, -' < + oo ( 2 S ').
t-^ï

Un opérateur linéaire fermé T appartient à 'U(D) ^( et seulement si il
échange deux bases orthonormales de D avec correspondance de vecteurs
associés,

On va montrer qu41 y a une infinité de bases orthonormales, donc qu'il n'existe
pas de système orlhonormal possédant par rapport à D de position distinguée :

PROPOSITION 5,8. — Soit un nombre fini de vecteurs orthonormaux
( £ 1 , 62. . . ., £n) de D. 77 existe une base orthonormale de D qui contient les £,.

Démonstration. — Soit V ==[£,, £2, .... £/<"|cD. A -Dn( l ïeV) ; on a

D = V + A . Soit (ei) une base orthonormale de A. 11 est immédiat que
( £ < . £2. . . ., £„, e^ ^2, . . .) est base orthonormale de 1).

PROPOSITION 5,9. — Soient deux variétés linéaires à n dimensions i n ̂ tni\
V, V, incluses dans D. On a \'= U(V) pour un (Je 'Tl^D). En parti-
culier, 'IL(D) est transitif dans l'ensemble des vecteurs unitaires de I) .

Démonstration. — Soient (£,) et (£;.) des bases orthonormalcs de V et V,
et (y / ) , (9^ ) des bases orthonormales de D contenant respectivement les £, et
les .̂ (prop. 8,8). On peut associer aux £, des vecteurs arbitraires de (9,'), par
exemple les .̂. Donc (th. o,10), il existe un unitaire Ue'ÏÏ(D) tel que
U£,==s ; . ( i= i , 2, . . . , /i).Alors L^V^V.

PROPOSITION 5,10. — Soit D une variété J, N et N' des noyaux non maximaux
deD. 0 / î aN '=U(N) pourunVçU(D) (2 9) .

(Ainsi tous les noyaux non maximaux jouent le même rôle dans D, si D est de
classe 26; si D est de classe 20, tous les noyaux jouent le même rôle.^

Démonstration. — Soit A = Dn(HeN) , ^'== D r\ (HelV). On a (lemme5,3)
Di^A^A', donc il existe un opérateur isométrique 1 tel que

Di=[A], Ai^A'], I ( A ) = A ' .

Soit J un opérateur isométrique tel que Dj= N, Aj== Y. On a

U =JPN-+-IP[A]e%(D) et U ( N ) = = V .

C-8) Ceci permet de montrer par exemple que les variétés définies par des conditions du
oc

^'P® Z^a? 1 •r'^^"^ °°» ou ^J^-1-00» ^ 7 ^ 2 » "e sont pas des variétés J (et prouve donc que
i=l

toutes les variétés linéaires ne sont pas des variétés J).
(2 9) Dans un autre article [cf. note ("^l, on étudiera systématiquement la relation d'ordre

suivante entre deux variétés linéaires fermées, V, V\ contenues dans D : il existe un l e^ufP) tel
queU(V)cV'.
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Remarque. — D étant projection sur H (Tune variété linéaire fermée V en
position p avec H dans H ©H', rechercher la répartition des bases de D revient à
étudier la répartition des systèmes hétérogonaux de V qui se projettent sur H
suivant des systèmes hétérogonaux en direction. D'après la prop. 4,1 et le
théorème 5,8, on sait que, si S est un tel système, il existe des systèmes
hétérogonaux de V arbitrairement voisins (en un sens facile à préciser) de S, et
qui ne se projettent pas sur H suivant des bases de D. On peut d'ailleurs obtenir
ce résultat d'une autre façon; en utilisant la démonstration de la prop. 5,7,
on voit que :

PROPOSITION 5 , 1 1 . — Pour que le système hétérogonal (Ai) de V se projette

sur H suivant une base de PnV, il faut et il suffit que la suite duale de (Ai)
soit une base de PyH.

9. Définition équivalente des bases.—PROPOSITION 5,12.—Supposons[D"\ == H.
Un système hétérogonal (A/) est base de D si et seulement si, T étant un opé-
rateur linéaire fermé borné dans le cas p quelconque tel que AT== D, il existe
un système (A^.), hétérogonal en direction^ tel que A(==TA^. On peut
prendre ai= ] [ A^ || comme valeur propre de D correspondant à A/.

Démonstration. — Soit V une variété linéaire fermée de H ©H', en position p
avec H, telle que PnV==D. Soit U un opérateur isométrique tel que Du==H,
A(J= V. L'opérateur PnU = T est fermé borné dans le cas p dans H, et Af== D.
Tout opérateur linéaire fermé borné T dans le COLS p de H tel que AT== D est donc
de la forme T == PnUL, avec L de première classe dans H. Soit Ai le vecteur de V
tel que PnA, === Ai. Les (ULy^Ai sont les A^ de la prop. La réciproque est immé-
diate, en utilisant le théorème 5,4. On sait qu'on peut prendre a,;= | A( | = | LAi || ;
or, les suites (|Ai||), (| LAi|) sont équivalentes.

10. Classe et valeurs propres d'une variété J. — Supposons [D]==H pour
simplifier. La connaissance d'une suite de valeurs propres, qui définit D à un
unitaire près, doit permettre de déterminer la classe de D. Soit E l'ensemble de
nombres que constitue une suite de valeurs propres de D, chaque nombre étant
compté avec sa multiplicité; soit E^, E" ses deux premiers dérivés (les conditions
qui vont intervenir sont, comme se doit, invariantes quand on transforme E par
similitude).

PROPOSITION 5,13. — On a les équivalences suivantes : a. D de classe i
^+oo^E'; b. D de classe î^ ̂  E= [ + ao} ; c. D de classe 2&^E '
contient 4-'x, an : .oins un point à distance finie, et ^-oo^E"; d. D de
classe 20 ̂  +00 € E7'.

Démonstration. — a. Immédiat.

6. Si E' contient un point à distancé finie, il existe une suite infinie
bornée (a^, a^, .. .) de valeurs propres. Soit (^, e^ . . .) les vecteurs corres-
pondants d'une base orthonormale; D contient le noyau [e^, e^ . . .]. Récipro-
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quement, si D contient un nojau N, on a D == N + A, où A = D n ( H e N ) ;
soit (e / ) une base orthonormale de A, (ai) une suite correspondante de valeurs
propres, (é?i) une base orthonormale de N. On peut prendre (ei, e^ £3, ^a, . . .)
pour base orthonormale de D. et (ai, i , 03, i , . . .) pour suite correspondante de
valeurs propres. On voit que i eE'.

c. D, de classe 26, se met sous la forme N4-A, où N est un noyau maximal,
et A c H e N de classe 3^; en appliquant à N et A les cas (a) et (6), on voit que la
suite des valeurs propres se partage en une suite bornée et* une suite tendant
vers 4-00; donc E' contient un ensemble borné et +00, +oo^E//. Récipro-
quement, si +00^", et si E' contient +00 et un point à distance finie, E se
partage en un ensemble infini borné et une suite tendant vers + oo; il suffit alors
d'appliquer en sens inverse les cas (a) et (6).

d. Les seules circonstances exclues jusqu'ici sont : D de classe 20, + ooeE";
donc ces circonstances sont équivalentes. On a ainsi montré en même temps
Inexistence de variétés J de classe 20.

Remarque. — On peut considérer qu'une variété J à n dimensions (n fini)
possède la suite de valeurs propres (a^ 03, .... On, +00, + oo, . . .), ce qui
rapproche à nouveau les variétés J de classes 3n et 3^.

11. Classiûeation complète des variétés J. — D'après les théorèmes 5,5, 5,6,
5,7, il suffit de classer les suites (a^), avec infa,>o, en considérant comme
identiques deux suites semblables.

D'abord en remplaçant (ai) par une suite équivalente, on peut supposer tous
les a,i entiers, ou égaux à q^ (q étant un nombre fixe supérieur à i, 71, un entier
dépendant de /); on peut par exemple supposer 0,== 2"1 pour tout (.

Variétés J de classe 3,. — Comme lirn a(===+oo, on peut supposer, en

effectuant au besoin une permutation, que la suite ai est non décroissante. Or,
on a le

LEMME 5,4. — Soit (Œ() et (a\) deux suites de nombres positifs non décrois-
sants. S'il existe une permutation i->^(i) de la suite des entiers telle que
û^""1^^)^ M pour tout i. alors on a aussi d^Oi^ M pour tout i.

Démonstration. — On a a'^a^i^M; donc, comme «i^ûç^, on a déjà
a^a^M. Supposons qu'on aila^a^M poun==i ,2 , ...,/i, eta^_\Œ^i>M.
Pour i ̂  n +1, on a

a;-10,14-1 ̂  a'^ an+ï > M ̂  a;-1 aç(,),

donc ay(i) < a^-M, 9(<) < n + i, ^(i) ̂  71, de sorte que <p applique biunivoquement
la suite (i , 2, . . ., n +1) sur la suite (i , 2, . . ., n); d'où absurdité.

Conséquences du lemme. — Si les suites (a»), (a;), non décroissantes,
tendant vers +00, sont semblables, elles sont équivalentes. Donc, pour chercher
si les variétés J correspondantes sont égales, il suffit de chercher si a^a,
et a^a; sont bornés. [Par exemple, les varioles J définies par les suites de

LXXVII. 5
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valeurs propres (i !, 2 !, 3 !, . . .) et (2 !, 3 !, 4 f ? .. .) ne sont pas égales.] La
classification des variétés J de classe 3^ est ainsi ramenée à la classification des
suites croissantes tendant vers +00, deux suites équivalentes étant considérées
comme identiques.

Variétés 3 de classe 26. — Une suite de valeurs propres d^une variété J de
classe 26, soit D, se partage en une suite infinie bornée et une suite SD tendant
vers 4-00. Soit D,,D' deux variétés J de classe 26. On peut montrer que D^D7 si
et seulement si Pune des suites Sn, Sjy est semblable à une section ( 3 0) de Fautre.
Par exemple, si D et D' admettent les suites de valeurs propres

/, , t T 0 t î t t ^ / T •) î T 'Î 1 T ^ ' ^
Y 1 ? I ••> 1 ? 2 • » ' 7 ' ' 1 • • • ) • ) \ 1 ? L • î I ? 3 • > I ? 4 - 5 • • • ) ' !

on a Dî^D' (ce qui est d^ailleurs évident).

Variétés J de classe 20. — Nous ne donnerons pas les résultats, qui sont plus
complexes.

12. Génération du réseau £. — THÉORÈME 5 , 1 1 . — Tout le réseau £ s'obtient
à partir des seules variétés linéaires fermées en appliquant deux fois l9 opé-

ration +, une fois l^ opération n (3i).

Démonstration. — Par une seule opération -(-, on obtient toutes les variétés J
de classe 2 (th. 5, I ) . Soit maintenant D une variété J de classe 3^. Soit V, W,
deux variétés linéaires fermées orthogonales complémentaires dans [D], à
oo dimensions, réduisant D (on en construit aussitôt à partir d^une base orthonor-
male). So i tD^DnV, D 2 = = D n W , D^W+D,, D,=V+D,. D^ et D,
sont de classe 2, et D == D\ n D'^.

Ce théorème fournit pour les variétés J une nouvelle définition, qui ne fait pas
appel à la notion d'opérateur et ne fait pas sortir de H comme le théorème de
Julia. On a aussi Renoncé suivant :

PROPOSITION S, 14. — Soient Vi, Vs, . . ., Vn des variétés linéaires fermées. Il
existe une infinité de couples de variétés linéaires fermées, V, V, telles que :

Vi-h Va H- . . . +V/i== V-4-V7. Tout ensemble obtenu à partir des V,: en
effectuant un nombre fini de fois les opérations -h et n est de la forme
(Wi + Wa) n (W^ 4- W^), où les W/ sont des variétés linéaires fermées.

13. Variétés J complémentaires. — THÉORÈME 5,12. — Deux variétés J partout
denses^ D, D\ sont complémentaires si et seulement si : i° il existe une base
orthonormale commune à D et D'; 2° les suites de valeurs propres correspon-
dantes. {ai) et {a\\ sont telles que la suite [mm(ai, a\ )] est bornée.

Démonstration. -— 1° Les conditions sont nécessaires : supposons D. et D'
complémentaires, et soit D===W+A\ D^W'+A la décomposition de

(3 0) Nous appelons section d'une suite («i, a;, . . . ) toute suite (a^, a^^ ...}.
(") Ce résultat est dû à MACKEY [3j.
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la prop. 2,6. Soient (e»), (ai) et (e;), (a;.) des bases orthonormales et suites de
valeurs propres correspondantes de A dans W et A' dans W; (e< , e , £2, £ ' , . . .)
est base orthonormale de D et D', avec, pour suites de valeurs propres corres-
pondantes :

(61, 62, . . . )=( l , o^, i , oc2, .. ) pour D,
(b\, 63, . . . ) =(ai, i , as, i, . . . ) pour D'.

On voit que la suite [mm(6,-, 6;.)] est bornée, et cette propriété se conserve
évidemment pour des suites équivalentes aux suites (&i), (b[).

2° Les conditions sont suffisantes : soit (ei) une base orthonormale commune
àD,D',etsoient(ai), (a\ ) les suites de valeurs propres correspondantes. Supposons
la suite [min(ai, a;.)] bornée. Soit V (resp. V7) la variété linéaire fermée sous-
tendue par les ei tels que o^ a\ (resp. a;.<ai). On a VcD, V'cD', et V, V7

sont orthogonales complémentaires dans H. Il suffît alors d'appliquer la prop. 2,5.

Remarques. — i° On peut montrer que si par exemple D' est non fermée, il y
a des bases orthonormales de D qui ne sont pas bases de D'.

2° Si 9 est un système hétérogonal et S' son dual, on peut montrer qu'il existe
un unitaire U tel que U(S) et U(S7) soient bases hétérogonales de D et D'
respectivement.

PROPOSITION 5,18. — Étant données deux variétés J complémentaires D, D',
on obtient l'opérateur K, self-adjointe positif, dans le cas p^ le plus général
tel que D = D^, D'==AK de la manière suivante : on prend une base ortho-
normale commune à D et D', soit (d); on définit^ par Ro^=)vi^i un opé-
rateur diagonal positif dans le cas p , Ko, tel que D^=D, A ^ = D ( 3 2 ) ;
soit (i^ i^ . . . ) les indices tels que. 271^;^^; 2^ (—oo</i <+00), et
H,i==[^, eç, . . .]; on prend dans Hyi un opérateur self-adjoint K,» tel que

-+-ao

27'^ Kn< 27^+l. K== V K,P^ est l'opérateur cherché le plus général.

Démonstration. — R est évidemment self-adjoint, positif, dans le cas /?, et
I\= D, A^== D'. La réciproque se démontre par le procédé qui a prouvé l'exis-
tence d'une base orlhonormale pour une variété J (p. 60, fin du paragraphe 6,
chap. 5) (33).

VI. — Représentation d'une variété J sur une variété J.

Les variétés J, D et D', envisagées dans ce chapitre, sont partout denses pour
simplifier.

1. Déûnition de ^(D, D'). — Soit D, D', deux variétés J. On dira que A,

(32) II en existe évidemment d'après le théorème (5,12).
(3 3) Dans un autre article [cf. note (»)], on étudiera les relations qui existent entre la classe et

les valeurs propres d'une variété J, d'une part, et la structure du réseau £ d'autre part (somme,
intersection de deux variétés J, inclusion des variétés J).
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opérateur J, représente D sur D', si D^D, A(D)===D' , et si A est biunivoque
dans D. Comme la restriction de A à D, est un opérateur J (prop. 3,14), on
voit qu'on peut se borner à chercher l'ensemble ^ (D,D' ) des opérateurs J
biunivoques A tels que D = D^, D' = A^. On a donc une généralisation de
l'ensemble ^(D) du chapitre 4.

2. Solution générale. — Première méthode. — Soit B (resp. B') un opérateur
linéaire fermé borné dans le cas p avec AB==D (resp. Ap.== D') : nous savons
construire de tels opérateurs. Soit A un opérateur de ^(D, D') s'il en existe.
L'opérateur Lr^B^AB est un opérateur J (th. 3,1) et représente H sur H,
donc (th. 3,4) esl de i16 classe. Donc : A-=B'LB-', où L est de i1'6 classe.
Réciproquement, tout opérateur de cette forme est un opérateur J (th. 3,1) et
représente D sur D7. Il y a donc une infinité de solutions (il n'en sera pas de
même au chapitre 7, où l'on imposera aux opérateurs d'être fermés).

Si l'on remplace B, B\ par deux autres opérateurs linéaires fermés bornés dans le
cas p , B, B' tels que Ay= D, A^= D', on sait (th. 2,2) que B == BM, W= B'M',
où M et M' sont de i1 6 classe, de sorte qu'on remplace simplement L parM'LM-1.

Deuxième méthode. — On a un opérateur particulier de <^(D. D'), à savoir
Ao^B'B-^. Soit Ae^(D, D'); A-^A,, représente D sur D. est un opérateur J,
donc : A==AoT=E B'B^T, où Te^(D). La réciproque est immédiate.

THÉORÈME 6,1. — B et W étant deux opérateurs linéaires fermés bornés
dans le cas p particuliers tels que AH-== 1), A^ --= 1)', les opérateurs de ^(t), D')
se mettent sous Uune ou l'autre des trois/ormes : A == B'LB^, où Le ^(H);
A = B'B-^T, où T e ̂ (D). A =- TB'B-1, 'où T e ̂  (D^).

Remarques. — i° Sur l'une quelconque de ces trois formes, on voit que toute
solution A devient un opérateur de i^ classe si l'on introduit dans D et D' des
métriques propres, donc les topologies propres. Dans la représentation, les sous-
domaines fermés, partout denses, . . . . dans la topologie de D deviennent les
sous-domaines fermés, partout denses. . . . . dans la topologie de D'. On a même,
si d est une sous-variété J de D

(^)D-(B-i(</))^-(LB-i(//)),,-(B'LB-U./)),,-(A(^)),,.

Supposons, réciproquement, un opérateur linéaire biunivoque A, tel que D = D^,
D'== A^, qui devient fermé quand on introduit dans D et D'les topologies propres.
Cela entraîne, d'après la ï^ interprétation des topologies propres, que B'^AB
est fermé, donc de i^ classe puisque représentant H sur H. Donc A=B /LB - 1 ,
où L est de i^ classe, et par suite Ae^(D, D'). D'où une nouvelle caracté-
risation des opérateurs J biunivoques (on écarte aisément la restriction : D et D'
partout denses) :

PROPOSITION 6 ,1 . — Un opérateur linéaire biunivoque A est un opérateur J
si et seulement si : i° D^ et A^ sont des variétés J; 2° A devient fermé (et par
suite bicontinu) quand on introduit dans D^ et A^ les topologies propres.
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2° Si par exemple D est fermé, A est fermé borné (th. 3,4); donc le théorème 2,2
est un cas particulier du théorème 6,1.

Autre point de vue. — JULIA [10], [11]? [12] a montré que, étant donné un
opérateur linéaire fermé A, que nous supposons dans le cas p pour simplifier,
on a A == j^â"1. où i3, (3' sont des opérateurs linéaires fermés bornés dans le casjo
(qui ne sont pas déterminés univoquement par A) ( 3 4 ) ; autrement dit, A admet
la représentation paramétrique : X:=j3Z, AX==:yZ, où Z parcourt H; on a :
D^== A'.}, A^==A3.. Posons-nous le problème réciproque : étant donnés deux
opérateurs linéaires fermés bornés dans le cas p de H, (3 et (3', quel est l'opérateur A
défini paramétriquement par les formules X = (3Z, AX --= (3'Z; autrement dit, que
peut-on dire de A===^p~ 1 ? Le problème peut se poser de façon plus précise :
étant données deux variétés J partout denses, D, D', cherchons les opérateurs
linéaires fermés A dans le cas p tels que D==D^, D'=^^ (problème transposé
du problème de la représentation conforme pour les fonctions analytiques).
Diaprés ce qui précède, il faut les chercher parmi les opérateurs A == P'P"1. où p,
P' sont deux opérateurs linéaires fermés bornés dans le cas/? tels que Ap==D,
A3—=D'; soient B, B' deux lels opérateurs particuliers; on a (3 == BL, p':==B'L/,
où L, L' sont quelconques de i^ classe; d'où : A== B'MB-1 où M est quelconque
de i 1 0 classe. Ainsi, la méthode conduit aux opérateurs de ^(D, D7), et le
problème peut s^énoncer maintenant : les opérateurs de ^(D} D') sont-ils fermés?
On verra que non, on verra même qu^on peut avoir A == Î2 et ceci justifie
Pintroduction dans ces questions des opérateurs J. Plus généralement, on est
conduit aux problèmes suivants :

Problèmes. — Quand on connaît, pour un opérateur J biunivoque A, D^ et A^,
le théorème 6,1 donne des expressions générales de A. Mais il serait intéressant
d^avoir des renseignements sur la nature de A, et notamment de résoudre les
questions suivantes :

i 1 0 question : A admet-il un prolongement fermé uniforme?
2e question A est-il borné ?
3e question A est-il complètement continu ?
4e question A est-il fermé?

Résumons dés maintenant certains des résultats que nous allons obtenir : si D
par exemple est fermé, on sait qu^on peut répondre affirmativement à la i1'®,
la 2e, la 4e question; la 3e question se résout affirmativement si et seulement
si D est de classe 3. Mais, si D et D' sont non fermés, on ne peut répondre ni par
l'affirmative, ni par la négative à la i^ question (cf. prop. 6,2); par contre, on
peut, au simple examen de D et D', répondre parfois négativement à la 2e, à
la 3e ou à la 4e question (th. 6,2, 6,3, 7,3). Ainsi, dans le cadre des
opérateurs J, la donnée de D^ et A^ (non fermés) permet seulement d^affirmer,

( 3 4 ) On peut l'établir ainsi : si P est un opérateur linéaire fermé borné dans le casjo tel que Ap== DA,
p'= A 3 est un opérateur J et Da'== H, dont y est fermé borné, dans le cas p ; or A = P'P~1.
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dans certains cas, que A ne peut être borné, ou ne peut être complètement
continu, ou ne peut être fermé. Si l'on impose à A d'être fermé, la donnée de D^
et AA (qui ne peuvent être quelconques) fournit des renseignements plus précis
(c/. chap. 7). .

La 4e question sera étudiée au chapitre 7. On va étudier les 3 premières.

3. Étude des prolongements fermés des opérateurs de Ç'(D D'). —
Proposition 6,2. - Pour que A = B'LB-1 admette un prolongement fermé
uniforme, il faut et il suffit que A^n I-^-1 (AB.) soit partout dense dans la
topologie de As,*. Cette circonstance est toujours réalisée pour une infinité
d'opérateurs A e ̂ (D, ff); mais, si D et D' sont non fermées, on a aussi, pour
une infinité d^ opérateurs Ae ̂ (D, D'), î== i2, A*== ex).

Démonstration. — On sait que A==A** est uniforme si et seulement si D^
est partout dense. Or, pour deux vecteurs X, Y de H on a, si X ç D^ :
(B'LB-^X, Y)==(B- 1X, L*B'*Y), et celte expression est une fonctionnelle
bornée en X pour X e D^-., = D^ si et seulement si L* B'* Y e Dp. „ ; et alors

(B-iX, L*B'*Y) = (X, B-iM^B^Y)

DoncA-=B-^I/B'*, et : D,.= B'*-I/-« (D^) ̂  B^(A^nL--i(A^)).
Montrons que A est uniforme pour une infinité deAe<^(D, D'). Soient (^),

(a,), et (e'i ), (a;.) des bases orthonormales et suites de valeurs propres corres-
pondantes de D, D'. Soit a l'opérateur linéaire défini dans [e^ e^ . . . } par
ct.e[=d^ ai€\\ a est uniforme et transforme biunivoquement D en D'- sa
restriction à D est un opérateur J.

Enfin (c/. th. 8,1) on a, pour une infinité d'opérateurs L de i^ classe (et
même unitaires) : L*-< (AB.) c\^= o dès que A^.-D et A^.^D' sont non
fermés. Pour ces L, on a : A* = &), donc A= î2.

(En particulier, on voit que, si D est non fermée, ^ (D) contient une infinité
d'opérateurs sans adjoints.)

4. Étude des opérateurs bornés de ^(D, D'). — Si D est fermée, tous les
opérateurs de ^(D, D') sont fermés bornés dans le cas p (c/. th. 7,1). Si D
est non fermée, un opérateur A borné de ^(D, D'), s'il en existe, est certai-
nement non fermé, mais seulement prolongeable dans tout H en opérateur A
fermé borné (mais pas forcément dans le cas p , car, bien que A soit biunivoque,
A-1 peut être multiforme : considérons un opérateur linéaire fermé borné A
défini dans H, dont les zéros remplissent une variété linéaire fermée v disjointe
de D, ce qui, d'après le théorème 8,1, est possible avec une v à oo dimensions;
alors, la restriction A de A' à D transforme biunivoquement D en A'(D), qui est
partout dense dès que ̂  est partout dense, mais A-< == A'-' est multiforme).

Si un opérateur A e ̂ (D, D') est borné, on peut encore chercher si A-S qui
appartient à Ç(D', D) est borné ou non. Si A-lest, comme A, borné, AetA-1

sont bornés, A est de i1'6 classe. Comme D'== A(D), on sait qu'alors D'~ D.
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LEMME 6,1. — Soient (a-i) et (û^ ) deux suites de valeurs propres de D et D'
respectivement. Si lima^a^+oo iresp. lima;."'.0(= o \ , ^(D, D ' ) contient

/=x \ Ï=x /

ûfe.? opérateurs bornés {resp. complètement continus) prolongeables en opéra-
teurs linéaires fermés bornés (resp. complètement continus) dans le cas p.

Démonstration. — Soient (e»), (^ ) des bases orthonormales de D, D',
auxquelles correspondent les suites de valeurs propres («(•), {a\ ). L'opérateur
linéaire A défini dans { < ^ , ^2 , . . .} parA^==â^~1 a .̂ est borné si \\ma\~' ai<<4- oo,

complètement continu si lima^ -1 ai== o, et dans les deux cas prolongeable à H en
i= »

un opérateur linéaire fermé A borné dans le cas/?; la restriction de À à D est un
opérateur de ^(D, D').

LEMME 6,2. — Soient C et C deux opérateurs self-adjoints complètement
continus tels que Dc== Dc»== H, (a) et (c\ ) leurs suites de valeurs propres non
nulles mises sous formes non croissantes (;l5). Supposons (7= TC, où T est un
opérateur linéaire borné, de borne m. On a : c^ c\ ̂  m pour tout i. Si T est
complètement continu, on a de plus limc71 c\ = o.

f'== 30

Démonstration. —- Soient (e;) et (e^ ) des vecteurs propres de G et G' tels
que a corresponde à £;, c\ à £;. Soit Vi== [si. £3, . . ., s,], V^. == [e7,, 63, . . ., ^ ].
N\ ayant une dimension de plus que V\-i, il y a des vecteurs de \\ orthogonaux
à Ni.,, donc W,= V, n (HeV<_i) ̂  o. Soit un vecteur X/eW/, | |Xt | |==i .
X, e V^. entraîne || C'X, |[ ̂  c\, X, ç. HeV,_i entraîne || CX/1; ̂  c/, donc

i lG'XfH^ITCX^l^mc,;

d'où : c^mci. Si a^ est le minimum de | TX j | . ] | X ||-1 dans C(W,-), on a même,
pour Xi bien choisi dans Wi, || TCXi |[ = a,[| GX, |[ ̂  ai-Ci, d^où c^aiCi.
Or, I I CXi II^CX»-*-o, donc, si T est complètement continu, ai-^o quand i-^oo.
Ainsi, c71 c^ ->- o quand i—^x).

LEMME 6,3. — Supposons D, D' de classe î; soient (a^), (^ ) des suites non
décroissantes de valeurs propres de D, D\ Si D'== T(D) oà T est un opérateur
linéaire fermé borné {resp. complètement continu) tel que DT==H, on a :
lirna^"1 Oi<^ H-cso ( r e s p . lima^"1 ai = o\.
i=» \ f==» /

Démonstration. — Soit B l'opérateur self-adjoint complètement continu, dans
le cas p , défini par B^-^=a71^, (ei) étant une base orthonormale de D telle
que ai corresponde à ei. Alors, TB est complètement continu (pas forcément
biunivoque) donc de la forme JC, où C est self-adjoint complètement continu, et
où J transforme isométriquement Ac en ATB=== D'. Soit (Ci) la suite non croissante
des valeurs propres non nulles de C. D'après la prop. 5,11, les suites (a\) et (c71)

(") Ces suites peuvent être finies; si elles sont infinies, c, et c'i tendent vers o quand î->oo;
iliaque c^ est compté avec sa multiplicité.
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sont équivalentes. D'autre part, C^J^TB, donc (lemme 6,2) limaa,<-{' oo,

et limCia(== o si T est complètement continu.

THÉORÈME 6,2. — a. Si la classe de D' est supérieure à la classe de D,
^(D, D') contient des opérateurs bornés dont aucun n'est d'inverse borné;
<^(D', D) ne contient aucun opérateur borné, b. Si D et D' sont de classe 1
"tous les opérateurs de ^(D, D') et de ^(D', D) sont de i1"6 classe, c. Si D
et D' sont de classe 2 : i° si D=|^D', ^(D, D') contient des opérateurs bornés,
dont aucun n'est d'inverse borné; de même pour ^(D', D); 2° si D ~ D',
<S(D, D') contient des opérateurs bornés dont les uns sont d'inverse bornée les
autres d'inverse non borné; de même pour ^(D', D). d. Si D et W sont de
classe 3, soient (a,) et {a\) des suites de valeurs propres de D et D', mises
sous formes non décroissantes; i° si lima^"1 a,= o, lima',"1 a,==+o0î ^t

<^(D, D'), ni <^(D\ D) TK? contiennent d'opérateur borné; 2° .M'iima^a^o,
i= oo

iïma^a^-hQO, ^(D, D') contient des opérateurs bornés^ d'inverse non
1— ac

borné; ^(D', D) ne contient aucun opérateur borné; 3° si lirna^"1 a/> o,
<= 30

^'ma'•-lal=+oo, échanger D ^ D' dans ce qui précède; 4° sil'ima^1 ai^> o,

imna7-1 ai < + oo, ^(t), D') ^< ^(D', D) contiennent des opérateurs bornés,
i = oo '
d'inverse borné (3 6) (D^D'). e. 0^ ^^< rfff /?Z^ imposer aux opérateurs
bornés dont le théorème affirme l'existence d'avoir un prolongement fermé
dans le cas p.

(Remarquons d'abord que les variétés J de classes distinctes se comportent ici
de manières curieusement différentes. Lorsque D et D' sont de classe 3, il peut
arriver que ni ^(D, D'), ni <^(D', D) ne contiennent d'opérateurs bornés, alors
que cette circonstance ne se produit jamais si l'une au moins des variétés J est
de classe i ou 2. D'autre part, si D et D' sont de classe 2, il peut arriver
que ^(D, D') et ^(D', D) contiennent des opérateurs bornés sans contenir
d'opérateurs bornés d'inverse borné; mais cette circonstance est impossible si D
et D' sont de classe 3. Enfin, c'est seulement dans le cas de deux variétés J de
classe 3 que les valeurs propres interviennent).

Démonstration, — Si D est de classe i (D == H) et D' de classe 2 ou 3, on sait
delà que tous les opérateurs de ^(D, D') sont fermés bornés d'inverse non borné,
donc que Ç(D', D) ne contient que des opérateurs linéaires fermés non bornés
d'inverse borné.

Si D est de classe 2, et D' de classe 2 ou 3 : soit N un noyau de D,

(") La question de savoir si ^(D, D') contient alors des opérateurs bornés d'inverse non borné
reste en suspens. La question se résout affirmativement si l im a^1 .a^ <-4- oo [ce qui limite la

croissance de la suite (a;)], mais le résultat est peut-être différent si la suite (a;) croît très
rapidement.
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A==3 D n ( H e N ) , ( Â ( - ) une suite de valeurs propres de A, (^-), (04) une base
orthonormale et une suite de valeurs propres de D\ Puisque lima^. ===-(-00,

____ i-==w

il existe une suite partielle (a\r) telle que Imiâ^'^^-hoo. Soit D^cD' lap p=^ p

variété J définie par la base ('̂  ) et la suite correspondante de valeurs propres
(a^), etsoitD^D'r^HetD'J); on a : D'= D\ -hD^. Diaprés le lemme 6,1,
il existe un opérateur linéaire fermé borné biunivoque A< tel que A. i (A)==D^.
Soit Aa un opérateur linéaire fermé borné biunivoque tel que A2(N)==D / ,>
(il est facile de s'arranger pour que Dg ait oo dimensions). L'opérateur
A === Aa PN + Ai P(A] est fermé borné biunivoque, et A(D)==D / . On voit qu'on
peut s'arranger pour que A-1 soit non borné.

Si D est de classe 2 et D' de classe 3 : ^-(D', D) ne peut contenir aucun
opérateur borné A, car, ,si N est un noyau de D, A-^N) serait un noyau de D'.

Alors, (a) est démontré complètement; (6) est immédiat; (c) résulte des
raisonnements précédents. Passons à (ûî).

Si limû^."1 a,== o, Uma^1 a,==-{-oo (avec les notations du théorème), il ne
î'=ao î=ao

peut exister d'opérateur borné ni dans ^(D, D^, ni dans ^(D\ D) (lemme 6,3).
Si lima^ ai== o, lima^Œi^-h oo, il n'existe aucun opérateur borné dans

î^ <=oo

<^(D', D); le lemme 6,1 prouve que ^(D, D') contient des opérateurs bornés.
Si lima^"1 a,> o, lima^~ la(•==+ oo, raisonnement analogue. Si lima^a,^ o,

i == » . i == oo f=:oo

l imŒ^" '*ûf t<+ oo, on sait que D ̂  D7 : il existe des unitaires dans ^(D, D')

e7^(D', D).
(<?) résulte du lemme 6,1 et des raisonnements précédents.

Relation tordre entre les variétés J partout denses. — Écrivons D >- D
si ^-(D, D') contient des opérateurs bornés. Cette relation, évidemment réflexive
et transitive, est une relation d'ordre au sens large. La relation « D >- D',
D'>~ D » est une relation d'équivalence que nous notons : D^D'; elle signifie
que ^(D, D') et ^(D', D) contiennent -des opérateurs bornés (3 7) . Le
théorème 6,2 montre alors que :

Si la classe de D' est supérieure à celle de D, on a D >^- D' ; si D et D' sont de
classe 2, on a D ̂  D' (mais pas en général D ̂  D') ; si D et D' sont de classe 3,
D et D^ peuvent être comparables ou non suivant les suites de valeurs propres;
D ̂  D' entraîne D ̂  D^.

Nous connaissons déjà une relation d'ordre entre les variétés J : la relation
d'inclusion. Voici les rapports entre ces deux relations.

PROPOSITION 6,3. — Pour que D>- D', il faut et il suffit qu'il existe une
variété J, D^ c D, avec D" ~ D'.

(") L'étude de cette relation d'ordre sera approfondie ailleurs [cf. note (^J. On verra qu'elle a
une signification intrinsèque dans -<?, ce qui conduit à des résultats sur la structure de G.
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(Ainsi, lorsque D ~ D', il existe une variété J contenue dans D unitairement
équivalente à D\ une variété J contenue dans D' unitairement équivalente à D, et
on peut avoir D ̂ r I) ').

Démonstration. 1° La condition est nécessaire : si D >- D', ^(D, D')
contient un opérateur borné T. Soit B un opérateur linéaire fermé borné dans le
cas o, avec Ag:—: D. ÏB --= TB est fermé borné dans le cas p , et AÎB= D'. On a.
d'une part : D'== An,== LJ(A^ï*) où U est unitaire. D'autrepart, D = Ag= U'(AB*)
où V1 est unitaire. Or. A^DA»*^*

a0 La condition est suffisante : Supposons une variété J, D^cD, avec
Ty-=U(D') , où U est unitaire. Soit B" un opérateur linéaire fermé borné dans le
cas jy. avec A R < = D / . L'opérateur S^B'^B" est un opérateur J (th. 3,1)
et Ds--= H, donc S est fermé borné (th. 3,4). On a : W= BS ( : t 8 ) . Donc :

D'- D'=A|{ ^Ai t -=As*n<-= S * ( A B * * = T ( A B » = T ( D ) .

où T est un opérateur borné, biunivoque dans Ay puisque B"* est biunivoque
donc S* biunivoque dans An*.

o. Étude des opérateurs complètement continus de <^( D, D'). -- THÉORÈME 6,3.
_ Ç ^ ( D , 0') contient des opérateurs complètement continus seulement dans
les cas suivants :

i° D est de classe i ou 2, D' est de classe 3.
2° D et D' étant de classe 3, et (a / ) , {a;} étant des suites de valeurs propres

sous forme non décroissante, on a l ima^" l a, = o.

Démonstration. - Si A e ^ ( D , D') est complètement continu, 1\ et a fortiori
\y == A^ sont de classe 3.

Si D est de classe i et I)' de classe 3, on sait que tous les opérateurs
de ^(D, D') sont fermés complètement continus.

Si D est de classe 2 et D' de classe 3, montrons que certains opérateurs
de ^(D, TV) sont complètement continus. Soient N un noyau de D, (9,) une
base orthonormale de N, A == D n (E i eN) ; soient (s /) , (a/) et ( (? ; ) , (a ; ) des
bases orthonormales et des suites correspondantes de valeurs propres de A et D7.
On a : l ima^=4-oo, on peut donc effectuer une partition de la suite {a\) en

deux suites infinies, (a;,,) et (a^\ telles que limaç' <7^==4- ^o. Alors, par les

formules
To,= a,^ <?/,,, T£,= a^^ie'n,

on définil dans tout H un opérateur complètement continu qui transforme
biunivoquement D en D\

Si enfin D et D' sont de classe 3, le théorème résulte des lemmes 6,1 et 6,3
comme dans la démonstration du théorème 6,2.

( 3 8 ) Ainsi est démontré le complément annoncé du tli. (1 ,11) .
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VII. — Définition d'un opérateur fermé par son domaine d'existence
et son domaine des valeurs.

Soient D, D' deux variétés J, partout denses pour simplifier. On cherche les
opérateurs linéaires fermés A tels que D --=: D^, D7^:^, qui transforment
biunivoquement D en D^. Alors, A est dans le cas p.

1. Cas où Rime des variétés J est fermée. — Supposons par exemple D == H.
A est alors borné.

Première méthode. — THÉOKEME 7 ,1 . — a. Etant donnée une variété J
partout dense D\ il existe une infinité d'opérateurs linéaires fermés A dans
le cas p tels que DA==H, A^=:D; ils sont bornés; si Ai est Vun (Veux, les
autres sont donnés par Vune ou Vautre des formules : A -== AiL, où L€ ̂  (H);
A = = L ' A < , oàL/€^(D) .

6. Ces solutions sont toutes de i1 '® classe si et seulement si D'-^ H.

c. Ces solutions sont toutes complètement continues si et seulement si D' est

de classe 3; de plus, les vecteurs propres de \/AA* forment alors une base

orthonormale de D' et la suite non croissante des valeurs propres de ^/AA* est
équivalente à la suite non croissante des inverses des valeurs propres de D'.

(On a construit au Chapitre 5 un opérateur A( self-adjoint diagonal).

Démonstration. — (a) et (6) résultent des théorèmes 6,1 et 3,4; ( c ) résulte
du théorème 1,10 et de la prop. 5,11. en remarquant que ^/AA* est self-adjoint
avecA^/AAï^D^.

Deuxième méthode. — II suffit de répéter la prop. 5 ,12:

PROPOSITION 7,1. — Soient (A() une base hétéro gonale de D\ (ai) une suite de
valeurs propres correspondantes. Tout opérateur linéaire fermé borné A dans
le cas p tel que A^== D' s^ obtient en posant : A (A,) == a^Ai, où (Ai) est un
système hétéro gonal quelconque de H.

Troisième méthode, quand D' est de classe i ou 2. — Alors on a :
D'^N-I-IV, où N et N' sont deux noyaux conjugués, asymptoliques si et
seulement si D' est de classe 2. A'^N) === N et A^^N') = N' sont deux variétés
linéaires fermées disjointes à oo dimensions telles que H == JN 4- JV, donc non
asymptotiques et sous-tendant H. On peut même choisir N et N' de façon que N
et N ' soient orthogonales. Soient en effet M, M', deux variétés linéaires fermées
orthogonales complémentaires, à oo dimensions, de H; soient J et <F deux
opérateurs isométriques avec J (M) = N, J'(lVF) == N7. L'opérateur L == JP^ + JT^
est biunivoque et transforme M + W= H en N + TV== H : il est fermé borné de
i^ classe. Soit B === AL. On a : B(M) == A(N) == iN, B(M7) == A(3V) =^ ]V,
AB==JN4-]V==D'. On sait (th. 3,9) que : B=AL==LfAV, où L' est de
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I1-6 classe et U unitaire. Donc : A == L^BU-1. Posons : M =- U(M), M'= U(iVF).
On a : A(M) = L'-^M) = L'-^N), A(M/) == ^-^(M7) ^L'-^N^) et L'-^N),
^^(N') sont deux noyaux conjugués de AA=^ D\ D'où :

THÉORÈME 7,2. — Soit A un opérateur linéaire fermé borné dans le cas p^
non complètement continu. On peut trouver, d'une infinité de manières,
deux variétés linéaires fermées, M, M\, de H, orthogonales complémentaires^
à oo dimensions, de façon que A(M)=N, A(M')==N' soient deux variétés
linéaires fermées disjointes^ sous-tendant H, asymptotiques si et seulement
si A~1 est non borné. A est d'inverse borné dans M et M'. N et N' sont des
noyaux conjugués de A^.

On a ainsi, dans la mesure du possible, ramené les opérateurs linéaires fermés
bornés aux opérateurs de i^ classe.

2. Théorème général. — Si D' est de classe 3, A est complètement continu
(th. 1,10), donc le problème est impossible si D^H; si D == H, le problème
est possible d'après le paragraphe 1. (Solution graphique : avec les notations
habituelles, l'image de A est l'un quelconque des nojaux conjugués de H, en
position p avec H, dans la variété J de classe 2.6 : D == H + U(D^); H est noyau
maximal de D; l'étude de ces noyaux a été faite au paragraphe 4- du chapitre 5).

Si D et D^ sont de classe i ou 2, montrons qu'il y a une infinité de solutions.
Soient N et IV des noyaux, de déficience infinie dans H, de D et D' respec-
tivement. So i tA==Dn(HeN) , A'^D^HeiV); o n a D = = N - 4 - A , D^N'+A',
A et A' ont oo dimensions. Il existe un opérateur linéaire fermé Ai, biunivoquc,
tel que D^=N, A^==A', et un opérateur linéaire fermé As, biunivoque, tel
que DA,==A, AA,=IV. A =: Ai P^ 4-As P,^ transforme biunivoquement D en D
et est fermé (car, si Xn— X et AX,,-^ Y, on a : P^Xn-^ PN^, Ai P^Xn-> P^'i^
P^Xn-^P^X, A^P^Xn-^P^Y; donc : P^Y==AP^X, PyY==AP^X; donc
Y==AX) .

THÉORÈME 7,3. — Etant données deux variétés J partout denses dans H,
D et D', il existe une infinité d'opérateurs linéaires fermés A dans le cas p
tels que D == D^, D'==: A^, sauf si l^une des variétés J est de classe 3 sans que
l'autre soit fermée, auquel cas il n 'y a pas de solution.

3. Construction des solutions. — Première méthode. — Appliquons les
théorèmes 6,1 et 3,5.

PROPOSITION 7,2. -- B et B' étant deux opérateurs linéaires fermés bornés
dans le cas p tels que D == Ag, D'=AB., l'ensemble des opérateurs linéaires
fermés A dans le cas p tels que D = D^, D'= A^ est donné par la formule
A==B'MB 1, où M est un opérateur de i 1 6 classe tel que, Xn étant une suite
de vecteurs unitaires, l'hypothèse BX^-> o entraîne lim || B'MXyi |i >> o.

// = 30

On retrouve qu'il n'y a pas de solution quand D est non fermée et D' de



classe 3, car alors B' est complètement continu et MB~1 non borné, et il suffit de
reprendre la prop. 3,4. D'autre part, on sait par la prop. 6,2 que la restriction
imposée à M par notre prop. est effective dès que D et D' sont non fermées.

Deuxième méthode. — PROPOSITION 7,3. — Quand le problème est possible.
on obtient l'opérateur linéaire fermé T dans le cas p le plus général tel que
D = DT, D'=AT, par le procédé suivant : soient f A , ) , (a^-), (A; ) , (a^ des
bases hétérogonales de D, D' et des suites de valeurs propres correspondantes^
on prend le plus petit prolongement linéaire fermé de l^ opérateur T4 défini
par : TAi== a^OiA^, 9 étant une permutation de la suite des entiers telle
que la suite (mm(ai, â^)) soit bornée.

Démonstration. — i° Montrons que l'opérateur T ainsi construit répond à la
question. Soient (a) une base orthonormale de H, L et L/ les opérateurs
de i16 classe définis par L^= A/, L^/=Aç^, S l'opérateur défini par
S<?,= a^aiCi. On a : T'="-- L/SL 1, donc : T== I/SL-1. Or S^est diagonal dans

x>

le cas p , donc ï' est dans le cas p. Cherchons Ds;; Xr=:^;r^çDs si et
7=1oo

seulement si ̂  a'^ a,21 Xi -><<+oo, ce qui, on le voit aisément, est équivalent, vu
1=1 .

00

les hypothèses faites sur 9, à : ( i ) N a 2 ] xi p^-f- oo. Par suite, Df.==L(Ds) se
z'=l

oo

compose des vecteurs Vrc/A, pour lesquels ( i ) a lieu, d'où Df.==D. De même,

Ap^D'.
2° Réciproquement, soit un opérateur linéaire fermé T dans le cas p tel

que D == Dr, D'==AT. Soit V son image par rapport à H, H', U (notations
habituelles). On a : D == P^V, U(D')=PH/V. Pour qu'un système hétérogonal
(G/) de V se projette sur H suivant une base (B,) de D, il faut et il suffît
(prop. 5,11) que la suite duale (D() de la suite (C/) soit une base de PyH. De
même, pour que les PH,CI== B^ forment une base de U(D'), il faut et il suffit que
les Df forment une base de PyïT. Comme V est en position p avec H, PyH
et PytF sont complémentaires dans V, donc (th. 5,12) ont des bases communes.
Alors les Ar-=l|Bi [l-^i et les -A.^\\B\ \\~1^ forment des bases hétérogonales
de D et U(D') respectivement. Soient : a,= \\ B( ||-1, a\ = [[ B^. ||-1. Comme le
système (G() est hétérogonal, on peut prendre Oi comme valeur propre de D
correspondant à Ai, a\ comme valeur propre de U(D') correspondant à A7 .
D'ailleurs, TB,=UB,., donc TA,= a^a^A;. ). Enfin :

l l ^ i r — i l B J p - ^ I I B , . | |2=aï-2-^-a;- l2^2[mill(a;2,a;•2)p.

Comme (Ci) est hétérogonal, la suite min(a( , a'^ ) est bornée.

Remarques. — On retrouve les cas de possibilité et d'impossibilité du
problème; quand D/ est de classe 3 et D non fermée, on a

lima,- = lim a^= -»-oc== jim min(a^ a\ ).
f'=» i'=oo t=ao
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2° La condition nécessaire et suffisante trouvée pour les Ci montre que,
quand D est non fermée, toute base de D' n'est pas la transformée par T d'une
base de D, contrairement à ce qui se passe (prop. 7,1) si D == H. Car. si D est
non fermée, PyH est non fermée, donc (c/\ chap. 5, § 13, remarque i°, p. 67) il
y a des bases de PytT qui ne sont pas bases de PyH.

Troisième méthode. — Soit A-=UK la décomposition de l'opérateur A
cherché, fermé dans le cas JD, en un self-adjoint positif K et un unitaire U. La
correspondance entre les A fermés dans le cas p et les couples (U, K) où U est
unitaire et K. self-adjoint positif, est biunivoque. Soit D == A^. Nous sommes
ramenés à construire successivement D, U, K.

i° Construction de D. — Les conditions nécessaires et suffisantes que vérifie D
sont : D et D complémentaires (existence d'un opérateur self-adjoint positif K tel
que D == D^, D == AR, cf. prop. â . A ^ D ^ D ^ La prop. 5,2 nous montre alors à
nouveau que le problème est impossible si l'une des variétés J, D, D' est de
classe 3 sans que l'autre soit fermée; s'il n'en est pas ainsi, la construction de D
est possible d'une infinité de manières, par la méthode indiquée dans la démons-
tration de la prop. 8,2.

2° Construction de U. — Soient (^ ) une base orthonormale fixe de D' et (^)
une base orthonormale de D numérotée de telle sorte que les valeurs propres
correspondant à ei et e\^ dans D et ÏV, puissent être prises égales. On définit
alors U par U^=:^ ( /==i , 2, . . . ) . Si Uo est l'un de ces unitaires, tous les
autres sont donnés par la formule U = UUo, où U c IL(D').

3° Construction de K. — Elle est donnée par la prop. 5,15.

Quatrième méthode. — Supposons D et D' de classe 2. Soient V l'image de
l'opérateur A* cherché par rapport à H, tT, U (notations habituelles). V est
asymptotique à H et H', en position p avec H et H'. Soient (prop. 1 ,8) Vi
et Vs deux variétés linéaires fermées orthogonales complémentaires dans V,
à oo dimensions, telles que

i° Les variétés linéaires fermées

Hi= [PnVi], H î = [PnV,], IF, = [Pn'Vi], H,=[PH'VS],

sont deux à deux orthogonales;

2° P(V, ,H)^ ,a(V, ,H)^I .
On a

D = P H V = P H V i - 4 - P n V ^
U(D' ) == PH-V = Pn'Vi+ Pn'V.2.

Soient Ai, Aa les restrictions de A à Hi, Ha. On a A == A, P^+AsPn,. Par
construction de Vi et Va, UA< et (UAa)"1 sont bornés. De même par conséquent
pour A< et A^1.
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Une démonstration analogue est applicable si D est fermée et D'de classe 2, ou
si D et D' sont fermées. Donc :

PROPOSITION 7,4. — Si D et D' sont de classe i ou 2, on obtient l'opérateur
linéaire fermé A dans le cas p le plus général pour lequel D = D^ D'== A^,
de la manière suivante : soit N^ N3 des noyaux de D, D7 respectivement, de
déficience infinie. Soit Ai= D n ( H e N < ) , Aa= D'n (HeN,,). Soit ^{resp. A^)
un opérateur linéaire fermé borné biunivoque tel que D^==N<, A^^=Aa
{resp. DA.=Na, A^==Ai) . 0/ijDr<?7iâî A == A<P^4-Aï1 P^r

Cinquième méthode. — THÉORÈME 7,4. — Soit A ^/i opérateur linéaire
fermé dans le cas p\ on suppose que ni A. ni A-1 ne sont complètement
continus. Alors^ on peut trouver deux noyaux conjugués Pi, P'i, de D^, et
deux noyaux conjugués Pa, P^, de AA, tels que P2==A(Pi ) , P,=A(P^); A est
alors borné et d^ inverse borné dans Pi et P7,.

(Ce théorème, auquel on a fait allusion dans l'introduction à propos d'une idée
de Julia, est à rapprocher du théorème 7,2; ces deux théorèmes constituent la
meilleure justification de la notion de noyau.)

Démonstration. — Ni A, ni A-1 ne sont complètement continus, donc D^ e tA^
sont de classe i ou 2 ; nous utilisons alors la prop. 7,4 et ses notations.

Premier cas. — Ai et Ag possèdent des noyaux. On peut alors appliquer à Ai
et Aa le théorème 7,2 ; on peut trouver, dans Ni, deux variétés linéaires fermées
orthogonales complémentaires à oo dimensions, soit /ii, n\. de façon que
Ai(7ii)=pa, Ai ( n\ ) == p\_ soient deux noyaux conjugués de As. De même, on
peut trouver, dans N3, deux variétés linéaires fermées orthogonales complémen-
taires à oo dimensions, soient n^ n.^ de façon que Aa^a) ==/?i? Aa^) == pi
soient deux noyaux conjugués de Ai . On a alors

A(/ii4-/?i) = A(ni)-+- A( jDi )= Ai(/ii)-î- A-, ' l(/?l)=^2+ ^î.
De même

A(/^-î-7?i)=//2-^^2-

Or, ni et jDi sont orthogonaux. Donc Pi === /ii -i- ?\ est fermé. De même
pourP^^+^i, P^=n,^-p^ P^n^p,. Ainsi, Pi, P^, Pa, P. répondent
aux conditions du théorème.

Deuxième cas. — As par exemple est de classe 3; alors, Ai est complètement

continu. Soit S = P^4- 2?^; on a S-1 = PfA,]+ ^PN,; S est de première classe

dans H. Soit Pi une variété linéaire fermée en position/? avec [Ai], non asympto-
tique à [Ai], telle que P^(P , )==Ai (prop. 2,2). On a P^(P,) = N < ,
donc Ni C Pi 4- Ai. Soit P\ = S(Pi ).

a. P inP^=o; . car, si Z e P i U P ^ soit Z'-^S^Z; puisque ZeP, , on
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aZ'ePi , donc Z — Z ^ e P i . Or Z'^P^Z + 1 PN,Z, donc Z — Z'== ^P^

Comme N, n P < = = o , on a P^Z==o. Coinine P< est en position p avec Ni, ceci
entraîne Z === o.

fc. Pi+P',=D, : soit X e A i ; il existe Y e N < tel que X + Y < = P ^ alors,
X + a Y e P ' i , donc X e Pi + P^, et par suite A i C P i + 1 ^ . D'ailleurs,
N i C P i - h - A i C P ^ + P ^ . Donc D^Ni- t -AicPi+P^cDA.Ains i , Pi et P', sont
des noyaux conjugués de D^.

c. Montrons que A est d'inverse borné dans Pi : l'opérateur Ai P^ est,
comme Ai, complètement continu. P^,] transforme biunivoquement P< en Ai,
A:,' transforme biunivoquement Ai en N2, doncA^P^j, transformant biunivoque-
ment Pi en N3, est borné et d'inverse borné dans P<. Si A était d'inverse non
borné dans Pi, on pourrait trouver dans Pi une suite de vecteurs unitaires Xn,
avec X^-^o, AX,i->o. On aurait d'ailleurs Ai.P^X^-^o; donc

A^P^X^AX.-AiPN.X^o,

ce qui est impossible puisque A^P^ est d'inverse borné dans P,.
d. De même, A est d'inverse borné dans P',. A(Pi) et A(P'i) sont des noyaux

conjugués de AA).

Remarques. — Soient V, V deux variétés linéaires fermées, à oo dimensions,
sous-tendant H; soient W, W7 deux autres variétés linéaires fermées ayant les
mêmes propriétés; soient L, L' deux opérateurs linéaires fermés bornés, biuni-
voques, tels que DL==V, AL= W, DL.==V', AL'== W. Nous définissons,
dans V + V, un opérateur linéaire A de la manière suivante : pour tout vecteur
Z == X + X' de V + V ( X e V, X' e V), on pose AZ ^= LX 4- L'X'. 'A est biuni-
voque, et l'on a DA^^V+V, AA= W+W\ Montrons que A est un opérateur J :
soit B l'opérateur linéaire fermé qui transforme Z en X, B' l'opérateur linéaire
fermé qui transforme Z en X'; on a A=LB+L/B' ; il suffit alors d'appli-
quer le théorème 3,14. Nous désignerons l'opérateur A ainsi construit par
A^V'îW.W^L').

D'après le théorème 7,4, tout opérateur linéaire fermé est, ou bien de ce type,
ou bien complètement continu, ou bien d'inverse complètement continu. Mais
réciproquement, tout opérateur A(V, V; W, W; L, L/) n'est pas fermé (39).
Si V et V sont non asymptotiques (cas où DA==H), ou si W et W sont non
asymptotiques (cas où AA==H), on sait que A est fermé. Supposons maintenant
V et V asymptotiques, ainsi que W et W7. D'après le théorème 3,17, A est
fermé si et seulement si, (X,i) étant une suite de vecteurs de V H- V qui tendent
vers un vecteur extérieur à V+V7 , ][AXn|| tend vers 4-00. (Notons que,
comme B et B' sont fermés, on a, même si A est non fermé |[BX^|[-^+ w »
| B'Xn H-^+oo; donc II LBX, || ̂ +00, |[ L'B'Xn || -^+00).

(3Ï) On verra mênae ailleurs [cf. note (2S)] que tout opérateur J, A, tel que DA et AA soient de
classe 2, est de ce type.
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4. Définition d'un opérateur fermé A dans le cas p par son domaine d'exis-
tence D. — (On a [D] ==- H). Soit T un opérateur linéaire fermé borné dans le
cas p tel que AT= D. S == AT est un opérateur J biunivoque tel que Dg= H,
donc fermé borné dans le cas p. Ainsi, A == ST~1, où S est fermé borné dans le
cas p. Réciproquement, un tel opérateur n^est fermé que moyennant les
conditions du théorème (3,5). Donc :

PROPOSITION 7,5. — Soit D une variété J partout dense ̂  T un opérateur
linéaire fermé borné dans le cas p tel que AT = D. Tous les opérateurs linéaires
fermés A dans le cas p tels que D^== D sont donnés par la formule A=ST~1,
où S est un opérateur linéaire fermé borné dans le cas p tel que^ (X^) étant
une suite de vecteurs unitaires^ l'hypothèse TX^->- o entraîne lim || SX^ || >> o.

n==oo

Connaissant D^, que peut-on dire de A^? (une fois A^ choisi, on sera ramené
aux paragraphes précédents) :

Si DA est de classe 3, AA=-H; A est non borné, A"' complètement continu.
Si DA est de classe i, A^ est une variété J partout dense quelconque; A est borné
quelconque dans le cas/?. Si Dy est de classe 2, A^ ne peut être de classe 3, mais
est quelconque de classe i ou 2 ; A est non borné, A~1 non complètement
continu.

Connaissant seulement D^== D, on connaît les domaines d'existence de toutes
les restrictions fermées de A : ce sont (prop. 3,14) les sous-variétés J de D
fermées dans la topologie de'D.

Exemple. — Supposons D de classe 26. Alors, D === N-4-A([A] :-=-= HeN) ,
où N est un noyau maximal et A une variété J de classe 3^. A et N sont fermés
dans la topologie de D. Soient Ai et Aa les restrictions, fermées, de A, à N et A.
A^,1 est complètement continu, donc A.j(A) est un noyau, soit N', de A^. A< est
fermé borné; soit A^== Ai(N).

]V et A' ont oo dimensions, sont disjoints, et sous-tendent H. Montrons que ce
sont les seules conditions imposées à N' et A^. Pour cela, soit une variété linéaire
fermée W, et une variété J, A^, satisfaisant à ces conditions. Soit D'^N'+A';
on a [D'] = H. Soient A< un opérateur linéaire fermé borné biunivoque avec
DA,==N, A^=A', et Aa un opérateur linéaire fermé biunivoque, d'inverse com-
plètement continu, avec D^== A, AA,== N\ Montrons que A = A!PN+ AaP^] est
fermé. (A sera évidemment défini dans D, et dans le cas p ) : si X^—^X
etAX^->Y, ceci entraîne : i° AlP^Xn—^Ai P^X, donc A^P^X/i-^Y—ÂiP^X;
2° P^]X^-> P[A]X; comme Aa est fermé, il en résulte P^jXeD^ et
As P^X ==: Y — A, P^X. Donc X e D^ et AX =- Y.

Remarque. — La prop. 7,5 résout, en passant aux images, les problèmes
suivants :

i° Trouver toutes les variétés linéaires fermée^ de H©ti\ en position p avec-H,
qui se projettent sur H suivant une variété J donnée; 2° Trouver tous les noyaux
conjugués par rapport à une var%fcé J donnée, d'un noyau N^ "

LXXVII. 6
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VIII. — Théorèmes de disjonction.

1. Introduction. — Dans Pespace à n dimensions, soit V et W deux variétés
linéaires de dimensions p et q, de déficiences p ' et q1. On sait que :

i° Pùur jp, q fixes, la déficience de V -h W augmente en même temps que la
dimension de V n W; 2° Pour p ' ' , q ' assez grands, V et W peuvent être disjointes.
Dans Pespace de Hilbert H, nous allons remplacer V et W par des variétés J;
nous trouverons alors des faits en opposition avec la première des règles que nous
venons de rappeler; par contre la deuxième règle est applicable aux variétés J de
déficience infinie, c^esl-à-dire : i° aux variétés linéaires fermées V telles
que HoV ait oo dimensions; 2° aux variétés J non fermées (prop. 3,8). Les
théorèmes obtenus donnent des renseignements sur la structure de £.

LEMME 8,1. — Soient D une variété î partout dense de classe 2, et D' une
variété J de déficience infinie. Il existe un unitaire U tel que U(D') c D.

Démonstration. — D^abord, il existe une variété J partout dense non fermée,
D, telle que D'cD. Car, si D'est non fermée, on peut prendre DmD7-^-(H e[D']);
si D' est une variété linéaire fermée de déficience infinie, on peut prendre
D^D'+D", où D" est non fermée avec [D"] ̂ He^j.

D est de classe 2 ou 3, donc D>- D. Donc il existe (prop. 6,3) un unitaire U
tel que U(D)cD; alors, U(D') c D ('•°),

2. Extension (Tun théorème de Von Neumann. — LEMME 8,2. — Soient \~o,
V, deux variétés linéaires fermées orthogonales complémentaires à oo dimen-
sions de H. // existe une infinité d'opérateurs linéaires fermés A bornés dans
le cas /?, se réduisant à Videntité dans Vo, tels que D==A(V) soit partout
dense dans H et disjoint de Vo, avec D n V de classe 2.

Démonstration. —• Soient V^ Vs, ... des variétés linéaires fermées deux à deux
orthogonales, à oo dimensions, sous-tendant V. Soit U» un opérateur qui trans-

00

forme isométriquement V,-n en V^ (i ==. o, î , 2, . . .), et U =^.UiPv^ (la série

convergeant fortement) ; soit A == î — U.

i° A est biunivoque, car AX==o entraîne Py.X == UtPy^X ( ^ ' = = 0 , 1 , 2 . . . .),
00

donc||Pv,X||=|]Pv^X|, d'où.comme^lPv.Xg^+oo, P^X==o(t==o, î , 2 , . . . ) ,
Î--Q

d^où X == o. Comme A se réduit à Pidenlité dans Vo, il en résulte que

D n V o = A ( V ) n A ( V o ) = = o .

( 4 0) Le lemme peut aussi s'établir très vite directement, par l'emploi de bases orlhonormales, sans
utiliser la proposition (6,3).
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2° Si Y est orthogonal à D, on a
oo

^(Pv.Y, Pv,X-U/Pv^X)==o pour XeV,
<==o

OU
oo oo

^(Pv^Xy-^U^Pv^X)^ pour X € V ,
l==0 1=0

OU
00

^(Pv.Y-Ur'Py^V,,
<=0

ce qui donne
J!Pv,Y j ! - [ iPv ,Y| j= . . .

d'où Y = o. Ainsi, D est partout dense. A fortiori, A^ est partout dense, donc A
est dans le cas p.

3° On a A(V2) = (i — U) (Va). Ainsi, on voit aussitôt que A(Va) est fermé,
à oo dimensions et est contenu dans V. Donc DnV, qui contient A(Vo) est de
classe 2 (il est facile de voir que^DnV n'est pas fermé, c'est d'ailleurs sans
importance pour la suite).

LEMME 8,3. — Soient D^, Da deux variétés J de déficience infinie; il existe
un unitaire U tel que Di n U(Da) == o (A l ).

Démonstration. — Soient V, V deux variétés linéaires fermées orthogonales
complémentaires à oo dimensions de H. Soit A (lemme 8,2) un opérateur linéaire
fermé borné dans le cas p, tel que D =A(V) soit partout dense, disjoint de V,
avec D n V de classe 2. Soit A' un opérateur linéaire fermé borné dans le cas p
se réduisant à l'identité dans V, tel que D^A^V) soit partout dense, avec D'n V
de classe 2. Soit D == A'(D). Comme DnV^o et comme A' est biunivoque,
on a bnD'= o. D' est partout dense, et de classe 2. A^ est partout dense, donc
aussi D •-= A'(D) puisque D est partout dense. D est de classe 2 puisque D a des
noyaux inclus dans V et que A' se réduit à l'identité dans V. D'après le lemme 8 1
il existe des unitaires U^ et Ua tels que U^D^cD, U2(D2)cD' . t^U'^Uo
répond aux conditions du lemme.

THÉORÈME 8,1. — Soit une suite de variétés S de déficience infinie^ Do, Di
Ds, . ..; il existe des unitaires 11,, Us, . . . tels que Do, Ui(D^) , U^Da).
soient disjoints.

Démonstration. — On peut supposer, en remplaçant au besoin chaque D( par
une variété J plus grande, que les variétés J données sont partout denses et non
fermées. D'après le lemme 8,3, il existe un unitaire U< tel que Do et Ui (D<)
soient disjointes. Alors (prop. 3,7), Do+Ui(Di) est non fermée, donc disjointe

( 4 1) Ce résultat a été établi par Von Neumann [1] (pour [DJ = H et D = D ).
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de Ua(D2) pour un unitaire Ua; donc Do+Ui (Di ) + t^Da) est non
fermée, etc. ( 4 2) .

Remarques. — i° Chaque D( étant un ensemble de première catégorie dans H,
on savait a priori que la réunion d'une infinité dénombrable de variétés J non
fermées ne peut épuiser H.

2° Étant donné un opérateur linéaire fermé A dans le cas /?, on suppose
parfois, pour en chercher une représentation matricielle, que [D^nD^^H.
On voit qu'il s'agit d'une hypothèse très particulière, car, si A == UK. est une
décomposition de A en self-adjoint K. et unitaire U, on a D^== D^, D^== U(D^);
or, U et K peuvent être choisis arbitrairement; on peut donc avoir 0^00^*= o.

3° Soient D, D' deux variétés J de classe 2 partout denses. Diaprés la
prop. 5,2, il existe un unitaire Ui tel que D et U^D') soient complémentaires;
alors, [DnU^D^^D+U^D^^H. D'après le théorème 8,1, il existe un
unitaire Ua tel que D et V^(î)') soient disjointes. Alors (prop. 3,7), D+Ua(D')
est non fermée, donc D nt^D') === o, D+l^D') est de déficience infinie dans H.
Ces remarques sont à opposer à la première règle rappelée au paragraphe 1 à
propos des variétés linéaires de l'espace à n dimensions. (D'ailleurs, cette règle
est déjà enfreinte par les variétés linéaires fermées à oo dimensions).

3. Hypothèse générale de disjonction. — Appelons « système déficient »
dans H tout ensemble d'un nombre fini de variétés J de déficience infinie. Alors,
le théorème 8,1 est un cas particulier de l'hypothèse générale suivante : étant
donnée une suite (Si) de systèmes déficients, on peut trouver des unitaires Ut-
tels que U;(S() nUy(Sy) == o pour i~^-j. Nous n'avons pas démontré l'exactitude
de l'hypothèse générale, mais nous avons vérifié des cas particuliers. En voici
certains, qui seront utilisés aux chapitres 9 et 10.

LEMME 8,4. — Soient V. V deux variétés linéaires fermées à oo dimensions;
on peut trouver deux variétés linéaires fermées à oo dimensions orthogonales^
W, W, avec W c V, W c V.

Démonstration. — Si v == V'n (Ho V) 7^ o, on peut prendre W==V, W^^p.
Si v == o, V^V'GP à oo dimensions, donc aussi D == PyV7. Soit (e,) un système
orthonormal infini inclus dans D, et fi le vecteur de V tel que Py/i==^.
On a (/a», é?3y-n)=(<?^ <?ay_n)-=:o; on peut donc prendre W == [e^ e^ . . .]
etW^[/<,/3,...].

LEMME 8,5. — Soit D une variété S partout dense de classe 2, V une variété
linéaire fermée de déficience infinie. Il existe une inanité de noyaux N de D
disjoints de V.

(4 a) On peut démontrer le théorème beaucoup plus fort que voici : soit D une variété J de défi-
cience infinie. On peut trouver un groupe continu d'unitaires U((—oo<?<-^-oo) tel que
U,(D)nUc(D) = o pour t ̂  t\
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Démonstration. — Soient M et M' deux noyaux conjugués de D. L/une des
deux variétés linéaires fermées M e ( M n V ) , » M / e ( M / n V ) a oo dimensions
(sinon, V serait de déficience finie dans M+1VT, donc dans M®M'===H) et fournit
un des noyaux N cherchés.

LEMME 8,6. — Soit D une variété J partout dense de classe 2, V une variété
linéaire fermée de déficience infinie. On peut trouver une variété J,
D'cD, de classe 2, disjointe de V, partout dense.

Démonstration. — D est projection sur H, dans H® H', d^une variété linéaire
fermée W en position p avec H. D n V est projection d^une variété linéaire
fermée VcW, qui est de déficience infinie dans W (sinon, D n V serait de défi-
cience finie dans D donc V dans H). Soit (lemme 8,5) N un noyau de D disjoint
de V, projection d^une variété linéaire fermée NcW. N et WeV ont oo dimen-
sions, on peut donc (lemme 8,4) trouver deux variétés linéaires fermées à
oo dimensions, orthogonales, N' et M, avec IVcN, Me WeV. Alors, N'== PnN'
est un noyau de D (car N, donc W, sont non asymptotiques à H7). D'autre part,
N' et V sont disjoints, et N'®V est de déficience infinie dans W (car orthogonal
à M); donc il existe dans WeiV une variété J partout dense rf, disjointe
de PweprV (lemme 8,3); alors N'-j- d est une variété J partout dense dans W,
disjointe de V, qui se projette sur H suivant une variété J partout dense dans H,
D', disjointe de V, et contenant N' donc de classe 2.

LEMME 8,7. — Soient V<, Va, .... Vn des variétés linéaires fermées de
déficience infinie^ D une variété J de classe 2 partout dense^ D' une variété J
de déficience infinie. Il existe un unitaire U tel que U(D') soit disjointe
de Vi, Va, . . ., Vyi et incluse dans D.

Démonstration. — II existe (lemme 8,6) une variété J, D^ cD, partout dense,
de classe 2, disjointe de Vi ; puis une variété J, Da cD< (donc disjointe de Vi),
partout dense, de classe 2, disjointe de Va, etc; finalement, on a une variété J,
D^cD, partout dense, de classe 2, disjointe des Vi. Il suffit alors d^appliquer le
lemme 8,1.

En particulier :

THÉORÈME 8,2. — Soient V^, Va, .... \n des variétés linéaires fermées de
déficience infinie^ et D une variété J de déficience infinie. Il existe un
unitaire U tel que U(D) soit disjointe des Vi.

Etablissons maintenant le

THÉORÈME 8,3. — Soient D^ Da, Da, trois variétés 3 de déficience infinie;
il existe un unitaire U tel que U(D3) soit disjointe de D^ et Da.

Démonstration. — On peut supposer D^, Da, Da, partout denses non fermées,
en les remplaçant au besoin par des variétés J plus grandes. Si Di+Da est non
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fermée, l'existence de U résulte du lemme 8,3. Si Di4-Da==H, il existe
(prop. 3,12) deux variétés linéaires fermées Vi, Va, avec:V<nVa=o; V< -+- Va==H;
Di == Vi 4- (Di n V^) ; Da = ¥24- (Da n V, ). D< n ¥3 et Da n V< sont non fermées
(donc Vi et Va ont une dimension et par suite une déficience infinies). Il existe
donc (lemme 8,3) deux variétés J de classe 2, Ai cVi, A a C V a , disjointes respec-
tivement de D i n V i , DanVa , partout denses respectivement dans V<, Va.
Alors. D = = A i - h A a est une variété J partout dense dans H, de classe 2,
et D n D i c V i , 1 5 n D a C V a . Il existe (lemme 8,7) un unitaire U tel que t^D^)
soit incluse dans D et disjointe de Vi, Va, donc de Di, Da.

THÉORÈME 8,4. — Soient D. D' deux variétés J non fermées complémen-
taires; on peut trouver deux variétés linéaires fermées à oo dimensions ortho-
gonales complémentaires disjointes de D, D'.

Démonstration. — II existe deux variétés linéaires fermées à oo dimensions,
V, V, orthogonales complémentaires, et deux variétés J non fermées, A, A'
avec [A]==V, [A']==V', telles que D = V + A \ D'==V'4-A (prop. 2,5).
Soient W, W deux variétés linéaires fermées orthogonales complémentaires
à oo dimensions; soient V, V, deux variétés linéaires fermées orthogonales
complémentaires, en position p avec W etW, asymptotiques à W et W7. Il existe
un opérateur isométrique U transformant VenV, tel que A == U ( A ) soit disjointe
de PyWet PyW qui sont non fermées (th. 8,3); de même, il existe un opérateur
isométrique U' transformant V en V, tel que A'== U( A') soit disjointe de Py'W
et Py-'W. Par construction, D=V4-A / et D'^V^A sont disjointes de W
et W. Mais J == UPv-+-U'Pv- est un unitaire, et J(D) = D, J(D') ^= D'.
Donc .^(^V) et J^ '^W) sont les variétés linéaires fermées du théorème.

A. Un résultat auxiliaire. — PROPOSITION 8,1. — Soit V une variété linéaire
fermée en position p avec H dans H® II' asymptotique a H et H'; soit
V^ (H® H') eV. Considérons les variétés J complémentaires non fermées
D == PnV, D'== PHV\ et la variété J non fermée D~== PuPvII C D. Il existe une
infinité de variétés linéaires fermées^W c D, à oo dimensions^ disjointes de D'
etD.

Démonstration. — II existe (prop. 1,8) dans H (rcsp. V; H') des variétés
linéaires fermées orthogonales complémentaires H1, H2 (resp. V1, V2; H'1, H'2)
telles que :

V'cH1®^; V1 en position^ avec H1 dansH1®!!4; j3(V1 , I^X^-

V^H3®!?2; V3 en position/? avec H2 dans H2 ©H'2; (3(V2, H'2) < ^.

On a PvH^V^+Pv'H2 , PvIT== V^+PviH'1. Pv.H2 et PviH" sont non
fermées, partout denses dans V2 et V1 respectivement. Soient Ai et Aa deux
variétés J de classe 2 telles que [Ai] r==V1, [Aa] =V2, disjointes respectivement
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de PviH'1 et PyH2 (lemme 8,3). Soit A un ope râleur linéaire fermé biunivoque
tel que DA==AI , ^==^2 (th. 7,3). Les vecteurs X+AX décrivent, quand X
décrit A^i , une variété linéaire fermée W, disjointe de V1 et V2, telle que
PV.W==AI, Pv,W==Aa, donc asymptotique à V1 et V2, et disjointe de PyH
et PyH7. Donc PnW est disjointe de PnPyH et de PHPyH'^PHVnPHV
(remarques ^l). Comme PnWcPnV, on voit que PnW est disjointe de PnV'.
D'autre part, puisque W est asymptotique à V1 et disjointe de V1, il existe une
suite de vecteurs unitaires X^ de W tels que lima(Xi, V') == o, donc tels que

f==ao

lima(X,, H)< T C" Par suite (th. 1,5) W n'est pas complètement asymptotique
i=: w - __

à H', donc (th. 1,4*) PnW contient des noyaux qui sont les variétés linéaires
fermées W de la proposition.

IX. — Applications des théorèmes de disjonction.

1. LEMME 9,1. — Soient Vi, Va deux variétés linéaires fermées de H, V 2 C Va
une autre variété linéaire fermée, et D == Py^ Va. On a

Pv.(Vie[D])=Pv.Vin(V,eV2).

En particulier^ si Vi n (HeVa) -= o ((^est le cas si V< et Va sont en position //),
D est partout dense dans Vi si et seulement si Va 9 Va et Py,Vi sont disjoints.

Démonstration. — Si X ePv.(V, e[D]), on a X=Pv.Y, où YeVie[D].
Donc: 1° X€?v,Vi; 2° (Y, T)==o pour tout Y'€D, donc (Y, X') == o pour
tout X'e Va, donc (X, X') == o pour tout X'€ Va :XçVa9Va. Réciproquement,
s iX€Pv .Vin (Va9Va) , on a : i° X == Py.Y, où YçV^ 2° (X, X')=opour
toutX'çVa, donc (Y, X') == o pour tout X'eV.j, donc (Y, Y')==o pour tout
y€D:YeVi9[D].

2. Prolongements d'un opérateur fermé A. — Soit A un opérateur linéaire
fermé uniforme, avec [DA]=H(A est dans le cas/?'). Peut-on prolonger A de
façon qu^il reste uniforme? C^est évidemment impossible si A est borné, car alors
DA==H. Supposons donc A non borné, c'est-à-dire DAT^H. Comme le fait
remarquer STONE (*3), il est facile de prolongerA : SOUX^DA; on pose: AX== Y,
où Y est arbitraire et Fon prolonge A par linéarité dans {D^, X} ; STONE montre
aisément que l^opérateurA obtenu est encore linéaire fermé uniforme. A est évi-
demment non borné, donc D^ 7^ H (d^ailleurs, nous savions que D^ est de
déficience infinie dans H) et Pon peut recommencer. Il ne peut donc être question,
dans le cas non borné, d'opérateurs linéaires fermés maximaux, si l'on donne à ce
terme un sens analogue à celui qu'il a dans la théorie des opérateurs symétriques.

(43) [1]» P* 4^- Von Neumann [2], p. 3io, s'occupe aussi décès problèmes de prolongement.



— 88 —

On va généraliser ceci par l'emploi des images. Soit V l'image de l'opérateur
linéaire fermé A (que nous ne supposons plus dans le cas //) par rapport à H
H', U. Prendre un prolongement linéaire fermé A de A revient à prendre une
variété linéaire fermée V D V. Le nombre de dimensions de VeV sera appelé la
dimension du prolongement. SôitV^ <?£eV (X -=. HeH') l'image de—A*-1 par
rapport à H, H', U. On a VeV c V, de sorte que le prolongement de A peut tou-
jours être considéré comme emprunté à —A*-1. Comme U(V), U(JCeV) sont
les images de — A*, — A*, on voit aussi que :

LEMME 9,2. — Si A est un prolongement à m dimensions de A, A* est un
prolongement à m dimensions de A*.

Il est immédiat aussi que :

LEMME 9,3. — Si A est un prolongement à m dimensions de A, avec m fini.
on a: DA == DA -\-p^ où p est une variété linéaire fermée de dimension finie.

Revenons an cas où A est dans le cas//. D'après le procédé de STONE, on peut
toujours faire, d'une infinité de manières, des prolongements uniformes de
dimension finie, quand A est non borné. Mais peut-on faire des prolongements
uniformes de dimension infinie? (Si un tel prolongement était impossible pour
certains A, on pourrait introduire une nouvelle notion d'opérateur maximal, de
même qu'on a défini les noyaux maximaux dans les variétés J). Il s'agit dç trouver
dans V7 une variété linéaire fermée v à oo dimensions telle que (V©p)n tT==o .
On va voir que, pour A non borné, c'est toujours possible d'une infinité de
manières. La condition nécessaire et suffisante pour que (V®p)nH'=== oestqu'on
ne puisse trouver deux vecteurs, ZçV, Z'e ̂  tels que PflZ^PnZ^ sauf si
Z==Z'==o. Or, les vecteurs de V dont la projection sur H appartient à
PHV==DA forment la variété Py H' (remarques <%). D'où: (Vœ^nIT^o si
et seulement si ^nPv.H'==o. Or, V^ et H'sont en position p ' ' , de sorte que
[Py'H']== V. On pourra donc (lemme 8,3) trouver des variétés linéaires fermées
disjointes de Py'IT si et seulement si P^ïT est non fermée (et alors, P pourra avoir
oo dimensions), c'est-à-dire si IT et V sont asymptotiques, c'est-à-dire si A est
non borné. Donc :

THÉORÈME 9 , 1 . — Un opérateur linéaire fermé A dans le cas p1 admet un
prolongement fermé dans le cas p1 si et seulement si A est non borné; et il
existe alors une infinité de tels prolongements à oo dimensions.

Supposons maintenant A dans le cas/? : A-1 est uniforme, et [AJ==H. Peut-on
prolonger A en A de façon que A fermé soit encore dans le cas/?, c'est-à-dire que
AetA-1 soient encore uniformes (on aura évidemment [D^] == [A^] = H) ?
C^est impossible (th. 9,1) si A est borné ou si A"' est borné. Supposons donc
DA^H, A A ^ H : alors, parle procédé de STONE, on voit aisément qu'on peut
obtenir des prolongements linéaires fermés dans le cas/? de dimension finie. Mais
peut-on obtenir des prolongements linéaires fermés dans le cas p à oo dimensions ?
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Revenant aux notations antérieures, V et H sont en position JD, on veut que
(V®^) n H == (V(BP) n ïT=== o ; comme plus haut, on voit que ceci revient à exiger
que v soit disjointe de Py'H, Pv'H7, qui sont des variétés J complémentaires dans V7.
Il est donc nécessaire que Py'H et Py'ïT soient non fermées (c'est-à-dire que V
soit asjmptotique à H et H\ c'est-à-dire que A et A~~1 soient non bornés); réci-
proquement, si cette condition est remplie, on pourra (th. 8,4?) trouver une
infinité de variétés linéaires fermées p, disjointes de Py'H et Py'H^ à oo dimen-
sions. Donc : ^

THÉORÈME 9,2. — Un opérateur linéaire fermé dans le cas p admet un pro-
longement fermé dans le cas p si et seulement si A et A-1 sont non bornés; et
il existe alors une infinité de tels prolongements à oo dimensions.

Prolongements simples. — Reprenons l'opérateur linéaire fermé A dans le
cas p elles notations précédentes. La recherche d'une variété linéaire fermée v c V
disjointe de Py'H et Py'ET revient, en projetant sur H, à la recherche d'une variété J,
de PHV'(==AA*), fermée dans la topologie de PaV, disjointe de PnPy H = (^A*A)
et de PHPV'H^^DA^AA*). Remarquons que la donnée de A et de A définit uni-
voquement d: car, quand on fait varier la symétrie U, PH ( V © V ) ne change pas.
Ainsi :

PROPOSITION 9, I . — Le prolongement linéaire fermé dans le cas p le plus
général de l'opérateur linéaire fermé A dans le cas p s'obtient de la manière
suivante : on prend une variété J, rfcA^, fermée dans la topologle de A^*,
disjointe de D^ et de A^? pour tout vecteur

Z = X -+- Y € D ^ = D A - I - ^ ( X € = D A , Ye</),

on définit A par : AZ == AX — A*-1 Y.

Cette construction est certainement possible, d'après le th. 9,2 dès que
A et A-1 sont non bornés. Mais on peut supposer d sous-variété J simple de D^i
et [d] disjointe de PnPv'H et PnV, car c'est là une conséquence particulière de la
prop. 8,1. D'où la notion que voici : on dira qu'un prolongement linéaire
fermé A de A (fermé dans le cas/?) est un prolongement simple lorsqu'il peut
s'obtenir par la construction de la prop. 9,1, d étant une sous-variété J simple
de Attelle que [ r f jnD^ ==[d] nA^^o- Tout prolongement dans le cas p de
dimension finie est un prolongement simple (car alors d est une sous-variété J
simple de A^* disjointe de D^et AA*A? et [d] =d). Mais la proposition (8,1) nous
apprend l'existence de prolongements simples à oo dimensions. Il reste à prouver
que tout prolongement linéaire fermé dans le cas p n'est pas simple. Pour cela,
supposons que, non seulement p, mais V^e^ soit disjointe de Py'H et Py^KT (ce
qui, d'après le théorème (8, A), est possible d'une infinité de manières). Alors,
(lemme 9,1), PH^ == d est partout dense dans H; donc ûîjne peut être sous-variété J
simple de PnV^ de sorte que le prolongement ^correspondant A de A n'est pas
simple (et même n'est pas prolongeable en prolongement simple de A).
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3. Restrictions d'un opérateur fermé A. — Si A. est dans le cas/?', on peut
chercher s'il existe des opérateurs linéaires fermés dans le cas //, A, dont A soit
prolongement. Il faut que [D^] = H. (A est évidemment, comme A, uniforme). Si
A est dans le cas/?, on peut chercher s41 existe des opérateurs linéaires fermés
dans le cas/?, A, dont A soit prolongement. Il faut que [D^] == [A^] == H (A et A-1

sont évidemment, comme A et A~1, uniformes). On pourrait traiter ces problèmes
comme au paragraphe 2, mais on se ramène aussitôt aux problèmes de prolonge-
ments, grâce au lemme 9,2, en échangeant les rôles de A et A*. Ainsi le premier
problème admet une infinité de solutions dès que A est non borné, et le deuxième
problème admet une infinité de solutions dès que A et A~1 sont non bornés (dans
les deux cas, on peut alors supposer que A est un prolongement de À à oo dimen-
sions), Ces conditions sont d^ailleurs nécessaires. En particulier, on voit que :

PROPOSITION 9,2. — Tout opérateur linéaire fermé symétrique A non borné
admet une infinité de restrictions fermées symétriques A ; 071 peut même sup-
poser que A est un prolongement de A. à oo dimensions.

4. Construction de Neumark. — NEUMARK a construit un opérateur linéaire
fermé symétrique K dont le carré n^est défini qu^en o, c^est-à-dire tel que
D&nA^sso. Une telle construction est aisée à partir des théorèmes du chapitre 8.
Soit A un opérateur linéaire fermé symétrique dans le cas/^, avec A et A~1 non
bornés; soit V son image par rapport à H, H', U ; soit S€ = HeH', V'== ^CeV.
On sait que : D^ == PiiV? AA^ Ay == PnV. Soient v et p, deux variétés linéaires fer-
mées orthogonales complémentaires dans V, à oo dimensions, disjointes de PyH
et PyH', qui sont complémentaires dans V et non fermées (th. 8,4); v est Pimage,
par rapporta H, H', U, d^un opérateur K. : i° [D^] == [PH^] == H (lemme 9,1) puis-
que (Vep)n PyH ==o. Comme PCV, K est symétrique, (et même, on le voit
aisément, dans le cas /?); 2° Les X ç V tels que PaX^PaV sont dans Pyîl'
(remarques cR,); comme v est disjointe de P V Ï I ^ D R ^ P H ^ est disjointe de
PnV'==AA*. A fortiori^ D ^ n A K = = o . D'où un résultat plus fort que celui de
NEUMARK.

THÉORÈME 9,3. — Soit A un opérateur linéaire fermé symétrique dans le
cas /?. Dès que A et A-1 sont non bornés^ A est prolongement d'une infinité
d'opérateurs linéaires fermés symétriques K, d9 indices de déficience (oo, oo),
tels que D^ n AA* == o ( donc-^ a fortiori, qui n^ont pas de carré).

On peut même remarquer, en raisonnant sur v comme sur (^, que [Pn^]==H,
P^P n A A * = = P n ^ n D R ==o, DA ==DR4-(PH^). La construction de NEUMARK est
ainsi une application particulière de la

PROPOSITION 9,3. — Soient D, D'. deux variétés J complémentaires non fer-
mées; on peut trouver^ dans D, deux variétés S partout denses dans H, rfi et
c/2, disjointes entre elles et disjointes de D', telles que D == d^-\-d^.
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Observons aussi que V, (^ v sont orthogonales deux à deux, sous-lendent ^C, et
que chacune de ces variétés est en position^? avec H. D^où la

PROPOSITION 9,2. — On peut trouver trois variétés J partout denses^ deux à
deux disjointes^ la somme de deux quelconques d entre elles (forcément non
fermée) étant complémentaire de la troisième (>n).

Ainsi, alors que la somme de deux variétés J disjointes, dont l'une est non fer-
mée (prop. 3,7), on vient de construire trois variétés J partout denses disjointes
dont la somme est H.

o. Sur la topologie propre (Tune variété J. — PROPOSITION 9,5. — Soit D une
variété J partout dense non fermée. On peut trouver^ d^une infinité de manières^

deux variétés î partout denses disjointes Di et Da telles que D^Di-j-Da.
Alors, dans la to polo g ie propre de D, D< et Da sont fermées^ non asymptotï-
ques^ et sous-tendent D.

(Ainsi, Pexemple construit p. 43 i^a rien de pathologique.)

Démonstration, — D est projection sur H, dans H©H', d^une variété linéaire
fermée V en position p avec H. PyH est non fermée. Soit (th. 8,4") Wi et Wa,
deux variétés linéaires fermées à oo dimensions, orthogonales complémentaires
dans V, disjointes de PyH. D'après le lemme (9, l ) , on peut prendre : D< "^ P^Wi,
D^PHW^.

On peut, à ce propos, faire les rapprochements suivants :

i° Soit D une variété J non fermée, avec [D] = H. Si la variété J, D e D, est
partout dense dans la topologie deD, la deuxième interprétation de cette topologie
montre aussitôt que D' est partout dense dans H. De même, si D' est fermée dans
H. D' est fermée dans la topologie de D. Les réciproques sont fausses : la propo-
sition (9,o) le prouve.

2° Dans le lemme ('8,2), étant donnée une variété linéaire fermée V de défi-
cience infinie, on construit un opérateur linéaire fermé A borné dans le cas p tel
que [A(V)] ==H : A(V) est alors fermé de déficience infinie dans la topologie de
A^, diaprés la première interprétation de cette topologie.

6. Propriété caractéristique des variétés asymptotiques.—PROPOSITION 9,6.
— Soient V, W deux variétés linéaires fermées disjointes. Si V et W sont non

asymptotiques, V®W est strictement contenue dans V®W dès que la variété

linéaire fermée W est strictement contenue dans W. Au contraire^ si V et W
sont asymptotiques^ on peut trouver une infinité de variétés linéaires fermées

W c W. de déficience infinie dans W, telles que\@W=-\® W.

Démonstration. - Soit ^== V©W, V'=: 5C eV, D= Py-W, D == Py.W.

(**) On peut construire n variétés J (n fini quelconque) présentant une disposition analogue
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V et W sont en position/?" dans 9€^ donc W et V sont en position/?'; D est par-
tout dense dans V. D^autre part, V®W = [V 4- D], de sorte que VeW == 3€ si
et seulement si D est partout dense dans V7. Si W est non asymptotique à V, il y
a entre X e W et Py'X une correspondance biunivoque bornée dans les deux sens,

donc D, qui est fermée, est égale à V si et seulement si W === W. Si W est asymp-
totique à V, D peut être partout dense dans V7 avec une variété W de déficience
infinie dans W : il suffit (lemrne 9,1) que We W soit disjointe de PwV'.

Ainsi, on peut déterminer si deux variétés linéaires fermées sont asymptotiques
par seul emploi des opérations n et © (sans emploi de -+-).

7. Sur les systèmes L. — PROPOSITION 9,7. — Soit T un opérateur linéaire
fermé dans le cas p, bornée (S inverse non borné. Il existe une infinité de sys-
tèmes orthonormaux complets (ci) tels que la suite (Te») admette tout V espace
pour noyau (A5).

Démonstration. — Ay et Absout non fermées. Soit(lemme 8,3) D une variété J
partout dense dans H et disjointe de A-p,, et (a) un système orlhonormal complet
inclus dans D. On a { ^ i , ^2» • • • }cD. Posons Te/===Ai. Les Af forment un
système L. T* est défini (JULIA [2]) par

(T*X, ^ )= (X , A,) (1=1 ,2 , ...).

Maïs, comme j ^i, e^, . . . } nA-p== o ( / 1 6) , les systèmes du type

(A i , X)= Ci ( / = = I , 2, . . . ' ) ,

où Ci diffère de zéro seulement pour un nombre fini de valeurs de /, sont insolubles
sauf si tous les d sont nuls. Autrement dit, les équations

( Af, X) ==o (i == n -4- i . n -+- 2, . . . ),

entraînent X = o (car les A( sous-tendent H puisque T est dans le cas/?). Donc
[An, A^i, . . . ]== H pour tout /i, c^est-à-dire que (A;) admet H pour noyau. En
particulier, aucun vecteur de la suite n^est essentiel.

8. Représentations covariantes et contravariantes d'opérateurs fermés. — On
peut construire des opérateurs linéaires fermés par les deux méthodes suivantes
(JULIA [4] [9]).

Soient (Ai) et (A^.) deux suites de vecteurs :

i° On définit le transformé d^un vecteur X comme le vecteur Y qui a mêmes
coordonnées covarianlâs par rapport aux K\ -que X par rapport aux A( :

( A , , X ) = ( A ; . , Y ) ( ? = = i , 2 , ...).

Désignons par %! (A», A^.) l^opérateur obtenu ; il est fermé.

(4 i) Sur cette notion, cf. JULIA [7], [81.
( 4 6 ) On peut réaliser cette disposition sans emploi d-u lemme 8,3.
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2° On prend le plus petit prolongement linéaire fermé de l'opérateur qui trans-
forme Ai en A^. pour touti. Soit ^3 (A,-, A^.) cet opérateur (47).

Ces opérateurs peuvent être multiformes. Mais, si les suites (Ai), (A^) sont des
bases faibles, %i(Ai-,A^) et ^(A^A^) sont uniformes. C'est immédiat pour
^(Ai, A^) ; pour %a(Ai, A;), remarquons que X a mêmes coordonnées contrava-
riantes, par rapport aux Ai, que le transformé de X par %a(Ai, A^ ), par rapport
aux A; ; donc, si Pon désigne par (B»), (B^ ) les suites duales de (A»), (A;.), on a

(i) ^-(A,, An^i(B,, B;.).

De même

(!') ^(B,, B;.)^^, A;.).

Limitons-nous désormais aux suites de vecteurs qui sont des bases faibles. Si
Pon avait toujours : %a (A^, A^ ) = %i (B», B; ), il suffirait d'étudier les opérateurs
du type %i. Mais on verra qu'il n'en est pas ainsi : c^est le but de cette étude,
proposée par JULIA quand les A( forment une base orthonormale de H.

La méthode des images éclaire cette question et montre sa connexion avec celle
des opérateurs adjoints. Soit H' un espace de Hilbert orthogonal à H. U étant une
symétrie de 3€ = H®H' qui transforme H en H', on posera :

On a
À , = = U A ; , B , = U B ; , C f = A , - h A f , D f = = — B ; - 4 - B f .

\Ci, D / )=- (A^ , By)-h(A, ,B/)==-^y-4-^=o,

donc Ci et Dy sont orthogonaux.
Image de ^(Ai, A;. ) par rapport à H. H', U : c'est V2==[Ci, Ça, . . .]. De

même, l'image d e — ^(B», B;)==^(—Bt, B;)es tV,==[Di , Ds, . . . ] . Comme
(Ai) et (A^. ) sont des bases faibles, on voit que

[PHV,] = [PHV,] == H, [PirVa] = [PH'V,] = H' ;

comme ¥2 et V^ sont oij-thogonales, on en déduit que

Vs n H == Vs n H'= V^ n H = V, n H' = o;

bref, Va et Va sont en position^ avec H etïT, ^(Ai, A,' ) e t%2(Bi , B; ) sont dans
le cas/?. De plus, Porthogonalité de Va et V^ prouve que

-^(B,BÎ)^-^-i(A<,An,

^(B<,B;)^^(Af, An,

ou
(2)

De même
(2') ^ (A,, An^^-^B,, B;.).

Image de ^(A», A;) : soit XçH, Y e H ; la relation (A^ X)=—(A,7 , Y) peut

linéaire fermé est du type S, ou du type Çç, et même qu^il est
plus précises encore : il suffit de partir de la proposition 7.3.

( 4 7 ) On sait que tout opérateur
susceptible de représentations 1
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s'écrire
( A ( + Â < , X-+-UY)=o ,

ou : X-4- UY orthogonal à Ci.
Donc l'image de %i(Ai, — A[ ) par rapport à'H, H', U est V< = ̂ CeVa; de

même, l'image de ®i(Bf, B,' ) est 'V\ = 3€eV^ Donc

(3) ^(A/, An^î-^A,, AU.
De même
(3') .^(B^BH^^-^B,, B|).

On voit que <&^ (A(, A^ ) et ®i (Bi, B^ ) sont dans le cas p . On retrouve, à partir
de (2), (27), (3), (3') les relations (i), (i').

Donc la question de savoir si l'on a égalité ou inégalité dans ces relations se
ramène à la question suivante : Va et V^ sont-elles ou non complémentaires
danser? ^

Nous allons voir que les deux éventualités sont réalisables, et même en restrei-
gnant beaucoup les conditions du problème : en effet, d'une part, on va partir
d'un opérateur linéaire fermé T dans lecasjo donné ; soit V son image par rapport
à H, H', U; soit V== ^CeV l'image de —T*-1. On va chercher des représenta-
tions de T du type ̂  ou ©a, et même (deuxième restriction) on imposera aux A(
d'être une base orthonormale de H : ils sont alors confondus avec les Bf ; on posera
Ai-= Bi ==<?,•.

Pour que T puisse être du type î?a(^i» A^ ), il faut que ei e PnV == DT. Alors,
^i^PuCi, où CieV. Soit Ai= PH'CI, A^ ==UAi. L/opérateur ^(^n A,') a pour
image [Ci, Ça, . • ••l, de sorte que %a(^t'î A^ )^T. Inégalité a lieu seulement si :

Condition YI : j Ci, Ça, . . • j est partout dense dans V, c'est-à-dire que { ^ , ^ a , . . . }
est partout dense dans Dj au sens de la topologie propre de D^.

Les A.[ forment dans H une base faible si et seulement si les circonstances sui-
vantes sont réalisées :

a. { A i , Aa, . . . } est partout dense dans H'; ceci est une conséquence de la
condition yi.

6. Les A( admettent une suite duale (B(), ou, ce qui est équivalent (48),

^(PHV^PHV'),
c'est-à-dire encore :

Condition y a : { ^ i , ^ , . . . ( C (PnV) n (PH^).
Alors,—^==PHD(, où DieV, et Pn/D^^Bi. D'autre part, il existe dans H7

(4 8) En effet, les conditions : (i) (B,, A^.) = ô^. sont équivalentes aux conditions

(~^-hB;, G,.) = (- <?„ ^.) -+- (B;, A , ) =- 5;̂  ô^. = o

pour tout i et y. L'existence des B; satisfaisant à (i) est donc équivalente à l'existence de vecteurs
D;=—e^-+-B;avec (B^tT) orthogonaux aux C; donc à V, donc appartenant à V, ou encore à
"existence de vecteurs H;€V tels que PnD;=—e^
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une suite E, telle que

Cf=PyE, , D,=Pv'Ef, E,= Cf-*-D,=A,+B, (*9).

On posera UB/^B,7.
c. Condition y 3 : jB^ 62, . . . ! est partout dense dans H'.

Les conditions yi, y^î Ï3 étant supposées vérifiées (elles ne concernent au fond
que les ^i), on sait que W'=-- [D<, Da. ... ] est l'image de — ̂ (e,, B^), que V
est Pimage de — %<(^, A; ) ̂ —Ç:-1^, A; ), et que W == XeW est Fimage
deÇi^B;^^:--1^^). On a VcW, donc î^, A;. ) = T.^ %,(^, B; ).
De même, W'.cV, donc %2(<?o B; ) ̂ T*-^ ̂  (<?,, A; ). L'écart entre les
modes de représentations ^(^i? Aj ) et ^(^i, B^) est matérialisé par la variété
r = WeV == V'eW. De même pour Pécari entre ^(B;, a) et ̂  (A;, ei) (seul,
a priori^ %i(A^, e,-) représente exactement T*).

Ceci posé» le problème est le suivant : tout en vérifiant les conditions y<, Yq, y.^,
peut-on s'arranger pour que v = o ou au contraire pour que la dimension de v soit
finie ou infinie? Observons d'abord queyi , ya, fa font intervenir, non pas les e,
individuellement, mais la variété e == \e^ e^ . . . }, car le choix de e détermine
les variétés { C i , €2, . . . } et [B|, Bs, . . . \\ une fois e choisie conformément à
YI) T2î ï:i» il suffira de choisir dans e unsystème orthonormal sous-tendant \e\ = H
(ce qui peut se faire d'une infinité de manières) pour avoir des a satisfaisant à
ïlî Ï2, Ï3.

S o i l ê = = { E < , Ea, . . . }. On a e = PnPyê= PnPv^- Au lieu de partir de e, on
peut partir de ê, et prendre e == PuPyê. La condition yi est alors remplacée par :

Condition ̂ \ : Pyê est partout dense dans V.

La condition ya sera automatiquement vérifiée; la condition y3 devient (puisque
B/r=P^PvJE,).

Condition y^ : PH'PV'^ est partout dense dans H'.
Comme Di==Pv'Ei, on a : W^ [Py'ê]. Donc, si l'on veut réaliser V == W,

auquel cas T = ̂  (^, A[ ) -== ̂  (e/, B^. ), il faut et il suffît que l'on ait :
Condition y'g : Py'ê est partout dense dans V7; et si l'on veut V e W, il faut et

il suffit que l'on ait :
Condition "^3 : Py'ê est non partout dense dans V7.

Conclusions. — i° Cherchons à réaliser V == W. On aies conditions néces-
saires et suffisantes ̂ \ et ^3 (cary^ entraîne y^). D'après le lemme 9,1 ces con-
ditions sont équivalentes à ETe [<ê] disjointe de PH'V et PH'V* Ceci peut toujours
être obtenu en prenant [ê] -= H'; mais, dès que les variétés J complémentaires
PH.V et PH'V sont non fermées, c'est-à-dire dés que T et T-1 sont non bornés,
ceci peut être obtenu avec une variété He[êjà oo dimensions (th. 8,4).

2° Cherchons à réaliser VSW; on a les conditions nécessaires et suffisantes
Y'i? T ^ î Y ^ ; on va ^es remplacer à nouveau par d'autres conditions; d'après le
lemme 9,1, y'i est équivalente à :

( 4 9 ) Car C;-l-D;=<?,-4- A^—^-4-B,== A^-+-B;== E,€H ; donc C,= PvK;, D;== Pv'E;.
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Condition ^ ' [ : ïl^e[&] est disjointe de PH'V. De même, Vg est équivalente à :

Condition y: :(H'e[<ê])n (PH'V) 7^0 (elles XeV tels que Pn'XetTefê]
constituent la Variété v == WeV : on voit que P^v est une sous-variété J simple
de P^V).

Enfin, Pn.(Pv'ê) est partout dense dans H' si et seulement si v == V^Py'^] est
disjointe de Py'H^ c'est-à-dire si les vecteurs de V7' qui se projettent sur H' à
rintérieur de H^e[ê] sont extérieurs à Py'H', c^st-à-dire enfin si :

Condition y'3 : tTe^] est disjointe de P^Py'IT.
La condition y^ impose H'Q^]^ o; alors, ^ ' [ n'est réalisable que si PH'V est

non fermée, c^st-à-dire si T-1 est non borné ; y'3 n^est réalisable que si Pn.Py'H' est
non fermée, c^est-à-dire si T est non borné. Donc, si T, dans le cas jp, est borné
ou d^inverse borné, on aura toujours :

T=%,(^, A; - )==%,(^ . B;.). ^==^(8;., ^ )==^(A; , e,).

Mais, si T et T~' sont non bornés, y^, y^, y^ sont réalisables, d'après la
prop. 8,1, avec même des variétés H'e[<ê], donc des variétés ^, à oo dimensions.
Donc, dans ce cas, %i(^(, B\,) est un prolongement linéaire fermé à oo dimensions
dans le cas p de T==î>î(ei^ A;). De plus, les conditions y^, y^, y^, par leur
caractère nécessaire et suffisant, montrent que ^^(e-^ B^ ) est un prolongement
simple arbitraire de T"^. Donc :

THÉORÈME 9,4. — Soit T un opérateur linéaire fermé dans le cas p.
Choisissons dans Dj- un système orthonormal complet (e,) tel que les Tei == A,
forment une base faible et tel que T == "^(e/, A^. ). Ce choix est possible d'une
infinité de façons^ et. suivant le choix fait^ on peut avoir les cas suivants :

( 1 ) T=^(<?f, A;)=%i(<°,. B;). T*==^(B; -^)=^« < A Î , ^ )

{la suite B^ étant la duale de la suite A^). Cette circonstance se présentera
seule si T est bornée ou si T"' est bornée cas dans lesquels on a de plus

[A\ -^ 1^, À, -4-B^, . . . ] = = H.

Dès que T et T~1 sont non bornés, cette circonstance peut être réalisée avec
une variété [A.\ 4- B\, A^ 4- B',, . . . j de déficience quelconque.

(2 ) T=^2(6, , A ; - ) < ^ , ( ^ . B;): T*=^itA;, ^)>%2(B; . , Ci)

seulement si T et T~~' sont non bornés, '^(é'/, B[) est alors un prolongement
simple arbitraire de T~1. Si n est la dimension du prolongement et d la
déficience de la variété [A'< 4- K\, A's 4- B'a, . . . ], on a : n ̂  d\ Les vecteurs

C19) Les vecteurs irréguliers forment une sorte de domaine générateur des domaines où
00 «O 30

^T(A;, X) |2<-4- oo,^J(B;, Y ) |2<^oo , (X, Y)^[A^T)(B;., Y).
i3=l i==l s- • i=i

Cette question sera étudiée ailleurs.
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irréguliers de la suite A^ ( 7 0 ) sous-tendént une variété linéaire fermée à n
dimensions.

X. — Domaines d'existence des opérateurs symétriques.

1. Définition des variétés Jg. — On sait qu'une variété J est définie à une
transformation isométrique près quand on connaît la suite de ses valeurs propres
(qu^on peut supposer entières), donc quand on se donne, pour chaque entier À-,
la multiplicité de la valeur propre k\ celte multiplicité peut être nulle ou infinie.
Si, pour tout A:, cette multiplicité peut être supposée infinie, nous dirons qu'on a
une variété Jg. Toutes les variétés J§ sont isométriquement équivalentes. Elles
sont de classe 2 a.

LEMME 10,1. — Soit (Vi) une suite de variétés linéaires fermées deux à
deux orthogonales^ à oo dimensions. Soit D V} ensemble des Xe[V<, Va, .. .J

oo '

tels que ̂  i21| P^X [|3 < 4- oo. D est la variété Js la plus générale.
i=l

Démonstration. — Si (e[, e^ . . . ) est une base orthonormale de V\,
les e\{i= 1 ,2 , ... ; j = i , 2, ... ) forment une base orthonormale de D avec les
valeurs propres correspondantes a{=j.

LEMME 10,2. — Soit D^une variété Jg, et D 'cHe[D] une variété J
quelconque; D 4- D' est une variété Jg.

Démonstration. — Supposons D construite à partir des variétés Vi comme
dans le lemme 10,1. Soit d'autre part (a) une base orthonormale de D', (ai) une
suite correspondante de valeurs propres qu'on peut supposer entières. Soit ^
la variété linéaire fermée sous-tendue par les e^ pour lesquels âk == î, et
soit W,= V, e ̂ . D 4- D' est Pensemble des Xe[W<, Wa, ...] pour lesquels

^î2 ||Pw,X||2 < 4-00. Vt, donc a fortiori W(, ont oo dimensions pour tout /.
i==i
Donc D 4- D' est une variété Js (lemme 10,1).

LEMME 10,3. — Soit D une variété Jg et v une variété linéaire à n dimensions
{n flni)\ D -\- v est une variété J§.

Démonstration. — Supposons D construite à partir des variétés Vi comme dans
le lemme 10,1. Soit pi==Pv^; ^ a une dimension finie. Soit V i = = V ( e p t ;
V( a oo dimensions. Soit D la variété J formée des Xe[Vi, Va, ...] pour

lesquels ̂ '2 [| Pv,X|[2 < 4- oo et D'la variété J formée des Y€[^ | , ^2, . ..] pour
<==!

oc

lesquels ^i21| P,,Y||2 < 4-00. D est une variété Jg; on a, D==D4-D',
/=i

donc, D4-P=D4- (D '4 -P ) . Or, D'4-^cHe[î)]. Donc (lemme 10,2) D 4-^
est une variété J§.

LXXUI.
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THÉORÈME 10,1. — Soit un opérateur self-adjoint K dont le spectre contient
un serment (o,e) (e^o). à^est une variété J§.

Démonstration. — Soit E\ la décomposition de l'unité attachée à K,
et VA -==- AE . Posons, si par exemple £ ^> o :

w«=Ve/^eV£y^i (/i = = = i , 2, . . . ) ;
w = W i © W 2 ® . . . , vr= Hew.

Les W^ ont oo dimensions et réduisent K. XçW est un vecteur de A^ si, et
00

seulement si, 'Vl2 | |P^X[j2<4-oo. Donc A^ n W est une variété Js. Comme
i==i

A K = ( À R n W ) ^ ( A R U W ^ A K est une variété Jg (lemme 10,2).

Proposition 10,1. — Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés bornés
dans le cas p. Si les spectres de A*A et B*B contiennent un segment (o,£), il
existe un opérateur de première classe L et un unitaire U tels que A = UBL.

Démonstration. — Les spectres de \/A*A et ^ / n B contiennent le seg-
ment (o, ^/s), donc A^A el AV/B^B sont des variétés J§. Or, A^ ^. A^/^, \^ \ i^-u.
Il suffit d'appliquer les théorèmes 3,8 et 3,9.

2. Domaines coexistence des opérateurs fermés symétriques d'indices de
déficience (w, m). — THÉORÈME 10,2. — Toute variété J partout dense non
fermée peut être considérée comme le domaine (inexistence d^un opérateur
fermé symétrique d^ indices de déficience (w, m) où m est quelconque^ fini
ou infini.

Démonstration. — Soit D une variété J partout dense non fermée. Soit
(lemme.8,3) D' une variété J à w dimensions disjointe de D. Soit A == D -h- D\ II
existe un opérateur self-adjoint K tel que A = D K . Puisque A == D 4-D', D est
fermée dans la topologie A (théorème 3,11) et de déficience m dans A. Donc
(prop. 3,14) la restriction K de K à D est fermée symétrique; R est un prolon-
gement à m dimensions de K, donc K a pour indices de déficience (m, m).

En particulier, D peut être de classe 3, donc K-"1 complètement continu;- mais
alors, A^, fermée, n'est pas partout dense.

3. Domaines d'existence des opérateurs fermés symétriques d'indices de défi-
cience (m, n) (m^-n). — LEMME 10,4. — Soit S un opérateur symétrique
maximal élémentaire. D§ est une variété J§.

Démonstration. — Soit U le transformé de CAYLEY de S. On sait qu41 existe
une base orthonormale (^i) de H, telle que U soit défini par

U^==^+ i ( t= I, 2, . . . ) .
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On a DS==AA, où A = U — i . Or,

A* A = = ( L * — i ) ( U — i ) = = 2 — U — I J " = 2 — , > T .

Il est facile de calculer 2T sous forme matricielle par rapport aux a. On trouve

2T==

0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

0 0 1 . 0 I

0 0 0 1 0

2T est donc l'opérateur self-adjoint bien connu associé à la forme hermi-
tienne x^x^ 4- x^x^ 4- x^x^ -h x^x^ +. . .. On voit sans peine que (TX, X)
parcourt, pour |[X| |==i, le segment ( — 1 , 4-i ), qu'il n'y a pas de vecteurs
propres, et que le vecteur X de coordonnées

/» Arc cos \
(en, X) = f sinnt dt ( ^ = 1 , 2 , . . . )

^o

estune solution différentielle. Donc Ta pour spectre continu le segment (— i, -4-i).
Donc A*A a pour spectre continu le segment (o ,4 ) ï et \/A*A le segment (0 ,2) .
Donc (th. 10,1 ) DS~^/?-Î es tune variété Js.

LEMME 10,5. — Soit A un opérateur symétrique maximal non self-adjoint,
DA est une variété Js.

Démonstration. — Le lemme 10,4 supplique, c'est immédiat, aux opérateurs
symétriques d'indices ( i ,o) comme à ceux d'indices (o, i). Soit alors A, symé-
trique maximal non self-adjoint; on sait qu'il existe une variété linéaire fermée V
réduisant A dans laquelle A induit un opérateur symétrique d'indices (1 ,0)
ou (o, i). Donc V réduit D^, et VnD^ est une variété Js. Comme

D . 4 = ( D A n V ) + ( D A n ( H e V ) ) ,

DA est une variété Js (lemme 10,2).

LEMME 10,6. — Soit A un opérateur fermé symétrique. Si [A^] == H. A est
dans le cas p.

Démonstration. — A est uniforme, [D^] == H, par définition des opérateurs
symétriques. Il suffit de montrer que A-1 est uniforme. Or, si AX == o,
on a : o == (AX, Y) = (X, AY) pour tout Y e D^, donc A^ est orthogonal à X, et
par suite X == o.

LEMME 10,7. — Soit A un opérateur fermé symétrique dans le cas p,
d1 indices de déficience (m, n) où m 7^ n. D^ est une variété Js.

Démonstration. — Supposons par exemple m < n. Alors m est fini. A admet
un prolongement à m dimensions, soit B, qui est symétrique maximal non
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self-adjoint, d'indices (0,71—m). AA est partout dense, donc aussi AaDÂA, donc
(lemme 10,6) B est dans le cas p. On a : A ̂  B < B* ̂  A*, et, puisque A et B
sont dans le cas /?, D^ ̂  DA*, DB ̂  DB*. D'après le lemme 10,8, DB, donc
aussi De*, sont des variétés Jg. D'après le lemme 9,2, A* est un prolongement à
m dimensions de B*, donc (lemme 9,3) D^=Dy^rW où w -.-= o. Donc
(lemme 10,3) D^*, et par suite D^, sont des variétés Js.

THÉORÈME 10,3. — Sou A un opérateur fermé symétrique d'indices de
déficience (w, 71) où m yé. n. D^ est une variété Jg.

Démonstration. — Soit V la variété des zéros de A, et V'== H e V. D'après la
démonstration du lemme 10,6, V etV réduisentA, et [AJ = V. A induit dans V7

un opérateur fermé A' symétrique dans le cas p (lemme 10,6) qui n'est pas
prolongeable en opérateur self-adjoint dans V, car alors A serait aussi prolon-
geable en opérateur self-adjoint. Donc DA'==DA n V est une variété Jg (lemme 10,7).
Donc DA== DA'-Î- V est une variété Js (lemme 10,2).

On en déduit aussitôt le résultat suivant, qui entre dans le cadre du programme
tracé par Julia (étudier l'influence sur un opérateur de la structure du domaine
d'existence) :

THÉORÈME 10,4. — Soit A un opérateur fermé symétrique. Si DA n'est pas
une variété i^ A admet un prolongement self-adjoint.

(Thèse soutenue le 17 juin 1948.)
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