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ETUDE SUR LES VARIETES ET LES OPERATEURS DE JULIA,
‘ AVEC QUELQUES APPLICATIONS;

Par M. JacQues Dixmikr.

Introduction.

Dans son cours a la Faculté des Sciences de Paris, et dans plusieurs publica-
tions ('), G. Julia étudie I'analogie entre les fonctions analytiques et les opérateurs
lindaires de I'espace de Hilbert (2). Il établit notamment plusieurs propriétés fonda-
mentales des domaines d’existence et des domaines des valeurs des opérateurs
fermés, montrant ainsi I'intérét de leur étude. En particulier, il établit un théoréme
fondamental pour la suite, qu’a ce titre nous appellerons théoréme de Julia
(¢f. p. 32). Par la, il montre que les phénoménes analytiques singuliers
rencontrés antérieurement, en particulier dans I'inversion des opérateurs linéaires
bornés, sont de purs phénoménes géométriques, tenant a la position relative de
deux variétés linéaires fermées, et notamment des variélés asymptotiques (*)
(¢f. p- 21). Eu égard a 'importance de ces travaux, qui ont mis en évidence
le réle fondamental des variétés linéaires qui sont des domaines d’existence on
des domaines de valeurs d’opérateurs fermés, nous appellerons variétés de Julia
(en abrégé variétés J) les variétés en question. Le but du présent travail est de
poursuivre 1’étude de ces variétés, et notamment de leurs propriétés géométriques
et analytiques; nous appliquerons les résultats obtenus a plusieurs problémes.
Un résumé a é1é donné dans trois Notes aux Comptes rendus de I’Académie des

Sciences (Dixmier [1], [2], [3])-

1. Aux Chapitres 2, 3, 4, 5, on a cherché les propriétés géométriques des
variétés J. Jusqu'ici, on s’est surtout occupé des variétés linéaires fermées de
I'espace de Hilbert, et une étude générale des variétés linéaires paraitimpraticable,
parce qu'il existe beaucoup de types distincts de telles variétés, dont certains trés
pathologiques. Or, les variétés J forment précisément un ensemble de variétés

() Cf. en particulier : Julia, [1]. Les chiffres entre crochets renvoient &4 la bibliographie qu:
termine le travail.

(?) Par espace de Hilbert, nous entendons un espace vérifiant les axiomes A, B, C de B. von Sz.
Nagy, {1].

() Junis, [10), [11], [12].
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linéaires aux propriétés maniables, plus maniables méme, a certains égards, que
les variétés lindaires fermées que d’ailleurs elles généralisent. De plus, elles
s'introduisent automatiquement, et a plusicurs reprises, dans 'étude des variéiés
linéaires fermées.

‘Les variétés J forment, on le verra, un réseau (*), que nous étudierons, et
dont la généralisation aux espaces de Banach peut avoir de I'importance.

[’essentiel du théoréme de base concernant la projection d’une variété linéaire
fermée sur une variété lindaire fermée est énoncé dans Julia, [12], p; 226, n* 2.

Kéthe [1] a déja montré Dexistence, pour chaque variété J, de ce que nous
appellerons au Chapitre 5 une base orthonormale, et Neumark [1] a donné
quelques propriétés des domaines d’existence des opérateurs self-adjoints.

2. L’introduction des variétés J permet de se poser, conformément a I'idée
directrice de Julia, le probléme suivant, étudié surtout aux Chapitres 6, 7, 10 :
que peut-on dire d’'un opérateur linéaire fermé A quand on connait son domaine
d’existence D,, ou son domaine des valeurs A,, ou les deux ?

Dans cet ordre d’idées, certains résultats sont bien connus : a. Si D est ferm¢,
A est borné; b. D’aprés des résultats de Rellich [1], si A est self-adjoint comple-
tement continu, et B borné self-adjoint avec Ay cA,, alors B est aussi compleé-
tement continu. Nous étendrons ces résullats, montrant par exemple que la seule
étude de A,, (A opérateur linéaire fermé), permet de décider si A est comple-
tement continu ou non.

Au Chapitre 7, on cherche en particulier si 'on peut définir un opérateur linéaire
fermé A par la donnée de D, et A,. La réponse n’est pas triviale puisque, suivant
les classes (inlroduites au Chap. 5) de D, et A, le probléme peut étre impossible
ou avoir une infinité de solutions.

D’aprés une idée de Julia, un opérateur lindaire ne peut étre bien connn que
quand il est défini dans une variété linéaire fermée. Pour certaines classes
d’opérateurs, en particulier pour les opérateurs lindaires fermés (sauf ceux qui
sont complétement continus ou d’inverse complétement continu) quelques
résultats, qui raménent les opérateurs considérés anx opérateurs de la premicére
classe de Teeplitz, permettent de satisfaire a cette conception.

3. Von Neumann [ 1] a indiqué que la somme et le produit de deux opérateurs
lindaires fermés, méme délinis dans des variétés J partout denses, peuvent n’étre
définis qu’en o. Mais ses démonstrations s’appuient sur une série de résultats
antérieurs et sur des exemples construits analytiquement par des calculs difficiles.
I)’autre part, quand le domaine de définition de la somme ou duproduit n’est pas
réduit a o, il reste a savoir quels sont les opérateurs obtenus. On étudie ici ces
questions a deux points de vue :

@. On met en ¢vidence, au Chapitre 8, par des démonstrations géométriques
simples, les difficultés signalées par Von Neumann, et I'on généralise ses résultats.

(*) Les propriétés de ce réseau ont été¢ étudiées, indépendamment, par Mackey, qui a publié ses
résultats avant mes noges citées en (4) (Mackey [31).

-
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Iies théorémes obtenus expliquent plusieurs aspects de la pathologie des opéra-
teurs non bornés, et 'on en donne des applications au Chapitre 9; par exemple,
on retrouve aisément l'existence, établie par Neuwmark [2], d’opérateurs symé-
triques dont le carré n’est défini qu'en o; on voit immédiatement que tout
opérateur symétrique a une infinité de restrictions symétriques, etc.

b. Sortant du cadre des opérateurs lindaires fermés, on introduit, aux
Chapitres 2, 3, des opérateurs linéaires nouveaux, les opérateurs J, qui, a de
nombreux égards, sont plus maniables que les opérateurs linéaires fermés quc
d’ailleurs ils généralisent : principalement, la somme et le produit d’opérateurs J
sont des opérateurs J. De plus, ces opérateurs s’introduisent automatiquement,
et a plusieurs reprises, dans I’étude des opérateurs linéaires fermés : par exemple,
la seule multiplication de deux opérateurs linéaires fermés conduit a 'opérateur
le plus général. Le nom donné a ces opérateurs vient de la caractérisation qu’on
prend pour définition au Chapitre 2, et qui les lie aux variétés J grace a la
méthode des images de Von Neumann : on voit ainsi clairement quels sont les
opérateurs auxquels conduisent I’addition et la multiplication des opérateurs
linéaires fermés. La notion d’opérateur J est trés utile en outre dans l'étude
des variétés J elles-mémes. Au passage, on donne une condilion nécessaire et
suffisante pour qu’un produit d’opérateurs linéaires fermés soit fermé.

4. On sait qu’un opérateur linéaire A partout défini de I’espace H est borné si,
pour toute variété fermée V telle que HeV ait 1 dimension, A=* (V) est fermée.
Grace a I'introduction des variétés J, on peut, au Chapitre 3, étendre ces résultats,
On est alors conduit a des définitions purement algébriques, dans le réseau des
variétés J, des opérateurs linéaires fermés bornés, et méme des opérateurs J. ’

Je tiens a remercier M. Julia, sans lequel ce travail n’aurait jamais vu le jour;
c’est 'intérét de son cours a la Sorbonne qui m’a attiré vers I'étude de I'espacc
de Hilbert; c’est dans son cours et dans de nombreux entretiens qu’il a bien voulu
m’accorder, que j’ai appris toutes les idées qui sont a I'origine de ma thése.
J’adresse aussi mes remerciments a M. Valiron et 4 M. Favard, qui ont bien voulu
faire partie du Jury. Je dois enfin beaucoup 2 M. Aronszajn qui a suggéré de trés
nombreuses améliorations, souvent essentielles, a mon texte initial.

NOTATIONS.

ANnB et AuB désignent respectivement intersection et la réunion de deux
ensembles A et B; A c B signifie I'inclusion au sens large de A dans B.

Dans un ensemble E, une relation z ~ » entre éléments z, y est une relation
d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive. Une relation z > y-
est une relation d’ordre si elle est réflexive, transitive, et si les relations z > »,
¥ > z entrainent y = z. Si maintenant une relation 2 > y est seulement réflexive
et transitive, écrivons x ~ ) lorsque z > ¥ et y > z; alors : a. la relation z ~ »
est une relation d’équivalence; soit  la classe d’équivalence de z. b. siz>> 3,
r~z', y~y', onaaz'>y; écrivons alors £ > y. c. la relation £ > y est une
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relation d’ordre; nous dirons alors que la relation z > y est une relation d’ordre
au sens large.

Dans un espace de Hilbert H, on désigne par {1} et [IM] la plus petite
variété linéaire et la plus petite variété linéaire fermée contenant un ensemble 1.
St M, et I, sont deux ensembles, on écrit N, ~ IM, §’il existe un opérateur
unitaire U tel que I, = U(IM,), et M, ~ M, s'il existe un opérateur isomé-
trique I tel que M, =I[(IM,). Si V, et V, sont deux variéiés linéaires, on pose

Vi+Ve={V,uVyl, Vi@Va=[V,uVa]=[V,+V,].

On désigne par o la variélé réduite a I'élément o. On dit que deux variétés
linéaires V,, V, sont disjointes si V,nV;=0. Si V est une variété¢ linéaire
fermée, on désigne par Py Popérateur de projection sur V, par Sy la symétrie
(Julia [13]) par rapport a V. Si V, et V, sont deux variétés linéaires fermées,
avec V,CV,, on désigne par Vy 6 V, I'ensemble des vecteurs de V, orthogonaux
avV,.

Soit Vy, V, deux variétés linéaires avec V, € V; on dit que V, est de déficience n
dans V si I'espace quotient V/V, a n dimensions. .

Soit V,, V, deux variéiés linéaires fermées; on écrit V,cV, ou V5V,
si VinV, est de déficience finie dans V,, c’est-a-dire si v =V,0(V,nV,) a
un nombre fini de dimensions. Comme V,® V;=v e V, et que vnV,=0, il
revient au méme de dire que V, est de déficience finie dans V, & V,. La rela-
tion V,5V, est une relation d’ordre au sens large (*). La relation V,5V,,
V.oV, qui signifie que V, NV, est de déficience finie dans V, et V,, est une
relation d’équivalence, que nous notons V, = V.. (V, — 0 si et seulement si V,
a un nombre fini de dimensions). La relation V, >V, est une relation d’ordre
entre classes d’équivalence.

Si A est un opérateur, on désigne par D, son domaine d’existence, par A, son

domaine des valeurs, par A son plus petit prolongement linéaire fermé. On appelle
opérateur de premiére classe A un opérateur linéaire biunivoque borné et d’inverse
borné tel que D,= A= H. On dit que deux opérateurs linéaires A et B sont équi-
valents s’il existe deux opérateurs de premiére classe P et Q tels que B = PAQ.
Si les vecteurs propres d'un opérateur self-adjoint sous-tendent H, on dit que
I'opérateur est diagonal (parce qu’on peut le représenter par une matrice diagonale
infinie).

Un systéme de vecteurs est appelé systéme L s’il est transformé d’une base
orthonormale de H par un opérateur linéaire borné.

.(}) Démonstration : il est immédiat que V,5V,. Supposons V3V’ et V'5V". On a
V.=V nVecVcVev=yV,.

Par hypothése, V, est de déficience finie dans V’, et V de déficience finie dans V,. Un vecteurde V,
appartient A V si et seulement si il est orthogonal 3 V,@V, donc A Py,(V,© V), qui a un nombre
fini de dimensions. Donc YNV, est de déficience finie dans V,, donc dans V*. 4 fortiori, VAV'>VAV,

est de déficience finie dans V. Donc'VO V",
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On dit qu'une série de vecteurs est commutativement convergente si elle
converge indépendamment de I'ordre des termes.

Soient S = (a4, a,, ...) et S'=(a), a), ...) deux suites de nombres positifs.
S et §' sont dites équivalentes si les rapports a;" a; et a; ' a; sont bornés. S et 5’
sont dites semblables s’il existe une permutation de la suite S’ qui la rende
équivalente a la suite S.

RAPPEL DE RESULTATS CONNUS.

I. Bases faibles. — Une suite de vecteurs (Aq, A, ...) de Pespace de Hilbert
séparable H est appelée base faible si :

a. Les A; sous-tendent H; b. A;&[A,, A,, ..., Ai_y, A1, Aiyg, ...] pour
tout i; ¢. L'intersection des variétés [A,, An.y, ...] pour n=1, 2, ..., esto.
Dans ces conditions (Julia [7] et [8]; Markouchevitch [1]), il existe une suite
duale (B,, B,. ...) qui est une base faible, ct dont la suite duale est la suite (A;).
Tout vecteur X admet alors par rapport aux A; des coordonnées contravariantes
(z', 2%, ...) définies par X = ziA;+ X;, Xi€[Ay, ..., Aiy, Ay, ...] pour
tout I, égales aux coordonnées covariantes (B;, X) de X par rapport aux B;. Il y a
correspondance biunivoque entre X et la suite de ses coordonnées covariantes ou
conlravariantes par rapport aux A;.

2. Systdmes hétérogonaux. — Lorch [1] a introduit, pour les espaces de
Banach, des notions que nous exposons dans le cas restreint de I'espace de Hilbert
séparable. Appelons systéme hétérogonal dans H toute suite de vecteurs (A,,
A,, ...) tels que, pour tout {, A;= Le;, ou (e;) est une base orthonormale de H,
et ou L est un opérateur de premiére classe. Si S est une suite d’entiers, soit Wy
la variété linéaire fermée sous-tendue par les A; ou € S. Désignons par S la suite
complémentaire de S. On a le :

Tutorime oe Lorcu. — Pour que la suite (A, A,, ...) soit un systéme
hétérogonal, il faut et il suffit que : 1°inf|| A; || > o, sup|| A;|| <+ ©; 2° pour
. i i

toute suite S d’entiers, Wy n Wz= 0, Wg+ Wz=H.

La condition 1 n’intéresse que les normes des A;, la condition 2 n’intéresse que
les directions des A; (elle exprime que les A; sous-tendent H, et que le plus petit
angle de Wy et Wy est positif : ¢f. Chap. 1, § B). Si une suite A; de vecteurs
non nuls vérifie la condition 2 seulement, nous disons qu’elle est hétérogonale en
direction; alors, la smite ||A;|[-'A; est hétérogonale. Tout systéme hétérogonal
en direction est une base faible: Le dual d’un systéme hétérogonal est hétérogonal.

3. Supposons toujours H séparable.
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Teonime ve Kotue (*). — Soient A et B deux opérateurs self-adjoints
positefs bornés diagonauz, sans séros non nuls, équicalents. Leurs suites de
valeurs propres sont scmblables.

Cororratek. — Notent deuxr systemes hétérogonaux (Ay) et (B)), deux
suites de nombres positifs bornés («;) et (b)), et soient S et T les opérateurs
lindaires fermdcs bornés définis dans tout 1l par

SA\;=a;\,.  TB;= B,
SiS et T sont équivalents les suites («;) et (b;) sont semblables.
Démonstration. - Soit (e;) une base orthonormale de 1. Par les formules
Pe; == A;, Qei:= By, on définit deux opérateurs de premiére classe P et Q. On a
PP-18SPe; = ;e O TOQe; = b;e;,
donc P 'SP et Q-'TQ sont deux opérateurs self-adjoints positifs bornés

diagonaux, sans zéros non nuls, équivalents a S et T, donc équivalents entre cux:
on peut leur appliquer le théoréme de Kothe.

I. --- Etude de la figure constituée par deux variétés fermées.

1. Bornes d’une suite de vecteurs. -— litant donnée une suite de vectleurs
(Ay, A, ...) delespace de Hilbert JC. on appellera bornes inférieure et supéricure
de cette smte les nombres

1
3

ey -

| N

n A ihoon l n
Ql ¥ H Y
{ = inf. \ x; 2 \ FIR YR .= sup. ‘ | ;@2
s -".'n”>‘4-- Ay N el 1 ‘ ) !l ad " i; RTINS l, Ly N (H L
: / [E= =1

JEES ]

|
|

i

i n

1

l \’ xi Ay

||

=1

ou &y, Zay . ... &y sont des nombres compleses (o -2 L <2 +o0).
Si (A,) est une suite extraite de (A;), ses bornes sont comprises entre [ et L.
Lemve 1, . — Supposons o.-m - Al M+ pour tout i, et
A, AN Zgi g0 our j>1 quelcongues. Alors les hornes de la
Aiy, A Zgi l 1l les [ de |

suite (A;) sont comprises entre m —e et M +¢, avec ¢ > o arbitrairement petit
pour q asscs petit.

Démonstration. — On a

n 2 n n
~ ~ -~ —
A = k) 2 il A A
;-\,_‘,, A =Nl@ A+ zmz.z,x,t_‘\,,z\,).
| it i=1 i<
Or
n n
Y — — )
‘R\H‘z‘iJ'/'(_Air 1\/) _’_:z: (([+‘]?+~"+ IIII——]).

I3 ioj

(*) Kitue {1}, Nous restreignons ici beaucoup le résultat de Kothie. La démonstration se fait sans
I'aide de la théorie spectrale.



Donc
/ n n 2
2|x1l2>[m‘-’——2(q+q‘2+...+q”—l)]é in:\i '
i=1 i=1 i
n
-
é(Z{w;}i\)[M:’—i— 2(g + g2 +...+ g1
\i==1 /7
Levmme 1, 2. — Soit une suite de vecteurs (A;), avec Ai-~o quand i— o,

et o ~m || A; || =M <+ 0 pour tout i. On peut en extraire une suite (\,)
dont les bornes sont comprises entre m —c¢ et M + ¢, avec e > o arbitrairement
petit. ‘

Démonstration. — A,, A,, ..., A,,P__‘ étant choisis, il suffit de choisir A”:' da
facon que | (A,,, A,)|<¢g*~" pour k<p, ce qui est possible puisque A,—o.
Il suffit alors d’appliquer le lemme (1, 1).

2. Variétés en position p, p’, p". — Dans ce Chapitre, V, et V, étant deux

variétés linéaires fermées de J¢, on pose

eV, =V, HoV.=V),,
VinVo= ¢, VinV,= s, VinVaz=pn, VinV,= v,
Py, V= Ds, Pv; Vi =D, Py, V| = Dy, Py, Vi = Dy, Py, Vi=D.,,
H=36(c@v12@®012@011),
W,=V,nH, W,=V.nH, W, =V,nH, W, =V,nH.

Les deux circonstances suivantes sont équivalentes
[Dg;]:V], Pror= 0.

Elle signifient en effet toutes deux qu’il n’y a pas de vecteur de V, orthogoual
a'V,. Ceci posé

a. Si[Dy ] =V et[D;]=V,, nous dirons que V, et V, sont en positicn 1:';
c’est une relation symeétrique entre V, et V,. 1l revient au méme de dire, par
exemple, que vy ==vyy=o0. Donc, si V, et V, sont en position p', il en est
de méme de V, et V), et réciproquement (mais pas forcément de V, et V), ou
de V, et V),). Quelles que soient V, et V,, Vi 0 010 €L 'V, 0 0, sont en position p'.

b. Si1Vy et V, sont disjointes et sous-tendent J€, nous dirons que V, et 'V, scn:
en position p’ (relation symétrique entre V, et V.,). Voici des affirmations équi-
valentes : ¢,,= ¢,y =o0; V| et V', en position p’; V, et V| en position p'; V, et V,
en position p'. Quelles que soient V, et V,, V0 ¢, et V,0 ¢, sont en position p’
dans 'espace (Vi 0 v,,) @ (V.0 v,,).

“¢. Si Vg et V, sont ala fois en position p' et en position p’, nous dirons que V,
et V, sont en position p (relation symétrique entre V, et V,). 1l en est de méme alors
de VietV),, Viel V', Vi et V|, Affirmations équivalentes : ¢,,—=y¢,,=¢,, =0, ==0;
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03y = vy =0, [Dy]-=Vy, [D,,] = V,. L'opérateur Py,, restreint a V,, est alors
biunivoque, donc dimV, = dimV,. De méme, dimV, » dim V. Ainsi

dmV,=dimV,=dimV| = dimV}.

. . . T i . . . . . .
(S1 & a n dimensions, V,, V|, V,, V', ont S dimensions : la disposition consi-

dérée ne peut exister que si n est infini ou pair).

Lemme 1, 3. — a. Les variétés via, 013/, v10a, V1o, H sont deux a deux
orthogonales et sous-tendent 3.
Vi=W; @012 ® 015 Ve=Wo @ oy @ eayr;
V=W, @v1n@v ., V= W,@ve 1 ®varn;
W,=HoW,;, W,=HoW..

b.

d. W, et W/, sont en position p avec W, et W', dans H.

Démonstration. —— a. résulte de la définition de H, et de ce que, par exemple,
019 C Va, 040/ C VI,~

W, est 'ensemble des vecteurs de V, orthogonaux a v15@ 014 ® 013 ® 9419, donc,
puisque ¢4, ®¢1» C V), & 0@y € V. Done Wy =V 6 (¢v13®v12). Ondémontre
ainsi toutes les formules de 6.

De ces formules, on déduit que W, ¢42, 040, W', ¢119, #1409, qui sont deux a
deux orthogonales, sont aussi complémentaires dans JC; donc W, et W/ sont
complémentaires dans H. D’ou c.

Enfin, puisque W, c V; et W, 'V, sont orthogonales a ¢;,==V, nV,, on voit
que Wy nW,:=0. De méme,

WinWy=W\nW.=W,nW,=a.
D’ou d.

Ce lemme permet de ramener 'étude de V, et V, dans le cas général a I'étude

de variétés en position p.

Remarque R. — On aura a plusieurs reprises besoin des remarques suivantes.
V, et V, étant quelconques, soit X € V', et
Y=Pv,x, 7 = Pv’,X.
On s
X=Y+7,
0="Py,X =PyY + Py L,
Py Y= PyZ=T.

Soit, réciproquement, un vecteur T€ D,;, nDy,y. llexisteunYe V,etunZ e V),

avec
Py,Y=— Py Z=T.
Donc
Py Y + Py, Z =0=Py(Y+2Z).
Donc

X=Y+ZeV,
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et on a

Y=PyX, Z=PyX.
Conclusion
(1) A Dayn Dayy = Py, Dyry = Py, Dyror.

D’autre part
Dy Dy = Py (Vi Vi) = Py 2,
donc

(Q) Dy, -')— Doy = V..

Exemple &. - Soient Vy et V' deux variétés linéaires fermées orthogonales
complémentairves. Soient (e;) et (e;) des systémes orthonormaux de Vy et V|
(¢ parcourt uu ensemble d'indices T). Soit

gi== (cosa;) e+ (sinag)e), ot 0L L 2 (iel).

Les & forment un systéme orthonormal qui sous-tend une variété linéaire
fermée V,. Tout Ze V, est de 'la forme X - Y, avec

X ::E(C(»sa,{u;ie,-, Y =2(sina,~_)xie,~,
el iel.

< . .
ou ¥ | Zi]* < -+ 0. On voit que @ 1" Dy est partout dense dans la variété fermée

A
el

sous-tendue par les ¢; pour lesqucls Az de méme, Iy, est partout dense dans

la variété fermée sous-lendue par les ¢; pour lesquels 2; 7 0. 2° On a Ze€ V, si et
seulement si Y == 0, c'est-a-dire si z;== o pour a; < 0; donc ¢,. est sous-tendue
par les e; pour lesquels @;==0; de mémne, ¢,y est sous-tendue par les ¢, pour

lesquels o; == =
S 1=

Conséquences. 1“ Vy et V, sont en position p s

7

0 < o< pour tout ¢; [e; i€el]=Vy, [e;; cel]= V.

N3

2° V, et V, sont en position p’ si

&

0L a; <L pour tout 7; lei; tel]= V.

N

2 Vi et V, sont en position p" si

ko

pour tout i; [e;; tel]= V.

[e,-;iel]:::\";, leii iel]=VY,
V', est sous-tendue par les vecteurs
gj==—-(sina;)e;+(cosa,)e;.

On verra plus loin le degré de géndralité de cet exemple. .



—90 —

3. Unitaires attachés a V,, V', V,, V/,. — Takoriue 1,1. — SV, et V, sont
en position p' (7), il existe des symétries de IC qui échangent ¥V, et V, (donc
aussi V', et V).

Tatorime 1,2. — St V, et V, sont en position p, il existe des unitaires de I¢,
chacun étant produit de deux symétries, qui échangent V; ¢t V', d’'une part,
V, et V', d’autre part.

Ces théorémes sont démontrés et précisés dans Dixmier [4].
Dans le présent travail, ils ne seront utiles que pour des points secondaires.
Par exemple :

1° Si Vy et 'V, sont en position p, on voit que
D,lzl),gz Dg']lﬁl)lly, Dgyi}.“ D;'g,"::‘ Dglgﬁ Du'.

Nous comparerons plus tard Dy, et Doy

2° Supposons V, et V, quelconques. On a

Dgl = Pv‘(\V,—;— Vn—.i- "pg): Py + p\t\“ \v:, N

Dy = Pv,( Wi 01a+ 01ar) = vra'h Pw, Wi.

D’aprés le lemme 1,3, (d) et le théoréme 1,2, on a

P\\'. ‘Vgﬁ P\\', \Vx.
Donc
Day~ Dy
4. Angles de deux variétés fermées. — L’angle «(X,, X,), compris entre o

et 215, de deux vecteurs X4, X, non nuls, est défini par
cos x( Xy, Xo)="1 Xyj= | Xall7t (X4, Xo) 5

« (X4, X,) ne change pas si 'on remplace X, et X, par A, Xy et 2, X, o Ay et i,
sont deux scalaires non nuls. Soit d’autre part

X; = Px, X1
On a ,
:'(X', Xo)i= ( X5+ X;— Py, Xy, X = (X5, Xa) =Xy ' Xat.
Donc
cosa(Xy, Xa) =/ Xal.! Xy ~1,
tg2a(X,, Xo)=/ Xyl Xgli2—1= || Xy — Xu 2" Xy 2
tga(Xy, Xo)= | X4 — Xsil.[| X5 1,
cina(Xy, Xa) =1 Xy— Xa 11X, =1,

Etant donnés un vecteur X, et une variété linéaire fermée V,, on suppose un

(") Plus généralement : si dim. o,y = dim. ¢,
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vecteur variable X, dans V,, et Ion prend la borne inférieure de a (X, X,): Cest
ce qu’on appelle I'angle de X, et V,, «(X,, V,).
Ona
(| Xq|| sina(Xy, Xe)= || Xs— Px,X, !,
donc
a (Xi, Vg)= a(X,, Pv,xl).

Etant données maintenant deux variétés linéaires fermées 'V, et V,, on suppose
que X, parcourt Vy, et 'on étudie a(X,, V,).

a. Soit (Vy, V,) la borne inférieure des a(X,, V,). C’est la borne inférieure
de I'angle de X, parcourant V, avec X, parcourant V,. Donc «(Vy, Vy)=a(V,, V).
Clest ce qu’on appellera le plus petit angle de V, et V,. Si l'une des variétés n’a
qu’'un nombre fini de dimensions, V, par exemple, la borne inférieure a(Vy, V,)
est atteinte pour un vecteur X, de V, et le vecteur X, = Py X, de V,, a cause de
la compacité, dans la topologie forte, de la sphére || X ||= 1 dans V,. Mais dés que
Viet V, ont o dimensions, il n’y a pas forcément de vecteur X, €V, tel que
a(Xy, Vy)=a(Vy, V,). En particulier, on peutavoir a(V,, V,)= oavecvis=o.
Cette circonstance se présente sur 'exemple & dés que irexil'ai: 0, a; 0 pour

tout i.
b. Soit B(Vy, V,) la borne supérieure des x(X,, V,). On a aussitot :

BV, Vo)= 72: —a(Vy, V).

Donc, de méme que la borne inférieure a (V,, V), la borne supérieure (V,, V,)
peut ne pas étre atteinte. On peut avoir B(Vy, V,)5£B(V,, Vi) (par exemple si
Vi$V,), mais, si V, et V, sont en position.p', B(Vi, Vi)= B(Va, V,) a cause
du théoréme 1,1.

5. Variétés asymptotiques (*). — V, et V, seront diles asymptotiques si V,— V,
est non fermé.

ProrosiTion 1,1. — a. S via=0, V, et V, sont asymptotiques si et seule-
ment si a(V,y, Vy)=:0, donc si et seulement si | X||||Py,X ||t est non borné
-quand X décrit V,.

b. Il existe alors deux suites de vecteurs orthonormauxz, (Xi)‘dans Vi,
(Y:) dans V,, tels que a(X;, Y;)— o quand i — . De plus, on peut supposer X;
orthogonal a Y; pour i j (¥).

Démonstration. — a. a été démontré par de nombreux auteurs (Murray [2],
Lorch [2], Kober [ 1], Mackey [2]).

© (*) Cette notion a été introduite, avec la terminologie de variétés asymptotes par JuLia,
(10], [11], [12}. :

(¥) Sous cette forme, le b. de la proposition m’a été indiqué par M. Esser. Je dois également i
M. Esser la démonstration donnée plus loin de la proposition 1,3.
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b. Construisons les X; et les Y; par récurrence. Soit H; la variété linéaire sous-
tendue par Xy, Y,, X,, Yy, ..., Xi_y, Yi—y. Les deux variétés V,0Py H; et
V;ePy, H; sont asymptotiques (car, si leur somme était fermée, il en serait de
méme de V.~ V, puisque Py H; et Py H; ont un nombre fini de dimensions), et
P'on peut choisir dans ces variétés deux vecteurs X; et Y; tels que x( Xy, Y;) <o,

Si maintenant ¢4, 0, soit V, c V., une variété linéaire fermée disjointe de ¢,y

donc de V4, et telle que V,= V., + 0,4, ¢’est-a-dire (prop. 1,1) telle que
(1) Vo= i':$“u, a(\_f'z, "1:)>0

(par exemple, V.= Vgev,?). On a V4 V,=V,+V,, donc V, et V, sont
asyniptotiques si et seulement si a(vg, V,)=o, et cette condilion est alors salis-
faite pour toutes les V, c V, vérifiant (1). (On peut, dans ceci, échanger les roles
de Vy et V). '

Cherchons, dans 'exemple &, et lorsque V4, V, sont en position p, dans quels

cas V, et V, sont asymptotiques : la condition infa;= o est suffisante; pour
iel

montrer qu’elle est nécessaire, observons que, si

7 =2(cos ai)x,-e,-—f—Z( sina;) z;e;€Va,

iel igl

costa(7. V)= <2| xll1>_i (Zcos’ai! xi[2>,

i€l \iel

on a

donc
infa,»c_:_' a(Z, Vj)é_ supa;.
iel igl

On peut, a partir de la, construire des variétés V, asymptotiques a la fois 2V, et
V',, ce qui prouve en particulier que la relation Vet V, asymptotiques n’est pas
transitive.

Lemme 1,4. — Soit v une variété linéaire, v' une variété linéaire fermée ortho-
gonale a v; v+ o' est fermé si et seulement si v est fermée.

Démonstration. — La condition est évidemment suftisante. Elle est nécessaire
car, si Z=X+Y (Xev, YeV') est dans [¢], Z est orthogonal a ¢/, donc
(Z, Y)=|| Y!|*==0; donc Z € ¢, de sorte que

¢ = [v]n(v + v’).

Tatoreme 1,3. — Vet V, sont asymptotiques si et seulement si D, est non
fermé.
Démonstration. — Si Xe€V,, on a Py X=X-—-P, Xe Vi+ V,, donc

D, cV, 4+ Vi, VoV, + D,i. Donc V,4V,=V, 4 Dy,retil suffitd’appliquer
le lemme 1.4. ' '

(Ainsi, 51V, — 0, Dyyra un nombre fini de dimensions donc estfermé:V,etV,
sont non asymptotiques).
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Lewme 1,8. — V, et V, sont asymptotiques si et seulement si W, et W, soni
asymplotiques. '

Démonstration. — D’apres le lemme 1,3, on a
Dogr= val(\Vg-;— Vn-;- vn') = Olgl—;— Pvi Wo= "12"’:— Pwi Wa.

Donc (lemme 1,4) D,y est fermé si et seulement si Py, W, est fermé. D’ou e
lemme, par application du théoréme 1, 3.

Proeoscrion 1,2. — S¢ Vy et 'V, sont asymptotiques, V', et V', sont
asymptotiques.

Démonstration. — Si Vy et V, sont asymptotiques, W, et W, sont asympto-
tiques (lemme |,5), donc W', et W/, sont asymptotiques (lemme 1,3 et th. 1,2),
donc V', et V), sont asymptotiques (lemme 1,5).

Prorosition 1,3. — Si V, et V, sont asymptotiques, on peut extraire de V,
une variété linéaire fermée V2, disjointe de Vy, a o dimensions, asymptotique
a Vi, et telle que 3(V,, V,) soit arbitrairement petit.

Démonstration. — On peut d’abord extraire de V, une variélé lindaire
fermée V,, a oo dimensions, disjointe de V4, asymptotique a V. Soit (prop. 1,1, )
X; des vecteurs orthonormaux dans V,, Y; des vecteurs orthonormaux dans V,,
avec X; orthogonal a Y; pour /54, et a(X;, Y;)<<i~t. Alors, par les relations
qui précédent le lemme 1,4, on a, en appelant V., la variété lindaire fermée sous-
tendue par Y;, Yi .y, ... : B(V._., V1)< P

6. Variétés complétement asymptotiques. — On dira que V, est complétement
asymptotique a V, si toute variété linéaire fermée V.cV,, a o dimensions,
disjointe de ¢4y donc de V,, est asymptotique a V.

Si V, ¢ Vy, il n’existe aucune variété linéaire fermée Vo c V,, a o dimensions,
disjointe de ¢4,. Donc V, est complétement asymptotique a V,, mais n’est pas
asymptotique a V, (?) (c’est 1a un défaut de la notation, qu’il est impossible
d’éviter sans complications). Mais si V, est complétement asymptotiquea V, avec
une variété linéaire fermée Vy00,, 2 o dimensions, V,0¢,4 est une Vo, donc est
asymplotique a Vy, donc V, et V, sont asymplotiques.

Si V, est complétement asymptotique a V, et V, complétement asymptotique
a V,, on dira que Vy et'V, sonL complétement asymptotiques. Par exemple, si

V,=V,, Vi et V, sont complétement asymptotiques.

Tutoreme 1,4. — Pour que V, soit completement asymptotique a 'V, il faut
et il suffit que Dy ne contienne aucune variété linéaire fermée i oo dimensions.

Démonstration. — Si Dy > d, avec d variélé linéaire fermée 4 oo dimensions,

(?) Car D, a un nombre fini de dimensions.
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d est projection sur V' d’une variété lindaire fermée d de V,004, a0 dimensions.
Puisque Py, d est fermée, c’est que (th. 1,3) d est non asymptotique a V, :
V., n’est pas complétement asymptotique a V.

Réciproquement, si V, n’est pas complétement asymptolique a Vy, il existe
dans V, une variéié linéaire fermée d a oo dimensions, disjointe de Vy, non asympto-

tique a Vy; alors (th.1,3), Pv;lac D.y: est une variété linéaire fermée, a o dimen-
sions.

Lemue 1,6. — V, est completement asymptotique & V, si et seulement si les

deuz conditions suivantes sont réalisées : 1° ¢4, == 0; 2° W, est complétement
asymptotique & W,.

Démonstration. — On a va que Dyyooo= ot Py, W,

a. Si'V, est complétement asymptotique a Vy, D,y ne contient aucune variété
linéaire fermée a oo dimensions. donc il en est de méme de ¢,y et Py, W,. Donc

o= 0, et W, esl complétement asymptotique a W, (th. [ 4).

b. Si 'V, n’est pas complétement asymptotique a V,, D.,’ contient une variété
linéaire fermée N & = dimensions. Si de plus 0. — 0. les vecteurs de N orthogo-
naux a v, forment une variété linéaire fermée a < dimensions, contenue dans
Py, W,; donec W, n’est pas complétement asymptotique & W, (th. 1.4).

Prorosition 1,4 — a. Si V, est completement asymptotique & Vi, V', est
complétement asymptotique & V,.

b. S8t Vyet V., sont complétement asymptotiques, \', et V', sont complete-
ment asymptotiques. :

Démonstration. — a. St 'V, est complélement asymptotique a V), Fap = 0,
et W, est complétement asymptotique a W,; d’aprés le lemme 1,3, (d), les
théorémes 1,1 et 1,2, W) est complélement asymptotique a W,. Donc
(lemme 1,6) V', est complétement asymptotique a VY.

b. résulte immeédiatement de «.

Prorosition 1,3, Si V), est completement asymptotique a Vy, Vyet Vasont

complétement asymptotiques st et seulement si ¢yy == 0.
Démonstration. — Comme V, est complétement asymptotique a Vy, W, est

complétement asymptotique & Wy, donc [lemme 1.3, (d) et th. 1,1] W, est
complétement asymplotique a W,. Alors (lemme 1,6 Vy est complétement

asymptotique a V., si et seulement si ¢4y = 0.

Tutorivre 1,8, — Pour que V., soit complétement asymptotique a Ny, il faut
et tl suffit que, étant donnée une suite quelconque (Y,) de vecteurs unitaires
de Vyavec Y, -~o0, on ait (Y, Vi)—>o.
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Démonstration. — a. Soit une suite (Y,) de vecteurs unitaires de %
avec Y,—~o0, et a(Y,, Vi) oo >> o pour tout i. Soit X,,= Py Y,. On a

2y

| Xr P cosag, X, > o.

Par double extraction on peut supposer les bornes de la suite Y, aussi voisines
qu’on veut de 1, et celles de la suite (X,) inférieures a cosa,—¢ < 1 (pour ¢
assez petit). Dans la variété lindaire fermée V, (forcément a » dimensions)
sous-tendue par les Y;, 'opérateur Py a alors une borne inférieure a 1, de surie
que a(v._,, V,)> 0 :V, et V, sont non asymplotiques, V. n’est pas complétenicut
asymptotique a V.

b. Si 'V, n’est pas complétement asymptotique a V,, il existe une variité
linéaire fermée a4 o dimensions V,c V., disjointe de V,, non asymptotique a Vy.

Pour toute suite Y, de vecteurs de Vs, on-a lima(Y,, Vi) a(V,, Vi)>o.

n=—»

Prorosition 1,6. — a. La relation V, complétement asymptotique a v,
est une relation d’ordre au sens large. b. La relation V, et V, compliic-
ment asymptotiques est une relation d’équivalence.

Démonstration. — La relation V., complétement asymptotique a Vi est
évidemment réflexive. Montrons que : si V; est complétement asymptotique a V'
et V, complétement asymptotique a V,, V, est complétement asymptotique a V.
Soit (N;) une suite de vecteurs unitaires de V,; avee X;-vo, Y;=2Py X,
Z;= Py Y;. D’apres le théoréme 1,5, Y;— X;— o0, donc Y;—~o0, et {| Y;l->1;
par suite || Y;{7t Y;~o0, et une nouvelle application du théoréme 1.5 donne
IYill " (Yi—Zj)—>o, dou Y;—7Z;—>0. Donc X;—7Z;—»o0, et, a fortiori,
«(X;, V3)—> o. Il suftit alors d’appliquer le théoréme 1,5 en sens inversc.

(&) résulie aussitot de (a).

Prorosition 4,7. —Si V., est completement asymptotique a V,, V, et V', sont
non asymntotiques.

Démonstration. — Si 'V, et V| étaient asymptotiques, on pourrait (prop. 1,3)

trouver une variété linéaire fermée V, c V, a .o dimensions telle quef (_V?, A% ) <7 2,

Lt ]

donc telle que a(v._,, Vi) >;, V., serait non asymplotique a V, etdisjointe de V,,

V. ne serait pas complétement asymptotique a Vy (1°).

7. Etude détaillée de la position relative de deux variétés fermées ('!'). —

(1) Signalons encore les propositions suivantes : Quand v,== 0, V, et V, sont asymptotiques, si et
seulement si on peut extraire de V, et V, des variétés linéaires fermées 2 o dimensions comple-
tement asymptotiques. Si V, et V, sont disjointes et non asymptotiques, et si V, est complétement
asymptotique & V,, V,; et V, sont non asymptotiques, et V,nV, =o.

('') Les idées de ce paragraphe ont dé¢ja été introduites, sous une forme plus ou moins équiva-
lente par NEUMARK et ARONSZAIN,
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Supposons V, et V, en position p. Soit K = Py, Py, restreint a V,. K, considéré
dans V,, est self-adjoint, et 0 << K <1. En effet, si XeV,, YeV,, ona

(KX, Y)=(Pv,Pyv,X, Y)=(Pv,X, Y) = (X, Pr,Y)=(X, Pv,Py,Y)=(X, KY),
(KX, X)=(Pv,Pv, X, X)=(Py,X, X)=| Py, X
et o <!| Py X!{i*<Z1 pour | X|l==1 (parce que V, et V, sont en position p).
Soit 0 un angle tel que 0 <0 < : Soit V9 et VO les variétés linéaires fermées
réduisant K telles que

(KX, X)< cos?b pour XeVg, HX =1
(KX, X)>.cos?0  pour XeVy, [X|=r1

Puis, posons
‘ A=V [T

Soient XeV?, Ye V. On a KX € V!, donc
=(KX, Y)=(Py,lyv,X, Y)=(Pyv X, Y)=(Py,X, Py, Y).

Donc tout vecteur de Py VY est orthogonal & tout vecteur de Py V!, et parsuite V9,

V% sont orthogonales. De plus
[Pr,Vi4 Py VO =[Py (VI VD) =[Py, V)= v,

(parce que V4 et V, sont en position p). done Vie Vi =V, : V? ¢t V® sontortho-
gonales complémentaires dans V, comme V0 el Vﬂ, dans V..
De méme, si I'on pose

Vio=(Py V) Vie=[Py VO],

on voit aisément que V% V9 sont orthogonales complémentaires dans V.

Soient I = V' V!, = Vi@V 0. 3¢ et I sontorthogonales complémen-
taires dans J¢, et I'on a Vo e, VO ¢ ach.

Soient enfin V. 0== JC"e VY, V0.2 eV,

V.0 est orthogonale a V8 eta J€%, donc a VY, donc a V,; donc V,0cV,. De
méme, V.9 V]. Vhc del V., c I sont orthogonales. Enfin, V8, V0, V8 V8,
deux a deux orthogonﬂles‘ sous-tendent J€@ IC' = I(; comme V’;GBV?_, =YV, on
endéduit V%@V 0 == V), : V.0 V.0 sont orthogonales complémentaires dans V.

Puaisque V; et V, sonlL en position p, ¢1y==¢yp=vym=vyp=0. Donc,
a fortiori, VA V= VoAV I=VIiaVI=V"AVi=0n: Vi et V! sont en
position p dans JC% » méme V0 o1 VO dans J¢8.

SiXeV! iXl|=1,ona

(KX, X)="Py,X |2 cosl,
donc «(N\, V() >0
De méme si \e\?, 1(\ V.)/O Par usage du th. l,..., on en déduit que :
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On en déduit, par exemple, a(V,% V). 0: V_ b est non asymptotique a V|
donc Py V.0 est fermée (th. 1,3); donc

Dy = PV‘V‘;(’—;- Ple;e= V? -+ PV‘V;Q.
De méme, Dy = V?—i— Pleg. Résumons :
Provosirion 1,8. — Soit V,, Vyen position p. Pour tout angle <o<6< g);

on peut trouver dans V, (resp. Vi; V'; V,) deux variétés linéaires fermées
VO VO (resp. V8, V8; V0, V0 V.0 V') orthogonales complémentaires, de
telle sorte que st l'on pose -
s59=VlaVs, H'=VieV

on ait les propriétés suivantes (1?) :

a. 3¢ et 3 sont orthogonales et sous-tendent ¥.

b. VU V8 d’une part, VS, V% d’autre part, sont orthogonales complémen-
taires dans 3€% VO et V¥ sont en position p dans J¢".

c. VO, V.9 d’une part, V%, V.3 d’autre part, sont orthogonales complémen-
taires dans 3¢% VO et VY sont en position p dans 3C".

d. Pour XV (resp. V"), on a : «(X. V))>0 [resp. o(X, V))>0]
pour XeV? (resp. V,%),0na:x(X, V) <0 [resp. (X, V!)=0).

e. Dyy=Viyp P, VO D, =Vt P, VO

f- Si V, est asymptotique a V, et V|, on peut affirmer de plus que
V8, V8, V8 ... ont o dimensions (?).

D’ailleurs, sil’on a des variétés linéaires fermées V0, V¢, VO V8 .. possédant
les propriétés de la prop. on en déduit que V8, V8 réduisent K, que
(KX, X)< cos?0 pour XeV, | X||=1, que (KX, X) = cos20 pour X e V?,
|| X Ij=1. Donc ces variétés sont identiques a celles qui ont servi précédemmini
de point de départ. Ainsi :

Prorostrion 1,9. — Les varidtés 3" et 5° de la prop. 1,8 sont uniques.
Considérons maintenant une suite d’angles croissants

(vvey 0o, 0y, 0o, 04, 0s, ..0) avec lim 6,= :), lim 6, = o.

n=—-r=x < n=-—»

Posons
V3= Vg- eV

w

1,

Les V} sont deux a deux orthogonales. Elles sous-lendent V,, car, s'il n’en

(**) On voit aisément que V, et V,, qui ont joué dans la démonstration un réle dissymétrique,
jouent un réle symétrique dans a, b, c. .

(") Car si par exemple V?; 0, Pv.V? est fermé, donc aussi D, = V?—;— Pv,V?. Donc (th. 1,3;
V, est non asymptotique A V.
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élait pas ainsi, il existerait un vecteur non nul de V, commun a toutes les V!

(donc dans V',) ou a toutes les V¢ (donc dans V) : c’est impossible puisque V,
et V, sont en position p. Donc :

Tutortme 1,6. — Soit Vi, V, en position p, et une suite d'angles
croissants (...,0_y, 0_4, 8, 01, 05, ...) avec lLm 0, = T, lim 9, = o. On peut
n=+4 o 2 nN=—=n

trouver, d’une seule maniére, dans V, (resp. Va, V', V),) des variétés linéaires
Jermées Vi (resp. V3, V', V1) ot —oc<n <+ 0, sous-tendant V, (resp. Vs,
Vi, V.), deux a deux orthogonales, de telle sorte que, si l’on pose
HK=V" @ V'}, on ait les propriétés suivantes :

w. Les 3" sont deux a deux orthogonales, et sous-tendent JC.

b. V7, V1 d’une part. Vi, V' d’autre part, sont orthogonales complé-
mentaires dans 3. V' et V} sont en position p dans 3¢".

c. Pour XeVj (resp. V3), on a : 0,<a(X, Vy)ZL0py [resp.
0,<Za(X, V) L 0,14].

d. Py Vi=Py VI=V" Py, Vi=Py, V=V,

Remarque. — Dans I'exemple &, on peut prendre pour V} la variété linéaire
fermée sous-tendue par les g; tels que 0, << a; =< 0,44.

Provosition 1,10. — Pour que Vi, Va, en position p, soient asymptotiques,
Ul faut et il suffit que V3£ o pour des n tendant vers — co.

Démonstration. — a. La condition est suffisante car elle entraine « (V,, V,) =o.
b. La condition est nécessaire, car, si a(V,y, V;)=o0, V£V, quel que soit
0> o0, donc Vi est strictement contenue dans Vi pour des n tendant vers — oo .

Prorosition 1,11. — Pour que Vl, V., en position p, soient complétement
asymptotiques, il faut et il suffit que : 1° V2= o pour n > n,; 2° V1= o pour
tout n.

Démonstration. — a. Les conditions sont nécessaires : si V, est complétement
asymptotique a V,, V, est non asymptotique a V', donc V;=o0 pour n>n,
{prop. 1,10); V} est non asymptotique a V, [(¢) du théoréme 1,6] donc ne peut
avolir « dimensions.

b. Les conditions sont suffisantes : supposons-les vérifiées; soit une suite (X;)
de vecteurs unitaires de V,, avec X;->~0. On a : Py, X;->0 quand { >, pour
tsut n, d’aprés Ja conuition 2. Donc, d’aprés la condition 1, || X; — P X;]| >0
quand { >0, donc : )

lim a (X;, Vy) < 6y,

i==
pour tout n, et par suite : « (X;, V) ->o. Il suffit alors d’appliquer le théoréme
(1,8).
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8. Images d’opérateurs. — Pour la symétrie de I'exposé, il convient de géndé-
raliser un peu la notion d’opérateur linéaire en introduisant les opératcurs multi-
formes, c’est-a-dire les opérateurs A qui, a un vecteur X, font correspondre
éventuellement un ensemble de vecteurs AX. Un opérateur multiforme sera dit
linéaire si: 1° D, (qu’on ne suppose pas nécessairement partout dense) est linéaire;
2° pour X € D, Y € D, et quel que soit le choix de AX, AY, AX - AY est une
des valeurs de A (X + Y), AAX est une des valeurs de A (AX). Pour X ==0, AX
prend un ensemble de valeurs A (o) qui, a cause de la linéarité, remplissent une
variété lindaire V,. Toujours a cause de la linéarité, pour X eD,, AX prend des
valeurs de la forme Y 4 A (0). Si A (o) est arbitraire, c’est-a-dire si V, est tout
Pespace, A est en chaque point de D, complétement indéterminé : c’est le cas
extréme de multiformité.

Quand on parlera d’opérateurs linéaires, il s’agira donc d’opérateurs éventuelle-
ment multiformes. Gependant, un opérateur borné (en particulier, complétement
continu) est forcément uniforme. D’autre part, quand on dira d’un opérateur A
qu’il est self-adjoint, ou symétrique, on sous-entendra, comme dans la termino-
logie classique, que A est uniforme et D, partout dense.

- L’inverse d’un opérateur lincaire existe toujours, c’est un opérateur linéaire
(éventuellement multiforme); V,_. est '’ensemble des zéros de A.

Un opérateur linéaire A sera dit fermé si les conditions X,-> X, AX,— Y
engrainent X € D,, Y = AX. Ceci implique en particulier que V, est fermée.

Définissons 'adjoint A* d’un opérateur linéaire A. X € D,. si (X, AY) est une
tonctionnelle bornée (donc uniforme) en Y pour Y € D,. Ceci impose en particu-
izzr. que X soit orthogonal a V,, donc a [V,]. Si Xe€D,., on a, pour YeD,,
(X, AY)=(A"X, Y), ou A" X est bien déterminé si D, est partout dense; mais,
D, n’est pas partout dense, I'opérateur A” ainsi défini, qui est linéaire, est multi-
forme, et les valeurs de A*(0) remplissent la variété lindaire fermée complémen-
taire de [D,]. D’ailleurs, on voit aisément que A" est fermé. Ainsi, A* existe désor-
mais pour tout opérateur lindaire A. On vérific facilement que, dans tous les cas,
A=A,

Soient ('*) maintenant deux variétés linéaires fermées.orthogonales V,, V' cyaut
ic méme nombre de dimensions, de J =V, e V', et une symétrie U de JC qui
échange V, et V'. Soit un opérateur A opérant dans V,. L’ensemble des vecteurs
X + UAX, pour X décrivant D,, constitue 'image de A par rapport aV,, V|, U.
Pour les opérateurs linéaires, auxquels nous nous bornons, 'image est une variété
linéaire V,. Grice a l'introduction des opérateurs multiformes, toute variété
linéaire V, c J€ définit (Vi, Vi, U étant tixés), de maniére évidente, un et un secul
opérateur linéaire A dans V, tel que V, soit son image par rapport a V,, V', U.
Ona:D,=PyV,, A,=UPy,V,; les zéros de A sont les vecteursde V,n V,: A
est uniforme si et seulement si Vo n V), = o; plus généralement, V,= U (V,n V).

U (V,) est 'image de A~ par rapporta V,, V|, U.

A, uniforme ou non, est fermé si et seulement si V, est fermé. Dans notre
conception, toute variété lindaire fermée V,c IC est 'image, par rapperta V',

(1) Ce qui suit n’est que I'extension immédiate des méthodes de Yon Neumann [2].
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V. U, d’un opérateur linéaire fermé \ etd'unseul. Ona: D == Dy, 4= UDyy,
Viz=:Up,,; les zéros de A remplissent ¢35. St Vy, Vysont en position p', p’, p, on
dira que A est dans le cas p/, p”. p. Dire que A est dans le cas p’ revient a dire que
A est uniforme et D, partout densc (ce sount ces opérateurs qu'on consideére
classiquement). Dire que A est dans le cas p” revient a dire que A~' est dans le
cas p' (ou encore que A, est partout dense et que A n'a pas de zéros non nuls). Si
A est dans le cas p (*¥), on sait qu'il se met sous la forme KW, avec W unitaire,
¢t K seif-adjoint, K >> o.

Si D == Vy, et si A esl, en chaque poinit de V,, complétement indéterminé,
I'image de A est JC : nous désignerbns cet opérateur linéaire fermé par L. Si
Dy==4,==0, 'image de A est o : nous désignerons cet opérateur linéaire fermé
par w.

Revenons au cas d’un opérateur linéaire quelconque. A, qui existe désormais
pour tout opérateur linéaire A, a pour image [ V,]. X est ¢videmment multiforme
si A est muliiforme, mais A peut étre multiforme avee A uniforme.

Abordons la question de I’adjoint. La condition nécessaire et suffisante pour
que YeD.etqueZ=A"Y est:

(AX, Y)=(X, Z),

pourtoutcouple{ X, AX}. Cette condition peut s’écrire: (N -- UAX, —Z 4 UY)=o0
pourtoutcouple | X,AXou: —Z~+4+UYe I o[V.]JouY4U(—7)eU(HKeo[V.]).

Autrement dit, U(J€ e [V.]) est 'image de —— A" par rapport a V4, V), U.
Donc 3¢ e [V,] est I'image de — A"~* par rapport a V,, V), U. IY'oq, pour tout
opérateur linéaire A, A*"= A (on voit que v" = Q, Q"= w).

Quand on dit qu’on opérateur linéaire A n’a pas d’adjoint, ccci signifie en
réalité que A* n’est défini qu’en o, et que A”(0) =0, c’est-a-dire que A" =w. I
est équivileut de dire que J¢ o [V,] =0, ou que V, est partout dense dans J¢,
c’est-a-dire que A== A=Q=A". Ceci peut se produire, on en verra des
exemples simples, avec une variété linéaire V, disjointe de V, et V', donc avec A
et A1 uniformes.

Si maintenant A est fermé, I'image de — A'~' est I o V,=V/,. Si A est dans
le cas p/, p", ou p, V, et V, sont en position p’, p” ou p, donc V' et V), sont en
position p'y p’ ou p, donc A" est dans le cas p', p’ ou p, ce qu'on vérifie sans
passer par l'intermédiaire des images. On voit encore que P'affirmation : A est dans
le cas p, équivaut a Vaffirmation : A, A", A=t, A™~* sont uniformes.

Opérateurs linéaires fermés bornés. — Soit .\, fermé uniforme. Sa borne (finie
ou uon)est, comme il résulte du calcul de la tangente d’un angle, tg3 (V,, Vi),

A ost donc borné si et seulement si a (Vy, V) >0 done :

I

Tueonkme 1,7. — L'opérateur linéaire fermé A\ o2 hoin' st i sewlon:
st Vy est disjointe de V', et non asymptotique a V',

(**") Clest-d-dire si A est biunivoque, avec Da, s partout denses.
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A partir du théoréme 1,3, on retrouve alors un résultat dont on s’est servi au
paragraphe 5 (ce n’est pas une nouvelle démonstration) :

Tutoneme 1,8. — L'opérateur linéaire fermé uniforme A est borné si et
seulement si D, est fermé.

Classification des opérateurs linéaires fermés dans le cas p. — Premiére
classe. — V, n’est asymptotique ni d@ Vy, ni a V); A et A~* sont bornés. V), n’est
asymptotique ni & V,, ni a V', A" est de la méme classe que A.

Deuziéme classe. — V, est asymptotique a 'V,, mais non asymptotique a V,;
A est borné, A~! non borné; A est de la quatriéme classe de Teplitz, plus préci-
sément de la quatriéme classe, type a de Julia [3]. V), est asymptotique a V), non
asymptotique a V,; A" est de la meéme classe que A.

Troisiéme classe. — V, est asymptotique a V', non asymplotique & V,; A est
non borné, A-! borné; A" est de la méme classe que A.

Quatrieme classe. — V, esL asymptotique a V et V’,; A et A1, de méme A"
et A", sont non bornés. C’est dans cette classe que se présentent la plupart des
cas pathologiques étudiés au chapxlre IX.

Opérateurs linéaires fermés complétement continus. — Tutortme |,9. — L'opé-
rateur linéaire fermé A est complétement continu si et seulement si 'V, est dis-
Jointe de V', et completement asymptotique a 'V,.

Démonstration. —a. SiV,estcomplétementasymptotiquea Vy,avec vgq-:=0, V.
est non asymptotique a V), (prop. 1,7), donc A est borné (th. 1,7). D,y=D, est
fermé. Si D,=o, la question est réglée. Sinon, soit (X,) une suite de vecteurs
unitaires de Dy, avec X,-~0. Ona: X, =Py Y,, ou Y, €V,, et Y,~O (carla
correspondance entre Y € V, et Py Y est biunivoque el bornée dans les deux sens,
d’aprés la proposition 1,1). Comme || Y,||>1, on a aussi Y || Y,|*—o0 donc
(th. 1,8), a(Ya, X,.)—»o, et par suite ||PyY,||=||AX,||->0. Donc A est
complétement continu.

& Si Uopérateur linéaire fermé A est complétement continu, V, est disjointc
de V', Soit d’autre part (Y,) une suite de vecteurs unitaires de V,, avec Y,—~0;

alors X, = Py Y,—o0; donc || Y, — X, || =||AX,||—> o d’aprés la compléte conti-
nuité, et par suite a (Y,, V )->o Alors (th. 1,5) V, est complétement asympto-
tique a V,.

Appliquant le théoréme 1,4, on a alors les :

Tatoskne | ,10. — L'opérateur linéaire fermé uniforme A est complétement
continu si et seulement si &, ne contient aucune variété linéaire fermée a o
dimensions.

Tutortme 1,11, — Si U'opérateur A est complétement continu (fermé ou non)
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et sc A, C A, pourunopirateurlinéaire fermé A' uniforme, A’ est completement
continu ('%).

On reviendra sur ce théoréme au chapitre V1, ot 'on verra de plus que A’== AB,
avec B fermé born¢, quand A est fermé.

On voit comment la question de la position relative de deux variétés lindaires
fermées est liée étroitement a I'étude des opérateurs linéaires fermés. Julia [10],
[11] a ¢établi de plus, dans le cas des opérateurs linéaires fermés bornés, une autre
liaison, plus cachce, entre les deux questions.

Le théoréme 1,2 est ¢quivalent a la décomposition de 'opérateur linéaire fermé
A, supposé dans le cas p, en self-adjoint et unitaire (¢f. Dixmier [4]). La
construction des variétés linéaires fermées V? du paragraphe 7 est équivalente a la
construction des variétés spectrales de A supposé self-adjoint. Si A est diagonal,
la disposition de V, et V. est celle, prrfaitement claire, de 'exemple & (on voit
ainsi le degré de généralité de cet exemple). En particulier, c’est toujours le cas
si V, est complétement asymptouque a V. Mais, si A posséde des vecteurs
propres différenticls, la position relative de Vy et V, est plus complexe, el I'on est
obligé d’introduire les variétés linéaires fermées V7 du théoréme 1,6. Transposé
en langage d’opérateurs, ce théoréme n’cst autre que le théoréme suivant, di
Murray [1] : étant donné un opérateur linéaire fermé A dans le cas p, il existe une
infinité de variétés linéaires fermées orthogonales sous-tendant 'espace V1, V2, ...,
telles que : 1° A est borné et d’inverse borné dans chaque V#; 2° les A (V) sont
deux a deux orthogonales et sous-tendent P'espace; 3° X €D, si et seulement

st 2 AP X 2 <+ 20, etalors : AX ‘:2»’\[)\2}‘--

i=\

I1. — Définitions.

1. Définition des variétés de Julia. — Soit H un espace de Hilbert. Nous dirons
qu'une variété linéaire DD c est une variété de Julia, ou variété J, s’il existe un
opérateur linéaire fermé A opérant dans H tel que D = D,. On peut avoir A mul-
tiforme, et [D] 3£ H. Comme cas particulier, on a les variétés linéaires fermées.

En considérant At aua lieu de A, on voit qu’on peut aussi bien considérer les
variétés ] comme domaines des valeurs des opérateurs linéaires fermés de H.

Si H a un nombre fini de dimensions, les variétés J sont toutes les variétés
linéaires.

Le théoréme fondamental suivant est di a Julia ([12], p. 226, n° 2).

Tutorime e JuLia. — Dans un espace de Hilbert,la projection d’une variété
linéaire fermdée sur une variété linéaire fermde est une variété J. Réciproque-
ment, soit D une variété ) de H; H' étant un espace de Hilbert orthogonal &

('*) Cf. ReLnicu [1], Hilfsatz 8, Satz 6, Satz -.
P ? ’
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H (%), ayvant le méme nombre de dimensions que [D], D est la projection sur
H d’une variété linéaire fermée Vc[D]oH', en position p avec [D] dans
[D]eH'; D est non fermé si et seulement si V est asymptotique & H'.

(On voit donc que I'étude des variétés linéaires fermées introduit automatique-
ment toutes les variétés J).

Démonstration. — a. Soient W et W', deux variétés linéaires fermées. L'opé-
rateur Py, restreint a W7, est fermé, donc son domaine des valeurs, Py W' est une
variété J.

b. Soit, réciproquement, D une variété J de Vy, espace de Hilbert. On a:
D =D,, o A est un opérateur linéaire fermé de V,. Soit V, I'image de A par
rapport a V,, V' (espace de Hilbert orthogonal a V) et une symétrie. Avec les
notations du chapitre 1, ona: D = Dy == ¢1»+ Py W.. Soit ¢ un espace de Hilbert
orthogonal a V, et V', ayant le méme nombre de dimensions que ¢, ; soit dans
v12 ® v, w une variété lindaire fermée en position p avec v;» et ¢, non asymptotique
aviona:e,= Py w. Donc D = Py, (“w 4 W,): wet W, sont orthogonales, donc
w—+ W, =1V est une variété linéaire fermée, en position p avec [D] dans
[D]® [Py, g.V]. En changeant de notations, on obtient le théoréme. (La derniére
partie du théoréme résulte du théoréme |.3).

Prorosition 2, 1. — Soit D une rariété ) partout dense de H. On a D =D,,
avec un opérateur lincaire fermé A dans le cas p de H.

Démonstration. — D’apres le théoréme de Julia, D = P, V. on V est une variété
linéaire fermée en position p avec H dans H® H'. Wl suffit de considérer’opérateur
linéaire fermé A dont V est I'image par rapport a H, I’ et une symétrie.

2. Le théoréme suivant est du a Julia [ 12].

Tutorime 2,1. — Soit D) une variété ] de H. Ona D = A,, avec un opérateur
linéaire fermé A borné de H. Si [D] a méme dimension que H, on peut sup-
poser Dy=H et A biunivoque. Si [D] =M, ont peut supposer A dans le cas p.

Démonstration. — On a (th. de Julia) D == PV, ou V est en position p avec
[D] dans [D]® H’, donc a méme nombre de dimensions que [D]. Soit U un opéra-
teur isométrique transformant [D] en V. A =P, U est fermé borné biunivoque,
avec D,=[D], A,=D. Si [D] = H, A est dans le cas p. Si[D]a méme dimension
que H, on obtient un opérateur linéaire fermé défini dans H en multipliant a
droite A par un opérateur isométrique qui transforme H en [D] (17).

Le théoréme 2, | peut étre précisé (on suppose, pour simplifier, [D] = H).

(%) Ce langage n’est pas tout & fait correct, mais il sera souvent employé car il est imagé et
commode.

¢17) On déduit aisément de ce théoréme que toute variété J cst un F, pour les topologies forte et
faible, et méme une réunion dénombrable d’ensembles faiblement compacts. Ceci donne lieu A un
rapprochement intéressant avec la théorie des pseudo-norm sets (MACKEY [2]) et A diverses généra-
lisations de la notion de variété J que nous étudierons ailleurs.
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Tatorime 2,2. — Soit D une variété J, avec [D] = H. Il existe une infinité
d’opérateurs linéaires fermés A bornés biunivoques de H tels D,==H, A, = D.
St Ay est un d’euz, tous les autres sont donnés par la formule A == AL, ou
L est un opérateur de premiére classe quelconque de H.

Démonstration. — L’existence de \, est garantie par le théoréme 2,1. Il est
évident que tout A = A,L est un opérateur linéaire fermé borné, biunivoque,
.avec D,=H, A ,=D. Réciproquement, soit A un opérateur remplissant ces
conditions; A7'A =L transforme biunivoquement H en H, et est fermé comme
on le voit aisément, donc est de premiére classe; et 'on a A — A, L.

Remarques. — 1° On donnera au chapitre 5 une construction simple d’un opé-
rateur A,.

2° Soit K un opérateur self-adjoint tel que Dx= 1. On connait des opérateurs
linéaires bornés biunivoques A avec D,—=H, A, = D; a. les opérateurs R;, résol-
vantes de K pour les nombres cowmplexes 5 extérieurs au spectre de K; b. I'opéra-
tear U—E, si U est le transformé de Cayley de K, et E 'opérateur identique.

Interprétés a 'aide du principe des images, les théorémes 2,1 et 2,2 permettent
de préciser le théoréme de Julia.

Prorosition 2,2. — Soit D une variété J, partout dense dans H. D est pro-
jection sur H, dans He H', d’une infinité de variétés linéaires fermées V, en
position p avec H, et non asymptotiques a H. St Vy est U'une d’elles, toutes les
autres s'obtiennent de la maniére suivante : soit ® l'ensemble des opérateurs
de premiere classe dans Heo H', réduits parH, et se réduisant a l'identité dans
H. On prend les variétés linéaires fermées V=T (V,), ou TeG.

Remarque. — La recherche de toutes les variétés linéaires fermées V en posi-
tion p avec H telles que P,V =D (mais pouvant étre asymptotiques a H) revient
interprétée avec les images, a celle des opérateurs linéaires fermés A dans le cas p,
tels que D, = D. On y reviendra au chapitre 7.

Tutorime 2,3. -— Soit D une variété J, avec [D]===H. On a D) = Ag, avec K
self-adjoint borné et 0 << K <1.

Démonstration. — D == A avec A opérateur linéaire fermé borné dans le cas p
(th. 2,1); on peut supposer la borne de A plus petite que 1. On sait qu’alors
A =KU, ou U est un unitaire et K un self-adjoint qui répond aux conditions du
théoréme.

Prorosition 2,3. — Soit D une variété ), avec [D]=H. Ona : ) = A¢_; ou
E est Uopérateur identique et U un unitaire sans vecteur invariant.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer la transformation de Cayley au selt-
adjoint du théoréme 2,3.

3. Topologie propre d’une variété J. — Soit D une variété J de H, partout
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dense pour simplifier. Soit A un opérateur linéaire fermé borné biunivoque tel que
D,=H, A,=D (th. 2,1). Introduisons dans D le nouveau produit scalaire

(X, X = (A—1X, A—1X") (XeD, X'eD).

Avec cette nouvelle métrique, D est complet; car,si lim || X,— X[y = o,

p=»,§=x
cela signifie que lim [|[A~*(X,— X,)|/=o0, donc A~*X, a, quand p — + o,
P==,q=
une limite forte au sens de la métrique usuelle, soit A~1X, ot X€D.Ona:
lim||A—*X,— A~1X| =0, donc lim || X, — X ||; = o, ce qui prouve que X, a une
p=wx p==n

limite forte dans D au sens de la métrique usuelle. Donc D, avec la nouvelle
métrique, est un espace de Hilbert.

Aux autres opérateurs lindaires fermés A’ bornés biunivoques tels D, =H,
Ay =D correspondent d’autres métriques, que nous appelons les métriques
propres de D. On a (th. 2,2): A’=AL, ou L est de premiére classe. Si
(X, X)o=(AX, A*X"),ona: || X[s=| L *A*X]. Or:

a! AIX || 2L A=1 X || < b||A—1X ],

ol a>o, b<<-+ow,donc
af| X[hi£L || X|le£L b ]| X

Donc la seule donnée de D définit dans D une famille de métriques propres équi-

valentes (1*), donc une topologie propre. Donc on sait définir des sous-domaines

de D partout denses, ou fermés, dans la topologie de D, des opérateurs linéaires

définis dans D et fermés dans la topologie de D, donc des sous-domaines de D qui

sont des variétés J dans la topologie de D (on verra que ce sont des variétés J de H),
_etc. Si D =H, on retombe sur la topologie usuelle de H.

Interprétations de cette topologie. — 1° Si T est un opérateur linéaire fermé
borné biunivoque tel que Dy=H, A;= D, pour savoir siun sous-domaine D’de D
est fermé, ou partout dense, dans la topologie de D, il suffit de chercher si T-*(D")
est fermé, ou partout dense, au sens ordinaire (1*).

2° L’interprétation qui suit n’est qu’un cas particulier de la précédente. D est
projection sur H, dans HeH', d’une variété linéaire fermée V disjointe de H'. H
et V ont le méme nombre de dimensions, soit J un opérateur transformant isomé-
triquement H en V. A=PyJ opére dans H, est fermé borné biunivoque, el
D,=H,A,=D. Sidonc XeD, etsiZeV est tel que PyZ =X, on peut prendre
|| X |ls=1{]Z||. Pour savoir si D' c D est fermé, ou partout dense, dansla topologie
de D, il suffit de chercher si le domaine correspondant de V est fermé, ou
partout dense, dans V au sens usuel.

(%) On pourrait aussi considérer un opérateur linéaire fermé uniforme A tel que Da=D, et
poser : (X, X'),= (X, X')+ (AX, AX’). Cette notion a été considérée par FRIEDRICHS.

(1) StonE ([1], p- 166) considére, étant donné un opérateur self-adjoint K, une variété linéaire on
telle que : 1° oncDg; 20 [M] = H; 3° [(K—iE)(m)]=H; 4 [(K+iE)(om)] = H. Ces conditions
signifient simplement que JN est partout dense dans la topologie de Dk; la condition 4 entraine les
conditions 3 et 2.
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Mais, dans la suite, on s’intéressera a des propriétés qui font intervenir a la fois
la topologie propre de D et celle de H, et 'on cherchera a ¢tudier la topologie
de D par des opérations faites dans H seulement.

4. Exemples de variétés J. — Les variétés linéaires non fermées qui s’intro-
duisent dans I'étude de I'espace de Hilbert sont souvent des variétés J.

1° Soit (A;) une suite de vecteurs dans H, supposé séparable. Le domaine de

convergence de Z | (Ai, X)|? est une variété J (29); car c’est le domaine d’existence

de Popérateur lindaire fermé A défini par AX:Z(Ai, X)e;, ou (e;) est une
base orthonormale de H (Julia [4]. [5], [9]).
2° L’ensemble des X :2.2’,-@ pour lesquels

=1
—1 | n

i)\iAi 27\,-.17,4 <+

i=1 i=1

sup
PP P N 1

est une variété J; car c’est 'ensemble des X pour lesquels le probléme des
moments : (A;, X)=uz;({=1, 2, ...) est possible. C’est donc le domaine des
valeurs de I'opérateur linéaire fermé précédent (Julia, 7bid.). _

3° Si la suite (A;) est une base faible, 'ensemble des X dont les coordonnées
contravariantes ont leurs modules de carrés sommables est une variété J; car c’est

le domaine de convergence de ¥ | (B, X)|? ot (B;) est la suite duale de (A;).
=1

3. Variétés J complémentaires. — Deux variétés J, D, D', de H, seront dites

complémentaires si, H' étant un espace de Hilbert orthogonal a H, ayant le méme

nombre de dimensions que H, on peut trouver, deux variétés linéaires fermées V,

V', orthogonales complémentaires dans HeH', en position p avec H, telles que
D =P,V, D'=P,V'. Ceci entraine : [D] =[D'] =H.

Prorosition 2,4. — Si A est un opérateur linéaire fermé dans le cas p de H,
D, et A,. sont complémentaires. St D et D' sont complémentaires, il existe un
opérateur self-adjoint K > o tel que D = Dy, D' = Ag.

Démonstration. — Si 'V et V' sont les images de A et — A*~* par rapport a H,
H', et une symétrie, on a D,=P,V, A,,=P,V'. Or V, V' sont orthogonales
complémentaires dans HeH' et en position p avec H. Réciproquement, si D,
D' sont complémentaires dans H, c’est-a-dire si D =Py V, D'=Py V', ou Vet V/

(*) Plus généralement, soit T,, T,. ..., des opérateurs linéaires fermés uniformes. L’ensemble des
©

XeD1,nDt,Nn... et tels que Z | T;X [|*<<—+o est une variété J, comme on le montrc aisément.
=t
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sont orthogonales complémentaires dans HeH' et en position p avec H, soit A
I'opérateur linéaire fermé dans le cas p dont V est I'image par rapport a H, H', et
une symétrie. Ona D =D,, D'=A,.. 5i A= WK, avec K self-adjoint, K > o,
et W unitaire, on a D, = Dy, A,. = A;.

Prorosition 2,8. — a. Si deuz variétés J, D, D' de H sont complémentaires,
il existe deuzx variétés linéaires fermées W, W' orthogonales complémentaires
dans H, deuz variétés J, A, &', avec [A] = W, [A'] = W' telles que D = W + A/,
D'=W'4A.

b. St, étant données deux variétés J, D, D', partout denses, il existe deux

variétés linéaires fermées W, W', orthogonales complémentaires dans H, telles
que WcD, WD/, D et D' sont complémentaires.

Démonstration. — (a) résulte de la prop. 1,8, (e).

(b) s’établitainsi. SoitX € D. OnaPyX e WcD,donc P . X=X—PyXeD.
Donc Pw.XeW'AD. Comme X =PwX+ Py X, on voit que D=W + A/,
si A'= W/'nD. De méme, D'=W'+4,si A=WnD'. [A]l=Wet[A]=W
puisque [D] = [D’] = H. On verra au Chapitre III que A et A’ sont des variétés J
(ce serait trés facile a établir directement). Soit alors dans W (resp. W') un opé-
rateur self-adjoint positif borné K (resp. K') tel que Dy=W, Ay=A (resp.
Dg.= W', A, = A'); il en existe d’aprés le théoréme (2, 3). Posons

K = KPw+ K'—!Py..

On a D = Dg, D' = Ag, et K est self-adjoint, K > o. Il suffit alors d’appliquer la
proposition 2, 4.

En particulier, on voitque D +D'=H, queDnD'=A + Alest partout dense,
ce qu’on savait aussi par les remarques R.

6. Opérateurs J. — Un opérateur linéaire fermé est caractérisé par le fait que
son image esl fermée. Comme on a généralisé les variétés linéaires fermées par
I'introduction des variétés J, il est naturel d’introduire, sous le nom d’opéra-
teurs J, les opérateurs linéaires, uniformes ou non, dont ’image est une variété J.
. Il est aisé de voir que cette définition ne fait intervenir qu’en apparence la symé-
trie qu’on utilise dans la construction de I'image. Ce sont ces opérateurs qu’on
rencontre le plus souvent, on le verra, quand on sort du cadre des opérateurs
linéaires fermés.

Soient H, H', U (avec les notations habituelles), et V une variété J de ## =HoH’,
qui définit un opérateur J, A, de H. On verra (th. 8,2) que V peut étre partout
dense dans J€ et disjointe de H et H' : alors, A et A—* sont uniformes, mais
A = A—1=Q; cest le cas, déja envisagé, ou il n’y a pas d’adjoint.

Soit D une variété lindaire; I'opérateur identique, restreint 4 D (nous le note-
rons E, ), est un opérateur J si et'seulement si D est une variété J. Car son image
est une variété linéaire V telle que V.o~ D.

Si A est un opérateur J, A-! est un opérateur J (car les images de A et A~
sont échangées par une symétrie de J€). :
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III. — Réseau dés ‘variétés J. Composition des opérateurs J.

1. Produit d’opérateurs J. — Tutorime 3,1. — Le produit de n opéra-
teurs J est un opérateurJ.

Démonstration. — Soient Ay, A,, ..., A, n opérateurs J, opérant dans H,.
Introduisons des espaces de Hilbert H, H,, ..., H,, tels que les H;(0o < i< n)
soient deux a deux orthogonaux et aient méme dimension. Soit U; un opérateur
transformant isométriquement Hy en H; (i = o, 1, ..., n). Les vecteurs X 4+ U, A;X
décrivent, quand X décrit D,,, une variété J de Ho,oH,. Donc les vecteurs
Ui_1 X+ U;A; X décrivent, quand X décrit D,, des variétés J de H,_ ,e;H,,
soit V;. Soit X, €H,. Pour que X, appartienne au domaine d’existence de
ArAn_1... Ay, il faut et il suffit qu’on puisse trouver des vecteurs X,, X,, ..., X,,
avec X; € H;, et tels que X;_; + X; € V. Et quand on prend tous les vecteurs X;
vérifiant ces conditions, X, + X, décrit 'image W de A,A,_, ... A, par rapport
a Hy, H, et la symétrie qui échange X et U,X pour tout X €H,. Soient K,,
K,. ..., Ka—, de nouveaux espaces de Hilbert orthogonaux entre eux et ortho-
gonaux aux H;. V; est projection sur H;_,@H; d’une variété linéaire fermée V;
de H; _1oH;oK;_, (th. de Julia); pour que X;_,+ X; € V;, il faut et il suffit qu’on
puisse trouver unZ;_, € K;_,tel que X; 1+ X;+Z; , €V;. Donc, X,€D, ,

n—1...44
si et seulement si l'on peut trouver Xy, X,, ..., Xp, Zo, Zy, ..., Zy_,, avec
X,‘GH;, Z,‘EK,‘, et .

(1 X+ Xi+Zi 1€V, (i=1,2,...,n).

Considérons le vecleur

=X+ X +...+ X, +Zo+Zy+...+Zp_.
On a
X;= P"iZ, Z,= PK‘.Z,

Z n’est assujelti qu'aux conditions (1), donc, puisque les V; sont fermées, Z décrit
une variété lindaire fermée V. Or X, + X,= Pygn,Z, donc W = Puae;n,,v-
Donc (th. de Julia), W est une variété J.

Ainsi, quand on multiplie des opérateurs J, on obtient des opérateurs J; par
contre, quand on multiplie des opérateurs linéaires fermés, on obtient des.opéra-
teurs J qui peuvent ne pas étre fermés. En effet, on a le théoréme suivant (qui
donne une construction générale des opérateurs J) :

Tutorime 3,2. — Soit T un opérateur J, opérant dans H. T est le pro-.
duit BA (d’une infinité de maniéres) de deux opérateurs linéaires fermés
de H; on peut supposer B et A=t fermés bornés; si T est biunivoque, et
dim[Dy] = dimH, on peut supposer A et B biunivoques et D,= Dy— H.

(Ainsi, 'étude des opérateurs linéaires fermés introduit aussitét tous les opéra-
teurs J).

Démonstration. — Soit V I'image de T par rapport a H, H', U (notations



— 39 —

habituelles); V est projection (th. de Julia) sur HeH' d’une variété linéaire
fermée W de HoH'@ H” (ou H” est un espace de Hilbert orthogonal 8 HeH') dis-
jointe de H". Soit Ze W, et

Y= PHQHIZ, X =PyZ = P"Y, ) X'=PywZ = Py Y.

On a X'=UTX. Soit A’ 'opérateur défini dans Py W qui fait passer de X a Z,
B’ Popérateur défini dans W qui fait passer de Z a X' (A’ est peut-étre multi-
forme) et J un opérateur isométrique transformant W en une variété linéaire
fermée de H (J existe toujours sauf si H a un nombre fini de dimensions, cas qui
se traite immédiatement). On a T = (UB'J-1)(JA')=BA, avec B=UB'J¢,
A =JA'. B et A~ sont fermés bornés. Si T est biunivoque, et dim[Dy]:= dimH,
on a dim[V]=dimW =dimH; W est disjointe de HoH" et H'@H’, on peut
supposer A;— Hj; alors, A et B sont biunivoques et D, —= Dy=— H.

Applications. — 1° On a Dy=D,, A= Ag. Donc :

Tutoreme 3,3. — Si T est un opérateur J, Dy et Ap sont des variétés J.

2 Si T est uniforme, la construction de A prouve que A peut étre supposé
uniforme. Si T est uniforme, et Dy (donc D,) fermé, B et A sont fermés bornés,
donc¢ T = BA est ferm¢ borné.

Tutorime 3,4.— Tout opérateur J uniforme (*') dont le domaine d’existence
est fermé, est fermé borné.

3° Interprété a aide des images, le théoréme 3,4 donne la

" Prorosttion 3,1. — Soit H une wvariété linéaire fermée de l'espace
de Hilbert 3. Soit une variété J, D c K, disjointe de H'—= d¢oH. PyD est
Jermée si et seulement si D est fermée et non asymptotique & H'.

4" Définition géométrique des opérateurs J : Soit (e;) une base orthonormale
de H. Les opérateurs A=* et B précédents transforment (e;) en deux systémes L,

(A;) et (A}). Dy est 'ensemble des vecteurst,-A;, ou

Siat<+ro e T<2x,A,> =Yzl

La réciproque est immédiate, grace au théoréme 3,1. Les systémes L, (A;)
et (A}) peuvent donc étre pris quelconques. Un opérateur ainsi construit peut
donc n’avoir pas d’adjoint.

2. Les considérations du paragraphe 1 suggérent le probléme suivant :
A quelles conditions le produit A,A,_,...A, de n opérateurs J est-il fermé?
Notons que le théoréme 3,4 fournit déja une condition suffisante. Reprenons

les’notations de la démonstration du théoréme 3,1. A A, _s...A, est fermé si

(2') Si T est multiforme, le théoréme peut étre en défaut: considérer le cas ot Dr= o et ou
At est une variété J non fermée.
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et seulement si W est fermé. Supposons les A; uniformes. Soit V =Py gu.e.on, V-
V est une variété J disjointe de HyoHyo ... ©Hay, et W =Py gy V. D’aprés la
proposition 3,1, W est fermé si et seulement si V est fermé et non asymplo-

tique 4 HioHs0...9H,_,. La non-asymptoticité donne une condition néces-
saire :

Prorosition 3,2. — Une condition nécessaire pour que le produit
ApA,_y... Ay de n opérateurs J uniformes soit fermé, est que les conditions
X—>o0,AA,._...A X >0 entratnent

A1X-+0, AzAlx-—)-O, ey A,,_.1A,,_t_7..‘. Aix-—>0.

La condition serait suffisante si I'on était assuré que V est fermée. Or, il en est.
certainement ainsi siles V; sont fermées (car V est parcourue par X+ X;+...+X,,
ou les X; sont assujettis a X;_, + X;€V; pour {:=1, 2, ..., n), c’est-a-dire si
les A; sont fermés. Donc :

Tatoreme 3,5. — Le produit A,A,_,...A, de n opérateurs linéaires

fermés uniformes est fermé si et seulement si les conditions X->o,
ALA, ... A X >o0entratnent

A‘X—')O, AzA]X"‘)O, .oy A,,_iA,,_g...A.X—->o. \
Ezemples d’application. — 1° Soit A un opérateur linéaire fermé uniforme
défini dans un domaine partout dense; A* est fermé uniforme, et 'on a

[AX [[2= (X, A*AX) < [| X |1l A*AX ],
donc (th. 3,5) A*A est fermé.

2° Prorosition 3,3. — Si A est borné, ou si B~! est borné (A et B étant des
opérateurs linéaires fermés uniformes), BA est fermé. En particulier, si
Uun des opérateurs A, B est de premiére classe, AB et BA sont fermés.

3° Prorosition 3,4. — Si A est fermé uniforme non borné, et B fermé
complétement continu, BA est un opérateur J non fermé.

Démonstration. — Il existe des suites X, €D,, avec X,—>o, [|AX,| =1,

AX, -~ o (considérer 'image de A). On a alors BAX,— o a cause de la compléte
continuité. :

4" Le carré A? d’un opérateur linéaire fermé A dans le cas p peut étre non
fermé. Soit A =UK la décomposition de A en unitaire et self-adjoint positif.
On a A?= UKUK, de sorte que A? est fermé si et seulement si KUK est fermé
(prop. 3,3); A? est donc non fermé (th. 3,5) dés qu’il existe des suites de vec-
teurs unitaires X, telles que K1 X,— o0, K(UX,)—>o. Et il est facile de cons-

truire des exemples d’une telle circonstance (avec K diagonal de la quatriéme
classe).

3. Transformée d’une variété J par un opérateur J. — Tutorime 3,6. — La
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transformée d’une variété J, soit D, par un opérateur J, soit A, est une
variété J, soit D',

Démonstration. — On a D'=A,g . AE, est un opérateur J (th. 3,1), donc
D’ est une variété J (th. 3,3).

Application. — D est projection sur [D] d’une variété linéaire fermée V en
position p avec [D] dans [D]@H'. Soit d une variété lindaire de V, et d = P, d.
D’aprés le théoréme 3,6, d est une variété J si et seulement si d est une variété J.

Donc une variété J de H incluse dans D est une variété J dans la topologie de D,
et réciproquement.

Transformée d’une variété J par un opérateur de.premiere classe. —
Lemme 3,1. — 8¢ Uopérateur linéaire fermé A est dans le cas p, on a D,~D,,.

Démonstration. — On a A = KU, ou U est unitaire et K self-adjoint; d’ou

A*=U*K et Dy=Dg=U(Dy)

Tutroime 3,7. — Si L est un opérateur de premiére classe et D une variété J,
onaL(D)~D.

=H.On aD =D,, avec un opéra-
teur linéaire fermé A dans le cas p. Donc D'=L(D)=D,;_.. D’aprés le
lemme 3,1, D'~ D,_. Or, (AL-%)*=L"*"A", donc D = D,. Enfin,
D,.~D,. Si [D] £ H, remarquons que [D] et [D] ont méme dimension et méme
déficience; donc il existe un unitaire V qui transforme [D'] en [D]. Alors,
VL transforme [D] en [D], est de premiére classe dans [D]; donc

D ~ VL(D)~L(D).

Tatorkme 3,8. — Deux opérateurs linéaires fermés dans le cas p, A et B,
bornés, sont equwalents si et seulement si A\~ Ay.

Démonstration. — 1° La condition est nécessaire, car, si B— LAM, ou L etM
sont de premiére classe, on a Ag—=L(A,)~A,; 2° La condition est suffisanle,
car elle entraine Ay = Ay,, ou U est unitaire, donc (th. 2,2) B =UAM, ou M est
de premicére classe.

Il est assez surprenant de voir la notion aﬁ’ine d’équivalence se traduire par
un invariant d’apparence métrique. On y reviendra au chapitre 3, § 7.

Tutorime 3,9. — Soient A et B deur opérateurs linéaires fermés bornés
dans le cas p équivalents. Il existe des unitaires U, V, des opérateurs de pre-

miere classe L, M tels que B=UAL = MAV.,

Démonstration. — L’existence de U et L a 4té élablie dans la démonstration
précédente. Montrons 'existence de V et M. On a B*=L"A"U", donc A" et B*
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sont équivalents. Donc il existe un unitaire et un opérateur de premiére classe,
qu’on peut appeler V* et M, tels que B*= V" A*M". D’ou B = MAYV (22).

Autres applications du théoréme 3,7. — 1° Soient V, et V,, deux variétés
linéaires fermées en position p dans H. Supposons V, non asymptotique a He V,.
Alors Py V,=1V,; il y a entre un vecteur Z qui parcourt V, et Py Z une corres-
pondance biunivoque et bicontinue. Si donc d est une variété J de V,, et
si d = Py, d, on voit aisément que d~d.

2° Soit D une variété J. avec [D] = H pour simplifier. Soient A et A’ deux opé-
rateurs lindaires fermés bornés dans le cas p, avec A, == A, =D. On a A’= AL,
avec L de premiére classe. Soit d une sous-variété J de D et 6 == A~1(d). On a

A1 (d) = L=1A=1(d) ~ 3.

Ainsi, quand on évalue dans D les distances a 'aide d’'une métrique propre m,
d devient, dans D, unitairement équivalent a 6 dans H, quel que soit le choix
de m. Nous traduirons la relation entre D, d, 5 par la formule (d), ~ (). Plus
généralement, si D' est une autre variété J, avec [D'] =H, si'd’ est une sous-
variété J de D' avec (d')y~ (9)y, on écrira (d),~ (d'),; cela signitie que, si
'on évalue dans D les longueurs a I’'aide d’une métrique propre quelconque de D, d
dans D est unitairement équivalent a d’ dans D', si I'on évalue dans D' les lon-
gueurs a I'aide d’une métrique propre quelconque de D'.

Ezemples. — a. Soient V4, V, deux variétés linéaires fermées de H en posi-
tion p. On a (remarques R) Day N Dy, = Py Dy,..Donc (D2y n D,y ), > (Dyo)y
D’autre part, (Dy.)y,~ (Dsy)y, (th. 1,1 et 1,2). Donc (Da; nDy,),, ~ (Dy,)y,.
Sil’on considére V, comme I'image, par rapporta V,, V', d’un opérateur lindaire
fermé dans le cas p de V4, onala

Provosition 3,53. — Soit A un opérateur linéaire fermé dans le cas p. On
a:(DynAy)p >~ (Au)y (Dindg)a, > (Da)u. En particulier, si K est un opé-
rateur self-adjoint dans le cas p, (Dx n Ag)p, > (Ax)u; (Dx 0 Ag)a, > (Dg )y

b. De méme, (Py Dyj)p,~ (D1a)y,~ (Das)y,. Si V, est 'image par rapport
aVy, V,, U, d’un opérateur linéaire fermé A dans le cas p de Vy, il est connu
quePy D,y =D, [car,siZ € V,, Py Z € D, sietseulement si Py Z € U(D,)=D,,;
donc, puisque D,.n D, = Py:Dy., si et seulement si Py:Z € Py:Dy,, donc si et
seulement si Z €Dy, ]. Ainsi :

Prorosirion 3,6. — Si A est un opérateur linéaire fermé dans le cas p,
(Daa)n, > (Da)u- En particulier, si K est self-adjoint dans le cas p,

(DK’)DK o~ (Dg)q-

4. Somme de deux variétés J. — Tucorkme 3,10. — Soient D, D' deux
variétés J de H. D + D' est une variété J.

(?*) Ainsi nous démontrons simplement I'identité de G, et G, dans Kéthe [1], p. 138.
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Démonstration. — Soit h un espace de Hilbert contenant deux variétés linéaires
fermées V, V', orthogonales complémentaires, avec

dimV =dim[D], dimV' = dim[D’].

Soit A (résp. A’) un opérateur linéaire fermé borné biunivoque tel que D, =V,
A,=D (resp. D, = V', A, =D’). L’opérateur B = APy + A'Py, est fermé borné,
avec Dy=~h, Ayj=D 4+ D'. Donc D -1’ est une variété J.

Prorosition 3,7. — Si Uune des variétés J disjointes D et D' est non fermée,
D + D' est non Jfermée.

Démonstration. — Avec les notations précédentes, B est univoque; car,
si BX=APyX +A'PyX =0, on a APyX =A'Py.X =0 puisque DnD'=o.
Donc PyX =Py X =0 =X puisque A et A’ sont biunivoques. Or, si D par
exemple est non fermé, A~ est non borné, donc B~' est non borné. Puisque B!
est uniforme non borné, Dy_. = A est non fermé.

ArpLicaTiONs. — 1° Prorostrion 3,8. — S¢ D est une variété J non fermée,
et si D'= o0, D4~ D' est non fermée. En particulier, toute variété J non fermée
a une déficience infinie dans H; toute variété J de déficience finie est fermée.

Démonstration. — Soientd == DnAD'—=oetd =D'ed.OnaD 4D =D+ d’
et D, d’ sont disjoints. Donc (prop. 3,7) DD’ est non fermée.

une variété J de déficience finie non nulle est non par-
tout dense (puisque variété linéaire fermée); au contraire, une variété J de défi-
cience infinie peut étre partout dense. ]

2° Soient D, D’ deux variétés J disjointes de H. On ne peut avoir H=D + D’
que si D et D' sont fermées (prop. 3,7), non asymptotiques et sous-tendent H.
Autrement dit, étant donnée une variété J, D', elle est fermée si et seulement si il
existe une variété J, D, avec DAD'=o0, D +D'=H. Transposons ceci dans la
topologie propre d’une variété J :

Tutoreme 3,11. — Soient D une variété J, Dy c D une autre variété J;
Dy est fermée dans la topologie de D si et seulement st il existe une autre

variété J, D,cD avec DynDy,=o, D,4+D,=D.

Ezemple. — Soient deux variétés J, D et D', avec DnD'=o, [D]=[D']=H

(¢f. th. 8,1); D 4 D'=D" est une variété J non fermée (prop. 3,7); D et
D’ sont fermées et non asymptotiques dans la topologie de D", ce qui est un peu
paradoxal a premiére vue (cf. prop. 9,5).

5. Intersection de deux variétés J. — Tutorime 3,12. — Soient D, D' deux
variétés J; Dn D' est une variétéJ.

Démonstration. — E,Ey est un opérateur J (th. 3, 1), donc DnD'=Dg i, est
une variété J (th. 3,3).
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Prorosition 3,9. — 8¢ D est une variété J, et D' une variété linéaire fermée,
DN D' est une sous-variété J de D, fermée dans la topologie propre de D. Il

existe donc une infinité de variétés J, D" c D, avec D'nD"==0, D=(D A D’)-I.—D”.

Démonstration. — Sil'on considére D comme projection sur [D] d’une variété
linéaire fermée V en position p avec [D] dans [D]eH', la variété linéaire vV
telle que Pyo =D N D' est évidemment fermée. D’ou la proposmon, d’aprés la
deuxiéme interprétation de la topologie propre.

Sous-variétés J simples de D. — Alors que le théoréme 3,11 donne une con-
dition nécessaire et suffisante pour qu’une variété J, D, c D, soit fermée dans la
topologie de D, la proposition 3,9 est une condition suffisante. Effectivement, il
existe, dés que D est non fermée, des variéiés J, D, c D fermées dans la topologie
de D, et qui ne sont pas intersections de D et d’une variété linéaire fermée
(c¢f. prop. 9,5). Ainsi, les sous-variétés J de D fermées dans la topologie de D et
de la forme DD’ ou D' est une variété linéaire fermée, sont spéciales; on les
appellera sous-variétés J simples de D (cette notion resulLe de la superposition
des topologies de D et ).

Réseau des variétés J. — L'ensemble des variétés J de H forme un réseau £
par rapport aux opérations + et N (2*) (alors qu’il n’en est pas de méme pour les
variétés lindaires fermées: il faut prendre les opérations @ et n). Il serait inté-
ressant de savoir, étant donné un réseau, quels sont les axiomes qui permettent
d’affirmer qu’il est isomorphe a £. C’est pourquoi nous nous attacherons a dégager
dans la suite, toutes les fois que cela sera possible, les propriétés intrinséques
de £2, qui peuvent étre définies a I'aide des seules opérations + et n dans £, c’est-

a-dire qui restent invariantes par toul automorphisme de £2 (un automorphisme
étant une application biunivoque de £ sur £ distributive par rapport aux opéra-
tions + etn ). Voici déja des exemples de tels caractéres : D € £ est une variété
linéaire fermée si et seulement siil existe une D'e £ tel que D AD'=0,D-D'=H(2*);
[D] estla plus petite des D’ € £2 plus grandes que D et fermées; DeD'=[D +D'];

D est partout dense si [D] = H; les variétés linéaires fermees D, D' sont asymp-
totiques si et seulement si D D’ est non fermée (on verra un autre critére au
Chapitre g); d’ou la définition dans £ des variétés linéaires fermées compléte-
ment asymptotiques; D € £ a 1 dimension si, pour tout D’e £,on a DnD'=D
ou DnD!=o0; D& £ a n dimensions (n fini) si 'on peut trouver D; a 1 dimen-
sion, D, a n—1 dimensions, avec D, ADy=o0, D =D, + D, (définition récur-
rente); D € &2 a o dimensions si D n’a n dimensions pour aucun ~ fini; d’ou la
définition dans £ de la déficience d’une variété J. Dans ces conditions, les propo-

sitions 3,7 3,8, 3,9 donnent des renseignements sur la structure de £. En voici
un aulre :

(*3) La relation d’inclusion Dc D', définie dans £ par DAD'= D ou D + D'=D’, est une relation
d'ordre; H est le plus grand c¢lément. o le plus petit ¢lément de £.
(24) Il serait intéressant de savoir s’il en est de méme dans certains espaces de Banach.
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Prorosition 3,10. — Le réseau formé par les variétés J plus petites qu’'une
variété J donnée, D, est isomorphe a £ quand [D] = H.

Démonstration. — Reprenons les notations de l’application qui suit le théo-
réme 3,6; 'opérateur Py établit un isomorphisme entre le réseau des variétés J,

dcV, et leréscau des variétés J, d =P,dcD. V a méme dimension que H
quand [D]=H.

Relations entre D, D/, D+D,DaD. — Supposons l'une des variétés J, D
et D', non fermée. Alors, si DAD'=o0, D + D' est non fermée (prop. 3,7). Par
contre, si DnD's£0, D i )Y peut étre fermée, c’est le cas des variétés J complé-

menlaires; or, dans ce cas, [D n D'] = H. Posons-nous alors le probléme général
suivant : Quelle disposition présentent deux variétés J, D et D', de H, quand
D 4 D'=H? (Ce sont de telles variétés J qu’on aurait pu appeler complémen-
laires, mais nous avons réservé ce terme pour une disposition plus précise qui est
d’ailleurs, on va le voir, une sorte de forme réduite de la disposition générale. )
Reprenons les notations (A, V, V/; A, A’, B) de la démonstration du théo-
réeme 3,10. Soit W la variété lindaire fermée des zéros de B et W =/hoW.
Soit B I'opérateur B restreint 8 W', B est biunivoque et I'on a D= "W/, Az-= H.
Donc B est borné et d’inverse borné. On a, pour tout Ze€ h, BZ = BP,.Z, donc
(1) D =B(V)=B(PwV), '
(2) D'=B(V)=B(PwV).

Puisque A et A’ sont biunivoques, ona WnV =W nV'=o0. Posons

e =WnV, o=WnV,

W=Woeo(var), V=Veoey, V=Veor.

D’aprés le lemme 1,3, W et W' sont orthogonales complémentaires dans Ve V/,
et en position p avec V, V' dans Ve V'. De plus

PwV =9+ PV, Pw V' =¢'+ P# V7,

v, ¢ et [PW,V] = [PW,V’] = W’ sont deux a deux orthogonales. Dans W', PV
et P V' sont complémentaires. Donc, d’aprés (1) et (2), et changeant de nota-
tions :

Lemue 3,2. — Soient D, D' deux variétés J telles que D 4+D=H.Det D
sont transformées par un opérateur de premiére classe de deux variétés]J,
D,, D), présentant la disposition suivante : soient V, V', V' trois variétés
linéaires fermées orthogonales sous-tendant H; soient d, d' deux variétés J
complémentaires dans V'; on a D, =V +d, D, =V'4-d'. La réciproque est
immédiate.

ProrosiTion 3,11. — Soient D, D' deuzx variétés J partout denses. a. Si

DnD'=o0,D 4+ D' est non Jfermée. b. Si D 4D est Jermée, D nD' est partout
dense. '
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Démonstration. — (a) résulte de la proposition 3,7. Si [D]=[D'] =H,ona
V = V'=o0 dans le lemme 3,2, donc [dnd'] = V'=H. D’ou (b).

Prorosition 3,12. — Soient D, I deuz variétésJ. a. On a D +D' =H si et
seulement si il existe deux variétés linéaires fermées N, M avec M cD,
McD, MAM =0, M+IM=H; b. On a alors D = M+ (DI,
D' = (D' nON); DI est non fermée si D est non fermée.

Démonstration. — La condition de (a) est évidemment suffisante. Supposons
réciproquement D + D= H, et appliquons le lemme 3,2. D’aprés la proposi-
tion 2,5, il existe deux variétés linéaires fermées w, w' orthogonales complémen-
taires dans V’, avecd = w + (dnw'), d'= o + (d'nw). Soient M, =V + w,
M, =V'4w'; on a Dy=IN,+(D,nIN,), D, =M (D' nIM,). M,y et
I, sont deux variétés lindaires ferinées orthogonales complémentaires dans H.
D, n I, est non fermée si D, est non fermée (lemme [,4). On en déduit aussitot
les propriétés énoncées pour D, D'.

Prorosimion 3,13. — Soient D, D' deux variétés J telles que D + D'= H.
Si D ne contient aucune variété linéaire fermée a o dimensions, D' est une
variété linéaire fermée de déficience finie dans H.

Démonstration. — On a I = o dans la proposition 3,12, donc I et aussi
D’> U sont des variétés linéaires fermées de déficience finie dans H.

Tutorkme 3, 13. — Soient D, D' deux variétés J; il existe quatre variétés J.
Dy, Dy, D, D), (non déterminées univoquement par D, D') telles que

DinDy=o, D,cD;, DycDi,
D=D,+D), D=Dy+D,, DaAD'=D,+D), D+ D=D,+Dj.

Démonstration. — 11 suffit de partir de la proposition 3,12, et d’appliquer
aD+D'la proposition 3, 10 (la dimension de H n’intervient pas).
La position de Dy, D', D,, D), par rapport a D, D’ peut se schématiser ainsi :

6. Restriction d’un opérateur J. — Prorosition 3,14. — a. La restriction A’
d’un opérateur J, A, & une variétéJ, D' cD,, est un opérateurJ. b. Quand A
est fermé, A est jermé si et seulement si D' est fermé dans la topologie
de D,.

‘Démonstration. — On a A'= AE,,, d’ou (a), d’aprés le théoréme 3, 1.
Si A est fermé, soit V son image par rapport a H, H, U (notations habi-
tuelles). On a D, =Py V. Soit V.cVe(VnH') la variété telle que P, V'=D'".

V est fermée si et seulement si D’ est fermée dans la topologie de D (2° intérpré-
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tation de cette topologie). D’ailleurs, limage de A’ est V4~ (VnH'); V' et
VAnH sont orthogonales, VnH' est fermée, donc A’ est fermé si et seulement
si V' est fermée.

7. Branches uniformes d’un opérateur J. — Soil A un opérateur linéaire; on
appellera branche uniforme de A tout opéraleuf lindaire A uniforme tel que :
1° Dy=Dy,; 2* pour tout X € D, les valeurs de AX sontde la forme AX + A (o).
Soit V I'image de A par rapport a H, H', U; I'image de la branche uniforme de A
la plus générale est la variété lindaire V la plus générale telle que VAH'= o,
V=V (VnH). Si A estun opérateur J, la proposition 3,9 prouve alors le (a)
de la

ProeosiTion 3, 15. — a. Tout opérateur J, A, admet une infinité de branches
uniformes qui sont des opérateursJ. b. Si A est fermé, toute branche uni-
Jorme qui est un opérateur J est fermée.

Pour établir (b), remarquons que V et VAH sont disjointes et que leur
somme V est fermée si A est fermé. Si V est une variété J, le théoreme 3,11

prouve alors que V est fermée.

Remarques. — 1° Soient D, D’ deux variétés linéaires de H et (D, D') opé-
rateur linéaire défini comme suit : Dgy py=D et pour XeD, (D, D') X est
un vecteur quelconque de D’. L’image de (D, D') par rapport a H, H', U est
évidemment D—i'—U(D’). Q(D, D) est donc un opérateur J si et seulement si D
et D’ sont des variétés J. On a

(D, D)+ Q(Dy, D)) =(DnD,, 'S D)).

2 Soient A un opérateur J, A un opérateur J qui soit branche uniforme dé A.
D, et V, (¢f. p. 29) sont des variétés J. Par définition des branches uniformes,

ona \= X—+—Q(D>\, V,). Réciproquement, soient A un opérateur J uniforme
et V, une variété J. Formons opérateur A = K—}—iZ(D;, Vi); st V est I'image
de A par rapport a H, H', U, I'image de A est V4 U(V,), de sorte que A est un
opérateur J dont A est une branche uniforme.

8. Somme de deux opérateurs J. — Soient S et T des opérateurs J uniformes;
Ds et Dy sontdes variétés J, donc aussi(th. 3,12) D = Dg n Dy, qui est le domaine
d’existence de S +-T. Appliquant le théoréme 2,1 dans I'espace [D], soit A un
opérateur linc¢aire fermé borné biunivoque tel que D,=[D], A,=D. Soit
B=(5+4+T)A; on a aussitot B=SA +TA. SA et TA sont des opérateurs J
uniformes (th. 3,1) et méme fermés bornés puisque Dg, = Dy, =[D] (th. 3,4).
Donc B est fermé borné. Comme D, ;= A, = Dg,, on a

S+ T=(S+T)AA—! = BA—!,

Donc (th. 3,1), S+ T est un opérateur J.
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Si maintenant S et T sont multiformes, soient S et T des branches uniformes
qui soient des opérateurs J (prop. 3,:5). On a

S+ T=35+Q(Ds, Vi) + T + (D4, V1) = (S +T) + o(Dsn Dy, Vs+ V1),

S+T est un opérateur J; Dgn Dy et Vs-+ Vy sont des variétés J, donc S—+T est
un opérateur J, d’aprés les remarques du paragraphe précédent.

Remarque. — De méme que le produit de deux opérateurs linéaires ferm.'s, la
somme de deux opérateurs linéaires fermés peut ne pas admettre de prolongement
lindaire ferm¢ uniforme. Ce fait est a rapprocher du fait que Popération —-.
appliquée a des variétés linéaires fermées, ne donne pas loujours des variétés
lindaires fermées (tandis que, appliquée a des variétés J, elle donne des variétés J).

On résume le résultat obtenu et les théorémes 3,1, 3,2 parle

Tutorive 3,14. — Les seules opérations d'inversion et de multiplication
eflectuces une seule fois sur les opérateurs linéaires fermés bornés, conduisent
 tous les opérateurs J et & eux seulement. Mais ces opérations, effectuces sur
des opérateurs J donnent des opérateurs J. La somme de deux opérateurs J est
un opérateur J.

On voit que ces opérateurs sont maniables (malgré 'apparence pathologique de
cerlains, qui n’ont pas d’adjoint) et imposés par 'étude des opérateurs linéaires
fermés. '

9. Propriété caractéristique des opérateurs J. — On va établir une réciproque
du théoréme 3,6 qui caractérise de facon remarquable les opérateurs J (on don-
nera une autre caractérisation au Chapitre 6). On se limitera aux opérateurs
biunivoques (sinon, le théoréme soutlre des exceptions).

Tatoreme 3,15. — Pour qu'un ovérateur linéaire biunivoque A soit un
opérateur J, il faut et il suffit que A el A~' transforment toute variété J en
une variété J.

Démonstration. — a. La condition est nécessaire, c’est le théoréme 3,6.

b. La condition est suffisante. Supposons-la vérifiée. D, = A~ (H) et A, = A(H)
sont des variétés J. Comme A est biunivoque, [D,] et [-A,] ont méme dimension.
Soient S et T des opérateurs linéaires fermés bornés biunivoques avec

Ds=Dr= [D_\ ], As= D,, Ar= Aa.
Soit B=T-'AS; B uansforme toute variété J en une variété J d’aprés '’hypo-
theése et le théoréeme 3,6 et 'on a Dy = Ay =[D,]; B est biunivoque. Soit D une
variété linéaire fermée dans [D,]; il existe une variété linéaire fermée D' telle
que DnD'=o, DD = [D,]. B(D) et B(D') sont des variétés J et, puisque
B est biunivoque, on a B(D)nB(D') =0, B(D) 3 B(D') =Ay=[D,]: donc
(th. 3.11), B(D) est fermée. Ainsi, B transforme toute variété linéaire fermée en
une variété linéaire fermée. Or, on a la proposition suivante, contenue dans des
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résultats de Dieudonné [1] et Mackey [1]. (P): Soit A un opérateur linéaire trans-
formant biunivoquement un espace de Hilbert J¢ en € et (¢;) un ensemble de

vecteurs sous-tendant J€; si A(J€o[¢;i]) est une variété linéaire fermée pour
tout i, A est borné et d’inverse borné.

Rappelons une démonstration. On a €= (Je[9;])+[9:], donc, si
Vi= K(Jee[qn]), on a 3€:V,~—;—K([a‘>,~]). Done V;-est une variété linéaire
fermée telle que dimJ€eV;=1 et chi:np,&V,‘. Tout X € J€ est de la forme
X=Y+2J; avec YEV;, et X est une fonctionnelle linéaire continue en X.
Donc A—'X =AY ~+ 29;, ou A Ye e‘ICe[.cp,-], d’ou (;-_\" X, (?i) =2 (CPi, CPi),
par suite ¢; € Dy_... Ainsi Dz_..D>{ ¢4, ¢, ...}, qui est partout dense. A-t admet
un prolongement fermé uniforme et comme Di_.== J€, A~ est fermé borné.
Comme Azy_.= Dy= 4, A est fermé borné.

Revenant a B, on voit que B est fermé. Il suffit alors d’appliquer le théo-
réme 3,1 a A = TBS~!.

On voit qu’on peut restreindre beaucoup les hypothéses.

1° On peut supposer seulement que A, biunivoque, transforme toute variété J
en une variété J et que D, est une variété J. Alors A, = A(D,) est une varié¢té J
et le reste de la démonstration s’achéve comme plus haut.

2° Le point central est 'application de la proposition (P). Les hypothéses sous
lesquelles (P) est valable permettent de conclure par exemple au

Tutorime 3,16. — Soit A un opérateur biunivoque, partout défini. 1l est
JSermé borné si et seulement si il transforme en variété J les variétés linéaires
Sermies Ho[p;], ot les 9; forment un systeme de vecteurs sous-tendant H (*%).

Le rapprochement que voici est intéressant. Un opérateur linéaire biunivoque
" partout défini est fermé borné si : 1° il est définissable par une matrice; 2° il est
fermé; 3° il transforme toute variété linéaire fermée en une variété J.

10. Fonctionnelles J. — Soite un vecteur fixe non nul. Une fonctionnelle f(X)
sera dite fonctionnelle J si 'opérateur A défini par Ay X = f(X) e est un opéra-
teur J (définition indépendante de e). Soit A un opérateur J et Y un vecteur fixe;
on a (AX, Y) e=BAX, ou B est fermé borné, avec dimAg=1; donc (th. 3,1)
BA est un opérateur J, et la fonctionnelle (AX, Y) est une tonctionnelle J
(si Y € D,,, elle est prolongeable en fonctionnelle bornée partout définie). Réci-
proquement, d'aprés le théoréme 3,2, si f(X) est une fonctionnelle J, on a
f(X)e=BAX, ou A~' et B sont fermés bornés et ou dimAz=1, donc
S(X)=(AX, Y), ou Y est un vecteur fixe.

Ezxzemple. — (A;) étant un ensemble de vecteurs, (¢;) un ensemble de nombres

(#) Dans un autre article, a. paraitre au Journal de Mathématiques, on étudiera d’'une maniére
générale les automorphismes de £ et diverses questions connexes.

LXXVII. 4
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complexes tels quezl ¢i|* <<+, la fonctionnelle f(X) =2(A,~, X)¢;, détinie

i=1 i=1

dans le domaine des X tels queZ{ (A, X)|* <+, est une fonctionnelle J.

i=1

11. Conditions pour qu'un opérateur J soit fermé. — Prorosition 3,16. —
Un opérateur J uniforme A est fermé si et seulement si D,— D; (que A soit

uniforme ou non).

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle
est suffisante. Soit V 'image de A par rapport 3 H, H', U. V est une variété J
disjointe de H'. L’image de Aest[V]. On a D,=P,V, D;= Py[V]. Silona
D,=Dj, il existe, pour tout X €[V], un vecteur Y€V tel que P,X =P,Y,
donc X —YeH. Donc [V]=V -+ (Hn[V]). Comme VAH =0, le théo-
réme 3, L1 montre que V est fermé, donc que A est fermé.

Remarque. — L’hypothése que A est un opérateur J est essentielle.
Soit un opérateur linéaire uniforme A non borné avec D,=H; on a évidem-
ment D; = D,, et cependant A est non fermé.

Tutoreme 3,17. — Soit A un opérateur J uniforme; pour que A soit fermé,
Uune quelconque des trois conditions suivantes est nécessaire et suffisante :

1° St X,—~X(X,eD,), et AX,— Y, alors XeD,;
2 Si Xp~X(Xp€D,), et lim || AX, || <+, alors X € D,;

n==x

3 Si X.—~X(X,eD,, X&D,), alors || AX, || > + 0.

[Soit A un opérateur linéaire uniforme: pour qu’il soit fermé, il faut et il suffit
que, si X,>X(X,€Dy), et AX,—Y, on ait: 1> XeD,; 2°Y=AX; on ne
peut omettre la condition 2° en général, comme le montre I'exemple ou A est non
borné et partout défini; mais le théoréme montre qu'on peut 'omettre si 'on sait
d’avance que A est un opérateur J.]

Démonstration. — (3) est équivalent a (2); la nécessité de (1) résulte de la
définition des opérateurs fermés; la suffisance de (1) entrainera celle de (2).
Montrons donc que :

a. La condition (1) est suffisante : car, si A est non fermé, il existe, avec les
notations employées dans la démonstration précédente, des vecteurs Ze[V]
tels que PyZ&D, (prop. 3,16); Z est limite forte de vecteurs Z,€V; on a
Z, =X, + UAX,, ou X, € D,, de sorte que X,—~ P,Z, AX,— UP,Z.

b. La condition (2) est nécessaire : les conditions X,-~X(X,eD,),
limi || AX, || <+ 0, entrainent, pour une suite partielle, X, —~ X, AX,—~Y,

nH=w

donc X, + UAX,—~X~+4-UY: si A est fermé, V est fermé, donc X+ UY eV,
donc X e P,V =D,. ‘



IV. — Groupes d’opérateurs attachés a une variété J.

Dans ce chapitre, on supposera, pour simplifier, [D] = H pour la variété J
étudiée D.

1. Groupe GG(D). — On a D=P,V, ou V est une variété linéaire fermée en
position p avec H dans HeH'. Soit P I'opérateur Py restreint a V; P transforme
biunivoquement V en D. Si I’'on remplace V par une autre variété lindaire fermée
V' de Holl' en position p avec H, telle que Py V'==D, et si P’ est 'opérateur
associé, il y a entre P~'X et P-!X, ou X € D, une correspondance biunivoque
bornée dans les deux sens.

Soit A un opérateur linéaire transformant biunivoquement DD en D, avec
D,:=A,=D. Sil'on transforme A par P~*, on obtient 'opérateur B == P-1AP,
qui transforme biunivoquement V e¢n V. Quand on remplace V par V/, B est rem-
placé par B'==(P-'P') tB(P~!'P’), ott P'P’ est biunivoque, borné et d'inverse
borné. On peut donc choisir V une fois pour toutes.

Si A est un opérateur J, B = P~1AP l'est aussi (th. 3.1); comme Dy-=4;=V.
B est bicontinu (th. 3,4). Réciproquement, si B est de 1™ classe dans V,
A := PBP~! est un opérateur J (th. 3,1) biunivoque, avec D, = A, =D.

Tutorime 4,1. — Il v a un isomorphisme J entre le groupe ¢ (V) des ope-
rateurs B de 1™ classe dans V. et le groupe G (D) des opérateurs J biuni-
voques A tels que Dy—= A= D. Les opérateurs homologucs sc correspondent
par la formule

B =P-1AP.

On peut dire que les opérateurs de G (D) sont les opérateurs de 1™ classe
~dans la topologie de D (2° interprétation de cette topologie).

2. sous-groupe £ (D). — On désignera ainsi le sous-groupe de (G (D) constitué
par les opérateurs A de G (D) qui admettent dans H un prolongement A de
1" classe. On désignera par ©2(D) le groupe des opérateurs A, ou A € £7(D), par
2* (D) le groupe des opérateurs A*, ou A € £2(D) [ ou bien A € £(D), car A" = A*|.

La définition de £2(D) fait intervenir a la fois la topologie de H et la topologie
propre de D. 2(D) jouera un role important au Chapitre 5 dans 'étude de la
structure de D. On va montrer que £(D) ne se réduit pas a 'opérateur iden-
tique, el en méme lemps donner une construction des opérateurs de £ (D) par le :

Tutoreme 4,2. — Soit 1. un opérateur de 1" classe quelconque de H.
Il existe un unitaire U tel que UL € (D).

Démonstration. — Soit D = L(D). Il existe (th. 3,7) un unitaire U tel que
D.—.:U(B). Ainsi, UL transforme biunivoquement D en D, et est de 1™ classe.
Sa restriction a D est un opérateur J (prop. 3,14).
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Caractérisons les homologues dans J des opérateurs de £(D). Soit, avec les
notations du paragraphe 1, D'= Py H. Alors :

~ Prorosition 4,1. — Le sous-groupe J?"(D’)' de G (V) et le sous-groupe £ (D)
de G (D) sont homologues dans J.

Démonstration. — Soit P, Popérateur Py restreint a H; P, transforme biuni-
voquement H en D' Soit A € £7(D); A est de 1™ classe dans H. Soit B=P-*AP
I’homologue de A dans J, de 1™ classe dans V. Soit deux vecteurs, X €V,
YeD’ Ona:Y=P,Y, ouYeH. Puis

(X,B*Y)=(BX.Y)=(BX, Y) = (P1APX, Y) = (APX, Y)

(PX, A*Y) = (X, A*Y) = (X, P;A*Y) = (X, P, A*P71Y),

donc
B*Y = P,A*P71Y

pour tout YeD'.A*=A" est de 1™ classe dans H; d’aprés le paragraphe 1,
P,A’P;" est un opérateur de G (D'), et méme (puisque P, A" P! est prolongeable
a tout V suivant B*, de 1" classe dans V), un opcérateur de £(D’). Ainsi.
B*e 2(D'), donc B=B"e€2"(D'). Réciproquement, soit un - opérateur
Be £7(D'). Alors, B*e Z(D'), la restriction de B* a D' transforme biunivo-
quement D" en D', donc (§ 1), C=P7'B*P, est de 1™ classe dans H. En
échangeant les roles de V et H dans le raisonnement précédent, on voit que
Ce (D), avec C"=PBP~! dans D, de sorte que PBP~* est bien prolongeable
dans tout H en opérateur de 1™ classe : PBP~1 € £7(D).
De la proposition précédente, on déduit le curieux résultat suivant :

Prorosition 4,2. —— Pour qu’un opérateur L de 1" classe dans U transforme
biunivoquement ) =PV en D (ot V et H sont en position p dans HoH'), 7l
Saut et il suffit que | P X 17V PyL*X || et || Py X || PyL*X|{|™* soient bornés
quand X décrit H.

Démonstration. — a. La condition est suffisante : si elle est remplie, on a,
avec les notations antérieures, P, L"PT' € £(D'); donc (prop. 4,1), L’eﬁ*(D)
(D).

b. La condition est nécessaire : si Le£(D), on a L€ £°(D), donc

(prop. 4,1), P,L*PT' e £(D").

- Autre application de la proposition 4,1. — Il y a des opérateurs B de G (V),
arbitrairement voisins de 1 (au sens par cxemple de la topologie uniforme)
dont les homologues dans J n’appartiennent pas a £2(D, quand D est non fermée
[bien que l'opérateur homologue de 1 soit E, € £(D)| : en effet, B*, quoique
arbitrairement voisin de 1, ne conserve pas D' cn général.

. 3. Sous-groupe ‘U(D). — On désignera par ‘U (D) le sous-groupe de £(D)
constitué par les opérateurs de G (D) prolongeables en unitaires dans H. On



— 33 —

verra que U(D) est transitif dans ’ensemble des vecteurs unitaires de D. On
désignera par U (D) le groupe des opérateurs U ou UeU (D). Un unitaire U
de H transforme biunivoquement D en D si et seulement si U™ == U e (D),
donc d’apreés la proposition 4,2 si et seulement si [|PyX|-1!|PyUX | et || PyX||
i| PyUX||~* sont bornés quand X décrit H.

Remarque. — Si [D] £ H, on définira de la méme facon G (D), £(D), ..
dans I'espace [D].

*

V. — Structure géométrique des variétés J.

1. Couples de variétés en position simple par rapport i une variété J. — Soit D
une variété J. Nous dirons que deux variétés linéaires fermées, V, V’, forment
un couple en position simple par rapport a D si

(1) VAV =o,
(2) [D] =V +V,
(3) D=(DnV)+(DnV").

Cette notion est invariante dans tout automorphisme de £. (2) entraine que V

et V' sont contenues dans [D] et non asymptotiques. Soit X €[D]. La décom-

position X =X'4+ X"(X' eV, X" e V') existe d’aprés (2) et est unique d’aprés (1).

L’opérateur linéaire fermé qui fait passer de X a X' est uniforme et défini

dans [D], donc borné; donc, quand X décrit D partout dense dans [D], X’ décrit

une variété lindaire partout dense dans V; or, d’aprés (3), X'eDnV quand

X eD; donc DNV est partout dense dans V; de méme, D'V’ est partout dense
dans V'.

D’aprés les raisonnements qui conduisent au théoréme 3,11, DnVetDnV’
(qui sont des sous-variétés J simples de D), sont fermées, disjointes, non asymp-
totiques, et sous-tendent D dans la topologie de D. Mais, réciproquement, des
couples de sous-variétés J de D possédant ces propriétés peuvent avoir dans H

une position bien plus complexe, comme le montre I'exemple qui suit le
théoréeme 3,11.

Variétés réductrices. — On dira que la variété linéaire fermée Vc[D]
réduit D si, pour tout X €D, on a PyX €D. Soitalors V'=[D]eV. On a

Py X = X — PyX,

donc X €D entraine Py. X € D. Si donc V réduit D, V' réduit D, et V, V', forment
un couple en position simple par rapport a D.

Pour que V c[D] réduise D, il faut et il suffit que la symétrie Sy conserve D.
La condition est nécessaire : si V réduit D, X €D entraine PyX €D, Py, X €D,
donc PyX — Py X =8yXeD; donc Sy(D)cD c S;' (D) = Sy(D). La condition
est suffisante : si elle est remplie, X €D entraine Sy X € D, donc

X+ SyX=2PyXeD.



— B4 —

2. Variétés fermées contenues dans une variété J. — L’étude de ces variétds
est fondamentale, a la fois pour 'étude de la structure géométirique de D et pour
I'étude des opérateurs définis dans D.

Il est évident qu’une variété linéaire fermée contenue dans D réduit D.

Si [D]=D==0, la question est sans intérét. Supposons D a « dimen-
sions. Alors, si Ay, A,, ..., A, sont n vecteurs indépendants inclus dans D,
[Ai, Ay, ..., As]cD. (On vient d’ailleurs de former ainsi la variété linéaire a
n dimensions la plus générale contenue dans D.) Donc D contient des variétés
linéaires fermées a un nombre fini quelconque de dimensions. On en déduit

Dexistence de symétries conservant D. On voit ‘ainsi que U (D) ne se réduit pas
a l'opérateur 1.

Dans la suite, les questions de dimension devant jouer un réle essentiel, nous
supposerons H séparable et 4 o dimensions pour éviter des complications.

Considérons, s’il en existe, les variétés- linéaires fermées a o« dimensions
contenues dans D : nous les appellerons les noyaux de D.

Si D n’est pas fermée, il serait intéressant de chercher des noyaux maximaux
au sens de l'inclusion; mais on rencontre aussitét une difficulté; car, soit N un
noyau de D, N D, et X un vecteur de D, X ¢ N; alors N'—=[N, X] est encore
un noyau de D; ainsi, on forme aussitét des noyaux N> N tels que NoN ait un
nombre fini quelconque de dimensions. On ne peut donc introduire direcltement
des noyaux maximaux pour linclusion. Pour y arriver, nous identifions deux
noyanx, N, N'; si N==N’, et nous ordonnons les classes d’équivalence par la rela-
tion N5N. Un noyau N sera dit maximal si sa classe est maximale, c’est-a-dire
s’il n’existe aucun noyau N, non équivalent a N, tel que N'5N. On a alors la :

Prorosition B,1. — Le noyau N est mazximal si et seulement si il n'existe
aucun noyau N'>N tel que N'eN ait o dimensions.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer
qu’elle est suffisante, supposons que N ne soit pas maximal. Alors, il existe un
noyau N’ de D, non équivalent a N, el que N'5N. Mais on a

Do5N4+ N =N +[Ne(NaN)].

Comme No(NnN')==o, N - N’ est fermé donc est un noyau de D contenant N;

et (N + N’) © N a o dimensions, sinon on aurait N=N'.

D’aprés la définition, on voit que tout noyau équivalent & un noyau maximal est
maximal. Toute variété lindaire fermée a o dimensions contenue dans un noyau
maximal est un noyau; on verra une espéce de réciproque dans la proposition 5, 4.

Deux noyaux N, N’seront dits conjugués par rapport a D si

NaN'=o0, N+N=D.

Toutes ces notions sont invariantes dans tout automorphisme de £. Il en est de
méme de la classification suivante des variétés J.

Classification des variétés J a partir des noyauz.
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Classe 1 : D est fermée, 4 o dimensions.
Classe 2 : D, non fermée, a des noyaux.

2a. Aucun noyau n’est maximal.
2b. Certains noyaux sont maximaux.

Classe 3, :-D n’a aucun noyau, et a n dimensions (n =1, 2, ..., ®©).

Il est évident que ces classes sont disjointes et englobent tous les cas. On verra
qu’aucune n’est vide. Au fur et & mesure qu’on progresse dans la classification,
les propriétés s’¢loignent de celles des variétés linéaires fermées & o dimensions.
Les variétés J 2 un nombre fini de dimensions sont pour plusieurs raisons (cf. déja
le théoréme 1,10) assimilables aux variétés J de classe 3, bien plus qu’a celles de
classe 1 : c’est pourquoi on les a groupées dans la classe 3.

Variétés J complémentaires d’une variété J donnée.

Prorosirion 5,2. — Soit D une variété J telle que [D] = H. Cherchons les
variétés J, D', complémentaires de D :

a. SiD est de classe 3, D'— H.
b. St D=H, D' est une variété J partout dense quelconque.

c. S¢ D est de classe 2, aucune D' n’est de classe 3. Mais, soit D une variété J
partout dense quelconque de classe 1 ou 2 ; il existe une infinité d’'unitaires U

tels que U(D) soit complémentaire de D.

Démonstration. — (a) résulte de la proposition 3,13 et (b) de la proposition 2, 5.
Passons a (¢). D étant de classe 2, D' ne peut étre de classe 3 d’aprés (a). Soit N
un noyau de D; HeN a o dimensions (sinon, D = H); soit N un noyau de D, de
déficience infinie dans H; d’aprés la proposition 2,5, si U(N) = HeN pour un
unitaire U, U(D) et D sont complémentaires. Et I'on a ainsi construit, quand N

et N varient, I'unitaire U le plus général répondant aux conditions de la propo-
sition (d’aprés la proposition 2,5 a).

Ezistence de noyaux conjugués. — Il n’en est pas question pour les variétés J
de classe 3. Soit D uné variété J de classe 2, N un noyau de D, W =[D]eN,
A=WnD. Ona D=N+ A (car N réduit. D), A est partout dense dans W et
a o dimensions (sinon, D =[D]). Pour qu’un vecteur X &[D] soit dans D, il
faut et il suffit que Pw X € A. Donc :

Lemume 8,1. — Pour qu'une variété linéaire fermée M [D], a o dimensions
soit un noyau de D, il faut et il suffit que PyuM cA.

N et W=[A] ont le méme nombre de dimensions. D’aprés le théoréme
Julia, A est projection sur W de variétés linéaires fermées de [D] en positio
avec N et W dans [D]. Soit N’ P'une d’elles. Pour que X € N -+ N/, il faut et il
suffit que X € [D] et que Py XePwN'=A. Donc D=N + N

Tatorime 5,1. — Si une variété J non fermée contient un noyau N, elle
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contient une infinité de noyauz conjugués N', asymptotiques a N, en posi-
tion p avec N dans [D]. L'ensemble des noyauz conjugués de N, en position p
avec N dans [D], est Uensemble des variétés linéaires fermées N' en position p
avec N dans | D], telles que PugnN'=D n (HeN).

On verra au Chapitre 7 une construction de tous ces noyaux N.

Remarques. — 1° Soient N et N’ deux noyaux conjugués en position p dans [D].
11 existe (th. 1,1) une infinité de symétries Sy de [D] qui échangent N et N'. Ces
symétries appartiennent a U(D) : N et N’ jouent le méme role dans D. On peut
montrer aussi que, pour Sy bien choisie, V est un nouveau noyau de D, conjugué
de Netde N'.

2° On a précisé quelles sont les variétés J de la forme V,—J;—Vh ou V,etV,
sont deux variétés linéaires fermées 4 o dimensions : ce sont les variétés J de
classe 1 ou 2.

3. Variétés J de classe 3,. -— D’aprés le théoréme 1,10, nous savons qu’il en
existe [ce sont des domaines des valeurs d’opérateurs linéaires fermés compleéte-
ment continus (2¥)]. Supposons [D] = H. Soit H' un espace de Hilbert orthogonal
a H. Dans He H', D est projection sur H (théoréme de Julia) d’une variété linéaire
fermée V en position p avec H, complétement asymptotique a H' (th. 1,4).
Réciproquement, si V, en position p avec H, est complétement asymptotique
a H', PyV est de classe 3, (th. I,4). Dans ce cas (prop. |,7) V est non asympto-
tique a H. Appliquons la proposition 2,2.

Tuatorime 5,2. — Une variété J de classe 3., D, telle que [D]=H, est
projection sur H de variétés linéaires fermées Vc HeH', en position p avec H.
St V, est Uune d’elles, toutes les autres s’obtiennent de la maniére suivante :
soit B lensemble des opérateurs de 1" classe de HoH', réduits par H, se
réduisant & Uidentité dans H; on prend les variétés linéaires fermées
V=T(V.), o Te®. Toutes ces variétés linéaires fermdées sont complétement
asymptotiques a H'. Réciproquement, toute variété linéaire fermée V en
position p avec H et complétement asymptotique a H' se projette sur H suivant
une variété J de classe 3, partout dense dans H.

4. Variétés J de classe 2b. — Nous allons a la fois montrer leur existence et
les caractériser simplement.

a. Noyauz conjugués mazimauxr. — Soit N un noyau maximal de D,
variélé J de classe 2b, telle que [D]=H. Soit W=HeN, A=WnD;

ona, D=N4A4, et [A]=W. A est de classe 3., caor: 1°si A était fermée,
D serait fermée; 2° si A contenait un noyau N, N + N = N serait un noyau de D,

(?%') Ceci permet de montrer que toute variété J de classe 3 est réunion d’une infinité dénom-
brable d’ensembles fortement compacts. De plus, cette propriété caractérise les variétés J de
classe 3 dans '’ensemble des variétés J. comme le montre ais¢ment l'utilisation de la notion de
catégorie [Cf. note (1")].
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NeN:=N aurait w dimensions, de sorte que N ne serait pas maximal. Récipro-
quement, soit N une variété linéaire fermée de dimension et déficience infinies,
et A une variété J de classe 3, telle que [A]=H®oN. D= N A est une vari¢iéJ
de classe 2 b, car N est un noyau maximal. Ainsi :

Prorosition 8,3. — Pour qu'une variété J partout dense, D, soit de
classe 2b, il faut et il suffit qu’il existe une variété linéaire fermée a © dimen-
sions, N, et une variétéJ de classe 3., A, avec[A] =HeN, telles que D =N + A.
N est alors un noyau mazimal.

D’aprés le théoréeme 5,2, A est projection sur W =HoN d'une variété
linéaire fermée N’ de H, en position p avec N, complétement asymptotique a N.
OnaD=N+4+A=N+4N. D’aprés la proposition 1,5, N et N'sont complétement
asymptotiques; donc (th. 5,2) la projection de N sur HoN' est de classe 3,
de sorte que (prop. 5,3) N’ est aussi un noyau maximal [d’ailleurs, on a vu
qu’une symétrie de U(D) échange N et N'].”

Si Pon considére maintenant deux variétés lindaires fermées en position p
et complétement asymptotiques N et N, A =Pugn\V' est de classe 3, (th. 5,2),
donc (prop. 5,3) D=N - N'=N+ A est de classe 25, N et N’ sont noyaux
maximaux de D. Donc :

sont deuz variétés linéaires fermées en position p,
completement asymptotiques, D =N + N'est une variété J de classe 2b dont N, N'
sont deux noyauzxr maximauz. Réciproquement, étant donnée une variété J

" partout dense D, de classe 2b, tout conjugué N' d’un noyau maximal N en
position p avec N est completement asymptotique a N et lui-méme maximal;

~ Uensemble de ces noyaux s'obtient a partir de l'un d'euz N, de la maniere

suivante : soit ® Uensemble des opérateurs de 1™ classe dans H, réduits par N,

se réduisant & Uidentité dans HeN; on prend les variétés linéaires fermées
=T(N}), 02 Te®.

b. Distribution des noyauz :

Lemme 5,2. — Soit D une variété J partout dense de classe 2b, N un noyau
mazximal, M un noyau quelconque. a. M est complétement asymptotique a N ;
b. Py(M) est fermé; c. M est mazimal si et seulement si Ne PyM =o.

Démonstration. — a. D’aprés le lemme 3,1 et avec les mémes notalions
PyMcA, donc PyM estde classe 3 : M est complétement asymplotique a N
(th. 1,4).

b. D’aprés (a), M est non asymptotique & W (prop. 1,7), donc PyM est fermé.

c. 1° La condition est nécessaire : si NoPyM, qui est orthogonal a M,
a o dimensions, M; =M (NePyM) est un noyaude D, et M;6M a « dimen-
sions : M n’est pas maximal.

2° La condition est suffisante : elle entraine que Mi‘—_M—{—(NePNM)=M4.
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D’aatre part, M, n W==0 puisque A est de classe 3, donc M;=M, e (Myn W)=M".
Ainsi, M==M’, et M’ est en position p’ avec N, et complétement asymptotique
a N puisque Py M'cA. Donc (prop. 1,5) N et M’ sont complétement asympto-
tiques en position p’, donc N et He M’ sont disjointes et non asymptotiques.
Pour prouver que M est maximal, il suffit de prouver que M’ est maximal, donc
que Dn(HeM') est de classe 3, (prop. 5,3). Or, si Dn(HeM') contenait un
noyau n, on aurait PyncA (lemme 5,2); ceci est impossible, car, ncHeM’
étant disjoint de N et non asymptotique a N, Py serait un noyau de A.

Prorosition 5,4. — S¢ D est de classe 2b, tout noyau de D est contenu dans
un noyau mazximal.

(C’est 1a une propriété du réseau £.)

Démonstration. — Avec les notations précédentes, ona Mc M, et PyM, =N,
donc M, est maximal (lemme 5,2).

Ainsi, Pétude des noyaux est ramenée a I'étude des noyaux maximaux. Le
raisonnement du lemme 5,2 donne au sujet des noyaux maximaux les résultats
suivants :

Prorosition B5,5.— S¢ D, partout dense, admet le noyau maximal M, les
noyaux mazimaux de D sont, & une équivalence preés, les variétés linéaires
Sermées M, en position p' avec N, telles que PugnM c D n (HeN).

Propostrion B,6. — Deuz noyaux maximauz quelconques sont complétement
asymptotiques (propriété de structure de £).

5. Variétés J de classe 2a. — Lrmmr 5,3. — Soit D une variété J, N un
noyau non mazimal de D, A=Dn(HeN). Orn a DxA.

Démonstration. — Soit N'> N unnoyau de D tel que N6 N = N"ait oo dimen-
sions; 'N” est un noyau de. A. Soit A=Dn (HeN'). On a D= N+ A,
A=N'—{ A" SoitI un opérateur isométrique avec D;= N’, A;= N’. L’opérateur
IPy.—+ Pa, transforme isométriquement D en A.

Conséquence. — Si D est une variété J de classe 2a, tout noyau N est non
maximal, donc A est de classe 2a. Les noyaux ne permettent donc pas une
décomposition analogue a celle de la prop. 5,3 pour les variétés J de classe 26.
Notons que nous n’avons pas encore montré ’existence de variétés J de classe 2a.

6. Bases des varietés J. — Soil une suite (A;) de vecteurs. Si S est une suite
d’entiers, soit Wy la variété linéaire fermée sous-tendue par les A, ou n; €S.
Soit D une variété J. On dira que les A; forment une base de D si, S et S’ formant
une partition quelconque de la suite des entiers, W et Wy, forment un couple en
position simple par rapport a D (définition invariante dans tout automorphisme
de £ sil’on considére, non les A;, mais les variétés lindaires a une dimension qui
les portent). La définition entraine que A; €D pour tout ¢ (faire S={i}), et
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que les A; forment un systéme hétérogonal en direction dans [D] (théoréme de
Lorch).

Prorosition B,7. — Pour qu’une suite (A;) de vecteurs soit une base de D, il
SJaut et il suffit qu’elle soit hétérogonale en direction a la fois dans [D] et
dans la topologie de D. -

Autrement dit, si D est projection sur H d’une variété linéaire fermée V c HoH/,
disjointe de H', et si A;=PyA;(A;eV), il faut et il suffit que les suites (A;),

(A;) soient hétérogonales en direction dans [D] et V respectivement.

Démonstration. — a. La condition est suffisante : soient S, S’ une partition de
la suite des entiers, et W5, Wy, les variétés linéaires fermées sous-tendues par
les X,,i tels que n; €S, n;eS. Puisque (A;) est hétérogonale en direction
dans [D], ona Wgn Wg =0, [D] = Wi+ Wg.. De méme, V= W+ Wy, et,
en projetant sur H, D= Py W+ P,Ws. Or, on a aussitdt P, W c W,
PyWs c Wy, donc PyaWcDnW, P,WscDnWg; a fortiory

D =(DnWs)+ (DnWs).

b. La condition est nécessaire. Supposons (A;) base de D; soit (B,) la suite
duale de (A;) dans [D] : elle est hétérogonale en direction dans [D]. Soit

B,'_—_ PVB;. On a
(‘> (Kir E/')=(.‘§1‘7PVBI)=(;‘(17 Bi)=(Ai? Bi)=81f

[ceci ne suffit pas a prouver que les suites (A;), (E) sont duales, car on ne sait

pas si les A; sous-tendent V]. Cherchons les vecteurs de V qui se projettent sur H
suivant DN Wy : ils forment une variété lindaire fermée, Wy, de V. Une
condition nécessaire et suffisante pour que X & Wj est que PyX € Wy, ou
(PyX, B;)=o(/€¥), ou (X,B;)=o0(ie¥), ou (X,B;)=o(ieS). Wi est
donc la variété linéaire fermée complémentaire dans V de la variété linéaire

fermée Wy sous-tendue par les BiouieS'. De méme, la variété linéaire fermée
W5 qui se projette sar H suivant D n Wy, est la complémentaire dans V de la

variété linéaire fermée Ws sous-tendue par les B; ou [€S. Puisque les (A;)
forment une base de D, on a D = (D n W) 4~(D A W), dou V=Wsf Wg.
D’ailleurs Wsn Wi = o (car Wgn Wi —=0). Donc Wy et Wy, sont en position p”
dans V et non asymptotiques. Il en est alors de méme de Ws et Wy (prop. 1,2).
Alors (théoréme de Lorch) les B; forment un systéme hétérogonal en direction
dans V. Dans ces conditions, les égalités (1) prouvent que (A;) est la suite duale
de (B;) donc est hétérogonale en direction dans V (on voil que W= W,
Wi =Ws,).

Remarquons que (—B,) est ainsi une base de Py H.

Tutorime B,4. — Pour que (A;) soit une base, hétérogonale dans D], de la
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variété J, D, il faut et il suffit : 1° que (A;) soit une suite hétérogonale
dans [D]; 2° qu’on puisse trouver une suite de nombresréels a; avec inta; > o,

i
tels que D soit Uensemble des vecteurs représentés par les séries (commutati-

£ x
vement convergentes) 2 ziA;, ou Z a; | zi
i=1 i=1

P<+ .

- Démonstration. — Les conditions sont évidemment suffisantes. Montrons
qu’elles sont nécessaires. Reprenons les notations de la démonstration précé-

dente. (A;) est supposée base de D. Soit ;= ” A " Les vecteurs a;' A, forment
un systéme hétérogonal dans V, donc V est ensemble des vecteurs représentés

par les séries Zx, i, ou Z a? |.7;,- 2+ 0. Donc D est ’ensemble des vecteurs

i=1 i=1

représentés par les séries 2 ziA;, ou za? | i |* <<+ =. Dailleurs,

i=1 i=1
infa;> inf A;" >o,
puisque A; est hétérogonale.

Soit (A;) une base, hétérogonale dans [D], de D. Soit une suite (a;) de
nombres réels, avec infa; > o (2%), tels que D soit 'ensemble des vecteurs

Zz,A,, ol Za;‘[zii? <+ o,

i=1 i=1

On dira alors que a; est une valeur propre de D correspondant au vecteur A; dela
base (A;). Il est dés maintenant évident que la suite de valeurs propres corres-
pondant a la base (A;) n’cst pas exaclement déterminée, car par exemple on peut
modifier arbitrairement un nombre fini de valeurs propres.

Montrons que toute variété J posséde des bases, et méme des bases orthonor-
males. On peut se borner au cas ou D a o dimensions; alors il existe D'~ D tel
que [D'] = H. Supposons donc [D] = H. On a alors D = Ay, avec K self-adjoint,
o<K <1 (th. 2,3). Soit (V;) la famille des variétés spectrales de K, et

W,=V,.0V, 4. X€Dg,=Ag si et seulement si 2 [[K=' Py X ||> <+ c;
n—1

or, n||Py X|| < || K“'P“-”Xué(n'ﬁ—x)l] Py X ||, donc X €Ak si et seulement
s1 Zn’” Pw X|*<<+o. Si (ej) est une base orthonormale de W,, les e,

n=1
(n et p variables) forment une base orthonormale de D avec les valeurs propres
correspondantes a, =n (7).

Signification de l’existence d’une base orthonormale : Soit (¢;) une base ortho-
normale de D, ct (a;) une suite correspondante de valeurs propres. On a D = A;,
ou k est lopérateur self-adjoint borné positif diagonal dans le .as p défim

(%) On pourrait ¢carter cette restriction, mais elle simplifie la suite de ’exposé.
(27) C’est la essentiellement la-démonstration de Kothe [1].
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par ke;=a;"e;. Ceci précise le théoréme 2,3 et fournit la construction
annoncée de 'opérateur A, du théoréme 2,2.

La structure géométrique des variétés J est élucidée par les notions de base et
de valeur propre. Mais il reste a étudier ’ensemble des suiles de valeurs propres
et la répartition des bases, ce qu’on va faire aux paragraphes 7 et 8 respectivement.

7. Valeurs propres. — Tarorime 5,5. — Soit une variété J, D, et une base,
hétérogonale dans D], de D. L'ensemble des suites de valeurs propres corres-
pondantes est U'ensemble des suites de nombres positifs équivalentes & une
suite particuliére.

Démonstration. — Soit (a;) une suite de valeurs propres correspondant a la
base (A;), hétérogonale dans [D]. Si (a;) est une suite de nombres positifs
équivalente a (a;), c’est évidemment une suite de valeurs propres correspondant
a la base (A:). Si (a)) n’est pas équivalente a (a;), (a;) ne peut étre une suile de
valeurs propres correspondant a (A;) : on a, ou bien infa;'a;=o0, ou bien

-1 ’ S . : s -1 r___ M —1 7 J—
supa;'a;=-+ ; si par exemple infa;'a;=o, on a !una,y @;,= 0 pour une
p=o
suite partielle; si lima;, <<+ w, on en déduit lima}y: 0, et la suite (a;) ne peut

p== ==

étre une suite de valeurs propres; si lima;, =+, on a limay*(1+ a;}) = o,
p==» p=c

donc on peut trouver une suite (z,) telle que

() D a)m, <+ Wap o, =
p=1 p=1
en particulier, 2 |z, |* <<+ ; donc 2 z;,A,, converge commutativement vers

p=1 =1
un vecteur X, et les formules (1) donpnent la contradiction X eD), X ¢ D, si l'on
admet que (a;) est une suite de valeurs propres.

Ainsi, la suite des valeurs propres correspondant a une base, hétérogonale
dans [ D], donnée, est déterminée a une équivalence prés.

Tatorkve 5,6. — Soient (A;), (A}), (ai), (a;) des bases, hétérogonales
dans [D], de D. et des suites de valeurs propres correspondantes; (a;) et (a;)
sont semblables.

Démonstration. — D est (th. 5,4) le domaine des valeurs des deux opérateurs
linéaires fermés bornés T et T’ définis dans [D] par TA;=a7' Ay, T'A; = a; " A},
T et T’ sont équivalents dans [D] (th. 2,2). Le théoréme résulte alors (sans la
représentation spectrale) du corollaire du théoréme de KoTne.

Si {—>¢(¢) est une permutation telle que (a;) et (a;,) soient équivalentes, on
dira que A; et A7, sont des vecteurs associés des deux bases (il est évident que
cetle association n’est pas exactement déterminée, car on peut par exemple associer
a un nombre fini de A; des A] arbitraires).

Le théoréme 5,5 prouve que, si les deux bases coincident, on peut, pour
deux suites distinctes de valeurs propres, associer A; & A; pour tout ¢.
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Ainsi, la suite des valeurs propres d’une variété J est délerminée a une simili-
tude prés. Par le troisiéme théoréme que voici, on va terminer complétement
’étude des valeurs propres :

Tutorime 3,7. — Soient D. 1Y, deux variétésJ. On a D~D' si et seulement
st les suites de valeurs propres de D, D' sont semblables.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle
estsuffisante. On peut d’abord trouver D x D tel que [D]=[D']. Soient (A;), (A}).

(aij), (a;) des bases, hétérogonales dans [ﬁ], de D et D, et des suites de valeurs
propres correspondantes, supposées semblables. On peut admettre que ai= ag s
o ¢tant une application biunivoque de la suite des entiers sur elle-méme. L'opé-
rateur T, de premiére classe dans | D |, défini par TA; = A%, transforme DenD'.

Donc (th. 3,7) D~ D"

Remarque. -- \ éiant un opératenr hinéaire fermé borné dans le cas p, on a vu
que les opérateurs équivalents a .\ sont caractérisés par la donnée, & une transfor-
mation unitaire pres, de A,. Les invariants de celte classe d’opérateurs sont donc
la suite des valeurs propres de A,. définie a une similitude prés (¢f. Kothe [1]).

8. Répartition des bases. — On en raméne 'étude a celle de £2(D) par le
théoreme suivant (on suppose [ D] == 1I pour simplifier) :

Tutorive 5.8, — Pour que T € J:“(‘ D). il faut que T échange les bases hété-
rogonules de 1) avee correspondance de vecteurs associés; il suffit que T,
opérateur linéaire fermé. transforme une base hétérogonale de D en une base
hétérogonale de D avec correspondance de vecteurs associés.

Démonstration. — Si T € 2(),si (A;) est une base hétérogonale de D et (a;)
une suite de valeurs propres correspondantes, (TA;) et (T-'A;) sont aussi des
bases de D, avec la méme suite de valeurs propres. Si T, opérateur lincaire
fermé, transforme une base (\;) hétérogonale de D ¢n une base (A}) hétérogonale
de D avec correspondance des vecteurs associés, et st (), (« ) sont des suiles de
valeurs propres correspondantes, on peut supposer TA;== A}, a;= a;; comme T
est lindaire fermé, I est de premiere classe, et T(D) == D).

Tutorive 3,9. — Soit S un systeme hétérogonal quelconque. Il existe des
unitaires U tels que U(S) soct base de D).

Démonstration. — Soit N une base hétérogonale de D. Il existe un opérateur L
de premiére classe el que S=:L(5). Soit U tel que UL e (D) (th. 4,2).
UL(S') == U(S) est une base de D d’aprés le théoréme 5.8.

Au sujet des bases orthonormales, on peut énoncer aussitot, en appliquant la
définition, les théorémes 5.4 et 5.8, les résultats suivants :

Tutoricme 5,10. — Une base orthonormale (e;) de H est base de 1) si et
seulement si chaque variét: linéaire fermée |e,, ¢, ...] réduit D. Si (a;)
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est une suite correspondante de valeurs propres, un vecteur X de coor-

données z;— (X, e,) appartient & D si et seulement st 2 a; i <<+ oo ().
=1

Un opérateur linéaire fermé T appartient a AU (D) si et seulement si il

échange deux bases orthonormales de D avec correspondarnce de vecteurs

associés.

On va montrer qu’il y a une infinité de bases orthonormales, donc qu’il n’existe
pas de systéme orthonormal possédant par rapport a D de position distinguée :

Prorosition 5,8. —— Soit un nombre fini de vecteurs orthonormaux
(&4, €2s - - ., €n) de D. Il existe une base orthonormale de 1) qui contient les ¢;.

Démonstration. — Soit V=[¢,, €, ..., &,]JcD. A-=Dn(lleV); on a
D=V +A. Soit (ei) une base orthonormale de A. 1l est ilnlllédiat que
(&1 €a. v ooy En, €4, €3, ...) est base orthonormale de D.

Prorosition 3,9. — Soient deuz variétés linéaires & n dimensions (n fini),
V, V', incluses dans D. On a V'=U(V) pour un UeW(D). En parti-
culier, A (D) est transitif dans U'ensemble des vecteurs unitaires de ).

Démonstration. — Soient (&;) et (¢;) des bases orthonormales de V et V/,
et (9:), (¢;) des bases orthonormales de D contenant respectivement les ¢; et
les ¢, (prop. 5,8). On peut associer aux ¢; des vecteurs arbitraires de (g;), par
exemple les ¢. Donc (th. B,10), il existe un unitaire Ue (D) tel que
Usi=s,(i=1,2,...,n). Alors U(V)=V".

Prorosirion B,10. — Soit D une variété J, N et N' des novauz non mazimauzx

de D. On a N'="U(N) pour un UeTU(D) (**).
(Ainsi tous les noyaux non maximaux jouent le méme role dans D, si 1) est de
classe 2b; si D est de classe 2a, tous les noyaux jouent le méme role.)

Démonstration. — Soit A =D n(HeN), A'= Dn(HoN). Ona (lemme 5,3)
D~ A~ A, donc il existe un opérateur isométrique I tel que

Di=[A], a=[A], I(A)=4
Soit J un opérateur isométrique tel que D;= N, A;=N'". On a

U=JPy+ [Py edW(D) e U(N)=N.

(*%) Ceci permet de montrer par exemple que les variétés définies par des conditions du
oc
tvpe Za{.’,zi P<+ow, ol 1< p <<+, p7#2 ne sont pas des varié¢tés J (et prouve donc que
i=1
toutes les variétés linéaires ne sont pas des variétés J).
(**) Dans un autre article [cf. note ()], on étudiera systématiquement la relation d’ordre
suivante entre deux variétés linéaires fermées, V, V', contenues dans D : il existe un Ueql(D) tel
que U(V)cV'.
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Remarque. — D étant projection sur H d’une variété linéaire fermée V en
position p avec H dans He H', rechercher la répartition des bases de D revient a
étudier la répartition des systémes hétérogonaux de V qui se projettent sur H
suivant des systémes hétérogonaux en direction. D’aprés la prop. 4,1 et le
théoréme 5,8, on sait que, si S est un tel systéme, il existe des systémes
hétérogonaux de V arbitrairement voisins (en un sens facile a préciser) de S, et
qui ne se projettent pas sur H suivant des bases de D. On peut d’ailleurs obtenir
ce résultat d’une autre fagon; en utilisant la démonstration de la prop. 5,7,
on voit que :

Prorosition 5,11, — Pour que le systeme hétérogonal (A;) de V se projette

sur H suivant une base de PyV, il faut et il suffit que la suite duale de (K,)
soit une base de PyH.

9. Définition équivalente des bases. — ProrosiTion 5,12. — Supposons{D]=H.
Un systeme hétérogonal (A;) est base de D si et seulement si, T étant un opé-
rateur linéaire fermé borné dans le cas p quelconque tel que Ay=D, il existe
un systeme (A)), hétérogonal en direction, tel que A;=TA; On peut
prendre a;= || A}|| comme valeur propre de D correspondant & A;.

Démonstration. — Soit V une variété linéaire fermée de He H', en position p
avec H, telle que Py V =D. Soit U un opérateur isométrique tel que Dy=H,
Ay=V. L’opérateur P U = T est fermé borné dans le cas p dans H, et’As=D.
Tout opérateur linéaire fermé borné T dans le cas p de H tel que Ay =D estdonc

de la forme T = P, UL, avec L de premiére classe dans H. Soit A; le vecteur de V
tel que PyA; = A;. Les (UL)~*A; sont les A} de la prop. La réciproque est immé-
diate, en utilisant le théoréme 5, 4. On sait qu’on peut prendre a; = I|Ki|]: | LA:Y;
or, les suites (| A;]), (] LA;]) sont équivalentes.

10. Classe et valeurs propres d'une variété J. — Supposons [D]=H pour
simplifier. La connaissance d’une suite de valeurs propres, qui définit D a un
unitaire preés, doit permettre de déterminer la classe de D. Soit E I'ensemble de
nombres que constitue une suite de valeurs propres de D, chaque nombre étant
compté avec sa multiplicité; soit E/, E” ses deux premiers dérivés (les conditions
qui vont intervenir sont, comme se doit, invariantes quand on transforme E par
similitude).

Prorosition 5,13. — On a les équivalences suivantes : a. D de classe 1
=+ o¢E; b. D de classe 3, =2F={+w»}; c. D de classe 2b =FE'
contient -+ x, an :.oins un point & distance Jfinie, et +~og¢E'; d. D de
classe 2a = +oeF'.

Démonstration. — a. Immédiat.

b. Si E' contient un point a distancé finie, il existe une suite infinie
bornée (a,, a,, ...) de valeurs propres. Soit (e, €, ...) les vecteurs corres-
pondants d’une base orthonormale; D contient le noyau [e,, €, ...]. Récipro-
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quement, si D contient un noyau N, on a D — N+ 4, ot A=Dn(HeN);
soit (&;) une base orthonormale de A, (a;) une suite correspondante de valeurs
propres, (e;) une base orthonormale de N. On peut prendre (¢4, €y, €3, €2, .. .)
pour base orthonormale de D, et (a4, 1, a,, 1, ...) pour suite correspondante de
valeurs propres. On voit que 1 € E'.

c. D, de classe 25, se met sous la forme N+ A, ou N est un noyau maximal,
et AcHeN de classe 3, ; en appliquant a N et A les cas (a) et (), on voit que la
suite des valeurs propres se partage en une suite bornée el une suite tendant
vers -+ oo; donc E' contlient un ensemble borné et ++oo, + cgE’. Récipro-
quement, si + ogE’, et si E' contient o et un point a distance finie, E se
partage en un ensemble infini borné et une suite tendant vers - w; il suffit alors
d’appliquer en sens inverse les cas (a) et (b).

d. Les seules circonstances exclues jusqu’ici sont : D de classe 2a, + o€ E’;
donc ces circonstances sont équivalentes. On a aimsi montré en méme temps
I'existence de variétés J de classe 2a.

Remarque. — On peut considérer qu’une variété J a n dimensions (n fini)
posséde la suite de valeurs propres (ai, @a, .... @n, + @, + o0, ...), ce qui
rapproche a nouveau les variétés J de classes 3, et 3.

A41. Classification compléte des variétés J. — D’aprés les théorémes 5,5, 5,6,
5,7, il suffit de classer les suites (ai), avec infa;> o, en considérant comme
identiques deux suites semblables.

D’abord en remplagant (a;) par une suite équivalente, on peut supposer tous
les a; entiers, ou égaux 4 ¢™ (g étant un nombre fixe supérieur a 1, n; un entier
dépendant de ¢); on peut par exemple supposer a; = 2" pour tout i.

Variétés J de classe 3,. — Comme lim a;= -+, on peut supposer, en
=+

effectuant au besoin une permutation, que la suite a; est non décroissante. Or,
on ale

Lemme 5,4. — Soit (a;) et (a;) deux suites de nombres positifs non décrois-
sants. S'il existe une permutation i —¢(i) de la suite des entiers telle que

a7 agy < M pour tout i, alors on a aussi a; ' a; <M pour tout .

Démonstration. — On a a7'agu, < M; donc, comme a; < ag), on a déja
a;'a, <M. Supposons qu’on ait a@;'a; <M pouri =1, 2, ..., n, eta;; an e >M.
Pour{<n-1,o0na

' artany>aghanay>M> ai! Ao (i)y

donc ag(i) < @nas, ¢(¥) < n 41, ¢(¥) Z n, de sorte que ¢ applique biunivoquement
la suite (1, 2, ..., »n+1) sur la suite (1, 2, ..., n); d’ou absurdité.

Conséquences du lemme. — Si les suites (a;), («), non décroissantes,
tendant vers - co, sont semblables, elles sont équivalentes. Donc, pour chercher
si les variétés J correspondantes sont égales, il suffit de chercher si a;™a;
et a'a; sont bornés. [Par exemple, les variéiés J définies par les suites de

LXXVIL. 5
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valeurs propres (1!, 2!, 3!, ...) et (2!, 3!, 4!, ...) ne sont pas égales.] La
classification des variétés J de classe 3, est ainsi ramenée a la classification des

suites croissantes tendant vers + oo, deux suites équivalentes étant considérées
comme identiques.

Variétés J de classe 2b. — Une suite de valeurs propres d’une variété J de
classe 24, soit D, se partage en une suite infinie bornée et une suite S, tendant
vers + 0. Soit D,.D’ deux variétés J de classe 2. On peut montrer que DaD’ si
et seulement si 'une des suites S;,, Sy, est semblable & une section (3°) de I'antre.
Par exemple, si D et D’ admettent les suites de valeurs propres

(!, 2 0,3 000 (21,30 0,4 ...,

on a DaD’ (ce qui est d’ailleurs évident).

Variétés J de classe 2a. — Nous ne donnerons pas les résultats, qui sont plus
complexes.
12. Génération du réseau £. — Tutorime 8,11. — Tout le réseau £ s’obtient

a partir des seules variétés linéaires fermées en appliquant deuzx fois l’opé-
ration -, une fois l'opération n ().

Démonstration. — Par une seule opération +-, on obtient loutes les variétés J
de classe 2 (th. 5,1). Soit maintenant D une variété J de classe 3,,. Soit V, W,
deux variétés linéaires fermées orthogonales complémentaires dans [D], a
o dimensions, réduisant D (on en construit aussitdt a partir d’une base orthonor-
male). Soit D,=DnV, D,=DnW, D, =W D, D,=V+4D, D, etD),
sont de classe 2, et D =D’ n D),.

Ce théoréme fournit pour les variétés J une nouvelle définition, qui ne fait pas

appel a la notion d’opérateur et ne fait pas sortir de H comme le théoréme de
Julia. On a aussi ’énoncé suivant :

Prorosition 3, 14. — Soient Vi, Va. ..., V, des variétés linéaires fermées. Il
existe une infinité de couples de variétés linéaires fermées, V, V', telles que :

Vit+Vot ... +V,=V V. Tout ensemble obtenu a partir des V; en
effectuant un nombre fini de fois les opérations + et n est de la forme
(W, + W,) o) (Wa + W,,), ou les W sont des variétés linéaires fermées.

13. Variétés J complémentaires. — Tutorime B, 12. — Deuz variétésJ partout
denses, D, D', sont complémentaires si et seulement si : 1° il existe une base
orthonormale commune a D et D'; 2° les suites de valeurs propres correspon-
dantes, (a;) et (&), sont telles que la suite [min(a;, a;)] est bornée.

Démonstration. — 1° Les conditions sont nécessaires : supposons D. et D’
complémentaires, et soit D= W—+’—A’, D'=WdJIA la décomposition de

(?°) Nous appelons section d’une suite (a,, a,, ...) toute suite (a,, a
(*1) Ce résultat est dia & Mackey [3].

wrty e o)
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la prop. 2,5. Soient (&), («;) et (¢;), («;) des bases orthonormales et suites de
valeurs propres correspondantes de A dans W et A’ dans W/; (&4, €, €9, €}, .. .)
est base orthonormale de D et D', avec, pour suites de valeurs propres corres-

pondantes : _
(b1y b2y ...)=(1,0), 1,05, .. ) pour D,

(b, bhy .. )= (a1, 1, as, I,...) pour D’.

On voit que la suite [min(bd;, ,)] est bornée, et celte propriété se conserve
évidemment pour des suites équivalentes aux suites (&;), (b;).
2° Les conditions sont suffisantes : soit (e;) une base orthonormale commune
aD, D/, etsoient(a;), (a; ) les suites de valeurs propres correspondantes. Supposons
la suite [min(a;, a;)] bornée. Soit V (resp. V') la variété linéaire fermée sous-
tendue par les e; tels que a; < a; (resp. a;<<a;). Ona VcD, V cD,et V, V'
sont orthogonales complémentaires dans H. 11 suffit alors d’appliquer la prop. 2,5.

Remarques. — 1° On peut montrer que si par exemple D’ est non fermée, il y
a des bases orthonormales de D qui ne sont pas bases de D'.

2° Si S est un systéme hétérogonal et S' son dual, on peut montrer qu’il existe
un unitaire U tel que U(S) et U(S’) soient bases hétérogonales de D et D’
respectivement.

Prorostrion B,15. — Etant données deuz variétés J complémentaires D, D',
on obtient U'opérateur K, self-adjoint, positif, dans le cas p, le plus général
tel que D =Dg, D'= Ag de la maniére suivante : on prend une base ortho-
normale commune a D et D', soit (e;); on définit, par K,e;=hie; un opé-
rateur diagonal positif dans le cas p, K,, tel que Dy, =D, Ag, =D (32);
soit (&%, iy, ...) les indices tels que anZdpZ2"'(—o<<n<<-+w), e
H,= [ei:-, eir ], on prend dans H, un opérateur self-adjoint K, tel que

" ZKp< ot K= 2 K; Py, est Uopérateur cherché le plus général.
=— o
" Démonstration. — K est évidemment self-adjoint, positif, dans le cas p, et

Dg=D, A(=D'. La réciproque se démontre par le procédé qui a prouvé I'exis-
tence d’une base orthonormale pour une variété J (p. 6o, fin du paragraphe 6,

chap. 5) (*?).
VI. — Représentation d’'une variété J sur une variété J.

Les variétés J, D et D/, envisagées dans ce chapitre, sont partout denses pour
simplifier.

1. Définition de G (D, D’). — Soit D, D', deux variétés J. On dira que A,

(32) 11 en existe évidemment d’aprés le théoréme (5,12).

(%) Dans un autre article [cf. note (**)], on étudiera les relations qui existent entre la classe et
les valeurs propres d’une variété J, d’une part, et la structure du réseau £ d’autre part (somme,
intersection de deux variétés J, inclusion des variétés J).
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opérateur J, représente D sur D', si D,5D, A(D) =D, et si A est biunivoque
dans D. Comme la restriction de A a D, est un opérateur J (prop. 3,14), on
voit qu’on peut se borner a chercher 'ensemble G (D, D') des opérateurs J
biunivoques A tels que D=D,, D'==A,. On a donc une généralisation de
Pensemble G (D) du chapitre 4.

2. Solution générale. — Premiere méthode. — Soit B (resp. B') un opérateur
linéaire fermé borné dans le cas p avec Ay=1D (resp. Ap=D’) : nous savons
construire de tels opérateurs. Soit A un opérateur de G (D, D’) s’il en existe.
L’opérateur L =B~'AB est un opérateur J (th. 3,1) et représente H sur H,
donc (th. 3,4) est de 1™ classe. Donc : A==B'LB~!, ou L est de 1™ classe.
Réciproquement, tout opérateur de cette forme est un opérateur J (th. 3,1) et
représente D sur D'. Il y a donc une infinité de solutions (il n’en sera pas de
méme au chapitre 7, ou 'on imposera aux opérateurs d’étre fermés).

Sil’on remplace B, B'. par deux autres opérateurs linéaires fermés bornés dans le
cas p, B, B’ tels que A;=D, Az=D’, on sait (th. 2,2) que B=BM, B'=B'M/,
ot M et M’ sont de 1™ classe, de sorte qu’on remplace simplement L par M/'LM—*.

Deuzieme méthode. — On a un opérateur particulier de G (D, D’), a savoir
A,-=B'B~'. Soit Ae G (D, D'); A-tA, représente D sur D, est un opérateur J,
donc : A=A,T=B'B'T, ou Te§(D). La réciproque est immédiate.

Tutorime 6,1. — B et B' étant deux opérateurs linéaires fermés bornés
dans le cas p particuliers tels que Ay = 1), Ay = 1), les opérateurs de ¢ (D, D"

se mettent sous l'une ou U'autre des trois formes : A =B'LB~', ou Le G(H);
A=BB'T,0aTeG(D): A =T'BB-t, ou Te (D).

Remarques. — 1° Sur 'une quelconque de ces trois formes, on voit que toute
solution A devient un opérateur de 1™ classe si 'on introduit dans D et D’ des
métriques propres, donc les topologies propres. Dans la représentation, les sous- .
domaines fermés, partout denses, .... dans la topologie de 1) deviennent les
sous-domaines fermés, partout denses, ..., dans la topologie de D'. On a méme,
si d est une sous-variété J de D

(@ (B=1(d))yo= (LB=1())y ~ (B LB (D)) > (A()),.

Supposons, réciproquement, un opérateur linéaire biunivoque A, tel que D = Dy,
D'=A,, quidevient fermé quand on introduit dans D et D’ les topologies propres.
Cela entraine, d’aprés la 1™ interprétation des topologies propres, que B'~1AB
est fermé, donc de 1™ classe puisque représentant H sur H. Donc A = B'LB~*,
ou L est de 1™ classe, et par suite Ae G (D, D). D’oa une nouvelle caracté-
risation des opérateurs J biunivoques (on écarte aisément la restriction : D et D'
partout denses) :

Prorosition 6,1. — Un opérateur linéaire biunivoque A est un opérateur-J
st et seulement si : 1° D, et A, sont des variétésJ; 2° A devient fermé (et par
suite bicontinu) quand on introduit dans D, et A, les topologies propres.
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2° Si par exemple D est fermé, A est fermé borné (ith. 3,4); donc le théoréme 2,2
est un cas particulier du théoréme 6,1.

Autre point de vue. — JuLna [10], [11], [12] a montré que, étant donné un
opérateur linéaire fermé A, que nous supposons dans le cas p pour simplifier,
on a A=0{'5"1, ou 3, #’ sont des opérateurs linéaires fermés bornés dans le cas p
(qui ne sont pas déterminés univoquement par A) (**); autrement dit, A admet
la représentation paraméirique : X =37, AX=53Z, ou Z parcourt H; on a :
D,= A4, A,=Ag. Posons-nous le probléme réciproque : étant donnés deux
opérateurs linéaires fermés bornés dans le cas p de H, 8 et ', quel est'opérateur A
défini paramétriquement par les formules X = 37, AX = 'Z; autrement dit, que .
peut-on dire de A =73'371? Le probléme peut se poser de facon plus précise :
étant données deux variétés J partout denses, D, D', cherchons les opérateurs
linéaires fermés A dans le cas p tels que D = D,, D'= A, (probléme transposé
du probléme de la représentation conforme pour les fonctions analytiques).
D’aprés ce qui précéde, il faut les chercher parmi les opérateurs A — ', oun 3,
@' sont deux opérateurs linéaires fermés bornés dans le cas p tels que Ag=D,
Ag=D'; soient B, B’ deux lels opérateurs particuliers; on a 8 =BL, f'=B'L/,
ou L, L sont quelconques de 1™ classe; d’ou : A = B’'MB-! ou M est quelconque
de 1" classe. Ainsi, la méthode conduit aux opérateurs de G (D, D’), et le
probléme peut s’énoncer maintenant : les opérateurs de G (D, D’) sont-ils fermés ?

On verra que non, on verra méme qu'on peut avoir A =Q et ceci justifie
I'introduction dans ces questions des opérateurs J. Plus généralement, on est
conduit aux problémes suivants :

Problémes. — Quand on connait, pour un opérateur J biunivoque A, D, et A,,
le théoréme 6,1 donne des expressions générales de A. Mais il serait intéressant
d’avoir des renseignements sur la nature de A, et notamment de résoudre les
questions suivantes :

1 question : A admet-il un prolongement fermé uniforme ?
2° question : A est-il borné ?

3¢ question : A est-il complétement continu ?

4° question : A est-il fermé ?

Résumons dés maintenant certains des résultats que nous allons obtenir : si D
par exemple est fermé, on sait qu’on peut répondre affirmativement a la 1",
la 2¢, la 4° question; la 3° question se résout affirmativement si et seulement
si D est de classe 3. Mais, si D et D' sont non fermés, on ne peut répondre ni par
Paffirmative, ni par la négative a la 1™ question (¢f. prop. 6,2); par contre, on
peut, au simple examen de D et D/, répondre parfois négativement a la 2°, a
la 3¢ ou a la 4° question (th. 6,2, 6,3, 7,3). Ainsi, dans le cadre des
opérateurs J, la donnée de D, et A, (non fermés) permet seulement d’affirmer,

(%) On peut l'¢tablir ainsi : si B est un opérateur linéaire fermé borné dans le cas p tel que Ag=Da,
8'= A8 est un opérateur J et Dy = H, dont B’ est fermé borné, dans le cas p; or A = B'f7L.
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dans certains cas, que A ne peut étre borné, ou ne peut étre complétement
continu, ou ne peut étre fermé. Sil’on impose a A d’étre fermé, la donnée de D,
et A, (qui ne peuvent étre quelconques) fournit des renseignements plus précis
(¢f. chap. 7). ‘

La 4° question sera étudiée au chapitre 7. On va étudier les 3 premiéres.

3. Etude des prolongements fermés des opérateurs de G (D, D').
Proposition 6,2. -—— Pour que A = B'LB~' admette un prolongement fermé
uniforme, il faut et il suffit que Ayp.nL*"'(Ay.) soit partout dense dans la
topologie de Ay.. Cette circonstance est toujours réalisée pour une infinité
d’opérateurs A € G(D, D'); mais, si D et 1 sont non fermées, on a aussi, pour

une infinité d’opérateurs A€ G(D, D), A =Q, A" = w.

Démonstration. — On sail que A -=A" est uniforme si et seulement si D,,
est partout dense. Or, pour deux vecteurs X, Y de H on a, si X €D,
(B'LB~*X, Y)=(B*X, L*'B"Y), et cette expression est une fonctionnelle
bornée en X pour X € Dy_.= D, si et sculement si L*B"Y € Dy_..; et alors

(B—tX, L*B*Y) = (X, B-1*L*B*Y)

Donc A*=B—*'L*B", et : D,.= B ' L'~ (Dy_..) = B"~* (A,,,. nL-1 (A,,.)).

Montrons que A est uniforme pour une infinité de A € G (D, D). Soient (e;),
(a:), et (€;), (a;) des bases orthonormales et suites de valeurs propres corres-
pondantes de D, D’. Soit « I'opérateur linéaire défini dans {e,, ey, ...} par
ae;=da, 'a;e,; « est uniforme et transforme biunivoquement D en D'; sa
restriction a D est un opérateur J.

Enfin (c¢f. th. 8,1) on a, pour une infinité d’opérateurs L de 1™ classe (et
méme unitaires) : L' (Ap)NnAg.=o0 dés que Ag.~D et Ag.~ D’ sont non
fermés. Pour ces L, ona : A* = w, donc A = Q.

(En particulier, on voit que, si D est non fermée, G (D) contient une infinité
d’opérateurs sans adjoints. )

4. Etude des opérateurs bornés de G (D, D'). — Si D est fermée, tous les
opérateurs de G (D, D) sont fermés bornés dans le cas p (¢f. th. 7,1). Si D
est non fermée, un opérateur A borné de G (D, D'), s’il en existe, est certai-

nement non fermé, mais seulement prolongeable dans tout H en opérateur A
fermé borné (mais pas forcément dans le cas p; car, bien que A soit biunivoque,
A=t peut étre multiforme : considérons un opérateur linéaire fermé borné A
défini dans H, dont les zéros remplissent une variété linéaire fermée ¢ disjointe
de D, ce qui, d’aprés le théoréme 8,1, est possible avec une ¢ a « dimensions;
alors, la restriction A de A’ a D transforme biunivoquement D en A’(D), qui est
partout dense dés que A, est partout dense, mais A= = A'~' est multiforme).

Si un opérateur A € G(D, D') est borné, on peut encore chercher si A~*, qui
appartient & G (D', D) est borné ou non. Si A-! est, comme A, borné, A et A~
sont bornés, A est de 1™ classe. Comme D'=A(D), on sait qu’alors D'~ D.
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Lemme 6,1. — Soient (a;) et (a; ) deux suites de valeurs propres de D et D'
respectivement. Si lima, ' a; <<+ (resp hma, ai= o"), G (D, D) contient

i=ax
des opérateurs bornés (resp. completement continus) prolongeables en opéra-
teurs linéaires fermés bornés (resp. complétement continus) dans le cas p.

Démonstration. — Soient (e;), (e;) des bases orthonormales de D, IV,
auxquelles correspondent les suites de valeurs propres (ai), (a;). L’opérateur

lindaire A défini dans | ey, e,,...} par Ae,;—a; ™" a;€ estborné silima, ™ a; <<+ 0,

i=w

complétement continu si lima; ™' a;= o, et dans les deux cas prolongeable a H en

i=»
un opérateur linéaire fermé A borné dans le cas p; la restriction de AaD estun

opérateur de G (D, D').

Lemue 6,2. — Soient C et C' deux opérateurs self-adjoints complétement
continus tels que Dc= D= H, (¢;) et (¢, ) leurs suites de valeurs propres non
nulles mises sous formes non croissantes (**). Supposons C'=TC, ou T est un
opérateur linéaire borné, de borne m. On a : c¢;'¢; =~ m pour tout i. Si T est
complétement continu, on a de plus limc7' ¢; = o.

i=n

Démonstration. — Soient (&;) et (¢;) des vecteurs propres de G et C' tels
que c¢; corresponde a g, ¢; ag . Soit Vi=[ey, &1, ..., &], Vi=][¢, &), ..., e ]
V; ayant une dimension de plus que V; 4, il y a des vecteurs de V; orthogonaux
a Vi, donc W;=V;n(HeV.y)s£o. Soit un vecteur X;e W;, || X;||=1.
X; €V} entraine || C'X; || > ¢}, X; e Ho V;_, entraine || CX; || < ¢;, donc

”C’X[“ |]TCX1||4mci,

d’ou : ¢; < mc;. Si a; est le minimum de || TX|[.|| X |~* dans C(W;), on a méme,
pour X; bien choisi dans W;, ||TCX;|| = o;||CX;|l L a;¢i, d'on ¢ < aje;.
Or, || CX H“‘ CX;— o, donc, si T est complétement continu, &; > 0 quand { —>co.
Alnsi, ¢;'c;—>o0 quand i —>w.

Leume 6,3. — Supposons D, D' de classe 3; soient (a;), (a;) des suites non
décrotssantes de valeurs propres de D, D'. St D'=T (D) o T est un opérateur
linéaire fermé borné (resp. completemenl continu) tel que Dy=H, on a :

m—m}“‘ a;<<—+ o (resp. lima;™"a; = o>.
i=x i=»

Démonstration. — Soit B I'opérateur self-adjoint complétement continu, dans
le cas p, défini par Be;:=a;'e;, (e;) étant une base orthonormale de D telle
que a; corresponde a e;. Alors, TB est complétement continu (pas forcément
biunivoque) donc de la forme JC, ou C est self-adjoint complétement continu, et
ou J transforme isométriquement A; en Ary=D’. Soit (¢;) la suite non croissante
des valeurs propres non nulles de C. D’apreés la prop. 5,11, les suites (a}) et (c;*)

(3*) Ces suites peuvent étre finies; si elles sont infinies, ¢; et ¢; tendent vers o quand { >}
chaque ¢; est compté avec sa multiplicité.
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sont équivalentes. D’autre part, C = J~*TB, donc (lemme 6,2) limc;a, < + w,
i=»n

et limc;a; = o si T est complétement continu.

Tukorime 6,2. — a. Si la classe de D' est supérieure & la classe de D,
G (D, D) contient des opérateurs bornés dont aucun n’est d’inverse borné;
G (D', D) ne contient aucun opérateur borné. b. Si D et D' sont de classe 1
tous les opérateurs de G (D, D') et de G(D', D) sont de 1™ classe. c. Si D
et D' sont de classe 2 : 1°si D=D', G(D, D') contient des opérateurs bornés,
dont aucun n’est d’inverse borné; de méme pour G(D', D); 2° si D~D',
G (D, D) contient des opérateurs bornés dont les uns sont d’inverse borné, les
autres d'inverse non borné; de méme pour G(D', D). d. Si D et D' sont de

classe 3, soient (a;) et (a;) des suites de valeurs propres de D et D', mises

1

sous formes non décroissantes; 1° si lima; ' a;j=o0, lima;™'a;=-+o, ni

i=x i=w
G (D, D), ni G(D', D) ne contiennent d’opérateur borné; 2° si lima;™' a;= o,
i=wm
lima; ' a;<<+w, G(D, D') contient des opérateurs bornés, d’inverse non
=
borné; G (D', D) ne contient aucun opérateur borné; 3° si lima;™" a;> o,

i=xn
lima; ™" a; =+, échanger D et D' dans ce qui précéde; 4° silima; " a;> o,

== i=w»

lima;™ a;<<+w, G(D, D) et G(D', D) contiennent des opérateurs bornés,
i=w -

d'inverse borné (3¢) (D ~D'). e. On peut de plus imposer aux opérateurs
bornés dont le théoreme affirme l'existence d’avoir un prolongement fermé

dans le cas p.

(Remarquons d’abord que les variétés J de classes distinctes se comportent ici
de maniéres curieusement différentes. Lorsque D et D’ sont de classe 3, il peut
arriver que ni G(D, D'), ni G(D', D) ne contiennent d’opérateurs bornés, alors
que cette circonstance ne se produit jamais si 'une au moins des variétés J est
de classe 1 ou 2. D’autre part, si D et D’ sont de classe 2, il peut arriver
que G(D, D') et G(D', D) contiennent des opérateurs bornés sans contenir
d’opérateurs bornés d’inverse borné; mais cette circonstance est impossible si D
et D’ sont de classe 3. Enfin, c’est seulement dans le cas de deux variétés J de
classe 3 que les valeurs propres interviennent).

Démonstration. — Si D est de classe 1 (D = H) et D' de classe 2 ou 3, on sait
déja que tous les opérateurs de G (D, D) sont fermés bornés d’inverse non borné,
donc que G (D', D) ne contient que des opérateurs linéaires fermés non bornés

d’inverse borné.
Si D est de classe 2, et D’ de classe 2 ou 3 : scit N un noyau de D,

38) La question de savoir si ¢ (D, D’) contient alors des opérateurs bornés d’inverse non borné
q 9

reste en suspens. La question se résout affirmativement si. hm az'.a, <+ [ce qui limite la

n=ow
croissance de la suite (a;)], mais le résultat est peut-étre différent si la suite (a;) croft trés
rapidement. i
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A=Dn(HeN), (1) une suite de valeurs propres de A, (e;), (a;) une base
orthonormale et une suite de valeurs propres de D'. Puisque lima; =+,

i=w

il existe une suite partielle (a;) telle que ma’,;’l,,<+oo. Soit D, cD' la
pP=w

variélé J définie par la base (e)) et la suile correspondante de valeurs propres
(a,), et soit D,=D'n(He[D)]); on a : D'=D" + D/,. D’aprés le lemme 6,1,
il existe un opérateur linéaire fermé borné biunivoque A, tel que A,(A) =D/.
Soit A, un opérateur linéaire fermé borné biunivoque tel que A,(N)=D),
(il est facile de-s’arranger pour que D) ait o dimensions). L’opérateur
A = A,Py+ A Py est fermé borné biunivoque, et A(D)=D'. On voit qu'on
peut s’arranger pour que A-* soit non borné.

Si D est de classe 2 et D' de classe 3 : G(D’, D) ne peut contenir aucun
opérateur borué A, car, si N est un noyau de D, A=*(N) serait un noyau de D'.

Alors, (a) est démontré complétement; (b) est immédiat; (c) résulte des
raisonnements précédents. Passons a (d).

Si lima;~" a;=o, lima;
i—=w i=wx

peut exister d’opérateur borné ni dans G (D, D'), ni dans G D', D) (lemme 6,3).

Si lima;™a;=o, lima;™'a;<<+ o, il n’existe aucun opérateur borné dans
== i=ow
G (D', D); le lemme 6,1 prouve que G (D, D’) contient des opérateurs bornés.

1

“ta;—=-+ o (avec les notations du théoréme), il ne

Si lima;~"a; > o, lima;™"a;= 4+ o, raisonnement analogpe. Si lima; ™ a;> o,
i—w . i—= o i—=w

=1

lima,™ @;<<+ o, on sait que D~ D' : il existe des unitaires dans G (D, D)

i==»

et G(D', D).

(e) résulte du lemme 6,1 et des raisonnements précédents.

Relation d’ordre entre les variétés J partout denses. — Ecrivons D D
si G (D, D') contient des opéraleurs bornés. Cette relation, évidemment réflexive
et transitive, est une relation d’ordre au sens large. La relalion « D I,
D’> D » est une relation d’équivalence que nous notons : D ~ D’'; elle signifie
que G(D, D') et G(D', D) contiennent -des opérateurs bornés (37). Le
théoréme 6,2 montre alors que : )

Si la classe de D’ est supéricure a celle de D, on a D> D’; si D et D' sont de
classe 2, on a D ~ D’ (mais pas en général D ~ D’); si D et D' sont de classe 3,
D et D' peuvent étre comparables ou non suivant les suites de valeurs propres;
D ~ D’ entraine D ~ D'.

Nous connaissons déja une relation d’ordre entre les variétés J : la rclation
d’inclusion. Voici les rapports entre ces deux relations.

Prorosition 6,3. — Pour que D> D, il faut et il suffit qu'tl existe une
variété J, D" cD, avec D"~ D'.

(3") L’étude de cette relation d’ordre sera approfondie ailleurs [¢f. note (2%). On verra qu'elle a
une signification intrinséque dans £, ce qui conduit a des résultats sur la structure de 2.
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(Ainsi, lorsque D ~ D', il existe une variété J contenue dans D unitairement
équivalente a D', unc variété J contenue dans D' unitairement équivalente a D, et
on peut avoir D5z D").

Démonstration. - 1° La condilion est nécessaire : si D> D', §(D, D")
contient un opératcur borné T. Soit B un opérateur linéaire fermé borné dans le
cas p, avec Ag-=D. TB = TB est fermé borné dans le cas P, etAzgg=D'. On a,
d’une part: D'= Ajy=U(4.1.) ou U est unitaire. D’autrepart, D = Ay = U'(Ag.)
ou U est unitaire. Or, Ay D Apy..
2° La condition est suflfisante : Supposons une variété J, D"cD, avec
D"=U(D"), ou U est unitaire. Soit B" un opérateur lindaire fermé borné dans le
cas p, avec Az=D". L'opérateur S =B"'B" est un opérateur J (th. 3,1)
et Dg==H, donc S est fermé borné (th. 3,4). On a : B"= BS (**). Donc :

D'~D'=Ap~Aprr=Asrpe = 3" (A =T \p) = T(_ I)).

ou T est un opérateur borné, biunivoque dans Ay puisque B™ est biunivoque
donc S* biunivoque dans A,,..

5. Etude des opérateurs complétement continus de (D, D'). -- Tutorime6, 3.
— G(D, ') contient des opérateurs completement continus seulement dans
les cas suivants :

° D est de classe 1 ou 2, D' est de classe 3.

»° D et D' étant de classe 3, et (a;). () étant des suites de valeurs propres

sous forme non décroissante, on alima;™"«; = o.
i

Démonstration. - Si A € (D, D) est complétement continu, A; et a fortiori
D'=A, sont de classe 3. _

Si D est de classe 1 et D)’ de classe 3, on sait que tous les opérateurs
de G (D, D') sont fermés cnmplelement conlinus.

Si D est de classe 2 et I)' de classe 3, montrons que certains opérateurs
de G(D, D') sont complétement continus. Soient N un noyau de D, (v;) une
base orthonormale de N, A_Dn(HeN) sotent (&), (a;) el (e;), (a;) des
bases orthonormales et des suites correspondantes de valeurs propres de A et D',
On a : lima; =+ », on peut donc effectuer une partition de la suite (a;) en

i=ow
deux suites infinies, (a;) et (a,)), telles que lima;'«,,= -+ ». Alors, par les
{=»
formules
Toi=an "¢, Tey=a, ' we,

on définit dans tout H un opérateur complétement continu qui transforme
biunivoquement D en D'.

Si enfin D et D’ sont de classe 3. le théoréme résulte des lemmes 6,1 et 6,3
comme dans la démonstration du théoréme 6,2.

(3%) Ainsi est démontré le complément annoncé du th. (1,11).
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VII. — Définition d'un opérat;eur fermé par son domaine d’existence
et son domaine des valeurs,

Soient D, D' deux variétés J, partout denses pour simplifier. On cherche les
opérateurs lindaires fermés A tels que D=D,, D'=A4,, qul transforment
biunivoquement D en D'. Alors, A est dans le cas p.

1. Cas ou l'une des variétés J est fermée. — Supposons par exemple D — H.
A est alors borné.

Premiére méthode. — Tutorime T,1. — a. Etant donnée une variété J
partout dense D', il existe une infinité d’opérateurs linéaires fermés A dans
le cas p tels que Dy,—=H, A\, =D; ils sont bornés; si A, est 'un d’euz, les
autres sont donnés par l'une ou U'autre des formules : A\ = AL, ou L e G(H);
A=LA,,ou L'e G(D).

b. Ces solutions sont toutes de 1™ classe s et seulement si D'— H.

c. Ces solutions sont toutes complétement continues si et seulement si D' est
de classe 3; de plus, les vecteurs propres de \JAA™ forment alors une base

orthonormale de D' et la suite non croissante des valeurs propres de \/AA' est
équivalente a la suite non croissante des inverses des valeurs propres de D'.

(On a construit au Chapitre 5 un opérateur A, self-adjbint diagonal).

. Démonstration. — (a) et (b) résultent des théorémes 6,1 et 3,4; (¢) résulte
"du théoréme 1,10 et de la prop. 3,11, en remarquant que {/AA" est self-adjoint
avec A/zm=D'.

Deuxieme méthode. — 11 suffit de répéter la prop. 5,12 :

Prorosition 7,1. — Soient (A;) une base hétérogonalede D', (a;) une suite de
~valeurs propres correspondantes. Tout opérateur linéaire fermé borné A dans

. le cas p tel que A,=D' s obttent en posant : A(A ) =a7'A;, ou (A ) est un
systéme hétérogonal quelconque de H.

Troisieme méthode, quand D' est de classe 1 ou 2. — Alors on a :
D'=N-+N, ou N et N sont deux noyaux conjugués, asymptotiques si et
seulement si D’ est de classe 2. A~(N) = N et A=*(N’) =N sont deux variétés
linéaires fermées disjointes a o dimensions telles que H=N -+ N, donc non
asymptotiques et sous-tendant H. On peut méme choisir N et N’ de facon que N

et N’ soient orthogonales. Soient en effet M, M, deux variétés linéaires fermées
orthogonales complémentaires, a o« dimensions, de H; soient J ct J deux

opérateurs isométriques avec J(M) =N, J(M') =N L’opérateur L = JPz+ JPg
est biunivoque et transforme M+ M=H en N+ N=H : il est fermé borné de
1" classe. Soit B=AL. On a : B(M)=A(N)=N, B(M)=A(N)=N
Ay=N+N=D" On sait (th. 3,9) que : B=AL=L'AU, oa L' est de
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1™ classe et U unitaire. Donc : A == L'-1BU1. Posons: M = U(ITI), M= U(M_’).

Ona:A(M)=L-*B(M)=L-(N), AMM)=L~*B(M) =L~*(N) et L—*(N),
L/'=*(N’) sont deux noyaux conjugués de A,=:D'. D’ou : '

Trtorime 7,2. — Soit A un opérateur linéaire fermé borné dans le cas p,
non completement continu. On peut trouver, d’une infinité de manieres,
deuz variétés linéaires fermées, M, M', de H, orthogonales complémentaires,
a « dimensions, de facon que A(M)=N, A(M') =N soient deux variétés
linéaires. fermées disjointes, sous-tendant H, asymptotiques si et seulement
st A™* est non borné. A est d’inverse borné dans M et M'. N et N' sont des
noyauzx conjugués de A,.

On a ainsi, dans la mesure du possible, ramené les opérateurs linéaires fermés
bornés aux opérateurs de 1™ classe.

2. Théoreme général. -— Si D’ est de classe 3, A est complétement continu
(th. 1,10), donc le probléme est impossible si D >4 H; si D =H, le probléme

est possible d’aprés le paragraphe 1. (Solution graphique : avec les notations
habituelles, 'image de A est I'un quelconque des noyaux conjugués de H, en

position p avec H, dans la variété J de classe 26 : D = H 4 U(D'); H est noyau

maximal de D; I'étude de ces noyaux a été faite au paragraphe 4 du chapitre 5 ).

Si D et D' sont de classe 1 ou 2, montrons qu’il y a une infinité de solutions.
Soient N et N’ des noyaux, de déficience infinie dans H, de D et D’ respec-
tivement. Soit A=Dn(HeN), A=D'n(HoN);onaD =N+ A, D'=N 11\
A et A' ont o dimensions. Il existe un opérateur liné¢aire fermé A,, biunivoque,
tel que D, =N, 3, =21/, et un opérateur linéaire fermé A,, biunivoque, tel
que D, =4, A, =N. A =A,Py+ A,P,, transforme biunivoquement D en D
et est fermé (car, si X,— X et AX,— Y, ona: PyX,— PyX, A, PyX,— Px Y,
Pa Xn—> Py X, AyPp X, — Py Y donc : Py Y = APyX, Py Y = APy, X; done
Y =AX).

Tatorime 7,3. — Etant données deux variétés J partout denses dans H,
D et D', il existe une infinité d’opérateurs linéaires fermés A dans le cas p
tels que D=D,, D'=1],, sauf si l'une des variétés J est de classe 3 sans que
Uautre soit fermée, auquel cas il n’y a pas de solution.

3. Construction des solutions. -— Premiére méthode. — Appliquons les
théorémes 6,1 et 3,5.

Prorosirion 7,2. —- B et B' étant deur opérateurs linéaires fermés bornés
dans le cas p tels que D = Ay, D'= Ay, U'ensemble des opérateurs linéaires -
fermés A dans le cas p tels que D=D,, D'=A, est donné par la formule
A =B'MB, ou M est un opérateur de 1" classe tel que, X, étant une suite
de vecteurs unitaires, U'hypothése BX,— o entraine lim || BMX, || > o.

=

On retrouve qu’il n’y a pas de solution quand D est non fermée et D' de



classe 3, car alors B’ est complétement continu et MB~* non borné, et il suffit de
reprendre la prop. 3,4. D’autre part, on sait par la prop. 6,2 que la restriction
imposée a M par notre prop. est effective dés que D et D)’ sont non fermées.

Deuzieme méthode. — Prorosition 7,3. — Quand le probleme est possible.
on obtient U'opérateur linéaire fermé T dans le cas p le plus général tel que
D =Dy, D=4y, par le procédé suivant : soient (A}, (a:), (A}), (a}) des
bases hétérogonales de D, D' et des suites de valeurs propres correspondantes;
on prend le plus petit prolongement linéaire fermé de Uopérateur T* défin:
par : T'Aj=ayy aiAy,, ¢ étant une permutation de la suite des entiers telle

que la suite (min(ai, a;m)) soit bornée.

Démonstration. — 1° Montrons que P'opérateur T’ ainsi construit répond a la
question. Soient (e;) une base orthonormale de H, L et L' les opérateurs
de 1™ classe définis par Le;j=A;, L'e;=A;,, S lopérateur défini par
Sei=ayy aiei. On a : T'=: L'SL!, donc : T = 1/SLt. Or S est diagonal dans

le cas p, donc T' est dans le cas p- Cherchons Dyg; X:ExieieDg si et
- i=1
seulement si > ayya;lzi|*<<-+oo, ce qui, on le voit aisément, est équivalent, vu
i=1 . . .
. R =S, o .
les hypothéses faites sur ¢, a : (1) Zaglxi|-<+ «. Par suite, Ds.= L(Ds) se

i=1
compose des vecteurs Zx,-A, pour lesquels (1) a lieu, d’ou Dy = D. De méme,

Ap=D'.

2° Réciproquement, soit un opérateur linéaire fermé T dans le cas p tel
que D=D;, D'=A;. Soit V son image par rapport a H, H', U (notations
habituelles). On a : D =PV, U(D') =Py V. Pour qu’un systéme hétérogonal
(Ci) de V se projette sur H suivant une base (B;) de D, il faut et il suffit
(prop. B,11) que la suite duale (D;) de la suite (C;) soit une base de PyH. De
méme, pour que les Py,C;= B; forment une base de U(D"), il faut et il suffit que
les D; forment une base de PyH'. Comme V est en position p avec H, PyH
et PyH' sont complémentaires dans V, donc (th. 5,12) ont des bases communes.
Alors les A;=||B;||7*B; et les A; =!|B; || "' B; forment des bases hétérogonales
de D et U(D') respectivement. Soient : a;=||B; ||, a; =] B} ||"*. Comme le
systéme (C;) est hétérogonal, on peut prendre @; comme valeur propre de D
correspondant a A;, a; comme valeur propre de U(D') correspondant a Aj.
D’ailleurs, TB;—= UB;, donc TA;=a; 'a; U(A}). Enfin :

G fl2= I Be|l2+ || B} ||*=a7® + ai~* < 2[min(a}, a;*)]".

i=1

Comme (G;) est hétérogonal, la suite min(a;, a;) est bornée.

Remarques. — On retrouve les cas de possibilité et d’impossibilité du
probléme; quand D’ est de classe 3 et D non fermée, on a

lima; = lim a; = + %= Jim min(a;, a;).

i=w= i=w i—w
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2° La condition nécessaire et suffisante trouvée pour les C; montre que,
quand D est non fermée, toule base de D' n’est pas la transformée par T d’une
base de D, contrairement a ce qui se passe (prop. 7,1) si D =H. Car, si D est
non fermée, PyH est non fermée, donc (cf. chap. 5, § 13, remarque 1°, p. 67) il
y a des bases de PyH' qui ne sont pas bases de Py H.

Troisiéeme méthode. — Soit A:=UK la décomposition de I'opérateur A
cherché, fermé dans le cas p, en un self-adjoint positif K et un unitaire U. La
correspondance entre les A fermés dans le cas p et les couples (U, K) ou U est

unitaire et K self-adjoint positif, est biunivoque. Soit D = Ag. Nous sommes
ramenés a construire successivement D, U, K.

° Construction de D. — Les conditions nécessaires et suffisantes que vérifie D
sont : D et D complémentaires (existence d’un opérateur self-adjoint positif K tel
que D =Dy, D = Ag, cf. prop. 2,4),D~D'. La prop. 5,2 nous montre alors a
nouveau que le probléme est impossible si I'une des variétés J, D, D’ est de

classe 3 sans que l'autre soit fermée; s’il n’en est pas ainsi, la construction de D
est possible d’une infinité de maniéres, par la méthode indiquée dans la démons-
tration de la prop. 5,2.

2° Construction de U. — Soient (¢} ) une base orthonormale fixe de D' et (¢;)
une base orthonormale de D numérotée de telle sorte que les valeurs propres
correspondant a e; et ¢;, dans D et I)', puissent étre prises égales. On définit
alors U par Ue;=¢; (i =1, 2, ...). Si U, est 'un de ces unitaires, tous les
~autres sont donnés par la formule U= U'U,, ou U'c A (D.
3° Construction de K. — Elle est donnée par la prop. 5, {5.

Quatriéme méthode. — Supposons D et D' de classe 2. Soient V I'image de
I'opérateur A’ cherché par rapport a H, H', U (notations habituelles). V est
asymptotique a H et H', en position p avec H et H'. Soient (prop. 1,8) V,
et V, deux variétés linéaires fermées orthogonales complémentaires dans V,
a o dimensions, telles que

° Les variétés linéaires fermées
=[PaVy], Hy = [PnV.], Ny =[PgV,y], H, =[PwV,],
sont deux a deux orthogonales;
2° B(Vy, H) < 3‘4., a(Vy, H) > E
On a
D=PyV=PyV,+PyVs,
U(D’) = PV = Py V,+ Py V..

Soient Ay, A, les restrictions de A a H,, H,. On a A =A,Py + A,Py. Par
construction de V, et Vy, UA, et (UA,)~' sont bornés. De méme par conséquent
pour A, et A7'.



—_T79 —

Une démonstration analogue est applicable si D est fermée et D' de classe 2, ou
si D et D' sont fermées. Donc :

Prorosition 7,4. — Si D et D' sont de classe 1 ou 2, on obtient l'opérateur
linéaire fermé A dans le cas p le plus général pour lequel D =D,. D'=A,,
de la maniére suivante : soit Ny, N,y des noyauz de D, D' respectivement, de
déficience infinie. Soit Ay, =D n(HeN,), A,=D'n(HeN,). Soit A, (resp. A,)
un opérateur linéaire fermé borné biunivoque tel que D, =N,, A, =A,
(resp. D,,= Ny, A,,=Ay). On prend A = A, Py + A" Py,.

Cinquiéme méthode. — Tutorime 7,4. — Soit A un opérateur linéaire
Sfermé dans le cas p; on suppose que ni A, ni A=' ne sont complétement
continus. Alors, on peut trouver deux noyauz conjugués P,, P, de D,, et
deuz noyauz conjugués P,, P,, de A,, tels que P,=A(P,), P,=A(P"); A est
alors borné et d’inverse borné dans P, et P',.

(Ce théoréme, auquel on a fait allusion dans I'introduction a propos d’une idée
de Julia, est a rapprocher du théoréme 7,2; ces deux théorémes constituent la
meilleure justification de la notion de noyau.)

Démonstration. — Ni A, ni A~ ne sont complétement continus, donc D, etA,
sont de classe 1 ou 2; nous utilisons alors la prop. 7,4 et ses notations.

Premier cas. — Ay et A, possédent des noyaux. On peut alors appliquer a A,
et A, le théoréme 7,2 : on pcut trouver, dans Ny, deux variétés linéaires fermées
orthogonales complémentaires a oo dimensions, soit ny, n,, de facon que
Ay (ny) = py, Ay(n) = p), soient deux noyaux conjugués de A,. De méme, on
peut trouver, dans N, deux variétés linéaires fermées orthogonales complémen-
taires 4 oo dimernsions, soient n., n,, de facon que A,(ny) = p1, As(n,) = p)
soient deux noyaux conjugués de A,. On a alors

A(ni+p1) = A1) + A(p1) = As(n1) + AT (p1) = pa+ na.
De méme

A(n’,—?—p’,):p’z—l—n’g.

Or, ny et p, sont orthogonaux. Donc Py=n, -+ pi est fermé. De méme
pour P, =n! + p|, Pa=n, —;—p,, P,=n, —+—p’2 Ainsi, Py, P, Py, P, répondent
aux conditions du théoréme.

Deuzieme cas. — A, par exemple est de classe 3; alors, A, est complétement
. . I ‘s
continu. Soit S=Py,;+ 2Py ; on a ST =Py ,+ EPN'; S est de premiére classe

dans H. Soit P, une variété linéaire fermée en position p avec [A,], non asympto-
tique a [A,], telle que P, (P,) = A, (prop. 2,2). On a Py (P,)=N,,
donc N, c P, 4 A,. Soit P, = S(P,).

a. PynP,=o; car, si ZeP,nP,, soit Z'==S"1Z; puisque ZeP), on
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aZ'eP,,donc Z—Z'€P,. Or =Py ,Z + %p,{,z, doncZ —Z'=:PyZeP,.

Comme N,nP,=0, on a PyZ =o0. Comme P, est en position p avec Ny, ceci
entraine Z = o.

b. P.—}'-F‘Q:DA : soit Xedy; il existe YeN, tel que X + YeP,; alors,
X +2YeP,, donc XeP,+ P, et par suite A, cP,+ P,. Dlailleurs,
N: c Py 4 A,c P, 4 P,. Donc D,= Ny + A, c P, 4+ P, cD,. Ainsi, P, et P sont
des noyaux conjugués de D,.

c. Montrons que A est d’inverse borné dans P, : I'opérateur A, Py est,
comme A,, complétement continu. Py, transforme biunivoquement P, en A,
A3 transforme biunivoquement A, en N», donc A7' Py, transformant biunivoque-
ment P, en N,, est borné et d’inverse borné dans P,. Si A était d’'inverse non

borné dans Py, on pourrait trouver dans P, une suile de vecteurs unitaires X,
avec X, 0, AX, > 0. On aurait d’ailleurs APy X,— o; donc

A;l P[A‘]X" = AX”-— ALPN£X,1—> 0,

ce qui est impossible puisque A;' Py, est d’'inverse borné dans P,.

d. De méme, A est d’inverse borné dans P,. A(P,) et A(P') sont des noyaux
conjugués de A,).

Remarques. — Soient V, V' deux variétés linéaires fermées, 4 o dimensions,
sous-tendant H; soient W, W' deux autres variétés linéaires fermées ayant les
mémes propriétés; soient L, L' deux opérateurs linéaires fermés bornés, biuni-
voques, tels que D,=V, A=W, D=V, A,.=W'. Nous définissons,
dans V +- V', un opérateur linéaire A de la maniére suivante : pour tout vecteur
2=X+XdeV+V (XeV,X' V'), on pose AZ =LX + L'X"."A est biuni-
voque, et 'on a D,=V 4V, A,= W+ W'. Montrons que A est un opérateurJ :
soit B l'opérateur linéaire fermé qui transforme Z en X, B' Popérateur linéaire
fermé qui transforme Z en X’; on a A= LB+ L'B; il suffit alors d’appli-
quer le théoréme 3,14. Nous désignerons l'opérateur A ainsi construit par
A(V,V; W, W; L, L)).

D’aprés le théoréme 7,4, tout opérateur linéaire fermé est, ou bien de ce type,
ou bien complétement continu, ou bien d’inverse complétement continu. Mais
réciproquement, tout opérateur A(V, V'; W, W'; L, L) n’est pas fermé (3°).
Si V et V' sont non asymplotiques (cas ou D,=— H), ou si W et W’ sont non
asymplotiques (cas ou A, = H), on sait que A est fermé. Supposons maintenant
V et V' asymptotiques, ainsi que W et W'. D’aprés le théoréme 3,17, A est
fermé si et seulement si, (X,) étant une suxte de vecteurs de V -~ V’ qui tendent
vers un vecteur exterieur a V - V/, |]AX || tend vers +c. (Notons que,
comme B et B’ sont fermés, on a, méme si A est non fermé ||BX, |-+ o,
| B'Xx || ->—+o0; donc || LBX, || >+, || /B X, || > 4+ ). ;

(**) On verra méme ailleurs [¢f. note (**)] que tout opérateur J, A, tel que Dy et Aa soient de
classe 2, est de ce type.
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4. Définition d’un opérateur fermé A dans le cas p par son domaine d’exis-
tence D. — (On a [D]=H). Soit T un opérateur linéaire fermé borné dans le
cas p tel que Ay=D. S= AT est un opérateur J biunivoque tel que Ds= H,
donc fermé borné dans le cas p. Ainsi, A = ST-*, ou S est fermé borné dans le
cas p. Réciproquement, un tel opérateur n’est fermé que moyennant les
conditions du théoréme (3,5). Donc :

Prorosition 7,5. — Soit D une variété J partout dense, T un opérateur
linéaire fermé borné dans le cas p tel que Ay=D. Tous les opérateurs linéaires
Jermés A dans le cas p tels que D, =D sont donnés par la formule A=ST—*,
ou S est un opérateur linéaire fermé borné dans le cas p tel que, (X,) étant
une suite de vecteurs unitaires, I’hypothése TX,—» o entraine lim || SX, || > o.

n—oawo
Connaissant D,, que peut-on dire de A, ? (une fois A, choisi, on sera ramené
aux paragraphes précédents) :

Si D, est de classe 3, A,= H; A est non borné, A~' complétement continu.
Si D, est de classe 1, A, est une variété J partout dense quelconque; A est borné
quelconque dans le cas p. Si D, est de classe 2, A, ne peut étre de classe 3, mais
est quelconque de classe 1 ou 2; A est non borné, A~! non complétement
conlinu.

Connaissant seulement D, = D, on connait les domaines d’existence de toutes
les restrictions fermées de A : ce sont (prop. 3,14) les sous-variétés J de D
fermées dans la topologie de'D.

Ezemple. — Supposons D de classe 2b6. Alors, D = N+A([A] =HeN),
ou N est un noyau maximal et A une variété J de classe 3.. A et N sont fermés
dans la topologie de D. Soient A, et A, les restrictions, fermées, de A, a N et A.
A" est complétement continu, donc A,(A) est un noyau, soit N',-de A,. A, est
fermé borné; soit A'= A, (N).

N’ et A’ ont w0 dimensions, sont disjoints, et sous-tendent H. Montrons que ce
sont les seules conditions 1mposées a N’ ¢t A'. Pour cela, soit une variété linéaire
fermée N', et une variété J, A', satisfaisant a ces conditions. Soit D'= N/ A’
on a [D’']=H. Soient A, un opérateur lindaire fermé borné biunivoque avec
D, =N, A, =4/, et A, un opérateur linéaire fermé biunivoque, d’inverse com-
plétement conlinu, avec D, = A, A, = N'. Montrons que A = A;Py—+ A, P, est
fermé. (A sera évidemment défini dans D, et dans le cas p) : si X,—>X
et AX,-> Y, ceci entraine : 1° A PyX,—> A, PyX, donc APy, X,— Y — A, PyX;
2 P X,—> Py X; comme A, est fermé, il en résulte Py XeD, et
A;PaX=Y —APyX. Donc XeD, et AX =Y.

Remarque. — La prop. 7,5 résout, en passant aux images, les problémes
suivants :

1* Prauver toutes les varjétés linéaires fermées de Hea H, en posmon )2 avec H,
qui se projettent sur H suivant &ine variété J donnée; 2° Froaver tous les noyaux
conjugués par rapport a une vartéud J donnée.d’un noyan N. )

LXXVII. ’ "6
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VIII. — Théorémes de disjonction.

. Introduction. — Dans 'espace a n dimensions, soit V et W deux variétés
lindaires de dimensions p et g, de déficiences p’ et ¢'. On sait que :

1° Pour p, g fixes, la déficience de V - W augmente cn méme temps que la
dimension de V.n'W; 2° Pour p/, ¢' assez grands, V et W peuvent étre disjointes.
Dans I'espace de Hilbert H, nous allons remplacer V et W par-des variétés J;
nous trouverons alors des faits en opposition avec la premiére des régles que nous
venons de rappeler; par contre la deuxiéme régle est applicable aux variétés J de
déficience infinie, c’est-a-dire : 1° aux variétés lindaires fermées V telles
que HoV ait « dimensions; 2° aux variétés J non fermées (prop. 3,8). Les
théorémes obtenus donnent des renseignements sur la structure de £.

Lemue 8,1. — Soient D une variété J partout dense de classe 2, et D' une
variété J de déficience infinie. Il existe un unitaire U tel que U(D')c D.

Démonstration. — D’abord, il existe une variété J partout dense non fermée,
D, telle que D'c D. Car, si D' est non fermée, on peut prendre D =D’ —+ (He[D]);
si D' est une variété lindaire fermée de déficience infinie, on peut prendre
D = D'+ D’, ou D’ est non fermée avec [D"] =He[D'].

D est de classe 2 ou 3, donc D> D. Donc il existe (prop. 6,3) un unitaire U
tel que U(D) cDj alors, U(D')c D ().

2. Extension d'un théoréme de Von Neumann. — Lemme 8,2. — Soient V,,
V, deux variétés linéaires fermées orthogonales complémentaires a « dimen-
sions de H. Il existe une infinité d’opérateurs linéaires fermés A bornés dans
le cas p, se réduisant a Uidentité dans V,, tels que D= A(V) soit partout
dense dans H et disjoint de V,, avec DNV de classe 2.

Démonstration. — Soient V,, V,, ... des variétés linéaires fermées deux a deux
orthogonales, 3 o dimensions, sous-tendant V. Soit U; un opérateur qui trans-

. . . | .
forme isométriquement Vi, en V; (i =0, 1, 2,...), et U :ZU,-PVH’ (la série
t=0

convergeant fortement); soit A =1— U.
1° A est biunivoque, car AX =o entraine Py X =U;Py,, X (i=0, 1, 2, ...),

donc|Py,X|=]|Py,,, X], d’ou, comme 2“ Py X[*<(+w, Py X=0(i=0,1,2....),
i=0

d’ot X = o. Comme A se réduit a 'identité dans V,, il en résulte que

DnVo=A(VinA(Vy) =o.

(%) Le lemme peut aussi s’établir trés vite directement, par emploi de bases orthonormales, sans
utiliser la proposition (6,3).
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2° Si Y est orthogonal & D, on a

Z(PviY, Py X —UPy,,X)=0 pour XeV,
i=0
ou

E(PV;Ya X)—Z(UFl Pv.Y, X)=0  pour XeV,
i=0

i=0
ou

D(Pv.Y —UrtPy,Y) eV,
=0 .
ce qui donne

EPVY = Py,Y | =...

d’ou Y = o. Ainsi, D est partout dense. 4 fortior:, A, est partout dense, donc A
est dans le cas p.

3° Ona A(V,)=(—1) (V;). Ainsi, on voit aussitdt que A(V,) est ferms,
4 o dimensions et est contenu dans V. Donc DNV, qui conlient A(V,) estde
classe 2 (il est facile de voir que DNV n'est pas fermé, c’est d’ailleurs sans
importance pour la suite).

Lemume 8,3. — Soient D,, D, deux variétés J de déficience infinie; il existe
un unitaire U tel gue DynU(D,y) =0 (*').

Démonstration. — Soient 'V, V' deux variétés linéaires fermées orthogonales
complémentaires & o dimensions de H. Soit A (lemme 8,2) un opérateur lindaire
fermé borné dans le cas p, tel que D = A (V) soit partout dense, disjoint de V',
avec DNV de classe 2. Soit A’ un opérateur lindaire fermé borné dans le cas ) 2
se réduisant a 'identité dans V, tel que D'=A’(V') soit partout dense, avec D' n V'
de classe 2. Soit D =A/(D). Comme DnV'=0 et comme A’ est biunivoque,
onaDnD'=o. D est partout dense, et de classe 2. A, est partout dense, donc
aussi D = A/(D) puisque D est partout dense. D est de classe 2 puisque D a des
noyaux inclus dans V et que A’ se réduit a I'identité dans V. D’aprés lelemme 8,1,
il existe des unitaires U, et U, tels que U,(D,)cD, U,(D,)cD. U=U:"U,
répond aux conditions du lemme.

Tutorime 8,1. — Soit une suite de variétés J de déficience infinie, D,, Dy,
D, ...; il existe des unitaires Uy, U,, ... tels que D,, Ui(Dy), Uy(Dy), ...
solent disjoints.

Démonstration. — On peut supposer, en remplagant au besoin chaque D; par
une variété J plus grande, que les variétés J données sont partout denses et non
fermées. D’aprés le lemme 8,3, il existe un unitaire U, tel que D, et U, (D,)

soient disjointes. Alors (prop. 3,7), Do—i—Ui(Di) est non fermée, donc disjointe

(*1) Ce résultat a été établi par Von Neumann [1] (pour [D,] = H et D,=D,).
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de U,(D,) pour un unitaire U,; donc D, -+ U,(D,)—i—U,(Dg) est non
fermée, etc. (+).

Remarques. — 1° Chaque D; étant un ensemble de premiére catégorie dans H,
on savait @ priori que la réunion d’une infinité dénombrable de variétés J non
fermées ne peut épuiser H.

2° Etant donné un opérateur linéaire fermé A dans le cas p, on suppose
parfois, pour en chercher une représentation matricielle, que [D,.nD,]=H
On voit qu’il s’agit d’une hypothése trés particuliére, car, si A= UK est une
décomposition de A en self-adjoint K et unitaire U, on a D,= Dg, D,,= U(Dg);
or, U et K peuvent étre choisis arbitrairement; on peut donc avoir D, nD,,= o.

3° Soient D, D' deux variétés J de classe 2 partout denses. D’aprés la
prop. 5,2, il existe un unitaire U, tel que D et U, (D’) soient complémentaires;
alors, [DnUy(D')] = D -+ U,(D’) = H. D’aprés le théoréme 8,1, il existe un
unitaire U, tel que D et U,(D') soient disjointes. Alors (prop. 3,7), D+ U, (D)
est non fermée, donc D nU,(D') = o, D U, (D’) est de déficience infinie dans H.
Ces remarques sont a opposer a la premiére régle rappelée au paragraphe 1 a
propos des variétés linéaires de 1'espace a n dimensions. (D’ailleurs, cette régle
est déja enfreinte par les variétés linéaires fermées a « dimensions).

3. Hypotheése générale de disjonction. — Appelons « systéme déficient »
dans H tout ensemble d’un nombre fini de variétés J de déficience infinie. Alors,
le théoréme 8,1 est un cas particulier de ’hypothése générale suivante : étant
donnée une suite (S;) de systémes déficients, on peut trouver des unitaires U;
tels que Ui(S;) nU;(8;) == o pour i £ j. Nous n’avons pas démontré I'exactitude
de I'hypothése générale, mais nous avons vérifié des cas particuliers. En voici
certains, qui seront utilisés aux chapitres 9 et 10.

Lemume 8,4. — Soient V, V' deux variétés linéaires fermées a « dimensions;

on peut trouver deux variétés linéaires fermées a o dimensionsorthogonales,
W, W/ avec WcV, WcV.

Démonstration —Siv=V'n(HeV):£o, on peut prendre W=V, W=y,
Siv=—=o0, VV==V'e¢ a o dimensions, donc aussi D = P, V. Soit (ei) un systéme

orthonormal infini inclus dans D, et f; le vecteur de V' tel que Pyfi=e;.
On a (fai, €ajs1) = (€1, €ajr1) =o0; on peut donc prendre W = [e,, ey, ...]

et W=1[fi, for ...]-

Lemme 8,5. — Soit D une variété J partout dense de classe 2, V une variété
linéaire fermée de déficience infinie. Il existe une in,inité de noyauz N de D

disjoints de V.

(*?) On peut démontrer le théoréme beaucoup plus fort que voici : soit D une variété J de défi-
cience infinie. On peut trouver un groupe continu d’unitaires U,(— o< t<<-+ow) tel que
Uy (D)nUy (D) = o pour ¢ # ¢t'. :
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Démonstration. — Soient M et M’ deux noyaux conjugués de D. L’une des
deux variétés linéaires fermées Me(MnV), Me(M'nV) a « dimensions
(sinon, V serait de déficience finie dans M-~ M’, donc dans M @M’ =H) et fournit
un des noyaux N cherchés.

Lemwme 8,6. — Soit D une variété J partout dense de classe 2, V une variété
linéaire fermée de déficience infinie. On peut trouver une variété J,
D’'c D, de classe 2, disjointe de V, partout dense.

Démonstration. — D est projection sur H, dans H® H', d’une variété linéaire
fermée W en position p avec H. DNV est projection d’une variété linéaire
fermée V.c W, qui est de déficience infinie dans W (sinon, D n'V serait de défi-
cience finie dans D donc V dans H). Soit (lemme 8,5) N un noyau de D disjoint
de V, projection d’une variété linéaire fermée Nc W. N et WeV ont o dimen-
sions, on peut donc (lemme 8,4) trouver deux variétés lindaires fermées a
« dimensions, orthogonales, N' et M, avec N c N, Mc We V. Alors, N = PN’
est un noyau de D (car N, donc N/, sont non asymptotiques éH’). D’autre part,
N’ et V sont disjoints, et N'@V est de déficience infinie dans W (car orthogonal
a M); donc il existe dans WoN' une variété J partout dense d, disjointe
de PygwV (lemme 8,3); alors N'-+ d est une variété J partout dense dans W,
disjointe de V, qui se projette sur H suivant une variété J partout dense dans H,
D', disjointe de V, et contenant N’ donc de classe 2.

Lemme 8,7. — Soient V,, V,, ..., V, des variétés linéaires fermées de
déficience infinie, D une variété J de classe 2 partout dense, D' une variété J
de déficience infinie. Il existe un unitaire U tel que U(D') soit disjointe
de Vi, Vo, ..., Vet incluse dans D.

Démonstration. — 1l existe (lemme 8,6) une variété J, D, c D, partout dense,
de classe 2, disjointe de V,; puis une variét¢ J, D, c D, (donc disjointe de V),
partout dense, de classe 2, disjointe de V., etc; finalement, on a une variété J,
D, cD, partout dense, de classe 2, disjointe des V;. Il suffit alors d’appliquer le
lemme 8,1.

En particulier :

TatorEmE 8,2. — Soéent V,, V,, ..., V, desvariétés linéaires fermées de
déficience infinie, et D une variété J de déficience infinie. Il existe un
unitaire U tel que U(D) soit disjointe des V.

Etablissons maintenant le
Tatorime 8,3. — Soient Dy, D,, Dy, trois variétés J de déficience infinie;
il existe un unitaire U tel que U(Dy) soit disjointe de D, et D,.

Démonstration. — On peut supposer D,, D., D, partout denses non ferméés,
en les remplagant au besoin par des variétés J plus grandes. Si D, D, est non
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fermée, l'existence de U résulte du lemme 8,3. Si D,+ D,=H, il existe
(prop. 3,12) deux variétés linéaires fermées V,, V,, avec:V,nV,=0; V, 4+ V, =H;
D;=V,+(D:nV,); D=V, (D,nV,). D,nV, et D,nV, sont non fermées
(donc V, et V, ont une dimension et par suite une déficience infinies). Il existe
donc (lemme 8,3) deux variétés J de classe 2, A, c V4, 4, €'V, disjointes respec-
tivement de D,nV,, D,nV,, partout denses respectivement dans V,, V..

Alors, D=A,+ ), est une variété J partout dense dans H, de classe 2,

et DAD;cVy, DnD.cV,. 1l existe (lemme 8,7) un unitaire U tel que U(D;)
soit incluse dans D et disjointe de V4, V., donc de Dy, D..

Tutorime 8,4. — Soient D, D' deux variétés J non fermées complémen-
taires; on peut trouver deuz variétés linéaires fermées & © dimensions ortho-
gonales complémentaires disjointes de D, D'.

Démonstration. — 1l existe deux variétés linéaires fermées 4 o dimensi‘ons,
V, V', orthogonales complémentaires, et deux variétés J non fermées, A, A’
avec [A]=V, [A']=V, telles que D=V A, D'=V'4-A (prop. 2,5).
Soient W, W’ deux variétés lindaires fermées orthogonales complémentaires
a4 o dimensions; soient V, V/, deux variétés lindaires fermées orthogonales
complémentaires, en position p avec W et W/, asymptotiques 3 W et W'. Il existe
un opérateur isométrique U transformant Ven V, tel que A = U(A) soitdisjointe
de Py'W et P3 W' qui sont non fermées (th. 8,3); de méme, il existe un opérateur
isométrique U’ transformant V' en V', tel que A'= U'(A’) soit disjointe de Pz W
et PxW'. Par construction, D = VA et D'=V'4A sont disjointes de W
et W. Mais J=UPy+UPy est un unitaire, et J(D)=D,J(D')=D.
Donc J=* (W) et J='(W’) sont les variétés linéaires fermées du théoréme.

4. Un résultat auxiliaire. — Prorosition 8,1. — Soit V une varié¢té linéaire
fermée en position p avec H dans Hell' asymptotique a H et H'; soit
Vi=(HeH')e V. Considérons les variétés J complémentaires non fermées

D =P,V, D'=P,V', et la variété J non fermée D =P PyH cD. Il existe une
infinité de variétés linéaires fermées W c D, a w dimensions, disjointes de D'
et D.

Démonstration. — 1l existe (prop. 1,8) dans H (resp. V; H') des variétés
linéaires fermées orthogonales complémentaires Ht, H? (resp. V4, V2; H", H'?)
telles que :

k9

VicH!eH'; V! en position p avec H* dans Ht @ H"; 3(V!, H') < ~-
V2cH?eH'?; V? en position p avec H? dans H2@ H'2; B(V?, H?) < g
On a PyH=V'P,H?, PyH = V:{ P, H*. Py.H2 et P,,H" sont non

fermées, partout denses dans V2 et V! respectivement. Soient A, et A, deux
variétés J de classe 2 telles que [A,] =V, [A.] = V2, disjointes respectivement



—_ 87 —

de Py, H'' et Py.H? (lemme 8,3). Soit A un opéraleur linéaire fermé biunivoque
tel que D,=A,, A,=A, (th. 7,3). Les vecteurs X + AX décrivent, quand X
décrit A,, une variété linéaire fermée W, disjointe de V* et V2, telle que
Py. W =A,, [’V,W=A,, donc asymptotique a V' et V2, et disjointe de PyH
et PyH. Donc PyW est disjointe de PyPyH et de PyPyH' =P, VP,V
(remarques R). Comme P, W cP,V, on voit que P, W est disjointe de P, V.
D’autre part, puisque W est asymptotique a V! et disjointe de V*, il existe une
suite de vecteurs unitaires X; de W tels que lf_“},“(x"’ V') =o0, donc tels que
}_ir—n—a(X,-_, H)< ; Par suite (th. 1,5) W n’est pas complétement asymptotique
a_;l', donc (th. 1,4) Py W contient des noyaux qui sont les variétés linéaires
fermées W de la proposition.

IX. — Applications des théorémes de disjonction.

1. Lemme 9,1. — Soient V,, V, deux variétés linéaires fermées de H, V.cV,

une autre variété linéaire fermée, et D = Py, V,. On a
Py,(Vie[D])=Py,Vin(VsoV,).

En particulier, st Vin(HeV,) = o (c’est le cas si V, et V, sont en position p'),
D est partout dense dans V, si et seulement s1 V,0V, et Py V, sont disjoints.

Démonstration. — Si X ePy (V,0[D]), on a X=Py Y, ou YeV,0[D].
Donc: 1° Xe€Py,Vy; 2° (Y, Y)=o0 pour tout Y €D, donc (Y, X') =0 pour
tout X'e Vg, donc (X, X') =o pour tout X'e V,:XeV,0V,. Réciproquement,
siXePy V,n(V,oV,),ona: 1°X=P,Y, ou YeV,; 2° (X, X')=o pour
tout X' € V,, donc (Y, X') =0 pour tout X'€ V,, donc (Y, Y)=o pour toul
YeD:YeV,e[D].

2. Prolongements d’un opérateur fermé A. — Soit A un opérateur linéaire
fermé uniforme, avec [D,] =H (A est dans le cas p'). Peut-on prolonger A de
fagon qu’il reste uniforme ? C’est évidemment impossible si A est borné, car alors
D,=H. Supposons donc A non borné, c’est-a-dire D, #H. Comme le fait
remarquer Stone (43), il est facile de prolonger A : soitX ¢ D,; on pose: AX =Y,
ou Y est arbitraire et 'on prolonge A par linéarité dans {D,, X }; Stone montre
aisément que Popérateur A obtenu est encore linéaire fermé uniforme. A est évi-
demment non borné, donc Dz H (d’ailleurs, nous savions que D, est de_
déficience infinie dans H) et 'on peut recommencer. Il ne peut donc étre question,
dans le cas non borné, d’opérateurs linéaires fermés maximaux, si 'on donne a ce
terme un sens analogue a celui qu’il a dans la théorie des opérateurs symétriques.

(*) (1], p. 48. Von Neumann [2], p. 310, s’occupe aussi de ces problémes de prolongement.
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On va généraliser ceci par 'emploi des images. Soit V I'image de I’opérateur
linéaire fermé A (que nous ne supposons plus dans le cas p') par rapport a H,

H', U. Prendre un prolongement linéaire fermé A de A revient a prendre une
variété linéaire fermée V> V. Le nombre de dimensions de VoV sera appelé la
dimension du prolongement. Soit V'= eV (# = HeH') 'image de — A*~* par
rapport a H, H', U. On a VeV c V/, de sorte que le prolongement de A peut tou-
jours étre considéré comme emprunté a — A*~*. Comme U(V'), U(J€eV) sont
les images de — A", -— A*, on voit aussi que :

Lemme 9,2. — Si A est un prolongement & m dimensions de A, A* est un
prolongement & m dimensions de A

Il est immédiat aussi que :

Lemve 9,3. — Si A est un prolongement a m dimensions de A, avec m fint,

on a: Dz =D, + p, ot p est une variété linéaire fermée de dimension finie.:

Revenons au cas ou A est dans le cas p'. D’aprés le procédé de Stong, on peut
toujours faire, d’une infinité de maniéres, des prolongements uniformes de
dimension finie, quand A est non borné. Mais peut-on faire des prolongements
uniformes de dimension infinie? (Si un tel prolongement était impossible pour
certains A, on pourrait introduire une nouvelle notion d’opérateur maximal, de
méme qu’on a défini les noyaux maximaux dans les variétés J). Il s’agit de trouver
dans V' une variété linéaire fermée ¢ a o dimensions telle que (Vov)nH' =o.
On va voir que, pour A non borné, c’est toujours possible d’une infinité de
maniéres. La condition nécessaire et suffisante pour que (Vev) n H'=o0estqu’on
ne puisse trouver deux vecteurs, Ze€V, Z' €y, tels que PaZ =PyZ/, sauf si
Z=17 =o. Or, les vecteurs de V' dont la projection sur H appartient a
P4,V =D, forment la variété Py, H' (remarques R). D’ou: (Vev)nH =o si
et seulement si ¢ynPyH —0. Or, V'et H sont en position p/, de sorte que
[Py H']=V'. On pourra donc (lemme 8,3) trouver des variétés linéaires fermées
disjointes de Py.H' si et seulement si Py.H' est non fermée (et alors, v pourra avoir
 dimensions), c’est-d-dire si H' et V sont asymptotiques, c’est-a-dire si A est
non borné. Donc :

Tutorime 9, 1. — Un opérateur linéaire fermé A dans le cas p' admet un
prolongement fermé dans le cas p' si et seulement si A est non borné; et il
existe alors une infinité de tels prolongements a « dimensions.

Supposons maintenant A dans le cas p : A~ est uniforme, et {A,]=H. Peut-on
‘prolonger A en A de facon que A fermé soit encore dans (e cas p, c’est-a-dire que
A et A-! soient encore uniformes (on aura évidemment [Dz]=[A45]=H) ?
C’est impossible (th. 9,1) s1 A est borné ou si A~' est borné. Supposons donc
D,#H, A, H : alors, par le procédé de Stone, on voit aisément qu’on peut
obtenir des prolongements linéaires fermés dans le cas p de dimension finie. Mais
peut-on obtenir des prolongements linéaires fermés dansle cas p a o dimensions ?
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Revenant aux notations antérieures, V et H sont en position p, on veut que
(Voo)nH=(Vev)nH = o; comme plus haut, on voit que ceci revient a exiger
que v soit disjointe de Py H, Py.H', quisontdes variétés J complémentaires dans V'.
Il est donc nécessaire que Py H et Py H' soient non fermées (c’est-a-dire que V
soit asymptotique a H et H', c’est-a-dire que A et A~* soient non bornés); réci-
proquement, si cette condition est remplie, on pourra (th. 8,4) trouver une
infinité de variétés linéaires fermées ¢, disjointes de Py H et Py H', 4 o dimen-
sions. Donc : ‘

Tutorime 9,2. — Un opérateur linéaire fermé dans le cas p admet un pro-
longement fermé dans le cas p st et seulement si A et A—! sont non bornés; et
tlexiste alors une infinité de tels prolongements & o dimensions.

Prolongements simples. — Reprenons 'opérateur linéaire fermé A dans le
cas p et les notations précédentes. La recherche d’une variété linéaire fermée v c V/
disjointe de Py.Het Py H' revient, en projetant sur H, a la recherche d’une variété J,
dc Py V' (=A,.), fermée dans la topologie de Py V', disjointe de Py Pyv.H = (4,.,)
et de P, Py H' (=D, nA,.). Remarquons que la donnée de A et de A définit uni-
voquement d: car, quand on fait varier la symétrie U, Py (VO V) ne change pas.
Ainsi : ’

Prorosition 9,1. — Le prolongement linéaire fermé dans le cas p le plus
général de Uopérateur linéaire fermé A dans le cas p s’obtient de la maniére
suivante : on prend une variété J, dcA,., fermée dans la topologie de A,.,
disjointe de D, et de A,.,; pour tout vecteur

Z=X+YeD;=D,+ d(XeDs, Yed),

on définit A par : AZ-=AX —A*~1Y.

Cette construction est certainement possible, d’aprés le th. 9,2 dés que
A et A-! sont non bornés. Mais on peut supposer d sous-variété J simple de D,,
et [d] disjointe de Pz Py.H et P, V, car c’est la une conséquence particuliére de la
prop. 8,1. D’ou la notion que voici : on dira qu'un prolongement linéaire
fermé A de A (fermé dans le cas p) est un prolongement simple lorsqu’il peut
s’obtenir par la construction de la prop. 9,1, d étant une sous-variété J simple
de A, telle que [d]nD, =[d]nA,., = o. Tout prolongement dans le cas p de
dimension finie est un prolongement simple (car alors d est une sous-variété J
simple de A,, disjointe de D, et A,,,, et [d] = d). Mais la proposition (8,1) nous
apprend existence de prolongements simples a oo dimensions. Il reste a prouver
que tout prolongement lindaire fermé dans le cas p n’est pas simple. Pour cela,
supposons que, non seulement ¢, mais V'e¢ soit disjointe de Py H et Py.H' (ce
qui, d’aprés le théoréme (8,4), est possible d’une infinité de maniéres). Alors,
(lemme 9,1), Pyv = d est partout dense dans H ; donc dine peut étre sous-variété J

simple de PyV’, de sorte que le prolongementgcorrespondantX de A n’est pas
simple (et méme n’est pas prolongeable en prolongement simple de A).



— 90 —

3. Restrictions d’un opérateur fermé A. — Si A est dans le cas p’, on peut
chercher s’il existe des opérateurs linéaires fermés dans le cas p', A, dont A soit

prolongement. Il faut que [Dz] = H. (A est évidemment, comme A, uniforme). Si
A est dans le cas p, on peut chercher s’il existe des opérateurs linéaires fermés
dans le cas p, A, dont A soit prolongement. I1 faut que [D;] =[3;] =H (K et A
sont évidemment, comme A et A~!, uniformes). On pourrait traiter ces problémes
comme au paragraphe 2, mais on se raméne aussitot aux problémes de prolonge-
ments, grice au lemme 9,2, en échangeant les roles de A et A”. Ainsi le premier
probléme admet une infinité de solutions dés que A est non borné, etle deaxiéme
probléme admet une infinité de solutions dés que A et A~*'sont non bornés (dans
les deux cas, on peut alors supposer que A est un prolongement de A a o dimen-
sions ). Ces conditions sont d’ailleurs nécessaires. En particulier, on voit que :

Prorosition 9,2. — Tout opérateur linéaire fermé symétrique A non borné
admet une infinité de restrictions fermées symétriques A ; on peut méme sup-
poser que A est un prolongement de A & o dimensions.

4. Construction de Neumark. — NEeumaArk a construit un opérateur linéaire
fermé symétrique K dont le carré n’est défini qu’en o, c’est-a-dire tel que
Dg nAg=o0. Une telle construction est aisée a partir des théorémes du chapitre 8.
Soit A un opérateur linéaire fermé symétrique dans le cas p, avec A et A~ non
bornés; soit V son image par rapport a H, H', U; soit 3¢ =HeH', V'=HeV.
Onsaitque: D, =Py V, A, cA. =Py V'.Soienty et ¢, deux variétés linéaires fer-
mées orthogonales complémentaires dans V, a « dimensions, disjointes de PyH
et PyH', qui sont complémentaires dans V et non fermées (th. 8,4); ¢ est 'image,
par rapport a H, H', U, d’un opérateur K : 1° [Dy] = [Pyv] = H (lemme 9,1) puis-
que (Vev)nPyH=o0. Comme ¢cV, K est symétrique, (et méme, on le voit
aisément, dans le cas p); 2° Les X eV tels que PyX ePyV' sont dans PyH'
(remarques R); comme ¢ est disjointe de PyH', Dg =Py ¢ est disjointe de
Py V' =A,.. A fortiori, DgnAg=o0. D’ou un résultat plus fort que celui de
Neumark.

Tatorime 9,3. — Soit A un opérateur linéaire fermé symétrique dans le
cas p. Dés que A et A-' sont non bornés, A est prolongement d'une infinité
d'opérateurs linéaires fermés symétriques K, d’indices de déficience (0, ),
tels que Dxn A,. = o (donc, a fortiori, qui n’ont pas de carré).

On peut méme remarquer, en raisonnant sur ¢ comme sur o, que [P“;]: H,
PponA.=PyonDgx=o0,D, = 'DK—i—(PH:)). La construction de Neumark est
ainsi une application particuliére de la

Prorosition 9,3. — Sodent D, D', deux variétés J complémentaires non fer-
mées; on peut trouver, dans D, deuzx variétés J partout denses dans H, d, et

da, disjointes entre elles et disjointes de D', telles que D = di-+d,.
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Observons aussi que V', ¢, ¢ sonl orthogonales deux a deux, sous-tendent J¢, et
que chacune de ces variétés est en position p avec H. D’ou la

Provostrion 9,2. — On peut trouver trois variétés J partout denses, deux a
deuzx disjointes, la somme de deux quelconques d’entre elles (forcément non
fermée) étant complémentaire de la troisieme (*+).

Ainsi, alors que la somme de deux variétés J disjointes, dont l'une est non fer-
mée (prop. 3,7), on vient de construire trois variétés J partout denses disjointes
dont la somme est H.

3. Sur la topologie propre d’une variété J. — ProrosiTion 9,5. — Soit D une
variété J partout densenon fermée. On peuttrouver, d’'une infinité de maniéres,
deuz variétés J partout denses disjointes Dy et D, telles que D =1, X D,.
Alors, dans la topologie propre de D, D, et D, sont fermées, non asymptot:-
ques, et sous-tendent D.

(Ainsi, 'exemple construit p. 43 n’a rien de pathologique.)

Démonstration. — D est projection sur H, dans HeH’, d’une variété linéaire
fermée V en position p avec H. PyH est non fermée. Soit (th. 8,4) W, et W,
deux variétés linéaires fermées a o dimensions, orthogonales complémentaires
dans V, disjointes de PyH. D’apréslelemme (9, | ), on peut prendre : D, == Py Wy,
D, =Py, W,.

On peut, a ce propos, faire les rapprochements suivants :

1° Soit D une variété J non fermée, avec [D] = H. Si la variété J, D'c D, est
partout dense dans la topologie de D, ladeuxiéme interprétation de cette topologie
montre aussitot que D’ est partout dense dans H. De méme, si D' est fermée dans
H. D' est fermée dans la topologie de D. Les réciproques sont fausses : la propo-
sition (9,5) le prouve.

2° Dans le lemme (8,2), étant donnée une variété linéaire fermée V de défi-
cience infinie, on construit un opérateur linéaire fermé A borné dans le cas p tel
que [A(V)]=H : A(V) est alors fermé de déficience infinie dans la topologie de
A,, d’aprés la premiére interprétation de cette topologie.

6. Propriété caractéristique des variétés asymptotiques. — Prorosrriox 9,6.
— Soient V, W deux variétés linéaires fermées disjointes. Si Vet \V sont non
asymptotiques, VoW est strictement contenue dans VoW dés que la variété
linéaire fermée W est strictement contenue dans W. Au contraire, si Vet W
sont asymptotiques, on peut trouver une infinit¢ de variétés linéaires fermées
W c W, de déficience infinie dans W, telles que VoW =V o W.

Démonstration. — Soit H=VeW,V=3HeV,D=P, W, D =P, W

(*) On peat construire n variétés J (n fini quelconque) présentant une disposition analogue |
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V et W sont en position p” dans JC, donc W et V' sont en position p’; D est par-
tout dense dans V'. D’autre part, VoW = [V + D], de sorte que Ve W = ¢ si
et seulement si D est partout dense dans V'. Si W est non asymptotique a V, il y
aentre X € W et Py X une correspondance biunivoque bornée dans les deux sens,
donc D, qui est fermée, est égale a V' si et seulement si W = W. Si W est asymp-
totique a V, D peut étre partout dense dans V' avec une variété W de déficience
infinie dans W : il suffit (lemme 9,1) que W o W soit disjointe de Py V',

Ainsi, on peut déterminer si deux variétés linéaires fermées sont asymptotiques

par seul emploi des opérations n et & (sans emploi de + ).

7. Sur les systémes L. — Prorosition 9,7. — Soit T un opérateur linéaire
JSfermé dans le cas p, borné, d'inverse non borné. Il existe une infinité de sys-
temes orthonormauz complets (e)) tels que la suite (Te;) admette tout Uespace
pour noyau (*%).

Démonstration. — Mg et Ay sont non fermées. Soit (lemme 8,3) D une variétéJ
partout dense dans H et disjointe de Aq., et (e;) un systéme orthonormal complet
inclus dans D. On a {e;, e, ...}cD. Posons Te;=A;. Les A; forment un
systéme L. T* est défini (Jur1a [2]) par

(T*X, e)=(X, A))  (i=1,2,...)
Mais, comme { e, €,, ...} NAp =0 (4%), les systémes du type
(Ay X)=¢; (I=1,2, ...).
ou ¢; différe de zéro seulement pour un nombre fini de valeurs de 7, sontinsolubles
sauf si tous les ¢; sont nuls. Autrement dit, les équations
(A, X)=o0 (i=n—+1.n+2,...)
entrainent X = o (car les A; sous-tendent H puisque T est dans le cas p). Donc

[Ar, Ansas . ..] = H pour tout n, c’est-a-dire que (A;) admet H pour noyau. En
particulier, aucun vecteur de la suite n’est essentiel.

8. Représentations covariantes et contravariantes d’opérateurs fermés. — On
peut construire des opérateurs linéaires fermés par les deux méthodes suivantes

(Juria [4][9]).
Soient (A;) et (A}) deux suites de vecteurs :

1° On définit le transformé d’un vecteur X comme le vecteur Y qui a mémes
coordonnées covarianies par rapport aux A;.que X par rapport aux A;:

(Ap X)=(A, Y)  (i=1,2,...).

Désignons par B, (A;, A;) Popérateur obtenu ; il est fermé.

(%) Sur cette notion, cf. JuLia [7], [8].
(*¢) On peut réaliser cette disposition sans emploi du lemme 8,3.
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2° On prend le plus petit prolongement linéaire fermé de 'opérateur qui trans-
forme A; en A pour touti. Soit B, (A, A;) cet opérateur (*7).

Ces opérateurs peuvent étre multiformes. Mais, si les suites (A;), (A;) sont des
bases faibles, ®; (A, A;) et By(A;, A}) sont uniformes. C’est immédiat pour
B, (Ai, A}); pour By(A;, A}), remarquons que X a mémes coordonnées contrava-
riantes, par rapport aux A;, que le transformé de X par B, (A;, A}), par rapport
aux A; ; donc, si 'on désigne par (B;), (B;) les suites duales de (A;), (A}), on a

(1) Ga(Ay A} ) =B (By, B ).
De méme
(II) %g(Bi, B; ) .._fﬁl(Ai, A: )

Limitons-nous désormais aux suites de vecteurs qui sont des bases faibles. Si
P’on avait toujours : B, (A;, A;) = B, (B;, B}), il suffirait d’étudier les opérateurs
du type ;. Mais on verra qu’il n’en est pas ainsi : c’est le but de cette étude,
proposée par Juria quand les A; forment une base orthonormale de H.

La méthode des images éclaire cette question et montre sa connexion avec celle
des opérateurs adjoints. Soit H' un espace de Hilbert orthogonal a H. U étant une
symétrie de & = HoH' qui transforme H en H’, on posera :

—A_i= UA}, —B,--——‘UBQ, C1=A1+Ki, Di=—Bi+§i.
Ona
XCy, Dj)=—(Ay, B)) + (A;.B)) =—8;j+ & =o,

donc C; et D sont orth: gonaux.

Image de ®,(A;, A}) par rapport a H, H', U: c'est V,=[Cy; Cs, ...]. De
méme, I'image de — B,(B;, B; ) = ®,(— B;, B/ ) est V,=[Dy, D,, ...]. Comme
(A;) et (A} ) sont des bﬁ‘\ses faibles, on voit que

[PuV:]

=[PaV,]=H, [PaV:]=[PrV,]=H';

comme V, et V, sont orthogonales, on en déduit que

Y:nH:V:nH'=V;nH=V£_,nH’_—‘_ 0;

\
bref, V, et V', sont en position p avec H et H', ,(A;, A ) et B3 (B;, B} ) sont dans

le cas p. De plus, 'orthogonalité de V, et V', prouve que
—%2(B: B ) = — B (Ay, AD),

ou .

(2) Ba2(By, By ) < B3 (A4, AD),
De méme

(2) Be (A, Al )< B3 (By, BY).

Image de By (A, A;) : soit X € H, Y e H; larelation (A;, X) =—(A;, Y) peut

(47) On sait que tout opérateur linéaire fermé est du type %, ou du type %,, et méme qu’il est
susceptible de représentations plus précises encore : il suffit de partir de la proposition 7.3.
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s’écrire
(Aj+ A, X+ UY)=o,
ou : X+ UY orthogonal a C;. ,

Donc 'image de ®,(A;, — A;) par rapport a'H, H', U est V,= HeoV,; de
méme, l'image de B,(B;, B;) est V, = #eoV,,. Donc

(3) Bi(A, Aj) =B (Ay A]).
De méme
(39 B1(By, B; ) =851 (By, B} ).

On voit que B, (A;, A;) et B, (B;, B;) sont dans le cas p. On retrouve, a partir
de (2), (2'), (3), (3') les relations (1), (1').

Donc la question de savoir si 'on a égalité ou inégalité dans ces relations se
raméne a la question suivante : V, et V), sont-elles ou non complémentaires
dans €2 = '

Nous allons voir que les deux éventualités sont réalisables, et méme en restrei-
gnant beaucoup les conditions du probléme : en effet, d’une part, on va parlir
d’un opérateur linéaire fermé T dans lecas p donné; soit V son image par rapport
aH, H', U; soit V'.==39CoV I'image de — T*~1. On va chercher des représenta-
tions de T du type B, ou ®,, et méme (deuxiéme restriction) on imposera aux A;
d’étre une base orthonormale de H : ils sont alors confondus avec les B; ; on posera
A;=B;=e;.

Pour que T puisse étre du type ©,(e;, A; ), il faut que e¢; € Py V = Dy. Alors,
ei=PyC;, ou G; eV. Soit A; = PyCi, A, = UA,. L’opérateur B;(e;, A]) a pour
image [Cy, Ca, .. .{, de sorte que By(ei, A; ) = T. L’égalité a lieu seulement si :

Condition yy : {C4, C,, ...} est partout dense dans V, c’est-a-dire que {e,,e,, ... }
est partout dense dans Dy au sens de la topologie propre de Dy.

Les A; forment dans H une base faible si et seulement si les circonstances sui-
vantes sont réalisées :

a. {K,, A, ...} est partout dense dans H’'; ceci est une conséquence de la
condition y4.
b. Les A; admettent une suite duale (B;), ou, ce qui est équivalent (*#),
e; € (P"V)n(PHV/),
c’est-a-dire encore:
Condition v, : { ey, €3, ... }c(PaV)n(PyV').
Alors, —e; = PyD;, ou D; eV, et P,,D;= B;. D’autre part, il existe dans H’

(%¢) En effet, les conditions : (1) (E,., A_,) = 0,; sont équivalentes aux conditions
(—e+B,C)=(—e,¢)+(B, A;)=—8;+8;=0

pour tout i et j. L’existence des B; satisfaisant A (1) est donc équivalente A I’existence de vecteurs
D,=—e,+ B, avec (B,eH’) orthogonaux aux C; donc 2 V, donc appartenant 2 V', ou encore 2
“existence de vecteurs D,eV’ tels que PyD,=—e,

i
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“une suite E; telle que
Ci= PvE, D;= PvE,;, E;= C;+ D;=1A;+ B; (39).

On posera UB,=B;.
c¢. Condition v; : {E, Ba, ...l est partout dense dans H'.

Les conditions vy, v,, 73 étant supposées vérifiées (eiles ne concernent au fond
que les e;), on sait que W'=[D,, D,. ...] est I'image de — B, (e;, B]), que V'
est 'image de — B, (e, A; ) =—B7!(ei, A; ), et que W = FH oW’ est 'image
de By (eiy B, ) =B (ei, B; ). On a Vc'W, donc Ba(e;, Aj) =T <G, (e;, B)).
De méme, W'cV', donc ®,(e;, B;) =T '=5,(e;, A]). L'écart entre les
modes de représentations G, (e;, A;) et By (e;, B]) est matérialisé par la variété
v=WeV =VeW'" De méme pour 'écart entre B,(B;, ¢;) et B, (A;, &) (seul,
a priori, By (A;, e;) représente exactement T*).

Ceci posé, le probléme est le suivant : tout en vérifiant les conditions vy, va, 73,
peut-on s’arranger pour que ¢ = o ou au contraire pour que la dimension de ¢ soit
finie ou infinie? Observons d’abord que y1, va, vs font intervenir, non pas les e;
individuellement, mais la variélé e =/{e,, ea, ... }, car le choix de e détermine
les variétés {Cy, C,, ...} et :E,, B, ... }; une fois e choisie conformément a
Y1) Y2 Ya, il suffira de choisir dans e unsystéme orthonormal sous-tendant [e]=H
(ce qui peut se faire d’une infinité de maniéres) pour avoir des e; satisfaisant a
Y15 Y25 Yae

Soit & ={E,, E,, ... }. On a e=PyPy&=PyPy.6. Aulieu de partir de e, on
peut partir de &, et prendre e = P, Py &. La condition v, est alors remplacée par:

Condition ¥} : Py& est partout dense dans V.

La condition vy, sera automatiquement vérifiée; la condition y; devient (puisque
Bi=P,PyE)).

Condition ¥, : Py Py.& est partout dense dans H'.

Comme D;=PyE;, on a: W= [Pv.é’;].‘Donc, si 'on veut réaliser V=W,
auquel cas T =B, (e;, A; ) = B, (ei, B}), il faut et il suffit que I'on ait :

Condition v} : Py.& est partout dense dans V'; et si 'on veut VS W, il faut et
il suffit que 'on ait :

Condition v} : Py.& est non partout dense dans V'.

Conclusions. — 1° Cherchons a réaliser V="W. On a les conditions néces-
saires et suffisantes y, et v, (car y, entraine v,). D’aprés le lemme 9,1 ces con-
ditions sont équivalentes 8 H'e [ &] disjointe de P,V et Py V'. Ceci peut toujours
étre obtenu en prenant [&] = H': mais, dés que les variétés J complémentaires
PyV et Py V' sont non fermées, c’est-a-dire dés que T et T-! sont non bornés,
ceci peut étre obtenu avec une variété Ho[ & a o dimensions (th. 8,4).

2° Cherchons a réaliser VS W on a les conditions nécessaires et suffisantes

Y1y 72 ?3; on va les remplacer a nouveau par d’autres conditions; d’aprés le
‘lemme 9,1, y| est équivalente a :

(#) Car C;+D,=e¢;+ A,—e,+ B,= A,+ B,= E,eH'; donc C,= PvE,, D,= PvE,
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Condition ¢/ : H'e[&] est disjointe de Pz V. De méme, ¥, est équivalente a :

Condition v, : (e[ &])n(Py V') #Z o (et les X eV’ tels que PrXeH'o[6]
constituent la variété ¢ = WoV : on voit que Ppo est une sous-variété J simple
de Py V'),

Enfin, P, (Py.&) est partout dense dans H' si et seulement siv="V'e[Py&] est
disjointe de Py.H', c’est-a-dire si les vecteurs de V' qui se projettent sur H' a
lintérieur de H'e[ &] sont extérieurs a Py 1, c’est-a-dire énfin si :

Condition y; : H'o[ &] est disjointe de Py Py H'.

La condition vy, impose H'e[&] o; alors, 7] n’est réalisable que si Py 'V est
non fermée, c’est-a-dire si T—' est non borné; y; n'est réalisable que si Py Py.H'est
non fermée, c’est-d-dire si T est non borné. Donc, si T, dans le cas p, est borné
ou d’inverse borné, on aura toujours :

T =%a(er A)) =Bi(er. B)). T =Ba(B, e;) = B (A, ).

Mais, si T et T-' sont non bornés, vj, v,, Y, sont réalisables, d’aprés la
prop. 8,1, avec méme des variétés H'eo[ &), donc des variétés ¢, a oo dimensions.
Donc, dans ce cas, B, (e;, B;) est un prolongement linéaire fermé a o dimensions
dans le cas p de T = ®,(e;, A;). De plus, les conditions yj, ¥,, v;, par leur
caractére nécessaire el suffisant, montrent que ;' (e;, B;) est un prolongement
simple arbitraire de T—*. Donc :

Takorkme 9,%4. — Soit T un opérateur linéaire fermé dans le cas p.
Choisissons dans Dy un systéme orthonormal complet (e;) tel que les Te; = A;
JSorment une base faible et tel que T = B,(e;, A;). Ce choiz est possible d’une
infinité de facons, et, suivant le choix fait, on peut avoir les cas suivants :

([) T=‘E‘;2(6’[, AE):%;(E,‘. B; IN T = i”g(B;. (’1\)—’=$| (A;_,el-)
(la suite B; étant la duale de la suite A}). Cette circonstance se présentera
seule si T est borné, ou st T—' est borné, cas dans lesquels on a de plus
[AY + B, A+ B, L. ]=H.
Dés que T et T~ sont non bornés, cette circonstance peut étre réalisée avec
une variété [A', + B, A, + B),, .. .| de déficience quelconque.
(2) T = Bs (e, A < Bi(e; BY): T =B (A}, &) 2> B (B, &)
seulement si T et T~ sont non bornés. 7' (e;, B;) est alors un prolongement

simple arbitraire de T~*. Si n est la dimension du prolongement et d la
déficience de la variété [ A/, + By, Alu+ By, ...], ona : n=d. Les vecteurs

(") Les vecleurs irréguliers forment une sorte de domaine générateur des domaines ou

FHA X<+, PIBL Y <+, (X, ¥ ZALX) (B, V). . -
i=1 i=1 & =1 -~

Cette questioa sera étudiée ailleurs.
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irréguliers de la suite A; (°) sous-tendent une variété linéaire fermée a n
dimensions.

X. — Domaines d'existence des opérateurs symétriques.

1. Définition des variétés Js. — On sait qu’une variété J est définie & une
transformation isométrique prés quand on connait la suite de ses valeurs propres
(qu’on peut supposer entiéres), donc quand on se donne, pour chaque entier &,
la muliiplicité de la valeur propre k; cette multiplicité peut étre nulle ou infinie.
Si, pour tout k, cette multiplicité peut étre supposée infinie, nous dirons qu’on a

une variété Js. Toutes les variétés Js sont isométriquement équivalentes. Elles
sont de classe 2a.

Lemme 10,1. — Soit (V;) une suite de variétés linéaires fermées deuzx a
deuz orthogonales, & w dimensions. Soit D U'ensemble des X &[V,, V,, ...]

tels que ZP [Py, X ||* < + 0. D est la variété Js la plus générale.
i=1
Démonstration. — Si (é', €,, ...) est une base orthonormale de Vj,

lesej(i=1,2,...;j=1, 2, ...) forment une base orthonormale de D avec les -
valeurs propres correspondantes a] = j.

Lemme 10,2. — Soit D, une variété Js, et D'cHeo[D] une variété J
quelconque; D -+ D' est une variété Js.

Démonstration. — Supposons D construite a partir des variétés V; comme
dans le lemme 10,1. Soit d’autre part (e;) une base orthonormale de D', («;) une
suite correspondante de valeurs propres qu’on peut supposer entiéres. Soit ¢;
la variété linéaire fermée sous-tendue par les e; pour lesquels a;=1i, et
sgit W;=V;®¢;. D+ D est 'ensemble des X & [W,, W,, ...] pour lesquels
Zi’ [|IPw,X||* <<+ . Vi, donc a fortiori W;, ont o dimensions pour tout ¢.

i=1

Donc D -+ D' est une variété J (lemme 10,1).

Lemume 10,3. — Soit D une variété Jget v une variété linéaire & n dimensions
(n fini); D + v est une variété J.

Démonstration. — Supposons D construite a partir des variétés V; comme dans
le lemme 10,1. Soit v; =Py,¢; ¢; a une dimension finie. Soit Vi=V;,eu;
V: a © dimensions. Soit D la variété J formée des Xe[vi, V,, ] pour
lesquels )i || Pg, X ||* < + oo et D' la variété J formée des Y €[ ¢y, vs, .. .] pour

=1
lesquels Zi" [P, Y|?<+2. D est une variété Js; on a, D=D-+D/,
i=1 .
donc, D4 ¢ =D 4 (D'4¢). Or, D'+ vcHe [D]. Donc (lemme 10,2) D +¢
ést une variété Jg.
LXXVII.
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Tatorime 10,1. — Soit un opérateur self-adjoint K dont le spectre contient
un segment (0,¢e) (e £ 0). Agest une variété Js.

Démonstration. — Soit E, la décomposition de l'unité attachée a K,
et Vi = Ag,. Posons, si par exemple ¢ > o :

Wn=v5/nevs/n+l (n=1,2,...);
W=W.0W:0..., W=HoW.

Les W, ont o dimensions et réduisent K. X € W est un vecteur de Ag si, et

©

seulement si, Zﬁ || Pw, X ||? << 4. Donc Ay n' W est une variété Js. Comme

i=1

A= (Agn'W) + (Agk n W'), Ag est une variété Js (lemme 10,2).

Proposition 10,1. — Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés bornés
dans le cas p. Siles spectres de A*A et B*'B contiennent un segment (o,¢), il
existe un opérateur de premiére classe L et un unitaire U tels que A = UBL.

Démonstration. — Les spectres de /A*A et {/B'B contiennent le seg-

ment (o, \/e_), donc A‘/ﬁ et A g sont des variétés Js. Or, A, ~ A 5%, g~ A 5
Il suffit d’appliquer les théorémes 3,8 et 3,9.

2. Domaines d’existence des opérateurs fermés symétriques d’indices de
déficience (m, m). — Tutorkme 10,2. — Toute variété J partout dense non
Jfermée peut étre considérée comme le domaine d’existence d’un opérateur

fermé symétrique d’indices de déficience (m, m) o m est quelconque, fini
ou infini.

Démonstration. — Soit D une variété J partout dense non fermée. Soit
(lemme8,3) D’ une variété J a m dimensions disjointe de D. Soit A=D +D. 1
existe un opérateur self-adjoint K tel que A =Dy. Puisque A=D + D', D est
fermée dans la topologie A (théoréme 3,11) et de déficience m dans A. Donc
(prop. 3,14) la restriction K de K a D est fermée symétrique; K est un prolon-
gement & m dimensions de K, donc K a pour indices de déficience (m, m).

En particulier, D peut étre de classe 3, donc K— complétement continu; mais
alors, Ag, fermée, n’est pas partout dense.

3. Domaines d’existence des opérateurs fermés symétriques d’'indices de défi-
‘cience (m, n) (m=#n). — Lemme 10,4. — Soit S un opérateur symétrique
mazximal élémentaire. Dg est une variété Jg.

Démonstration. — Soit U le transformé de Caviev de S. On sait qu'il existe
une base orthonormale (¢;) de H, telle que U soit défini par

U€;= €i+1(i= I, 2, .. )
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On a Dg=A,, ot A=U—1. Or,
AA=(U'—)(U—n)=2—U—U'=2—5T.

N . .
Il est facile de calculer 2T sous forme matricielle par rapport aux e;. On trouve

o I O o

I 0 1 o

o I o 1 O
2T =

o 1.0 I

0O O O 1 O

2T est donc lopérateur self-adjoint bien connu associé a la forme hermi-
tienne Ty 4 Z1To -+ LoZs + ToZ3 +.... On voit sans peine que (TX, X)
parcourt, pour |X|=1, le segment (—1, +1), qu’il n’y a pas de vecteurs
propres, et que le vecteur X de coordonnées

Arc cos A
(en,X)zf sin nt dt (n=1,2,...)
0

estune solution différentielle. Donc T a pour spectre continu le segment (—1, +1).

Donc A*A a pour spectre continu le segment (0,4), et VATA le segment (0,2).
Donc (th. 10,1) Dg~A 5 estune variété Js.

Lemme 10,5. — Soit A un opérateur symétrique maximal non self-adjoint.
D, est une variété Js.

Démonstration. — Le lemme 10,4 s’applique, c’est immédiat, aux opérateurs
symétriques d’indices (1,0) comme a ceux d’indices (o, 1). Soit alors A, symé-
trique maximal non self-adjoint; on sait qu’il existe une variété linéaire fermée V
réduisant A dans laquelle A induit un opérateur symétrique d’indices (1,0)
ou (0,1). Donc V réduit D,, et VN D, est une variété Js. Comme

DA:(DAnV)J—(DAn(HeV)),
D, est une variété Js (lemme 10,2).

Lemme 10,6. — Soit A un opérateur fermé symétrique. St [A,]=H, A est
dans le cas p.

Démonstration. — A est uniforme, [D,]=H, par définition des opérateurs
symétriques. Il suffit de montrer que A—' est uniforme. Or, si AX =o,
ona:o=(AX, Y)=(X, AY) pour tout Y € D,, donc A, est orthogonal a X, et
par suite X = o. »

Lemme 10,7. — Soit A un opérateur fermé symétrique dans le cas p,
d’indices de déficience (m, n) ot m £ n. D, est une variété J.

Démonstration. — Supposons par exemple m << n. Alors m est fini. A admet
un prolongement & m dimensions, soit B, qui est symétrique maximal non
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self-adjoint, d’indices (0,n — m). A, est partout dense, donc aussi Az> A,, donc
(lemme 10,6) B est dans le cas p. Ona: A ZB <B* <A’ et, puisque A etB
sont dans le cas p, D, ~D,,, Dy~ Dy.. D’aprés le lemme 10,5, D;, donc
aussi Dg,, sont des variétés Jg. D’aprés le lemme 9,2, A* est un prolongement a
m dimensions de B*, donc (lemme ¢,3) D,,=Dy+w ou w=o0. Donc
(lemme 10,3) D,., et par suite D,, sont des variétés Js.

Tatorime 10,3. — Soit A un opérateur fermé symétrique d’indices de
déficience (m, n) o m £ n. D, est une variété Js.

Démonstration. — Soit V la variété des zéros de A, et V'.=H o V. D’aprés la
démonstration du lemme 10,6, V et V' réduisent A, et [A,] = V'. A induit dans V’
un opérateur fermé A’ symétrique dans le cas p (lemme 10,6) qui n’est pas
prolongeable en opérateur self-adjoint dans V', car alors A serait aussi prolon-
geable en opérateur self-adjoint. Donc D, =D, n V' est une variété Js (lemme 10,7).
Donc D,=D, + V est une variété Jg (lemme 10,2).

On en déduitaussitét le résultat suivant, qui entre dans le cadre du programme

tracé par Julia (étudier I'influence sur un opérateur de la structure du domaine
d’existence) :

Tutorkme 10, 4.
une variété J, A admet un prolongement self- ad]omt

‘D, n est pas

(Thése soutenue le x’;jdin 1948.)
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