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HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LIE;

Par M. Jean-Louis Koszur.

INTRODUCTION.

Les questions traitées dans ce travail tirent leur origine des Mémoires de
M. Elie Cartan sur la topologie des espaces de groupes et des espaces homo-
géenes [1] (*). En s’appuyant sur des théorémes établis par M. de Rham,
M. E. Cartan y a montré notamment que les nombres de Betti d’un espace homo-
géne compact peuvent, en principe, se calculer directement a partir des algébres
de Lie du groupe transitif et du sous-groupe laissant un point invariant. Ces
résultats ouvraient une voie d’accés purement algébrique aux invariants d’homo-
logie des espaces homogénes, et en particulier aux nombres de Betti des groupes
compacts.

En fait, les progrés considérables qui furent accomplis depuis dans ce domaine,
principalement par MM. Hopf[2], Samelson [3] et Leray [4] (**), reposent sur des
démonstrations essentiellement topologiques qui débordent souvent largement le
cadre des espaces homogénes. Cependant, les travaux de MM. Eilenberg et
Hochschild montraient plus récemment U'intérét des théories cohomologiques que
I'on peut greffer sur certaines structures algébriques. Dans cette direction, les
résultats de M. E. Cartan conduisent a attacher a une algébre de Lie quelconque
des étres algébriques de nature cohomologique qui, dans le cas d’une algébre
de Lie de groupe compact, coincident avec les invariants de cohomologie topolo-
gique. Dans une publication de 1948, MM. Chevalley et Eilenberg ont développé
cette théorie et ont montré ses applications a I’étude des représentations linéaires.
Mon travail reprend certaines parties de leur Mémoire pour en donner un déve-
loppement autonome. J’ai cherché en particulier & obtenir des résultats qui,
appliqués au cas compact, redonnent les principaux théorémes de Hopt et de
Samelson. On verra qu’a cet égard, mes démonstrations se réduisent le plus sou-
vent a reconstituer par des moyens algébriques une situation a laquelle condui-
saient des considérations topologiques et a en tirer les conséquences en suivant
de trés prés les voies tracées (§ 10, 13 et 17). Si cet objectif n’a pas été entiére-

(*) On renvoie aux paragraphes du texte par des numéros entre parenthéses ( ) et a la biblio-
graphie qui suit cette introduction par des numéros entre crochets [ ].
(**) Pour s’en tenir aux travaux les plus généraux
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ment atteint, j’ai par contre obtenu avec ces procédés algébriques d’autres résul-
tats qui n’avaient pas été obtenus dans le cas compact par des méthodes topolo-
giques (§ 11 et 18).

Jutilise presque exclusivement les tenseurs antisymétriques des algébres de Lie
et certaines propriétés des algébres extérieures (§ 2) sont constamment appliquées
au cours des démonstrations. Néanmoins, les formes quadratiques invariantes
interviennent dans I'étude des classes de cohomologie de degré 3 d’une algébre
de Lie simple (§11). Le point de vue de la cohomologie a du étre complété par
celui de ’homologie qui, dans ces questions, dépasse de beaucoup le simple point
de vue dual, du fait que l’espace des chaines d’une algébre de Lie posséde une
structure multiplicative (§ 4 et 8). Je montre du reste (§ 13) que dans le cas
compact, cette structure multiplicative se rattache au produit de Pontrjagin dont

" on connait le role dans I’étude topologique de ces problémes. Pour tirer parti de
cette structure, on est conduit a faire certaines restrictions quant a la nature des
algébres de Lie étudiées. Ainsi, les théorémes de Hopf et de Samelson supposent
vérifiées certaines conditions de semi-simplicité (§ 10).

La donnée d’une sous-algébre b dans une algébre de Lie @ conduit a définir une
« algébre de cohomologie relative » qui, dans le cas compact, est celle d’un espace
homogéne (§ 12) (*). J’étudie en particulier 'interdépendance de I’algebre de
cohomologie relative et des algébres de cohomologie de @ et de b. Ce probléme,
semblable a celui que l'on rencontre dans I’étude des espaces fibrés, est abordé
ici par un procédé analogue a celui qu’a introduit M. Leray dans sa Théorie de
U’anneau d’homologie d’une application [4]. Il consiste a définir une suite
d’algébres qui, au départ, ne dépendent que de la cohomologie relative et de la
cohomologie de b et qui aboutissent par étapes a la cohomologie de a (§ 14 et 15).
Cette méthode est pleinement efficace lorsque la sous-algebre b est « non-homo-
logue a zéro » et permet de retrouver les théorémes de M. Samelson qui corres-
pondent a ce cas (§ 17). Lorsqu’il n’en est plus ainsi, les résultats que I'on
obtient (§ 18) permettent de déduire de la « position homologique de b dans a »
Pexistence de certains générateurs de degré pair dans I'algébre de cohomologie
relative. Ces propriétés sont étroitement liées aux notions que l'on rencontre dans
les travaux de M. Hirsch [6].

Une des imperfections de la théorie telle que je la présente est son impuissance
a aborder les propriétés homologiques liées aux questions de rang. En particulier,
il y aurait intérét & obtenir une démonstration purement algébrique de I’égalité
du rang et du nombre des classes de cohomologie primitives linéairement indé-
pendantes qui a été démontrée pour les algébres de Lie de groupes compacts.

Jexprime ma trés grande reconnaissance a M. H. Cartan qui a présidé a I’éla-
boration de ce travail et en a revu les rédactions avec une inlassable patience. Sur
bien des points, je lui suis redevable de fructueuses améliorations et si j’ai pu
parfois échapper a des complications inutiles, ¢’est aussi a lui que le dois.

(*) On tronvera une récapitulation des propriétés homologiques des espaces homogénes obtenues
antérieurement & 194o dans H. Hopr et H. SamMeLsoN, Ein Satz iber die Wirkungsraime geschlos-
sener Liescher Gruppen (Comm. Math. Hely., t. 13, 1940, . 240-251).
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J’ai de plus bénéficié des conseils (et de 'exemple) de M. C. Chevalley qui m’a
beaucoup aidé a situer ce travail dans le cadre algébrique ou je 'expose ici. Je lui
en exprime ma gratitude et remercie également MM. A. Denjoy, J. Leray et
P. Dubreil qui ont bien voulu se joindre a M. Cartan pour constituer le jury
auquel je soumets cette Thése.
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CHAPITRE I.

NOMENCLATURE ET NOTIONS PRELIMINAIRES.

Notations. — Soient V et V' des espaces vectoriels sur un corps K (1) et y une
application linéaire de V dans V'. On désignera par y.e I'image par y d’un élé-
mente € V. Si U est un sous-espace de V, y.U désignera son image par y dans V'.

(') On n’envisagera que des espaces vectoriels de dimension finie. Sauf restriction explicite, le
corps de base sera un corps commutatif dont on suppose seulement la caractéristique = 2.
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Soit Y/ une application linéaire de V' dans un espace vectoriel V’; on désignera
par y'y 'application linéaire composée de y et de Y’ qui applique un élément e€ V
enyy.e=v.(y.e)eV.

1. Dérivations, antidérivations et algébres graduées. — Soit A une algébre et
soit w un automorphisme involutif de A.
Une dérivation 9 de A (relativement a4 ») est un endomorphisme linéaire de A

tel que
6w — wb =0 et 6.(ab)=(0.a)b+ a(0.d),

quels que soient a, b€ A.
Une antidérivation § de A (relativement a ») est un endomorphisme linéaire

de A tel que
fo+wb=0 et 5.(ab)=(6.a)b —1—(w.a)(6.b),

quels que soient a, b€ A.
Si A posséde une unité e, on remarque (en posant @ = b — e) que e est un zéro
de toutes les dérivations et antidérivations de A. On vérifie par ailleurs que

1.1) st 0y et 0, sont des dérivations de A, leur crochet [0y, 0,] =.0,8,— 0,0, est encore
) )
une dérivation ;
(1.2) (e crochet d’une dérivation et d'une antidérivation de A est une antidérivation ;

(4.3) si 8, et 8, sont des antidérivations de A, alors 8,0, + 8,0, est une dérivation;

- . -2 L
(1.4) si 9 est une antidérivation, alors 8 = 09 est une dérivation.

Structure d’algebre graduée (*). — Une algébre graduée est une algébre A
ou I'on a défini une famille de sous-espaces A”? (I'indice p prenant toutes les
valeurs entiéres > o et = 0) vérifiant les conditions : 1° 'espace de A est somme
directe des sous-espaces A?; 2° le produit d’un élément de A? par un élément
de A7 est dans A”+9. Un élément de A” sera dit de degré p; on dira qu'il est
homogene si I'on veut exprimer qu’il appartient a 'un des sous-espaces A? sans
préciser lequel.

Les algébres graduées qui interviendront dans la suite vérifieront généralement
la loi de commutation
(1.5) . ab=(—1)reba

pour a et b de degrés respectifs p et ¢. Par ailleurs, on sera toujours dans le cas
ou A?=1{o0} pour tout p << o.

Soient A et B deux algébres sur un méme corps K graduées respectivement par
des sous-espaces A? ¢t BP. Leur produit tensoriel A® B est I'algébre graduée
obtenue en adoptant dans I’espace produit tensoriel (*) de A et de B.

(?) La notion d’algébre graduée et différentes autres notions algébriques adaptées & P'étude de
I’homologie ont été utilisées ces derniéres annges par MM. J. Leray, H. Cartan et nous méme. On
s'efforcera ici de respecter la nomenclature indiquée par H. CarTax, Sur la cohomologie des
espaces oir opére un groupe. Notions algébriques préliminaires (C. R. Acad. Sc., t. 226, 1948.
P 148-150).
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1° le produit que définit la condition
(1.6) (a@b)(aQb)=(—1)P1(aa’ Q bb'),

poura€A, a'€eA’, beBret V' eB;
2° la structure graduée que définissent les sous-espaces

p+q=r

Cr= 2 APQBIcA ® B.

Grace a ces conventions, si deux algébres graduées vérifient la condition (1.5),
leur produit tensoriel la vérifie aussi.

Lorsqu’il sera question de dérivations ou d’antidérivations d’une algébre
graduée A, il s’agira, sauf mention contraire, de dérivations ou d’antidérivations
relatives a 'automorphisme involutif » de A, tel que w.u = (—1)’u pour tout
élément u de degré p. On notera @ l'image de u par ».

2. Quelques propriétés des algébres extérieures. — Soit E un espace vectoriel.
On désigne par A(E) son algébre extérieure et par A?(E) le sous-espace de ses
p-vecteurs (*); on pose A?(E)=1{o0} pour p<<o. Les A?(E) définissent
dans A (E) une structure d’algébre graduée vérifiant la condition (1.5); le pro-
duit extérieur aura pour symbole A. On désigne par E* 'espace dual de E.

L’usage des algébres extérieures conduit a faire un certain nombre d’identifi-
cations que I'on"explicitera ici et qui resteront implicites dans la suite.

(2.1) On identifie \*(E) avec E et \°(E) avec le corps de base K dont l'unité devient
ainsi 'unité de I'algébre A (E) et sera notée [. Les élémcnts de A°(E) seront appelés les
scalaires de A (E).

(2.2) L’espace de A (E*) sidentifie au dual de lespace de A(E) (5); la fonction
bilinéaire de dualité se définit par la condition

CBIN TN 2Py AN I P p=det ||z, T,

lorsque zt. ..., z!, ..., are€Eet f1, ..., fi, ..., freE".

Soient E, et E, deux espaces vectoriels sur un corps K. Toute application
linéaire v : Ey— E; se prolonge d’une maniére et d’une seule en un homomor-
phisme de I'algébre A\ (E,) dans I'algébre A(E;). Cet homomorphisme que I'on
désignera encore par y conserve les degrés (on dira en ce sens que c’est un homo-
morphisme d’algébres graduées). Si y: E; > E, est un isomorphisme, alors son
prolongement est aussi un isomorphisme. Par suite de I'identification (2.2),

(2.3) [Dapplication linéaire transposée du prolongement de Yy a N\ (E,) est le prolon-
gement a N\(E3}) de U’application linéaire ty : E5 - E} lransposée dé v : Ey - E,.

(3) Cf. N. BoursaxI [6]. p. 3-5.

(*) Pour tout ce qui concerne les algébres extérieures, on se reportera a 1’Ouvrage de
N. Bourbaki [6] dont on respectera ici les notations.

()" Cf. Boumsakl [6], p. 101,
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Soit E un espace vectoriel somme directe de deux sous-espaces E, et E,. Les
isomorphismes identiques de E; et E, dans E se prolongent en des isomor-
phismes v, : A(E;)—>A(E) et v, : A(Ey) - A(E). L’application linéaire du pro-
duit tensoriel A(E,)® A (E.) dans A(E) qui transforme un élément

u®@re AN(E)QAN(E:) en (vi.u)A(va.v)

est un isomorphisme de lalgébre graduée A(E;)® /A (E,) sur l'algébre gra-
duée A (E), grace auquel

(2.4) A(Ei+ Es) sidentifie & N\ (E;)® A(Es).
De méme,
(2.4") N(E]+ E}) s'identifie a \(E}) @ A(E3).

Compte tenu de (2.2), on peut définir une relation de dualité entre les
espaces A (E;)®@ A (E.) et A(E})Q® A(E;) en posant

<\u®v>a®b>=<u’a><v7b>

pour ueA\(E,), ve A(E;), ae A(E}) et be A(E]). La dualité des espaces
A(Ei+ E;) et A(Ej+ E;) qu’on obtient ainsi est celle qui résulte par ailleurs
de (2.2) et de I'identification évidente de E} + E; avec (E; + E,)".

Avec 'identification (2.4), on a

(2.5) viu=u®1 pour tout ue A(E,).
Par suite, siae A (E}) et be A(E}), on a d’aprés (2.4)
(2.5) vi(a@Qb)=bea,

ou b, désigne la composante scalaire de b et v, le transposé de v,.

On aura par la suite a utiliser une propriété caractéristique de la structure
multiplicative que l'identification (2.2) définit dans 'espace dual d’une algébre
extérieure :

Lemme. 2.1. — Soit ¢ Uisomorphisme de /\(E) dans N\ (E + E) qui prolonge
Uisomorphisme de E sur la diagonale de E + E. Son transposé ‘¢ transforme
un élément a@ b de \(E")Q N (E") en anbd.

Démonstration. — D’aprés (2.3), to: A(E")QA(E")—> A(E") est un homo-
morphisme d’algébres; on a donc

o(a@®b)="2.((a@NNI Qb)) ="'2.((a @ I)N(*2-(1Q b))

En composant ¢ avec les projections de E -+ E sur les sous-espaces composants E,
on obtient I'isomorphisme identique de E. Compte tenu de (2.5), on en déduit
que
Lr(a@l)=a et L (I®b)=">0.
Par suite, on a bien
o (a@b)=anbd.

Les dérivations prolongeant des endomorphismes. — Soit n un endomor-
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phisme de P'espace vectoriel E. Il existe une dérivation et une seule de I'algébre
graduée A (E) qui coincide avec n sur E=A*(E). Elle se définit par la formule

i=p
(2.6) o (@A . TIA. .. 2P) =2x1/\. (2N, . .P

i=1
lorsque 24, ..., 2%, ..., 2’ €E.
Par suite de I'identification {(2.2),
(2.7) UVUendomorphisme linéaire transposé de la dérivation v qui prolonge w est la
dérivation de )\ (E*) qui prolonge l'endomorphisme tn de E* transposé de .
En effet,si 2%, ..., 2%, ..., 22r€Eetft, ..., fi, ..., fP€E’, on a, en dési-
gnant par A%/ le mineur relatif a la ligne 7 et a la colonne j de det || {z'. f/) ],

/xi/\ LTIN. Lz, t(n)(ff/\ SING L fP) > = <1; (TN EEIN 2P, AN ING P )
—2<w S A= Ew t. fi ) AY = 2<x‘A---x‘A--~aﬂ',f*/\-(-(tn-f"),.--f">-

Si n est la dimension de E, alors A?(E) a pour dimension 1.

(2.8) Pour toutue A*(E), on a v'.u = )luon \ désigne la trace de I’endomorphisme v,
de E.

En effet, si {2’} (I<{ < n)est une base deE et { f/} (I £j < n) la base duale
de E*, c’est-a-dire la base de E* définie par les conditions (&%, f/> = &'/ (indice
de Kronecker), on a

(N LEIA oz, fINGfING fro=1

et
i=n

(ol (@A BAL ), FAN L FIN LD —2<x1/\ (@A .., fIN . fIN . 2D

=2<n.wi, fi>=trace de .
i=1

Les endomorphismes définis par le produit intérieur. — Soit E un espace
vectoriel; on désignera par ¢(u) 'endomorphisme lindaire de A(E) adjoint a
I'élément u € A\ (E), c’est-a-dire ’endomorphisme qui transforme tout ¢ € A(E)
en ¢(u).v =unv. Le transposé de ¢(u) qui, d’aprés (2.2), est un endomor-
phisme linéaire de A (E") sera désigné par t(u). L’'image par «(u) d'un a€ A(E")
est le produit intérieur gauche (¢) de u et de a. Si u et a sont de degrés respec-
tifs p et ¢, 1(u).a est alors de degré ¢ — p; en particulier, si p = g, alors

Wuw).a={u, a>e N\ (E).
Notons que, par suite de 'associativité du produit extérieur, on a
e(u)e(v) =e(unv)

et par conséquent t(uAv) =1t(¢) t(u) quels que soient u, ve A(E).

(°) Cf. BourBAKI [6], p. 105.
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Lorsque u€E, l'endomorphisme :(u) s’explicite simplement. Supposons
que f', ..., f/, ..., fr€E et que:y € E. Pour tout élément v € A\*~*(E) décom-
posable en ¢ = 22A .. .ZIA.. .27, on a, en posant 2! =y,

<oy ()-(FINLfiNn . fr) ) =det || i, fT)]].

En développant ce déterminant par rapport aux éléments de la ligne /=1, on
obtient (7)

j=r
Cor U fIN fr)y = D (— Di+icat, f1 5oy fe.. flo . fr.
j=1

Il en résulte que
j
(2.9) W)-(FAA - fIN .. fP) =Z(__ 1Y+ y, fIDfIA . Jin. .. fr.

Puisque ¢(y) abaisse le degré d’une unité, on a
W(y)w+wi(y)=o;
avec la relation (2,9), ceci prouve que ((y) est une antidérivation de l'algébre
graduée N\ (E").
Soient V* un sous-espace de E* et ty 'application linéaire de E sur le dual V

de V* transposée de l'isomorphisme identique y : V*— E*. Puisque y se prolonge
en un homomorphisme ty : A(E)—> A(V), on a, pour tout u € A(E),

tye(u)=ce('y.u)y
et donc, en passant aux transposés,
W(u)y =7u(ty.u)

Ceci montre que I'image de ’homomorphisme y : A (V") > A(E") est stable par
tous les endomorphismes t(u). Or cette image est la sous-algébre de A(E")
engendrée par 'unité et le sous-espace V*. On voit donc que :

(2.10) Toute sous-algébre de N(E*) qui est engendrée par l'unité et un sous-
espace V*cE* est stable par les endomorphismes «(u)(ue \(E)); le sous-espace
orthogonal & cette sous-algébre est l'idéal de \(E) engendré par les éléments de E
orthogonaux a V*.

Réciproquement,

Leume 2.2. — Si @ est une sous-algebre de \(E") différente de {o} et
stable par les endomorphismes 1(u) (u € N\ (E)), elle est engendrée par Uunité
et un sous-espace de E”.

Démonstration. — Soit a % o un élément de (U dont on désignera par a; la
composante de degré r. Soit p 'entier tel que a, 5% 0 et a, = o pour r>p. Il

(") Le « chapeau»  sur f indique que le facteur f doit étre omis,
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existe un élément u € A?(E) tel que (u, a,> = I. Puisque ( est stable par ¢(u)
et que t(u).a, est de degré r— p, on a

(u).a=(u).ap=,u, ap>e;

par conséquent, (L contient I'unité.

Posons V' = @ n A*(E*), et désignons par A’ la sous-algébre A (E*) engendrée
par 'unité et le sous-espace V*. On a A’ c . Inversement montrons que tout
élément b de A est dans . Dans le cas contraire b posséderait des composantes
homogénes étrangéres a Q. En supposant I’entier ¢ choisi de telle sorte que

la composante b, de degré r soit dans @' pour r>. g (%) et que b,e @&, on
r<q r<q

aurait 2 b, et donc, 2 t(u).b- € A quel que soit u € A7-*(E). Or
(u).bye N\r—P+1(E),

donc «(u).br=o0 pour r < qg—ru eti(u).bgy =<u, by, »€ . On aurait donc
(u).bge@n A1(EY)=V*,
Par suile,
<u/\.z,'bq>=<.z', W(u).bgd>=o0

pour tout x appartenant au sous-espace V' de E orthogonal a V*. Ceci prouverait
que b, est orthogonal a I'idéal de A (E) engendré par V’, donc, d’aprés (2.10),
que b, € A, contrairement a ’hypothese.

PREMIERE PARTIE.

L’algébre de cohomologie attachée a une algébre de Lie.

CHAPITRE II.

PROPRIETES GENERALES.

3. Définitions (°). — Soit & une algébre de Lie sur un corps K de caracté-
ristique différente de 2. On désignera provisoirement par E 'espace vectoriel des
éléments de @ et par ad(2) ’endomorphisme de E adjoint 4 un élément z € E qui
transforme tout y €E en ad(z).y = [z, y]. Soit 0(z) la dérivation de I'algébre
extérieure /\ (E) qui prolonge ad(z). On désignera par 6*(z) le transposé de — 6(x);
c’est une dérivation de A (E") (2.7).

Soit d ’endomorphisme linéaire de A (E) tel que d. AP(E)={o0} pour p <1
et

i<
(3.1) o.(xi/\...xi/\...xi/\...xp):Z(_l)i+i+1[xt, I TADIN. RIA. . BIN. . .aP

(%) On a b.= o pour r assez grand:

(?) Une algébre de Lie est une algébre anticommutative qui vérifie I'identité de Jacobi. La notion
de cohomologie telle qu'elle est définie ici est équivalente & celle qu'ont introduite Chevalley et
Eilenberg 5 .
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lorsque p >1etzt, ...,z ...,2/, ..., 2" €E. Le second membrede (3.1) étant
fonction alternée des z', z?, ..., 27, il définit bien, pour tout p > 1, une appli-
cation linéaire de A”(E) dans AP~ (E) et donc, par linéarité, un endomorphisme
de A(E) qui abaisse le degré d’une unité.

On peut exprimer 0 au moyen des dérivations 0(z). Soient en effet
{¥*}(s=1,2, .... n) une base de E, (n étant la dimension de l'algébre w)
et{gkl(k=1,2,...,n)labase dualede E. Siz!, ..., 2, ..., 2/,..., 2? €E,
alors, d’apreés (2.9).

s=n

Z 0(y) (g (AT, . .2P)

s=n 1

=Z Z(_[)i+1<xi, &0y (2ALBIN. . 2P)

2

y=1

n

i
Z(_ I+ oty g5 > [y%, I JAZIA BN . BIA. .. 2P.

s=n

Z(fvi, 8y =zt

s=1

on obtient donc,

2 0(y) (&) (BNTN...aP) =20 (ZLNZIN. . .2P).

s=1
Tous les éléments de A\ (E) décomposables en produit d’éléments de E sont donc

des zéros de I’endomorphisme 29 -—20(_}/) t(g*). Cet endomorphisme est donc

nul sur tous les sous-espaces A?(E) d’indice p > o; comme il est par ailleurs nul
sur A°(E), 1l en résulte que

s=n

(3.2) zd=20(y‘)t(g‘)-

s=1

Soit ¢ le transposé de — d. C’est un endomorphisme linéaire de A(E*) qui
éléeve le degré d’une unité; par suite

(3.3) dw + wd=o.

D’aprés (3.2), on a, en passant aux transposés

s=n

(3.4) 25 = ¥ ¢(g9)0(y*).

s=1
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Or, quels que soienta, be A(E*), g€E" et y€E, ona

$(£)0(¥)-(and) =g A (0" (y).a)Nb+gNan(b(y).b)
= (&) )Nb+an(e(g)0(y).b),

car 0°(y) est une dérivation. Puisque le corps de base est supposé de caracté-
ristique 5 2, il en résulte que

(3.5) 8.(anb)=(3.a)Ab+aAN(3.b)

Les relations (3.3) el (3.5) montrent que & est une antidérivation de N\ (E").
Par conséquent (1.4), 62 est une dérivation de A (E*) qui éléve le degré de deux
unités et applique en particulier A*(E*) dans A?(E"). Supposons z*, z?, z* €E
et feE"; en vertu de (3.1) et de I'identité de Jacobi, on a

(ANxNZ3, 2of D= (2t N2 NZ3), [
= [[=, 22], 3] + [[2?, 23], 2] + [[ 23, 1], 22], f ) = o.

[l en résulte que d, est nul sur E* et donc, puisque c’est une dérivalion, que

(3.6) 82=o.
Iy

Les relations (3.3), (3.5) et (3.6) prouvent que l'algébre graduée A(E")
munie de la loi externe & est une algébre différentielle graduée (*°) que I'on
désignera par G*(@); ¢ en est opérateur différentiel. Les éléments de C*(a)
seront appelés des cochatnes de a et des p-cochaines s'ils sont dans le sous-
espace CP(a) =A?(E*). Les zéros de & seront appelés des cocycles de a.
L’algebre de cohomologie de C*(a) [quotient de la sous-algébre des cocycles
par 8.C*(a)] sera appelée 'algebre de cohomologie de I'algébre de Lie a et
notée H*(a). Le produit y aura pour symbole —. Les classes de cohomologie des
p-cocycles de @ constituent des sous-espaces H?(«) qui définissent dans H*(w)
une structure d’algébre graduée.

De la méme maniére, A (E) munie de la loi externe d sera désignée par C(a);
ses ¢éléments seront appelés des chatnes de « et des p-chaines s’ils sont
dans C,(a) = AP(E). Les zéros de 0 seront appelés des cycles de a. On définit
de la maniére habituelle des classes d’homologie dont P’espace sera désigné
par H(a) et appelé espace d’homologie de a. On notera que, exception faite de
cas triviaux, 'opérateur différentiel d n’est pas une antidérivation de A(E); la
structure multiplicative de C(a) ne se retrouve donc pas, en général, dans H(a)
(¢f. Chap. IV).

La dualité des espaces C(a) et C*(a) se traduit par la dualité de H(a) et de

PEG

I'espace de H*(a). Le sous-espace H,(a)c H(«) orthogonal a ZH‘I((I) est

constitué par les classes d’homologie des p-cycles de a; H(a) est somme directe
des H,(@). On désignera indistinctement par I la classe d’homologie ou la classe

(') Plus précisément, c’est une «algébre différentielle graduce normale »; ¢f. H. Cartax, loc.
cit., note (2).
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de cohomologie du scalaire unité qui, d’aprés (2.1), peut étre considéré comme
un o-cycle ou comme un o-cocycle de &. La classe de cohomologie 1 est 'unité de
Palgebre H* (a).

Si @ est Palgébre de Lie d’un groupe compact connexe G (le corps de base
étant alors celui des réels), on peut identifier C*(a) avec I'algébre des formes
différentielles extérieures de I'espace G invariantes par les translations a gauche
de G. L’opérateur & coincide alors avec I'opérateur de différentiation extérieure
et H*(&) est isomorphe a I'anneau de cohomologie a coefficients réels de
I'espace G (*t). Dans ce cadre, les dérivations 6"(x) s'interprétent comme les
transformations infinitésimales du groupe des translations a droite.

Revenant au cas général, on va exprimer les dérivations 6 () et 6" (2) au moyen
des opérateurs 0 el 6. Quel que soit z€ @, on a

(3.7) 0*(z)=1(x)d+d(z).
En effet, 'égalité a lieu sur E*, car, quels que soient ye E et feE", on a
¥ v@)3f>=( @ Ny;8.f>=—L0(xNy), [)
=—[z, ¥}, f>=—L<82).y, [ > =Ly, ¥(2). /D,

et par ailleurs,
{y,dUx). fr=—L(d.y, (x).f>=0,

puisque d.A\*(E)={o}. D’aprés (2.9), «(z) est une antidérivation de A(E")
ainsi que d; par suite, (1.3), ((2) 0 4 0 () est une dérivation de A (E"). Puisque
les deux membres de (3.7) sont des dérivations, leur égalité sur E* entraine bien
leur égalité sur A (E").

On obtient une expression analogue pour 0(z)=—'0"(x) en égalant les
transposés des deux membres de (3.7) :

(3.9") 0(z)=c¢c(x)d+de(x).

Homomorphismes d’algébres de Lie. — Soient a et b deux algébres de Lie
sur un méme corps de base et ¢ un homomorphisme de b dans a. En désignant
encore par ¢ 'homomorphisme d’algébres extérieures qui prolonge ¢ a C(b)
(¢f.§2), on a, d’apres (3.1),

(3.8) 9d=0do

et donc, si ‘¢ : G*(@) > C*(b) est 'homomorphisme transposé de ¢,

(3.87) fpd =23 ().

Par suite, ¢ induit une application linéaire § : H(b)—>H(a) des espaces

d’homologie. L'application linéaire transposée ‘¢ : H*(@) —H*(b) est induite par
I'homomorphisme ‘¢ ; c’est donc un homomorphisme des algébres de cohomologie.

(1) Pour tout ce qui concerne linterprétation topologique des résultats dans le. cas ou g est
Palgébre de Lie d’un groupe compact, on se reportera au Mémoire de Chcvalley et Eilenberg {5].

(') On désigne par le méme symbole & (ou ) les opérateurs différentiels attachés a différentes
algébres de Lie.
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On vérifie enfin aisément que, quel que soit y € b.

(3.9) e8(y)="0(s.0)3.

4. Eléments invariants. Propriétés de ’opérateur différentiel des chaines. —
On conserve les notations du paragraphe précédent. Quels que soient z, y €4,
on a :

ad(z)ad(y) —ad(y)ad(z) = ad([x, y]),

d’aprés l'identité de Jacobi. Par suite, 0(z)0(y) — 0(y) 0(z) [qui est une dériva-
tion d’aprés (1.1)] coincide sur E, et donc sur A (E), avec la dérivation §([«, y]) :

(%.1) 8(2)0(y)—0(y)8(z)=8([=, ¥]).
On a de méme, quels que soient z, y € ¢,
(4.1 8*(2) 0 (y) — 6*(y) 0" () = 0" ([, ¥]).

Les dérivations () et 0°(x) réalisent donc des représentations linéaires de
'algébre Lie & dans les espaces C(a) et C*(a).

Définition. — Soit b une sous-algébre de l'algébre de Lie «; une chaine
(respectivement une cochaine) de & sera dite invariante par b si c’est un zéro de
toutes les dérivations 0(z) (8*(z)) lorsque x parcourt b. Les chaines ou cochaines
invariantes par @ (considérée comme sa propre sous-algébre) seront simplement
qualifiées d’invariantes. On dira qu’un sous-espace de C(a) [resp. C*(a)] est
stable par b s'il est stable par toutes les dérivations 6(z)[0*(#)] lorsque =
parcourt b.

Les chaines de & invariantes par b c & constituent une sous-algebre del'algebre
extérieure C(a) car les 8(z) sont des dérivations. Cette sous-algébre est stable
par opérateur 0 car, des relations (3.6) et (3.7'), on déduit que

(4.2) 0(z)d =9 0(zx)

quel que soit z € a (1?).

Les sous-espaces de cochaines de @ invariantes par des sous-algébres de a
possédent des propriétés analogues.

De I’expression (3.4) de d résulte le

Tutorkme 4.1. — Toute cochaine invariante est un cocycle.
On a observé que 0 n’était pas une antidérivation de l'algébre des chaines.

Vis-a-vis de certains couples de chaines, cet opérateur se comporte néanmoins
comme une antidérivation :

(1) Les dérivations 8(x) sont donc des « chain transformations » au sens de Eilenberg [cf. Sin-
gular Homology Theory (Ann.of. Math., vol. 45, 1944, p. 411)]. L’expression-(3.7’) montre qu’elles
sont « chain homatopic » & ’endomorphisme nul.
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Lemme 4.1. — Solent{z} (1 £ i < n) une base de ’algebre de Lie a et { f}
la base duale de ses 1-cochatines. Pour toute chaine u de & on a
i=n

(4.3) de(u) — e(@)d — e(d.u)—z c((fi).u) B(at) = o.

i=1

Démonstration. — En désignant par a(u) le premier membre de (4.3) et en
tenant compte de la relation 0(z) =¢(z) 9+ de(z), on a

i=n

a(zN\u) +2 e(t(f) (xAu))b(zi)=—e(x) (Qe(u)—e(@)d—e(d.u))+ 0(x) e(u) —e(B(z). 1)
i=1

quels que soient z € « et u € C(@). Pour toute valeur de £, ¢( /%) est une antidéri-
vation et par suite

WD) (2nhu) =L &, fiOu— 2N (f1) u)

par ailleurs,

i=n
N, foat=a.
i=1
On obtient donc
a(zAu)y=—ce(x)a(u)+0(z)e(u) —c(u)b(x)—c(b8(z).u).

Or 6(x) est une dérivation; par conséquent, a(zAu)=—ce(z)a(u). Puisque

'algébre des chaines de a est engendrée par l'unité et les éléments de a, ceci

prouve que l’ensemble des chaines u telles que «(u)=o0; constitue un idéal

de G(@). Or on a trivialement «(I) = o; par suite cet idéal coincide avec C(n).
De la relation (4.3) résulte immédiatement que

(4.4) 8Si o est une chaine invariante de «, alors
d.(uNne)=(0.u)N\No +TN(d.v)

pour toute chaine u de «.

Ceci montre en particulier que la restriction de 0 a la sous-algébre des chaines
invariantes est une antidérivation. On observera que la relation (4.4) reste exacte
si l’on y intervertit les chaines u et ¢.

Le Lemme 4.1 sera renforcé par le

LemuE 4.2. — Soient b une sous-algébre de l'algébre de Lie a et ¢ l'isomor-
phisme qui prolonge Uisomorphisme identique de b dansa. St {y*} (1 <L i < m)
est une base de b et si {gi}est la base duale de ses 1-cochaines, alors, pour
toute chaine v de b, on a

(4.5) 0e(3.0) —(3.9)d—e(d.0) = D e(g:(g")-)0 (3.90),
i=1
i=m

(4.6) (9.0)8 —d9.7) ——L(d;).p):E t(e(gt).o)0% (5.5

i=1
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Démonstration. — Soit. {#'} (1< i< n) une base de & telle que zi=1¢.y"
pour 1 =i m et soit { ¢} la base duale des 1-cochaines de @; on a tp.fi=g*
pour 1 Zi<=m et %9.f* =0 pour m <i < n. D’autre part, (/) =ot(‘¢.f")
pour tout 7, car ‘¢ est un homomorphisme. Avec ces bases, et pour u =¢.¢, la
relation (4.3) donne donc (4.5). Puisque les 0(¢.)*) sont des dérivations, le
second membre de (4.5) se met sous la forme

2[0(9-y’)=(?=(g')-v)—s(‘*(?-}")?t(g")-")]-
i=n
Or, pour tout Z,
(2.9 = ¢0(y")
et d’autre part (3.2),

i=m

Z 8(yt)i(gl).o = 20.0.

=1
On obtient donc la relation

i=m

9e(9.9) — £(9.7) 0+ e(dg.0) = ¥ 0(g.y)e(51(g").0),

i=1

dont ou déduit (4.6) en prenant les transposés des deux membres.
Puisque les images des dérivations 0(¢.y’) sont orthogonales a toutes les
cochaines de @ invariantes par b, on voit que, avec les hypothéses du lemme 4.2,

(4.7) Quelles que soient ue C(a) et ve C(b), la chaine
d.((9.0)ANu)—(9.9)N(d.u) +(d9.9)A\u

est orthogonale auz cochaines de & invariantes par b

Les propriétés précédentes qui permettent d’exploiter la structure multiplicative
de I'espace des chaines joueront un réle essentiel dans la suite.

B. La cohomologie du produit direct de deux algébres de Lie. — Soient et b
deux algébres de Lie sur un méme corps de base. On désignera par a < b leur
produit direct, c’est-a-dire P'algébre de Lie dont I’espace est somme directe des
espaces de « et de b et dont la loi de composition est définie par

[(w Xy): (-""><J")] = [.Z‘, xl_l > [J’) 7,]3

lorsque z, '€ a et y, ' €b. Ainsi qu’on 'a remarqué plus haut (2.4), I'algébre
extérieure C(a>< b) des chaines de a < b s’identifie au produit tensoriel des
algebres graduées C(a) et C(b). De méme, C*(a < b) s’identifie a C* (@) ® C*(b).

Soit p 'homomorphisme de @ >< b sur a tel que p.(z <)) ==z quel que soit
z><y € axb. Il lui correspond un isomorphisme ‘u : C*(a) - C*(a < b) qui
commute avec 9 (3.8') et transforme toute cochaine a de a en ‘p.a =a @1 (2.5).
On a donc

$.(a@®@)=(%.a) QL
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De méme.

3.(1Qb)=1Q®(3.5)

pour toute cochaine b de b. Puisque & est une antidérivation, il résulte de (1.6)
que

3.(a@®8)=3.((eaQ@DA(IR ) =(E(aQ@INAT R 1)+ (aQT) A(3.(1Q b))

Oral=a®]I; onadonc
(3.1) 3.(a®b)=(3.a)Rb+7aR (3.b),

quels que soient a € C*(a) et 5 C*(b).
Par dualité, on exprime de méme P'opérateur différentiel des chaines de a < b
au moyen des opérateurs différentiels des chaines de a et de b :

(3.2) d(u@e)=D.u)QRXv+uQ(d.v),

quels que soient u € C(a) et v € G(b).

Associons & un cocycle @ de et un cocycle & de b la cochaine a ® b de a < b.
La relation (5.1) montre que a ® b est un cocycle dont la classe de cohomologie
ne dépend que des classes de cohomologie des cocycles « et b. On définit ainsi
une application linéaire de 'espace H*(a) @ H*(b) dans H*(a < b). Cette appli-
cation est visiblement compatible avec les structures d’algébres graduées de ces
espaces. On vérifie par le méme raisonnement que celui qui conduit au classique
théoréme de Kiinneth que c’est un isomorphisme de H* (a) @ H*(b) sur H* (a < b)
grace auquel on pourra identifier dans la suite ces deux algébres. Ceci conduit
par dualité¢ a identifier H(a < b) et H(a) @ H(b). La classe d’homologie du
produit tensoriel d’un cycle u# de @ et d’un cycle ¢ de b est ainsi le produit
tensoriel des classes d’homologie de u et de ¢.

CHAPITRE III.

PROPRIETES HOMOLOGIQUES DES ALGEBRES DE LIE UNIMODULAIRES.

6. Le 1-cocycle défini par la trace des endomorphismes adjoints. — Soient a
une algébre de Lie et J(a) la sous-algébre de ses chaines invariantes qui est
graduée par les sous-espaces J(«) n C,(a). D’aprés (4.5), la restriction de
Popérateur 0 a J(a) est une anti-dérivation de cette algébre. On va expliciter
cette restriction. Les dérivations 0*(y) vérifient la relation de commutation

0*(y)e(8) —e(8)0" () =e(6*(x)-8)

(ou g désigne une cochaine de @) qui n’est autre que la traduction, en termes
d’endomorphismes, de la définition d’une dérivation. L’expression (3.4) de ¢
peut donc se mettre sous la forme

20 = 301 (el g) — X (0% (39). 8%,
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les sommations portant sur I'indice s d’une base { )¢} de @ = C, (@) et de la base
s

duale {g*} de C!(a). On désignera par f; la 1-cochaine 20*(y‘).g’. En passant

aux transposés, on obtient
(6.1) 20 =D u(g)0(y*) — t(fo)-

Sur J(a), on a donc 20 = — ¢(f¢) (qui est bien une antidérivation ¢f. § 2).
La 1-cochaine f, ne dépend évidemment pas du choix de la base {y*}. Pour
toutx€aq, on a

Lz, fe) =2<x. 0*(¥%).8 =——2<0(y$)..z, &> =Z([x, ¥5), &> = trace de ad(zx).

Une algébre de Lie sera dite unimodulaire si ses endomorphismes adjoints sont
de trace o, c’est-a-dire, si f;=o. De la relation (6. 1) résulte le

Tutoritme 6. 1. — Si a est une algébre de Lie unimodulaire, ses chatnes
invariantes sont des cycles.

Notons que f; est une cochaine invariante. En effet, si z, y € a, on a
{@, 0*(y)-Sfe» =<[#, y], fep = trace de ad([z, y]) = o,
puisque
ad([#, y]) = ad(z)ad(y)— ad(y) ad(2).
D’aprés le théoréme 4.1, f; est donc un cocycle de a.

Soit n la dimension de @. Puisque les 0(z) sont les dérivations de I’algébre
extérieure C () qui prolongent les endomorphismes adjoints, on a [d’apres (2.8)],

0(z).u = (trace de ad(z)).u
pour toute n-chaine u de @ (**). En conséquence,

(6.2) pour qu'une algebre de Lie de dimension n soit unimodulaire, il faut et il suffit
que ses n-chaines soient invariantes.

D’aprés le théoréme 6.1, si @ est unimodulaire et de dimension n, ses n-chaines
sont donc des cycles. Réciproquement. si @ est de dimension n et si ses n-chaines
sont des cycles, ce sont des cycles invariants. Pour tout z € @, on a en effet

£(2).Cn(#) € Crys(a) = {o}
et par suite
0(2).Cu(a) = (e(2)d + de(2)).Co(a) = {0
En conséquence,

(6.3) pour qu'une algébre de Lie de dimension n soit unimodulaire, il faut et il suffit
que ses n-chaines soient des cycles.

('*) Les n-chaines (ainsi que les n-cochaines) constituent un sous-espace de dimension 1.
LXXVIN. 6
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Les n-cycles ne pouvant étre homologues a zéro sans étre nuls, on voit qu’une
autre condition nécessaire et suffisante pour que a soit unimodulaire est que H,(a)
ait pour dimension 1.

Puisque les restrictions des 6"(z) a C(a) sont les transposées des restrictions
des —0(z) a C,(a), on déduit de (6.2) que
(6.4) pour qu'une algébre de Lie de dimension n soit unimodulaire il faut et il suffit

que ses n-cochaines soient invariantes (13).

7. La dualité de Poincaré. — Lorsque a est I'algébre de Lie d'un groupe
compact G, le théoréme de dualité de Poincaré pour les variétés orientables
s’applique a la cohomologie de G et donc a H*(@). On montrera dans la suite que
les propriétés de H"(a) qui en résultent sont encore vérifiées lorsque, plus
généralement, I'algébre de Lie a est supposée unimodulaire.

Soit « une algébre de Lie de dimension n. On définit un isomorphisme p de
Pespace C*(@) sur 'espace C(a) en choisissant une n-chaine & non nulle et en
posant p.a =1t(a).w € C(a) pour toute cochaine a de a. L’image par p d’une
p-cochaine est une (n — p)-chaine de a. Puisque d est une antidérivation, on a
de(a)—e(a)d =¢e(d.a) et donc, en passant aux transposés, t(a)0—o(a) =—1(d.a).
Supposons @ unimodulaire, d’aprés (6.3) on a alors d.w =0 et par suite
o(a).w=1(9.a).w, c’est-a-dire que
(7.1) dowy = p8.

L’isomorphisme p induit donc un isomorphisme p de ’'espace H*(a) sur H(a)
qui applique la classe de cohomologie d’un p-cocycle a sur la classe d’homologie
du (n — p)-cycle t(a).w.

Par ailleurs, tout idéal engendré par un élément de H*(a) différent de o
contient le sous-espace (de dimension 1) H" (). Supposons en effet que 1'idéal a
droite engendré par la classe de cohomologie de a ne contienne pas H*(a). Pour
tout (n— p)-cocycle b, le n-cocycle anb est alors cohomologue a zéro. Or,
¢ étant unimodulaire, H* () >~ C~(a); par suite e Ab — 0. On a donc

{p-a, b>=<t(a).w, b>=<(w,anbd>=0

pour tout (n— p)-cocycle b. La (n— p)-chaine p.a qui, d’aprés (7.1) est un
(n-— p)-cycle est donc orthogonale a tous les (n — p)-cocycles, c’est-a-dire qu’elle
est homologue a zéro. La méme relation (7.1) montre alors que a est cohomologue
a zéro. On aboutirait & la méme conclusion en envisageant des idéaux a gauche et
en partant d’un cocycle a non homogéne.

En résumsé :

Tatorime 7. 1. — S¢ « est une algeébre de Lie unimodulaire de dimension n,
il existe un isomorphisme de l'espace H*(a) sur H(a) qui applique chaque

(%) Si a est lalgébre de Lie d’un groupe compact connexe G, le corps de base é¢tant alors celui
des réels, les n-cochaines de a s’interprétent comme les mesures de Haar invariantes & gauehe
de G. Dire qu’elles sont invariantes revient donc a dire que les mesures de Haar invariantes &
gauche sont invariantes a droite, c’est-a-dirc que le groupe G est unimodulaire.
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sous-espace HP(a) sur le sous-espace H,_,(«). Tout idéal différent de {o}
dans H* () contient le sous-espace Hr(a).
Remarquons enfin que, si a est unimodulaire, alors
(7.2) 0(z)p = p0*(z)
pour tout z € a. En effet, pour rea et € C* (), on a
e (z).a=(0*(x).a).w.
Or, 0"(z) étant une dérivation, on a
e(0*(z).a)=0"(z)e(a)—e(a)b*(x)

el donc, en passant aux transposés

(0" (z).a)=0(z)(a)— (a)b(z).
Par conséquent,

e (z).a=—1(a)b(z).w+0(x)(a).w.

Puisque & est unimodulaire, on a 8(z).w = o d’aprés (6.2) et par suite

pb*(z).a=0(x)(a).w=10(x)p.a.

Cette relation montre que p applique le sous-espace des p-cochaines invariantes
sur le sous-espace des (n — p)-chaines invariantes de a.

CHAPITRE 1V.

PROPRIETES HOMOLOGIQUES EN RAPPORT AVEC DES HYPOTHESES DE SEMI-SIMPLICITE.

8. Structure multiplicative dans ’espace d’homologie. — On étudiera dans ce
paragraphe I’homologie des algébres de Lie satisfaisant a la condition :

(P) Toute classe d’homologie contient au moins un cycle invariant.

Comme on le montrera dans le paragraphe suivant, cette condition est en
particulier satisfaite par les algébres de Lie semi-simples et les algébres de Lie des
groupes compacts.

(8.1) Toute algébre de Lie satisfaisant a la condition.(P) est unimodulaire.

En effet, tout 1-cycle invariant d’une algébre de Lie @ est un élément du centre
de «. Il est donc orthogonal au 1-cocycle f; défini par la trace des endomorphismes
adjoints (¢f. § 6). Si donc a satisfait a la condition (P), le 1-cocycle f; est ortho-
gonal a tous les 1-cycles de a, c’est-a-dire & C,(@); on a donc f;=o, ce qui
prouve que & est unimodulaire.

(8.2) Si Dalgébre de Lie u satisfait a la condition (P), toute classe de cohomologie de a
contient au moins un cocycle invariant (1%).

(19) Cette propriété est moins restrictive que la propriété exprimée par la condition (P) : si par
exemple o est une algébre de Lie non unimodulaire de dimension 2, toute classe de cohomo-
logie de a contient un cocycle invariant.
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En effet, puisque a est unimodulaire, l'isomorphisme p : C*(a)— C(a)
introduit au paragraphe 7 applique [d’aprés (7.1)] une classe de cohomologie a
de @ sur la classe d’homologie p.a. D’aprés (7.2), I'image inverse d’un cycle
invariant de la classe p.a est un cocycle invariant de la ciasse a.

Lemme 8. 1. — Soit « une algeébre de Lie satisfaisant & la condition (P) et
solent u et v deux classes d’homologie de a. Il existe des cycles u et v appar-
tenant respectivement aux classes u, v et tels que la chatne u nv soit un cycle.
La classe d’homologie de ce cycle ne dépend que des classes d’homologie
de uety.

Démonstration. — Choisissons d’abord pour u et ¢ des cycles invariants. Alors,
d’aprés (4.4), unv est bien un cycle de a. Soient u' et ¢’ des cycles homologues
respectivement & u et ¢, c’est-a-dire de la forme v' =u+0.u", V=904 0d.¢".

On a

UNV=(u+0.u")(v+d.0")=unv+(d.U")pv+UuN(D.0).
D’apreés le lemme 4.1,
J(UWA0)=((0.W)AN0+ T N(D.v)=(d.U')Av,

car ¢ est un cycle invariant (par a).
Par ailleurs, d’aprés (4.7), la chaine

w=0.(TNA)+ (DTN — u'A(D.0")

est orthogonale aux cochaines invariantes de a. Or %@’ est, comme #/, un cycle
de a; on a donc

w=0.(TA)— AV
On obtient finalement

UNVY —UuAv— O (UWNAP)—d(TNV)=—w.

Si v’ et ¢' ont été choisis de telle sorte que u'A ¢ soit un cycle, la chaine w est
alors un cycle. Or elle est orthogonale a toutes les cochaines invariantes :
d’aprés (8.2) c’est donc un cycle homologue a zéro. Par suite u’'A¢' est homo-
logue & u A v, ce qui achéve la démonstration.

Ce résultat permet de définir, lorsque l'algébre de Lie a satisfait a la con-
dition (P), le produit u— v de deuzx classes d’homologie u, v de a : c’est la
classe d’homologie du produit de deux cyclesu et v appartenant respectivement
auz classes w, v et choisis de telle sorte que upv soit un cycle. Ce produit
définit dans I'espace d’homologie H(a) une structure d’algébre. Cette algébre
d’homologie que I'on désignera par H_(a) est graduée par les sous-espaces H,(a)
et vérifie la loi de commutation (1.5). Elle posséde une unité qui est la classe
d’homologie du scalaire unité.

On montrera plus loin que, si a est I'algébre de Lie d’un groupe compact, cette
structure multiplicative de H (@) coincide avec celle du produit de Pontrjagin

(¢f. §13).
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Tutorime 8. 1. — Soient a et b deux algebres de Lie sur un méme corps de
base satisfaisant toutes deuzx a la condition (P). Si ¢ est un homomorphisme
de b dans «, Uapplication linéaire ¢ des espaces d’ homologie induite par o
est un homomorphisme de l’algébre H (b) dans U’algebre H (a).

Démonstration. — Soient u et v deux classes d’homologie de b. Choisissons
dans ces classes des cycles u et ¢ tels que un¢ soit encore un cycle. Par définition,
la classe d’homologie de u¢ est alors u—v. Par ailleurs, puisque ¢ est un
homomorphisme de C(b) dans C(a), on a

g (une)=(z.u)N(z.9).

D’aprés (3.8) les chaines ¢.(uAv), 9.u et 9.0 sont des cycles. Elles appartiennent
respectivement aux classes ¢.(u—v), $.u et .v. On a donc bien

§.(uov)=(3.u) = (5.7).

Ce théoréme jouera un réle essentiel dans le paragraphe 10. On aura aussi a
utiliser le

Lemve 8. 1. — Soient a et b deuz algébres de Lie sur un méme corps de
base satisfaisant toutes deux a-la condition (P). Leur produit direct satisfait
encore a la condition (P).

Démonstration. — Soit u@v un élément de H(ax<b)=H(a) ® H(b),
(¢f. §3), et soient u et ¢ des cycles invariants appartenant respectivement aux
classes d’homologies u € H(a) et v H(b). Le produit tensoriel u ® ¢ est un cycle
de a>< b d’aprés la relation (3.2). C’est méme un cycle invariant car, pour tout
z €N,

0(zx<o0)(u@v)=(0(z)u)y@v=0

et de méme, pour tout y € b,
Bloxy)(u@v)=uQ(8(y).0)=o.

La classe d’homologie u @ v contient donc un cycle invariant. Il en est de
méme de toutes les classes d’homologie de @ >< b puisque 'espace H(a >< b) est
engendré par les éléments de la forme u @ v.

Avec les hypothéses du lemme précédent, les algebres d’homologie H (a),
H, (b) et H (a><b) sont donc définies. On vérifie que la structure multiplicative
de H (a><b) est celle qui résulte de son identification avec le produit tensoriel
d’algébres graduées H (a) @ H, (b). En effet, si v, v’ et ¢, ¢/ sont respectivement
des cycles invariants de a et b, ¢ et ' ¢tant de degrés respectifs p et ¢, on a

(@ vIN(UWR )= (—1yr(unu )R (vAv').

Or, d’aprés (5.2), u® v, W@ et (urt/)® (¢a¢') sont des cycles. On voit

donc que, si u, w/, v et v/ désignent respectivement les classes d’homologie de
U /

u, u' v, ¢,

(8.3) UV~ (WRV)=(—IPr(u—u)Q(v—7).
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9. Les algébres de Lie réductives. — Définitions. — Soit b une sous-algébre
de lalgébre de Lie a. Les dérivations 6(z) associées aux z€b réalisent une
représentation linéaire de b dans I'espace des chaines de a. Si cette représentation
est complétement réductible, on dira que b est une sous-algébre réductive dans a.
Une algébre de Lie a sera dite réductive si, considérée comme sa propre sous-
algébre, elle est réductive dans a.

Soient b une sous-algébre réductive dans @ et £ une sous-algébre de @ contenant b.
Le prolongement ¢ : G(¢) — C(a) de 'isomorphisme identique de ¢ dans a vérifie
pour tout z € b la relation (3.9)

?08(x)=0(9.2)9.

Puisque ¢ est un isomorphisme, ccci prouve que I'image inverse par ¢ d’un sous-
espace de chaines de a stable par b et irréductible est un sous-espace de chaines
de ¢ stable par b et irréductible. Il en résulte que b est réductive dans ¢. En
particulier,

(9.1)y Sib est une sous-algébre réductive dans a, c'est une algébre réductive.

Soit a l'algébre de Lie d’un groupe compact, le corps de base étant alors celui
des réels. On sait que a est le produit direct d’une algébre de Lie abélienne et
d’une algébre de Lie semi-simple dont la forme bilinéaire fondamentale (— trace
de ad(x) ad(y)) est définie positive. Il existe donc sur @ des produits scalaires
invariants; on en obtient en composant la forme bilinéaire fondamentale de la
composante semi-simple avec un produit scalaire arbitraire de la composante
abélienne. A un tel produit scalaire correspond un isomorphisme de C, (a)
sur l'espace dual C!(a) qui se prolonge en un isomorphisme de l'algébre
extérieure C(a) sur I'algébre extérieure duale C*(a). Ce prolongement définit un
produit scalaire invariant [par les dérivations 6(z)] dans 'espace des chaines
de a. Par conséquent, si V est un sous-espace de C(a) stable par une sous-
algébre b, le sous-espace de C () orthogonal a V est un sous-espace supplémen-
taire de V et stable par b. La famille des endomorphismes linéaires 8(z) (z €b)
est donc complétement réductible. Par suite,

Tutorime 9.1. — Si a est U’algebre de Lie d’un groupe compact, toute sous-
algébre de a est réductive dans «; en particulier, w est une algébre réductive.

Si @ est une algébre de Lie réductive, les endomorphismes ad(z) qui sont les
restrictions a G, (a) des dérivations 0(z) réalisent une représentation linéaire
complétement réductible de a. Les sous-espaces de C,(a) stables par & sont les
idéaux de a. Soit o 'idéal dérivé de a (17). La compléte réductibilité de la repré-
sentation z — ad () entraine que & est produit direct de &' et d’un idéal ¢ supplé-
mentaire de @ qui appartient évidemment au centre de a. Soit f le radical de «';
c¢’est aussi un idéal de a et il lui correspond donc un idéal supplémentaire dans a.

('") Par idéal dérivé d’une algébre de Lie @, on entend l'idéal que constitue le sous-espace
engendré par [z, y] lorsque x et y parcourent &.
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Par suite I’idéal dérivé f' de f est l'intersection de f avec I'idéal o dérivé de a.
On a donc f'=f, ce qui entraine f = { o} puisque f est résoluble. Par conséquent
o’ est semi-simple et ¢ est le centre de a. Ainsi,

(9.2) toute algébre de Lie réductive est produit direct d'une «lgébre de Lie semi—
simple (c'est-a-dire de radical {o0}) et d’une algébre de Lie «bélienne.

Inversement,

(9.3) st le corps de base est de caractéristique o, une algébre de Lie qui est produit
direct d’une algébre semi-simple et d'une algébre abélienne est une algebre de Lie
réductive.

En effet, les endomorphismes 0(x) réalisent, lorsque z parcourt I'algébre de
Lie a, une représentation linéaire de la composante semi-simple, car 0(z) =o
lorsque z est dans la composante abélienne. Puisque le corps de base est supposé
de caractéristique o, toute représentation linéaire de cette composante semi-
simple est complétement réductible (1*).

Les propriétés homologiques liées a ces notions d’algébres et de sous-algébres
réductives proviennent de ce que, si b est une sous-algébre réductive dans a, on
peut se limiter aux cochaines de « invariantes par b pour calculer I'algébre de
cohomologie de a.

Leume 9.1. — Si b est une sous-algébre réductive dans « : 1° Uespace des
cochaines de « est somme directe du sous-espace des cochaines invariantes
par b et du sous-espace engendré par 0'(x).C'(«) lorsque z parcourt b;
2" tout cocycle de & incariant par b et cohomologue & zéro est l'image par ¢
d’une cochaine invariante par b; 3° toute classe de cohomologie de & contient
un cocycle invariant par b (1*).

Démonstration. — Puisque la représentation linéaire z—0(z) de b dans
I'espace des chaines de @ est complétement réductible, il en est de méme de la
représentation réalisée par les endomorphismes 6"(z)=—0(z) lorsque z

parcourt b. Soit T le sous-espace des cochaines de « engendré par 0*(z).C"(a)
lorsque = parcourt b. C’est un sous-espace stable par b; il existe donc un sous-
espace Jc C*(a) stable par b et supplémentaire de T. Toute cochaine a €] est
invariante par b, car, pour tout z€ b, on a

b*(z).aeTnl={ol.

Inversement, toute cochaine invariante par b est dans J. Soit en effet N le sous-
espace des cochaines appartenant a T et invariantes par b. C’est un sous-espace
stable par b et il posséde donc un supplémentaire dans C*(&) également stable
par b. Puisque Nc T, ceci prouve que N est engendré par 0°(z).N lorsque «

('*) Cf. J. H. C. WHITEHEAD, Certain equations in the algebra of a semi-simple infinitesimal
group (Quart. J. Math., Oxford, ser. 8, 1937, p. 220-237).

(*?) La démonstration de ce lemme est calquée sur celle du théoréme 19.1 de Chevalley et
Eilenberg [5].
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parcourt b; or on a 0*(z).N={o} pour tout zeb; par conséquent N={o}.
Ainsi, C*(a) est somme directe de T et du sous-espace J des cochatnes inva-
riantes par b. Ces sous-espaces T et J sont stables par o car 0°(z)d = 0" (z)
quel que soit z € a. Par conséquent, tout cocycle dans J cohomologue & zéro est
dans 3.J. Soit par ailleurs D le sous-espace des cocycles appartenant a T. 1l est
stable par b et il est donc engendré par 6°(z).D lorsque = parcourt b. Or, pour
tout cocycle a de 4, on a

8*(z).a=8(z).a+ (z)d.a=238(z).a.

Tous les éléments de D sont donc cohomologues a zéro. Puisque T et J sont
stables par 8, les composantes d’un cocycle dans ces deux sous-espaces sont
encore des cocycles. On voit donc que fout cocycle est cohomologue a sa
composante dans J, ce qui achéve la démonstration.

Appliqué au cas ou b =4, c’est-a-dire au cas ou @ est une algébre de Lie
réductive, ce lemme conduit au

Tutorime 9.2. — Si a est une algebre de Lie réductive, son algébre de
cohomologie est isomorphe a la sous-algebre de ses cochatnes invariantes.

Puisque toute cochaine invariante est un cocycle (théoréme 4.1), le lemme 9.1
montre en effet que toute classe de cohomologie de @ contient une cochaine
invariante et une seule.

D’aprés (9.2), si « est une algébre de Lie réductive, c’est une algébre uni-
modulaire. L’isomorphisme p : C*(a)— C(«) introduit au paragraphe 7 vérifie
donc les relations (7.1) et (7.2). Il en résulte que toute classe d’homologie de a
contient un cycle invariant et un seul. Compte tenu des résultats du paragraphe 8,
on en déduit le

Tutorime 9.3. — Si « est une algébre de Lie réductive, elle satisfait a la
condition (P); son algebre d’homologie est isomorphe & la sous-algeébre de ses
chatnes invariantes.

Soit o : G(b) — C(a) I'isomorphisme qui prolonge I'isomorphisme identique
de la sous-algébre b c a dans a. Lorsque ’on suppose que @ et b sont des algébres
réductives, le théoréme 8.1 montre que ¢ : H (b) > H_(a) est un homomor-
phisme. Lorsque I’on ne fait plus de restriction sur @, I'algébre H_(a) n’est plus
définie; néanmoins on a le

Tutorime 9.4. — Si b est une sous-algeébre réductive dans a, le sous-espace
des zéros de 3 : H,(b) —~ H(a) est un idéal bilatére.

Démonstration. — Soient ve H, (b) un zéro de G et v un cycle dans la classe v;
il existe une chaine u de « telle que ¢.¢=0.u. Soient d’autre part une classe
quelconque v/ € H (b) et ¢/ un cycle invariant dans la classe v'. D’aprés (4.4), la
chaine ¢'Av est alors un cycle dans la classe v/ — v. On a

s .(VNe)= (5.9 )N(D.u).
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Or, d’aprés (4.7),
(9.9 )N(d.u) —d.((9.9)At) — (d9.9 )Au = (2.0 IN(d.u) — J.((9.9)Auw)

est orthogonal a toutes les cochaines de a invariantes par b. Compte tenu du
lemme 9.1, ceci prouve que ¢.(¢'Av) est homologue a zéro et donc que §.(Vv'— v)=o.
Les zéros de ¢ constituent donc un idéal, qui est bilatére car il contient visible-
ment les composantes homogeénes de ses éléments.

10. Structure de Palgébre de cohomologie d’une algébre de Lie réductive.
On sait que 'anneau de cohomologie a coefficients réels d’un groupe de Lie
compact est isomorphe a ’anneau de cohomologie d’un produit direct de sphéres
de dimensions impaires (2°). Ce théoréme de Hopf précise la structure de
I'algébre de cohomologie d’une algébre de Lie de groupe compact. Le but de ce
paragraphe est de démontrer que la cohomologie de toute algébre de Lie réductive
posséde une structure analogue, du moins si le corps de base est de caractéris-
tique o. On peut obtenir cette généralisation par un procédé transcendant
utilisant le résultat de Hopf (2!). On en donnera ici une démonstration algé-
brique directe. La seule particularité des algébres de Lie réductives qui inter-
viendra est la propriété (P) (22).

Soit G un groupe de Lie compact et soit ¢ application continue du produit
direct G >< G sur G définie par g (£ ><t') =t pourt, £’ € G. A cette application
correspond un homomorphisme y~ de I'anneau de cohomologie de G dans celui
de G >< G dont les propriétés sont a la base de la démonstration de Hopf. On
utilisera dans la suite une situation algébrique analogue obtenue en partant de
I'isomorphisme d’une algébre de Lie a sur la diagonale de a>< «; si @ est réductive,
il lui correspond un homomorphisme de Ualgébre d’homologie de & dans
Ualgébre d’homologie de a4 >< a qui posséde des propriétés semblables a celles
de - et permet d’aboutir par des raisonnements trés voisins de ceux de Hopf.

Notion d’élément primitif (2*). — Soit & une algeébre de Lie quelconque. On
désignera par D*(a) le sous-espace de H*(a) engendré par les éléments de la
forme a — b, a et b étant des éléments de degré > o dans H*(a). C’est un idéal
bilatére de H* (&) qui est somme directe des intersections D7 (a) = D*(a) n H7 ().
Un ¢élément de I'espace d’homologie H(a) sera dit primitif s’il est orthogonal
a D*(a) et au sous-espace He(a). Les éléments primitifs constituent un sous-
espace P () qui est somme directe des intersections P, (a) =P (a)nH,(a); on a

Py(a)={ol.

(%) Cf. H. Hopr, [2], Satz L.

(2') Cf. CHEVALLEY-EILENBERG [5], theorem 18.1.

(32) Les algébres de Lie satisfaisant & la condition (P) que nous connaissons sont des algébres de
Lie réductives.

(23) Les éléments primitifs définis ici correspondent aux classes d’homologie des cycles minimaux
au sens de H. Hopf ([2], p. 48).
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Si ¢ est un homorphisme de l'algébre de Lie b dans a, ’homomorphisme
d’algébres graduées ‘5 : H*(a) - H*(b) applique D*(a) dans D*(b). Par suite

(10:1) $.P(b)cP(a).

Envisageons maintenant le produit direct de deux algébres de Lie a et b.
Comme on I’a vu au paragraphe 5,

H*(a x b) = H*(a) ® H*(b).

Tout élémenta @ be H* (a) @ H*(b) s’écrivanta®@b=(a@QI)— (1Qb), on a
v,d>0
Z Hr(a) @ H7(b)cD*(a x b).

Plus précisément,
Pg>0

D*(axb)= 2 Hr(a) ® H7(b) + D*(a) @ I + I ® D*(b).

Par conséquent, en identifiant H(a < b) et H(a)  H(b), on a
(10.2) P(axb)=P(a)®I+1® P(b).

Soient @ < @ le produit direct de deux algébres de Lie isomorphes a a et ¢
I'isomorphisme de @ sur la diagonale de a < &, c’est-d-dire I'isomorphisme qui
transforme un élément z € @ en z < z € @ < o. Compte tenu de (10.1) et (10.2),
ona

z.ueP(a)®T+1R P(a)

pour tout élément primitif ue H(a). Or, en composant ¢ avec la projection
canonique ¢+ de @ >< @ sur la premiére composante de @ > @ isomorphe a @, on
obtient 'isomorphisme identique de a. Cette projection induit une application
lindaire p : H(a < a) > H(a) qui, d’aprés (2.5'), transforme un élément
u@®veH(a)QH(a) en v,v (v, désignant la composante de degré o de v').
Puisque P,(@)=1{o0}, ceci prouve que la composante de 3.u dans P(a)®1
est u®I. On démontre de méme que sa composante dans IQP(a) est IQu.
Ainsi,

Leume 10.1. — Siu est un élément primitif de H(a), alors
(10.3) du=u®l+IQu.

On en déduit le

Tutorime 10.1. — S7 a est une algebre de Lie réductive sur un corps de
caractéristique o, tout élément primitif homogéne de H _(a) est de degré
impair (2*).

Démonstration. — D’aprés le théoréme 9.3, 'algeébre d’homologie H (a) est
définie et il en est de méme de P’algébre H (a < @) d’aprés le lemme 8.1. Soit u

(?*) Nous ne faisons que reproduire ici la démonstration de Hopf [2], p. 42.
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un élément primitif homogéne de H (o) différent de o. Son degré s est >o
car Po(@) ={o}. Puisque H, (0¢) =} 0| lorsque r est supérieur a la dimension
de a, il existe un entier p >1 tel que (u)~'5£0 et (u)?:=o0 (2*). Or le théo-
réme 8.1 a montré que 3 : H (a) - H_(a > a) était un homomorphisme; compte
tenu du lemme 10.1, on a donc

(u@I+IQu)y=(.uy=3.(u)y=o.

En particulier la composante de (u@I+I®@u)? dans le sous-espace H, (a) @ H ()
est nulle. Or, d’aprés la formule (8.3), si s était pair, cette composante serait
égale a p(u)’~' @ u. Puisque le corps de base est supposé de caractéristique o et
que u 3£ o, il en résulterait que (u)”~*=o contrairement a la définition de p.
Par conséquent s est impair (et donc p = 2).

On supposera vérifiées dans la suite les conditions de ce théoréme et I'on
étudiera les propriétés que possédent les éléments primitifs vis-a-vis de la struc-
ture multiplicative de H, (a).

Lemme 10.2. — Soit A une algeébre graduée possédant une unité et vérifiant
la loi de commutation (1.5). Si y est une application linéaire d’un espace
vectoriel V dans le sous-espace engendré par les éléments de degré impair
de A, ilexiste un homomorphismey: \(V)—@ prolongeanty: V= N\1(V)->EL.

Démonstration. — Soit T(V) l'algébre tensorielle de V (2¢). L’application
lindaire y se prolonge en un homomorphisme y : T(V)->@ qui transforme
P’unité de T(V) en I'unité de X et un tenseur e! @ e* Q. ..e"(et, e*,....,er€V)
en (y.e!)(y.e?)...(y.e*) € A. Puisque, pour tout e€V, les composantes de
degré pair de y.e sont nulles, la relation (1.5) montre que

Y (e®e)=ece=—ee=o.

Par suite ¥’ est nul sur I'idéal bilatére N c T (V) qu’engendrent les tenseurs de la
forme e®e. Il en résulte que ' induit un homomorphisme ¥ du quotient T(V)/N,
c’est-a-dire de l'algébre extérieure A (V), sur la sous-algébre de (X engendrée
par v.V et 'unité. La restriction de 7 a A (V) coincide avec y.

En appliquant ceci a I'isomorphisme identique o du sous-espace P(a) dans
H_(a) on obtient un komomorphisme o de )\ (P()) sur la sous-algebre de H (a)
engendrée par U'unité et les éléments primitifs.

Lemme 10.3. — L’homomorphisme o : A\ (P(a))->H (&) est un isomor-
phisme.
Démonstration. — Soit {u’} (1< i <) une base de P(a) constituée par des

éléments homogénes (donc de degrés impairs, d’aprés le théoréme 10.1), les

(**) On désigne par (u)r le produit u — u —...u de p facteurs égaux i u.
(**) Cf. BoumBaki [6], p. 5o.
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indices ¢ étant affectés de telle sorte que le degré de u’ ne dépasse pas le degré
de ui!. On va démonter que

ul—ue...u/'=5.(ulAuA...u’) # o,

ce qui prouvera le lemme pursque tout idéal de I'algébre extérieure A (P(a))
contient A‘(P(a)) ou se réduit a {o}. Par définition, u’ 7% o; si donc I'on avait

ut—ul—...u/=o,
il existerait un entier s > 1 et << /tel que

e wtte... /=0 et wHtowtrio.. . u/Zo.

Soit p le degré de u’. Compte tenu de (10.3) et du fait que 7 est un homomor-
phisme, en annulant la composante de §.(u'—u+t—...u‘)eH (a><a) dans
H,(a) ® H («), on obtiendrait

S(—1) @ (uws—uwttio. bl ul)=o,

la somme étant étendue aux valeurs de >~ s pour lesquelles u' est de degré p.
Puisque les u’ sont linéairement indépendants, il en réulterait que

w @ (ustt—ustio...ul)=o0
et donc

wsrtousti o, u/ = o,

contrairement a I’hypothése.
Levve 10.4. — L’isomorphisme o applique )\ (P(&)) sur H (a).

Démonstration. — Soit {a’} une base minimale de générateurs homogénes de
'algébre de cohomologie H*(a). Elle comporte pour tout entier p un nombre
d’éléments de degré p égal a la dimension de H” (a)/D” (a) c’est-a-dire égala la dimen-
sion de P,(&) pour p>o et égal a 1 pour p=o. D’aprés le théoréme 10.1, la
base {a‘} ne comporte, en plus de I'unité, que des générateurs de degré impair
lesquels engendrent un sous-espace V c H"() ayant méme dimension que P (a).
On peut donc définir un isomorphisme de P(a@) sur V qui, d’aprés le
lemme 10.2, se prolonge en un homomorphisme de A (P(a)) sur la sous-algébre
engendrée par V et I'unité de H*( @) c’est-a-dire sur H*(a).Par suite, la dimension
de H, () qui est égale a la dimension de H*(@) n’excéde pas celle de A (P(a)).
Compte tenu du lemme 10.3, ceci prouve que I'isomorphisme ¢ applique A (P(a))
sur H ().

Soient P* () 'espace dual de P(a) et ‘o 'isomorphisme de 'espace H*(a) sur
Vespace A (P* (1)) transposé de q.

Lemye 10.5. — L'isomorphisme ‘s est un isomorphisme d’'algébres.

Démonstration. — Soit

Y A(P(a)) > A(P(a)) Q A(P(a),
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'isomorphisme prolongeant I'isomorphisme de P(a) sur la diagonale de
P(a)+ P(a).

Soit @ o l'isomorphisme de A (P(4)) ® A(P(a)) sur H (0) ® H_ () qui trans-
forme un élément e @ €' en (5.€) @ (¢.€'). On a, pour tout e € P(0),

(c@o)y.e=(0.e) QI+ TQR(5.¢).
D’autre part (10.3),

s.e=(c.e)XI+1Q(s.¢).

Il enrésulte que (¢ ® )y = §o et donc, en passant aux transposés, 'y (¢ ® o) = ‘a'G.
Or, sia,beH"(a), alors

Yo®o).(a@b)=(!s.a)R(c.b)
et donc, d’aprés le lemme 2.1,
1 (s@s).(a@Db)=(ls.a)A(‘s.b).

Par ailleurs, si a et b sont des cocycles appartenant respectivement aux classes a
etb, 3. (a® b)est la classe du cocycle ¢¢. (a® b). Mais ¢g'estle prolongement de
I'isomorphisme de @ sur la diagonale de a>< a. Par conséquent (lemme 2.1)
t9.(a®b)=anb. On a donc

3.(a®@b)=a—b
et par suite

5.(a —b) =lalp.(a @b) ='y/(s @ 7).(a@b) = (‘s:3) A('s.b),

ce qui prouve le lemme.
En résumé,

Tutorime 10.2. — Si a est une algeébre de Lie réductive sur un corps de
caractéristique o, Uapplication identique dans H (a) du sous-espace P () des
éléments primitifs de H, (a) se prolonge en un isomorphisme de Ualgébre exté-
rieure N\ (P(a)) sur H _(a). L'application linéaire transposée est un isomor-
phisme de Ualgebre H (&) sur Ualgébre extérieure duale N\ (P*(a)) (37).

Les éléments primitifs de Palgebre de cohomologie. — Soit D(a) le sous-
espace de H (&) engendré par des éléments de la forme u— v, u et v étant de
degré > o dans H* (). Un élément de H* (a) sera dit primitif s’il est orthogonal
a D(a) et au sous-espace Hy(a). On notera que cette définition repose sur la
structure multiplicative de H_(a) et suppose donc que @ vérifie la condition (P).
Avec les hypothéses du théoréme précédent, les éléments primitifs de H*(a)
sont les éléments que l'isomorphisme ‘o applique dans P*(a). Toute base du sous-
espace des éléments primitifs de H*(@) constitue donc, avec I'unité, une base

(*") Ce résultat, combiné avec le théoréme 10.1 et appliqué au cas d’une algébre de Lie de
groupe compact, donne le théoréme de Hopf ([2], Satz I). Compte tenu de 'interprétation du pro-
duit de Pontrjagin qui sera donnée au paragraphe 13, il englobe un théoréme de Samelson ([3],
Satz I').
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minimale de générateurs pour l'algébre H*(a). On identifiera désormais H (@) et
H*(a) avec les algébres extérieures duales A (P(a)) et A (P*(a)). Ceci revient
a identifier P*(a) avec le sous-espace des éléments primitifs de H*(a).

Tutorime 10.3. — Soient a et b deux algébres de Lie réductives sur un
corps de caractéristique o. St ¢ est un homomorphisme de b dans a, l'image
de $:H, (b) —>H, (a) est une sous-algébre engendrée par lunité et un sous-
espace de P («); U'image de ‘3: H* (a) - H*(b) est une sous-algebre engendrée
par l'unité et un sous-espace de P*(b) (28).

En effet, d'aprés (10.1), 3. P(b)cP(a); puisque H ()= A(P(b)), ceci
prouve la premiére partie du théoréme. Puisque ¢ est le prolongement & A P(b)
de sa restriction a P(b), on sait d’aprés (2.3) que G est le prolongement a
A P*(a), de sa restricton a P*(a) c’est-a-dire que ‘3.P*(a)cP* (b). Puisque
H*(a) = A (P*(&)) ceci prouve la seconde partie.

11. Les classes de cohomologie de degré 3. — Soient & une algébre de Lie et
Q(a) lespace des formes bilinéaires symétriques et invariantes de @. On étudiera
dans ce paragraphe les rapports existant entre Q(a) et le sous-espace H? (a) de
I'algébre de cohomologie de a. Sila forme bilinéaire ¢(z, ) appartient a Q(a),
c’est que

q9(z, y)=q(y, x) et g([z 2], y)+q(z, [5,¥]) =0,

quels que soient z, y, z€a. Par conséquent, la fonction ¢([z, y], 2) est une
fonction linéaire alternée des variables z, y, 5 € a. Il lui correspond donc une
3-cochaine ¢(q) de « bien définie par la condition

(11'1) <‘T/\.y/\z7 0(9)>=9([é’3,.}’],5),

quels que soientz, y, 5 € a (2?).
La cochaine c(q) est invariante car, quels que soient z, y, z, L€ @, on a
Le Ny Nz, 05(2).e(g) ) =— () (2 Ay A 3z), e(g)
=—q([lt, 2]}, ¥}, ) —g([2, [, ¥1], 5) — ¢([2, 7], [¢, 2])
=—q([t [#7]), 5) — ¢z, ¥], [t, s]) = 0.

(11.2) Pour que Uapplication linéaire q—>c(q) de Uespace Q(u) dans lespace des
3-cochaines invariantes soit un isomorphisme, il suffit que H'(a) ={ o} .

En effet, d’aprés (3. 1), pour qu'une 1-chaine de a (qui est toujours un cycle)
soit homologue a zéro, il faut et il suffit qu’elle soit dans I'idéal dérivé a' de a. Par
conséquent, pour que Hy («) = { o}, ou encore pour que H* (a) = (H!(a))"={o},
il faut et il suffit que  =a. Si donc H'(a)=o0 et si ¢(g)=o0, c’est-a-dire
d’apres (11.1) si g([z, ¥], 5)=o0 quels que soient z, y, 2€q, on a bien
q(z, ¥) = o quels que soient z,y € a =0a'.

(“) Cf. H. SameLson [ 3], Satz III.
(**) Cf. CHEVALLEY-EILENBERG [5], p. 113.
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Lemme 44.1. — Pour que Uapplication linéaire q— c(q) soit un isomor-
phisme de Q(«) sur le sous-espace des 3-cochaines invariantes, il suffit que
H2(a) =H'(a)={o}.

Démonstration. — Soit ¢ une 3-cochaine invariante de a. D’aprés le théo-
réme 4.1, 0.c=o donc

Su(x).c=du(z).c+ t(z)d.c = 9*(z).c=o
pour tout z €. Si 'on suppose H“(a):{o }, le 2-cocycle «(z).c est cohomo-
logug a zéro, c’est-a-dire qu’il existe une 1-cochaine f(z) telle que
8. () = ()¢,
Si 'on suppose de plus que H*(a) ={o}, il n’existe pas de 1-cocycle différent de o
et la 1-cochaine f(z) est alors une fonction linéaire de z € & bien déterminée par
la condition d.f(z) = t(2).c. Quels qne soient 2, €, on a
36%(2).f(#) = 0°(2) 8. f(2) = 6"(3) 1(2).¢ = (8(2).2).c — «(2)0"(2).c,
car 0(z) est une dérivation. Or ¢ est invariante ; on a donc
86%(z).f(2) = 8.f([3, #])-
Puisque tout i-cocycle est nul, il en résulte que
*(z).f(2) = f([5, z]).
Par suite, quels que soient z, y, 5€®, on a
O(2).2, f(7)> =—L& 0°(2) S () > =—< 2, f(8(2)-5)

ce qui prouve que la fonction bilinéaire q( z, y) =—<z, f(y))> estinvariante.
De I'invariance de ¢(z, y) résulte que

9z, z]. y)=—q(z,[3. y]) = q(=, [y, 2]) =—q([y, ], 5)
=z, y], 3)=—q([z, z]) =9 [5, x]),

quels que soient z, y, z€a. Puisque H!(a) = o0, on a a=a' (idéal dérivé de a)
et ceci prouve donc que g (z, y) est une fonction bilinéaire symétrique. La
3-cochaine ¢(g) que la formule (11. 1) lui fait correspondre n’est autre que c; on
a en effet
KzNy N3z, e(@)>=q([2, y], 3)=—[= y], f(3))
=—{3.(2Ny), f(3)> =2 Ny, 8.f(3) > ={aAy, (3).c> =T Ny N3, c>,

quels que soient z, y, s€a. On voit donc que toute 3-cochaine invariante est
Iimage d’un élément de Q(a) par I'application lindaire ¢ —c(g) qui, d’apreés
(11,2) est un isomorphisme.

On déduit de ce résultat le

Tutorkme 11.1. — Si « est une algébre de Lie semi-simple sur un corps de
caractéristique o, la dimension de H?(a) est égale a la dimension de Uespace
des formes bilinéaires symétriques invariantes de a.
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Démonstration. — D’aprés (9,3), & est une algébre réductive, donc, en vertu
du théoréme 9.2, H*(a) est isomorphe a I'algébre de ses cochaines invariantes.
On achévera donc la démonstration en prouvant que les conditions du lemme 11.1
sont satisfaites, c’est-a-dire que

Hi(a)=H2(a)={o0).

Puisque @ est semi-simple, elle coincide avec son idéal dérivé; on a donc
H*(a) ={ o}, Par ailleurs, si a est une 2-cochaine invariante, c¢’est un cocycle et
I'ona :

Si(z).a=0"(z).a=o0

pour tout z € a. Mais puisque H'(a) ={o}, @ ne posséde pas d’autre 1-cocycle
que zéro. On voit donc que t(z).a =o et par suite

LzAy,ad>={y, (z).ad=0

quels quesoientz, y € 0. Ceciprouve quea = o et'on adonc bien H2(a) = { o | (**).

On sait qu’avec les hypothéses du théoréme précédent, la trace de I’endomor-
phisme —ad(z)ad(y) est une forme bilinéaire symétrique invariante et régu-
liere de a. Par conséquent H? (@) 72 {o}. On complétera ces résultats par le

Tatorime 11.2. — Si « est une algebre de Lie simple sur un corps algébri-
quement fermé et de caractéristique o, alors H* (&) a pour dimension 1. Il en
est de méme lorsque (a) est Ualgeébre de Lie d’'un groupe compact simple.

Démonstration. — Si  est une algébre de Lie simple, tout élément ¢ différent
de o dans Q(a) est une forme réguliére car. du fait qu’elle est invariante,
Pensemble des z € a tels que ¢ (z, ) = o pour tout y € a est un idéal de a qui ne
peut étre . Si ¢'(z, ) est un second élément de Q (@), on définit donc un endo-
morphisme o de I'espace de a par la condition ¢(c.2, ) =¢ (2, y) quels que
soient z, y €@. De linvariance des formes g(z, y) et ¢'(z, y) résulte que
o.[z, y] =[c.z, y] quels que soient z, y € &. Par conséquent, 'ensemble U, des
vecteurs propres relatifs & un scalaire /, c’est-2-dire 'ensemble des z € a tels que
o.z = lz est un idéal de @. On a donc soit U;={o0} soit U;=a. Sile corps de
base est algébriquement fermé, il existe une valeur 7 de [ telle que U;, 3£} 0} et
par suite ¢'(z, y) =Uq(z, ), identiquement. Si a est l'algébre de Lie d’un
groupe compact, on aboutit A une conclusion analogue en supposant que ¢(.z,y)
est la forme bilin¢aire — (trace de ad(z) ad(y)); ¢’esten effet un produit scalaire
de I’espace de @ pour lequel o est self-adjoint du fait de la symétrie de ¢'(z, y).
Ainsi, dans les deux cas, on voit qu’il ne peut exister dans Q(a) deux éléments
linéairement indépendants. Puisque H* (a)># {0}, on achéve donc la démonstra-
tion en appliquant le théoréme 11.1 (31).

(3°) Cf. CHEVALLEY-EILENBERG [ 5], theorem 21.1.

(3!) Cf. E. CartaN [1], n> 59-60. On notera que, si a est l'algébre de Lie d’un groupe simple
réel non compact dont ’extension complexe n’est pas simple, la dimension de H3(q) est supé-
rieure a 1.
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DEUXIEME PARTIE.

La cohomologie relative & une sous-algébre.

CHAPITRE V.

ETUDE DIRECTE.

12. Définition. Dualité de Poincaré. — Soient @ une algébre de Lie et b une
sous-algébre de 0. On désignera par N*(a; b) le sous-espace des 1-cochaines de a.
orthogonales a b et par N*(a; b) la sous-algébre de C* (&) engendréepar N* (a; b)
et 'unité. Cette sous-algébre est I'image de I'algébre extérieure de N*(a; b) par
l'isomorphisme qui prolonge 'isomorphisme identique de N* (a; b) dans C*(a).
Elle est graduée par les sous-espaces N?(a; b) = N*(a;b)n Cr(a).

12.1) Pour qu’une cochatne a de a soit dans N*(a;b), il faut et il suffit que t(x).a = o
q9 q9
pour tout x€b.

En effet, le sous-espace des chaines de @ orthogonales a N*(a; b) est 'idéal de’
C (@) engendré par b c G, (a).

Puisque les endomorphismes ¢(z) sont des antidérivations, on voit que, si
aeNi(a; b), alors «(z)e(a) =(—1I)?¢(a)(a) pour tout zeb. Par suite, si
¢:C(b)—>C(n) est 'isomorphisme qui prolonge I'isomorphisme identique de b
dans @, on a

(12.2) Wg-0)e(a) = (—1)Pd e(a)(s.9),

quels que soient € Cp(b) et g € N7 (a; b).

L’idéal engendré par b étant stable par b, il en est de méme de N*(a; b). On
désignera par L* (a; b) la sous-algébre des cochaines de @ appartenant a N*(a; b)
etinvariantes parb. Elleestgraduée parlessous-espaces L?(a; b) =L*(a; b) n Cr(a);
c’est donc une sous-algébre stable par l'automorphisme w. D’autre part, si
ceL*(a; b), alors, d’aprés (12.1), ’

W(z)d.c=t(x)d.c+ B3 (x).c=0"(z).c=0

pour tout z € b, c’est-a-dire que 3.c€ N*(a; b). Or tout cocycle dans N*(a; b)
appartient & L*(a; b), car c’est un zéro de 0" (z)=1(z)d+ dt(z) pour tout
zeb. Ainsi 0. L* (a; b) c L*(a; b). Les restrictions de » et & a I'algébre graduée
L*(a; b) y définissent une structure d’algébre différentielle dont I'algébre de
cohomologie est appelée algebre de cohomologiede a relative & la sous-algeébre b.
Cette algébre sera désignée par H'(a; b); elle est graduée par les sous-espaces
H7 (a; b) que constituent les classes de cohomologie des cocycles homogénes. Le
produit y aura pour symbole —; I'unité de C*(a est un o-cocycle dans L*(a; b)
LXXVIII. 7
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dont la classe de cohomologie est l'unité de l'algébre H'(a;b) et sera
notée [ (32).

Soit ‘n 'isomorphisme identique de L*(«; b) dans C*(a). Il lui correspond un
homomorphisme 7 : H*(«; b) - H*(a) qui transforme la classe de cohomologie
relative d’un cocycle de L*(a; b) en sa classe de cohomologie dans H*(a). Soit ©
I'application linéaire transposée de ‘n; elle applique C () sur I'espace L(a; b)
dual de L*(a; b). Le dual de L»(a; b) s’identifie a L,(a; b) ==.C,(a). Le trans-
posé d de la restriction de — da L*(a; b) définit de la maniére habituelle un
espace d’homologie relative H(a; b) dual de H*(a; b). On désigne par H,(a; b)
le dual de H7(«; b)identifié a 'espace des classes d’homologie relative de degré p.
L’application 7 induit une application linéaire # : H(a)—H(a;b) transposée de ‘7.

Supposons que & soit algébre de Lie d’un groupe compact connexe G et que b
soit la sous-algébre définie par un sous-groupe fermé connexe UcG. Soit
W = G/U lespace homogéne défini par les classes d’équivalence tU(£€G).
L’application canonique de G sur W définit un isomorphisme ¢ de 'algébre des
formes différentielles extérieures de W dans celle des formes de G. Les formes de
W invariantes par G (qui opére transitivement sur W) ont pour images des
formes différentielles invariantes a gauche de G. En identifiant C* (@) avec I’algébre
des formes invariantes 4 gauche de G, on identifie L* (a;b) avec I'image des formes
invariantes de W. L’isomorphisme ¢ permutant avec la différentiation extérieure,
" ’anneau de cohomologie a coefficients réels de W, qui peut se calculer en se limi-
tant aux formes invariantes de W, est ainsi isomorphe a H*(a;b). L’homo-
morphisme des anneaux de cohomologie que définit application canonique de
G sur W est alors donné par % (#3). Puisque I'on suppose U connexe, la variété W
est orientable (%4) et son anneau de cohomologie posséde donc les propriétés
de dualité que donne le théoréme de Poincaré. On montrera dans ce qui suit
sous quelles hypothéses ces propriétés subsistent lorsque I'on sort du cas
compact.

Tatorime 12. 1. — Soit b une sous-algébre réductive dans une algébre de Lie
unimodulaire a. Les dimensions de « et b étant respectivement égales & n et m,
il existe un isomorphisme de Uespace H*(a; b) sur son dual qui applique
chaque sous-espace B (a; b) sur H,_,,_,(a; b). Tout idéal différent de {o)}
dans H* (a; b) contient le sous-espace H—m (a; b).

Démonstration. -— D'aprés (12.1) pour qu’une cochaine ¢ de a soit dans
L*(a; b), il faut et il suffit que c ainsi que 6.c appartiennent a N*(a; b). Par
suite, si N’ estle sous-espace des chaines de @orthogonalesa N*(a; b) [ c’est-a-dire

(32) Si b est un idéal de l'algébre de Lie a, on vérifie aisément qu’il existe un isomorphisme
naturel de l'algébre de cohomologie H*(&/b) du quotient de @ par b sur P'algébre de cohomologie
relative H*(a; b).

(33) Cf. CHEVALLEY-EILENBERG [5], p. 103 et 114. Cette interprétation dc H*(q; b) n’a évidemment
plus de sens lorsque le sous-groupe corrcspondant & b n’est plus un sous groupe fermé.

(%) Cf. E. Cartax, La théorie des groupes finis et continus et Uanalysis situs (Mém Sci.
Math., 1929, p. 29).
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I'idéal engendré par b c C,(a)], alors N’ 0. N’ est le sous-espace des zéros de
m: G(a)—L(w; b). ‘

Soit ¢ 'image dans C,, (&) d’'une m-chaine £ o de b; les zéros de e(v) sont les
éléments de N'. Soit w une (n — m)-chaine de « telle que ¢ A w £ 0. Puisque b
est réductive dans « le lemme 9.1 montre que le sous-espace N'+-0.N', qui estle
sous-espace orthogonal & un sous-espace de cochaines invariantes par b, posséde
un supplémentaire dans C () constitué par des chaines invariantes par b. Or si
o' est la composante de w dans N’ 4 9. N/, on a

vAw €vN(d.N),

c’est-a-dire que ¢ A &' est dans le sous-espace engendré par
£(0) 06(2). Cro (0) = £(9)0(2)- Crmn (a) = [0(£) £(¢) — £(0(2).9)]. Crem(0)
lorsque z parcourt b. Mais b est unimodulaire ainsi que &; on a donc
0(2) ¢(¢). Coem(@)=0(x).Cp(a) = l0} et O(x)p=o0

pour tout z € b et par suite ¢ A @' = 0. Ceci prouve que l'on peut choisir pour w
une (n -— m)-chaine invariante par b telle que v A w £ 0.
Soit p': L*(a; .l‘)~> L(a; b) I'application linéaire définie par

(12.3) d.e==m(c) w,

quel que soit c€ L*(a; b). On a visiblement p'. L7 (a; b) € Ly, (@; b) quel que
soit p. Par ailleurs, si c € L7 (a; b) est un zéro de p/, c’est que la chaine t(¢c).w,
qui est invariante par b, est dans N' +0.N'. Du fait que b est réductive dans a,
N*(a; b) est somme directe de L*(a;b) et du sous-espace engendré par
0*(z).N*(a; b) lorsque z parcourt b (lemme 9.1). Par suite, toute chaine inva-
riante par b dans N'+ 0. N’ est dans N'. Compte tenu de (12.2), on a donc

w(e)-(vAw) = (—I)me(e)(c).w=o,
ce qui prouve que ¢ = o. Ainsi, p' est un isomorplisme qui applique L*(a; b) sur
L(a;b) puisque ces deux espaces ont méme dimension. Quel que soit p, on a
donc
(12.4) ¢ . LP(a; b) = Ly, (a; b).
Puisque 0 est une antidérivation, on a
Jdi(e).w = (C)d.w + 1(8.C).w

quel que soitce L7 (a; b).

Or :
e(v)e(ec)d.w = (—L)ym(c)e(v)d.

¥

et par ailleurs, compte tenu de (4.5),
e(v)d.w=0de(v).w—=c(d.0).w=o0,

car & et b sont unimodulaires. On a donc
t(¢)d.weN’
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et par suite

dzi(c).w =xdi(c).w =71(3.T).w,
ce qui prouve que
(12.5) do' = ¢ dw.

Grace aux relations (12.3), (12.4) et (12.5), la démonstration s’achéve par un
raisonnement identique & celui qui a conduit au théoréme 7. 1.

13. Propriétés de ’homomorphisme ‘@ : H*(a; b)— H*(a). Interprétation du
produit de Pontrjagin. — Soient b une sous-algébre de l'algebre de Lie aet g :
C(b) > C(a) 'isomorphisme qui prolonge 'isomorphisme identique de b dans a.

Tutorieme 13.1. — Si b est une sous-algeébre de dimension m réductive dans a
et si . Hp(a)s£{o}, alors ‘% est un isomorphisme (**).

Démonstration. — Puisque 3.H, (a)5£{o}, c’est que ¢.C,,(b) contient un
cycle ¢, invariant par bet non homologue a zéro. D’aprés le lemme 9.1, b étant
réductive dans @, il existe un cocycle b de @ invariant par b et tel que (¢, 6> =1.
Toujours en vertu de ce lemme, si ce€L”(a; b) est un cocycle cohomologue a
zéro dans C* (@), il existe une (p — 1)-cochaine a invariante par b telle que 6.a = c.
Compte tenu de (12.2), on a donc

c=c(e)(v).b=(—Dym(e)e(e).b=(—1)pmi(v)d.(aNb).

Or anb estinvariante par b; d’aprés (4.6), on a donc

c=(—TIyma(v).(and).

Mais la cochaine 1(9).(aAb) appartient a L’—'(a; b). Par conséquent ¢ est coho-
mologue a zéro dans L* (a; b). Ceci prouve bien que ‘@ est un isomorphisme.

L’application linéaire 7, transposée de ‘% : H*(a; b)— H*(a), applique H(a)
dans I'espace H(a; b) dual de H*(a; b).

Lemume 13.1. — S¢ a satisfait a la condition (P) (3¢%), le sous-espace des séros
de 7 est un idéal bilatére de Ualgeébre d’homologie H ().

Démonstration. — Soientu € H_ (@) un zéro de 7 et u un cycle dans la classe u;
u est orthogonal a tous les cocycles dans L* (a; b). En désignant comme plus haut
par N’ I'idéal orthogonal a N*(a;b), on voit donc que

ueN + J.N'+0d.C(a)= N+ 0.C(a).
Soienl par aillears une classe v.e H (&) quelconque et ¢ un cycle invariant dans
la classe v. D’aprés (4.3), on a
e(v)d—de(v)=o.

(%) Inversement, si '® est un isomorphisme, alors § est également un isomorphisme; ce résultat,
valable lorsque b est réductive dans @& résulte du théoréme 18.3.
(%) Cf. paragraphe 8.
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Donc v Au est un cycle et il appartient a
¢ AN+ o A(d.C(a))c N+ 9de(7).C(n).

Par conséquent, la classe v-—u qui contient le cycle vAu est encore un zéro
de 7. Les zéros de 7 constituent donc un idéal de H, (o) et cet idéal est bilatére car
il contient visiblement les composantes homogeénes de ses éléments.

On déduit de ce lemme le

Tutorime 13.2. — Soient « une algébre de Lie réductive sur un corps de
caractéristique o et b une sous-algébre de . L’image de ‘% : H*(a; b)— H*(a)
est une sous-algebre engendrée par Uunité et des éléments primitifs de H* (a).

En effet, si P et P* sont les sous-espaces d’éléments primitifs de H(«) et H* (a),
on a, d’aprés le théoréme 10. 2,

H,(a)=A(P) et H(a)=A(P*.

Compte tenu du lemme 2.2, ceci prouve que la sous-algébre % . H*(a; b) qui est
orthogonale a un idéal de H_(a) est engendrée par 'unité de H*(«) et un sous-
espace de P*.

Toutes ces propriétés ont ¢été établies, dans le cas compact, par H. Samelson (?7).

On étudiera dans la suite la cohomologie relative a la sous-algebre diago-
nale b de l’algébre de Lie a = b < b. En identifiant C* (o) et C*(b)® C*(b), les
éléments de N*(a;b) sontles 1-cochaines de la forme f @1 —IQ f, ou fe Ct(b).
Soit y l'automorphisme involutif de « tel que y.(#>x<y)=(y><z) pour tout
2y € b><b. L’automorphisme transposé coincide avec » sur N' (a; b). Son pro-
longement ‘y a I'algébre des cochaines de « transforme donc toute p-cochaine
ceNr(a; b)enty.c =w.c=(—1)7c. Par conséquent, si

ceLr(a;v)cNP(a;b),
on a
6.ceLr+t(a; b)cNr+i(a; b)
et par suite
(—Iytts.ec=tys.c=0dly.c=(—1Iyc.c.
Puisque le corps de base est de caractéristique 3£ 2, il en résulte que d.c = o. On
voit donc que d est nul sur L*(a; b) qui est ainsi isomorphe & H*(a; b) (3*).

A Pisomorphisme v de b sur la seconde composante de b><b isomorphe a b,
correspond un homomorphisme & de C* () sur C*(b). L’idéal des zéros de v est
engendré par les 1-cochaines f @ I € C1(b)®I; la restriction de v a N*(a; b) est
donc un isomorphisme qui applique N*(a; b) sur Ct(b). Par suite ‘v applique
N*(a; b) sur C*(b). Pour toutzeb, ona

6*(z)ly = 0*(v.r)=0* (o),

3y Cf. (3], Satz V.

(%) On reconnait ici la méthode utilisée par M. . Cartan pour démontrer que les invariants
intégraux d’un espace- symétrique sont fermés (¢f. [1], n° 10); elle s’applique toutes les fois que b
est la sous-algébre des éléments invariants dans un automorphisme involutif de 'algébre de Lie a.
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d’aprés (3.9). Par ailleurs, & 0" (z><0)=o, car
h(zxo)v.u=0{zxo).(TQRu)=(0(x).[)Qu=0"
pour toute chaine  de b. On a donc

M (z)lv=0(zxo+oxx)=0"(zxx)

quel que soit z € b. Il en résulte que la restriction de va N*(a; b) est un isomor-
phisme qui applique L*(a; b) sur la sous-algébre des cochaines invariantes
de b. En composant 'isomorphisme identique ‘x: L*(a; b)-> C* () avec ® on
obtient donc un homomorphisme ®%'n de algébre différenticlle L*(a, b) dans I'al-
geébre différentielle C*() qui induitun isomorphisme 5% de H* (a; b) >~ L* (a; b)
sur la sous-algebre des classes de cohomologie de b contenant une cochatne
invariante.

On supposera dorénavant que b est une algébre de Lie réductive sur un corps
de caractéristique o. Toute classe de cohomologie de b contient alors une cochaine
invariante et par suite, ‘5'7 est un isomorphisme de H*(b><b, b) sur H(b). Par
ailleurs, les algébres d’homologic H,(b) et H (bx<b)-=H_ (b)®@H_ (b) sont
définies et le sous-espace des zéros de @ : H (a)—H(a; b) est un idéal bilatére
de H_(a) (lemme 13.1). Soit M le sous-espace des u € H, (D) tels que

E.(I@u——ﬁ@l):().

C’est une sous-algébre de H (b) car, si u, v € M, alors

F(IRu—-v)—(T=vIQRD
=72(IQu—E®N-(I®V)+ (AR N-(IQv—-FR =0,

c’est-a-dire que u—veM. Celle sous-algébre contient visiblement I'unité de
H_(b). Elle contient de plus tous les éléments primitifs. En effet, si u est un
élément primitif homogéne de H_(b), il est de degré impair (théoréme 10.1),
donc u=—u. D’autre part (lemme 10.1), IQu +u®]1 est I'image de la
classe d’homologie u de la sous-algébre diagonale. Par conséquent, la classe
1® u + u ®I contient un cycle orthogonal a N*(a; b)> L*(a; b) et ceci prouve
qu’elle est un zéro de 7. Puisque I'algébre H (b) est engendrée par I'unité et ses
éléments primitifs (théoréme 10.2), on voitdonc que M=H_(b). Par conséquent,
quels que soientu, ve H_(b), on a

2URV)=7.(u®@DH-(I®V)=#(IQT)—(IQ V)= (I QT - ).

Or il résulte de la relation (2.5) que

<

(aov)=I[Q(a— V)
On a donc
(13.1)

bl

(u®v)=FV.(u—Vv),

quels que soient u, ve H (D).
Ce résultat permet d’interpréter dans le cas compact le produit que l'on a
défini au Chapitre IV dans I'espace d’homologie des algébres de Lie réductives.
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Soit en effet b 1'algébre de Lie d’un groupe compact connexe G considéré comme
sous-groupe diagonal du groupe G><G. Soit ¢' 'application de G<G sur G qui

transforme un point (£x<:') € G<G en ?;"g’eG. Les images inverses des points
de G sont les sous-espaces de G><G translatés a gauche de la diagonale. On est
donc conduit a identifier 'espace homogéne W ==(G><G)/G avec I'espace G de
telle sorte qu’en composant I'isomorphisme de G sur la seconde composante de
G><G avec la projection canonique de G><G sur W on obtienne I'isomorphisme
identique de G sur lui-méme. Les groupes d’homologie (a coefficients réels) H(G)
et H(W) de G et W étant respectivement isomorphes a H(b) et H(b><b; b), on
voit que cette identification de G et W se traduit par l'identification de H(b) et
H(b><Db; b) pour laquelle 'isomorphisme 77 obtenu plus haut devient 'automor-
phisme identique de H(b). La formule (13.1) prouve alors que

(13.2) Le produit u— v de deux classes d’homologie de G considérées comme éléments
de Palgébre d’homologie de b est 'image de

T@veH(Gx G)=H(G)RQ H(G)

dans H(G) par homomorphisme qu'induit I’application q'.

On mettra ce résultat sous une forme plus simple en appliquant le théoréme de
Hopf (*°) selon lequel 'automorphisme de 'espace G qui transforme chaque élé-
ment de G en son inverse induit un automorphisme de H(G) qui transforme tout
élément U en w.u =1. Soit ¢ l'application de G><G sur G qui transforme un
point (£><%) € G><G en (£’ € G. L’image par ¢ du point £><' s’obtient en passant
d’abord de £<t' a E'X £, puis en prenant I'image de Eixi par ¢'. Compte tenu de
(13.2), on voit don: que cette application ¢ induit un homomorphisme de
H(b)®H(b) dans H(b) qui transforme u ® v en u—v. La classe u—v estdonc
le produit dit « de Pontrjagin » des classes u et v (*9).

Tutonkme 13.3. — Si b est U’algébre de Lie d’un groupe compact conneze G,
le produit — défini dans Uespace d’homologie de b coincide avec le produit de
Pontrjagin défini dans le groupe d’homologie & coefficients réels de G.

CHAPITRE VI.

LES STRUCTURES D’ALGEBRES DIFFERENTIELLES FILTREES DEFINIES
PAR LES SOUS-ALGEBRES D'UNE ALGEBRE DE LIE.

Soit b une sous-algébre de l'algébre de Lie a. On étudiera dans ce Chapitre
interdépendance des algébres de cohomologiec H* (), H*(b), H*(a; b) et des
homomorphismes % : H*(a)—H*(b), 7 H*(a; b)— H"*(«a). La méthode qui sera

(*) Ueber den Rang geschlossener Liescher Gruppen (Comm. Math. Hely., t. 13, 1940-1941,
Satz I).
(%°) Cf. PonTRIAGIN, On homologies in compact Lie groups (Recueil Math., Moscou, t. 6, 1939).
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utilisée s’inspire des théories de M. Leray (*!) et repose sur une situation algé-
brique identique a celle que I'on rencontre dans diverses questions de topologie
algébrique (#2).

14. Définitions. — Soient X une algeébre et { A?} une famille d’idéaux bilatéres
de A affectés d’un indice p prenant toutes les valeurs entiéres. L’algébre @ est dite
Jiltrée par les idéaux AP si A» > AP+t et si le produit d’un élément de A” par un
élément de A7 est dans A7+7, quels que soient p et g. Par exemple, si A est

graduée par une famille de sous-espaces A, elle est filirée par les idéaux
r2p

A”:E(ﬁl". A toute algébre A filtrée par { A?}, correspond une algébre graduée,

dite associée de L et définie comme suit : son espace est somme directe des sous-
espaces G7 = AP[AP+! qui y définissent les degrés; si a € A? et b € A9, le produit
de I'image canonique de @ dans G? par I'image canonique de b dans G9 se définit
comme I'image canonique dans §7+¢ du produit de @ par b qui est dans A7+¢. 11
est clair que l'algébre filirée @ el son algébre graduée associée ont mémes
dimensions.

On montrera dans ce paragraphe comment la donnée d’une sous algébre b dans
P'algébre de Lie @ permet de définir dans U'algébre des cochaines de a une famille
d’idéaux bilatéres B? (p entier) tels que

(14.1) Br > Br+1,
(14.2) B» N\ B7 cBr+a,
(14.3) 3.BPcBr,
(14.4) w.BPcBp,

quels que soient p et ¢,

(14.5) Br=C*(a) pour pZo et an’:{o}.
P

Ces propriétés expriment que les idéaux B’ définissent, avec les opérateurs o
et w une structure d’algeébre différenticlle filtrée dans 'algébre des cochaines
de a (42).

Définition des idéauz Br. — On désigne comme précédemment par N*(a; b)
la sous-algébre de C* (@) engendrée par 'unité et les 1-cochaines de @ orthogonales
a b. Pour tout entier p, B? est I'idéal engendré par les cochaines de degré > p
appartenant a N*(a; b). Si p > o, B? est donc I'idéal engendré par les cochaines
de @ décomposables en produit de p cochaines de degré 1 orthogonales a b.

Les idéaux B sont bilatéres et vérifient visiblement les relations (14. 1), (14.2),
(14.4) et (14.5). On désignera par n et m les dimensions respectives des

(%1).Cf. J. LERAY [4].
(4%) Cf. H. CARTAN, loc. cit., note (?).
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algebres a et b. Puisque N*(a; b) est isomorphe a I'algébre extérieure du sous-
espace N'(a; b) on a
NP(a; b)={o}
lorsque p > n — m, et par suite
(14.6) Br=o pour p>n —m.

Pour démontrer (14.3), on remarquera que, si ¢ : C(b)— C(a) est le prolon-
gement de I'isomorphisme identique de b dans @, alors

(14.7) Bt est U'idéal des zéros de tg;

c’est donc un idéal stable par ¢ et I'on a en particulier 8.f€B' pour tout
f€Nt(a; b). Puisque d est une antidérivation, ceci prouve la stabilité vis-a-vis de
de tous les idéaux Br.

A la structure d’algébre différentielle filtrée de 1’algébre des cochaines de a
correspondent :

1° Une structure d’algebre filtrée dans U'algébre de cohomologie de a. Elle
est définie par une famille d’idéaux J€», chaque JC? étant le sous-espace des
classes de cohomologie de C* (@) qui contiennent un cocycle dans B?. Les inclusions
qui caractérisent une structure filtrée résultent des inclusions (14.1) et (14.2).
Compte tenu de (14.5), (14.6) et (14.7), on voit d’autre part que

(14.8) Hr = H*(a) pour p <o, Hr=o} pour p>n-—m,
(14.9) Jet est I'idéal des zéros de ¢ : H*(a)—> H*(b).

2° Une suite d’algébres différentielles graduées E,; que l'on définit, pour
chaque entier s, de la maniére suivante. Soit Z? la sous-algébre des cochaines
a € B? telles que d.a € B+, On pose

D? = §.22-5
Pour tout entier p, on a
(14.10) .DZDZL.,>...05Dp ,DD:> ...,
(14.11) 8t <,

quels que soient les entiers s et r. En tant qu’espace vectoriel, E; est la somme
directe des sous-espaces E? = Z2[(Z/*} + DZ_,). On désignera par »? 1'application
canonique de Z? sur le quotient E?. Le produit dans E, aura pour symbole — et
sera défini par la condition

(14.12) (nf.a)— (n.b)=n¢*".(aNnb),

lorsque a € Z2 et b € Z7. Ce produit définit dans E; une structure d’algébre, graduée
par les sous-espaces E. On détermine enfin, dans chaque algébre E;, un opérateur
différentiel A; et un automorphisme involutif &, en posant

(14.13) Ay = p+3,

(14.14) ol =nlw
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sur chaque sous-espace Z/. Les relations 06 = o et 6w + w0 = o se traduisent, dans
chaque E;, par les relations
As;A;=o0 et A Qi+ QA =o0.
De plus, siaeZ? et beZ?, alors
A ((MR.a)— (n7.8)) = Al .(a Nb) = TG .(anND)

= QP (3. @)Nb) + T (0. a) A(3.D)).

Or, par suite de (14.4), on a w.« €Z7. D’autre part, 6.a €96.27 = DI~ cZ!* et
de méme 0.6 e€Zl*™, les relations de définition (14.12), (14.13) et (14.14)
permettent donc d’écrire

As-((nf.a)— (n%.5)) = (As.(mF.a)) — (nf.0) + (Q.(nF. ) — (As.mL.D)).

ce qui prouve que A, est une antidérivation de I’algébre E; relativement a I’auto-
morphisme ,. On notera que 'opérateur A, éleve le degré de sunités. On définit
de la maniére habituelle les cocycles, les classes de cohomologie et I’algébre de
cohomologie de E;.

Une propriété fondamentale de la suite E, est donnée par le :

Lemme 14.1. — Chaque algeébre graduée E;,, est isomorphe a l'algeébre de
cohomologie de E,.

Démonstration. — On a vu (14.10) que 22, cZ;. L’image de 1, par 7,
coincide avec le sous-espace des séros de A, dans EJ. En effet, si a € Z7,,, alors

8.ae Dl cZrH+!
et par conséquent,
AsnP.a = nP*H8.a = o.
Inversement, si A;7?.a = o, c’est que

8.l + DI+;

il existe donc une cochaine b € Z*! c 7/ telle que

s—1
3.(a—+ b)elpt{+t cBpts+t
c’est-a-dire que a+ b € Zf,,. Puisque
P.benl L ={o{,
ou voit donc que

wW.oaen?. ZR,,.

Par ailleurs, 'image par 7 du sous-espace 727+ D} cZ? coincide avec
A, . Er—.'En effet,
W.ZEH ol Lt = (o]
et par conséquent, si @ € Z)*' + D?, alors

ne.aenl. D2 = nP3. 2P = A; B3 20~ = A\; . E/—5.
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Inversement, si e € A,. E/~, c’est qu’il existe une cochaine b € Z7~ telle que

e="08.benl3.2r—=l.DP,

Chaque v/ induit donc un isomorphisme de E’_ =77, /(Z!+' 4 D?) sur le
quotient de l’espace des zéros de A, dans Ef par le sous-espace A;.E/~. On en
déduit par linéarité un isomorphisme de E,,, sur I'espace des classes de cohomo-
logie de 'algébre différentielle E,. Cet isomorphisme est visiblement compatible
avec les structures d’algébres graduées de ces deux espaces; il permettra d’iden-
tifier dans la suite I'algébre de cohomologie du terme E; avec le terme E, ;..

De la stabilité des idéaux B” par ¢ résulte que, pour tout s < o,

Z?= Br et D2, =38.207}" cBrHi—scBr+y;

on a donc alors E?=B?/Br+* quel que soit p. Avec la structure multiplicative
adoptée dans E,, ceci prouve que, pour s = o, 'algébre E, est 'algebre graduée
associée a Ualgeébre C*(a) filtrée par les idéaux B”.

Pour p>n —m, onaBr= { 0 }‘et par conséquent EZ = { 0} quel que soit 5. 11
en résulte que, pour s> -—m, on a A,= o et par suite E;= E, ... Soient 7./,
le sous-espace des cocycles de @ appartenant a B et D”, le sous-espace des éléments
de 72, cohomologues a zéro; on pose

B = 2L [(Z%7' + D).
Pourtouts >n— m,onaE,=E,_. Lorsque p <oetdeméme lorsque p >n—m,
on a en effet EZ = E?, = { o }. Par ailleurs, si p > o, alors
6.2 cBr+s={o} et 8.207 cBr+s={o},
ce qui prouve que
=177 et 20+ = P+,
D’autre part, si p < n—m, alors p s — 1; compte tenu de (1%4.11), on a donc

DI, = §.2073 8.2 = Do,

®

Or D?2_,> D%, par conséquent, DZ_,==D”. On a donc également E{=E/, pour

oL p<n—m. On désignera par E_ l'algébre terminale a laquelle toutes les
algébres E, de rang s > n — m sont identiques.

Lemme 14.2. — L’algeébre terminale E_ de la suite E; est ’algeébre graduée
associée a Ualgebre H* (a) filtrée par les idéaux Ip.

Démonstration. — Les éléments de J¢ sont par définition les classes de coho-
mologie des cocycles appartenant a B, c’est-a-dire des éléments de Z7,. On a donc,
pour chaque valeur de p, J¢» =7~ /D%. Or D2 c D7, par suite,

ger|gep+1 =12 (2P 4+~ D2) = EP,
La structure multiplicative de E, étant définie par la condition (14.12)

(pour s > n — m), cette algébre est bien 'associée de I'algébre filtrée H" (a).
La structure graduée de G*(@) qui correspond au degré des cochaines de a n’a
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joué aucun role dans ce qui précéde. En en tenant compte, on va définir de nouvelles

graduations dans chaque algébre de la suite E;,. Chaque idéal B9, et par suite

chaque sous-espace Z7 ou DY est somme directe de ses intersections avec les sous-

espaces Cr(a). Soit EZ7 I'image par n? des (p + g)-cochaines de & qui appar-

tiennent a Z7. Chaque Ef est somme directe, par rapport a P'indice p, des sous-

espaces E?7. L’espace E; est donc, pour chaque s, la somme directes des E7.
Quels que soient les entiers p, ¢, p', ¢/, et son a

Ep7 — ErP'9’ c EP+pq+q’
car
Cr+(a) A CP+7'(a)c Crre+r'+4'(a).

On exprimera ces propriétés en disant que les sous-espaces EZ7 définissent une
structure bigraduée dans P’algébre E,. Outre les deux graduations qui corres-
pondent aux indices p et ¢, E; posséde une graduation combinée définie par les

pHqg=r
sous-espaces Z Er7. On a

Qs.e=(—I)ytie

pour tout e € E*7. D’autre part, quel que soit s

(14.15) st ED7 £ {o}, cestque oLpLmeto<LqLn—m.

En effet, on a déja remarqué que Ef £ {0} suppose 0 = ¢ < n — m; par ailleurs,
toute r-cochaine est dans B~ et toule r-cochaine dans B¢ est nulle si r <<gq.
Quels que soient p, g et s on a

(14.16) A BT ¢ BB+,
car
6.Cr+e(a)c Crto+i(a) et As . EY c Ef+,

On remarquera enfin que les p-cochaines dans B? sont les éléments de N?(a; b);
les p-cochaines dans Z7 sont donc les cocycles dans N7(a; b). Or les cocycles
dans N#(a, b) appartiennent a L7 (a; b). Il en résulte que

(14.17) les éléments de degré p dans Jr sont les éléements de '%.HP(a; b).

On en déduit que l'image de ’homomorphisme ‘% est isomorphe a la sous-

algébre 3 Ev/.cE,.

Lorsque « est I'algébre de Lie d’un groupe compact conrexe G et que b est la
sous-algébre correspondant a un sous-groupe fermé connexe Uc G, on peut
démontrer Pexistence d’un isomorphisme naturel de 1’algébre E, sur I'anneau de
cohomologie a coefficients réels de 'application canonique de G sur l'espace
homogéne G/U=W (%%). La « structure » de cet anneau est donnée par les
termes de rang > 2 de la suite { E;}. L’espace fibré G qui a pour base W et pour
fibres les sous-espaces oblenus par translation & gauche de U, admet le sous-

(**) Cf.J. LERAY [4].
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groupe U comme groupe structural. Puisque U est connexe, ce groupe structural
n’induit que 'automorphisme identique dans 'anneau de cohomologie de la fibre
type. Dans ces conditions, les coefficients étant réels, on sait que I’anneau de
cohomologie de 'application de G sur W est isomorphe au produit tensoriel des
anneaux de cohomologie de G et W (#?). On montrera dans le paragraphe suivant
quelles hypothésés doivent étre faites sur la sous-algébre b pour obtenir un résultat
analogue sur E, lorsque I’on sort du cas compact.

15. Calcul des premiers termes de la suite { E,} définie par une sous-algébre
réductive. — Les notations restant par ailleurs celles du paragraphe précédent,
on posera pour abréger

N*= N*(a; b), N7= N7(a; b), L*=L*(a; b) et L7=L7(a; b).

De nouvelles propriétés de stabilité des idéaux B? interviendront ici.
Compte tenu de (12.2), on a

(13.1) t(9.0).(anc)=((9.¢v).a)A¢c,
quels que soient v € C (b), a e C*(a) et c € N*. Ceci prouve que
(15.2) t(0.¢).B7cB7

pour toute chaine ¢ de b et pour chaque valeur de g.
Puisque les idéaux B? sont stables par d et que

0*(e.7)=1(9.7) 8+ (3.7)
on voit que de plus

(18.3) chaque idéal B9 est stable par b.

Etude de Ualgébre différentielle E,. — A tout élément b @ ce C*(b) ® Ny,
on fait correspondre une cochaine a (b) Ac € B¢ obtenue en multipliant extérieu-
rement ¢ par une cochaine a (b) de a telle que ‘¢.a (b) = b. La cochaine a (b)
est définic modulo B' par la donnée de b, donc a(b)Ac est définie modulo
B!'AB? c B4+, Par suite,

n4.(a(b)Ae)e Ef = By/Bo+t

ne dépend que de b et ¢ et en dépend linéairement lorsque b et ¢ parcourent
respectivement C*(b) et N9. Ceci permet de définir une application linéaire
a: C*(b) @ N*> E,
par la condition
(18.4) x.(b@c)=mnf.(aNnc),

lorsque b =‘¢.a € C*(b) et ¢ € N4. Les structures multiplicatives de C* (b)® N* et
de E, étant définies par les conditions (1.6)-et (14.12), on vérifie aisément que «
est un homomorphisme de ces algébres. Quels que soient p et ¢, on a

«.(Cr(b) @N7)cERT;
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en effet, si 5@ ¢ € C(b) @ N, on peut choisir pour @ (&) une p-cochaine de et
I'image de a (b) A ¢ par nf est alors dans E}-7.

Inversement, soit e un élément de Ef7 et soil a (€) une (p + ¢)-cochaine de a
dans B? telle que e =n{.a (e). Pour toute p-chaine ¢ de b, la g-cochaine ¢ (¢.¢).a(e)
est dans B7, d’aprés (15.2), et par conséquent dans N7; elle ne dépend pas du
choix de a (e), mais seulement de e car, si a’(e) est une autre (p + ¢)-cochaine
dans B7 telle que n{.a'(e) = e, alors a (¢) — a’(e) € B7*! el par conséquent

t(9-9).(a(e)—a'(e))eBir1nCr(a)={o]

lorsque ¢ est de degré p. Ceci permet de définir, pour tout e € E,, une application
linéaire

B(e): C(b)—N*
par les conditions :

1° B (e) est fonction linéaire de e € E,,
2° si @ est une (p + g)-cochaine dans B? et si e =77.a, alors

B(e).v =1(9.0).a (lorsque v est une p-chaine),

(15.5) { )
B(e)v=o0 (lorsque v est de degré = p).
On désignera par t(a,) I'application linéaire de C (b) dans N* qui correspond a
un élément a, € C*(b) @ N*. Si
ay=b@ce Cr(v)R N7,
alors, par définition,

T(b®c)r=v,b)c

pour toute chaine ¢ de b. Soit @ (b) une p-cochaine de « telle que ‘¢.a (b) = b.
Compte tenu de (15.4) et (15.5), on a ’

a.ag="nf.(a(b)Nc)
et donc, pour toute p-chaine ¢ de b,
B(a.ap).0 = t(9.v).(a(b)Ac)
En utilisant la formule (15.1) on obtient donc
Bla.ag).o =(t(e.0)a(b)INec=9p.0, a(b)yc=v,b>c=1(a,).v.

Cette égalité étant par ailleurs trivialement vérifiée lorsque ¢ est de degré £ p, on
voit que
(18.6) Bla.ay) =r(ay),
quel que soit a, € C*(b) @ N*.

On sait que 7 (a,) = o entraine @, = 0; par conséquent  est un isomorphisme.
Les algebres de Lic « et b étant de dimensions respectives n et m, C* (), C*(b) et

N* sont des algébres extérieures sur des espaces de dimensions respectives n, m

et n— m. Par suite, les espaces C*(a) et C*(b) @ N* onlt tous deux pour dimen-
P
sion 27, Or, E, :2 Br/Br+t a méme dimension que C*(«). On a ainsi démontré le



— i1 —

Tutorime 15. 1. — L’application linéaire a est un isomorphisme de Ualgébre
C*(b) @ N* sur Ualgébre E, compatible avec leurs structures graduées.

Pour étudier la structure différentielle de E,, on utilisera la représentation
linéaire de b dans E, définie comme suit. Les idéaux B¢ étant stables par b (15.3),
on obtient pour tout y € b un endomorphisme linéaire *(y) de E, en posant

(15.7) 8" (y)nh= 40" (9.y),

sur chaque sous-espace Z = B». Il est clair que y — ©"(y’) est une représenlation
lindaire de b.

La stabilité des idéaux B~ par les endomorphismes ¢ (¢.y) permet de définir de
la méme maniére, pour chaque y €, un endomorphisme I () de E,. La relation

(2. 0)=1(9.7)8+08t(3.y)
se traduit alors dans E, par
(18.8) 0% (y) =1(r) A+ Al (¥),

pour tout y € b.

On identifiera désormais C*(b) @ N* et E, au moyen de I'isomorphisme o.
Sib@®ceC'(b)®N7 et si a(b) est une cochaine de o telle que ‘o.a(b) =10,
alors, pour tout y €b, ona

8% (y)-(b@c)=0"(y)ni.(a(b)Ac) =n]0"(9.y).(a(b)AC)
=n5.((8"(9.x).a(b))Ac) + G .(a(BN(* (9. 7).¢)),

car 0"(¢.y) est une dérivation. Du fait que

‘90 (9.y).a(b)=0"(y)'3.a(b)=0"(y).b
résulte donc que

(15.9) ' (1)(bQc)=(8"(r).0)Q ¢+ bQ(8(2.y).c).

Cette expression montre en particulier que les ©°(y) sont des dérivations de
’algébre E, (relativement a I’automorphisme £,) qui laissent invariants les sous-
espaces E). Les éléments de la sous-algébre des zéros communs aux 0*(y)
lorsque y parcourt b seront dits invariants.

Lewme 18.1. — Soient {y'} (1 < i< m) une base de b et { g'} la base duale
des 1-cochaines de b. Quel que soit e€E,, on a

(15.10) ﬁ(A(..e)zB(e)0+2ﬁ(9'(yi).e)b(gi).

i=1

Démonstration. — On vérifiera cette relation pour un e€E?”. Si a est une
(p + g)-cochaine dans B¢ telle que n).a=e, alors d.a est une (p + q—1)-
cochaine dans B? et 'on a, par définition, Ay.e =07 3.a. D’aprés (15.5), appli-
cation (A, .e) transforme donc une (p + 1)-chaine ¢ de b en

B(Ay.e).v =1(a.p)0.a.
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Or, d’aprés (4.6), on a

i=m

p.0)d—8u(9.9)— L(d:p.v)—z t(ot(gh).v)0*(9.y1) =o0.

i=1

Mais la (¢ — 1)-cochaine ¢(¢.7).a ést dans B¢ (15.2); elle est donc nulle. On a
d’autre part

1(d9.v).a=(9d.v).a=0(e)d.v.

Compte tenu de (13.7), on obtient donc
i=m

B(Ag.e).0 = B(e)d.v +2 B(8* (y).e) t(g!).o
i=1

et cette égalilé est trivialement vérifiée lorsque v est de degré = p—+1.
Soit A 'endomorphisme de C*(b) @ N* tel que

(15.11) AbRc)=—(8.5)Q e,
quel que soit 5@ ce€ C*(b)@N*. On a
(A(b® ) =1(b®c)I.
La relation (15. 10) montre donc qu’avec I'identification faite,

(15.12) Aj.e=A.e

pour tout élément invariant e € E,.

On suppose désormais que b est une sous-algébre réductive dans a. Les
idéaux B¢ étant stables par b (13.3), il existe dans chaque B¢ un sous-espace R¢
stable par b et supplémentaire de B¢+*, c’est-a-dire un sous-espace que nj applique
isomorphiquement sur E]. Les restrictions des 8"(y) a EJ, qui sont définies
par (18.7), réalisent donc une représentation linéaire de b semblable a celle que
réalisent- les restrictions des 8" (¢.y) a R9. Par conséquent, y — 0" (y) est une
représentation linéaire complétement réductible de b dans 'espace E,. Compte
tenu de (15.8), et par un raisonnement idenlique a celui par lequel on a prouvé
le lemme 9.1, on en déduit que :

(18.13) E, est somme directe du sous-espace J de ses éléments invariants et du sous-
espace T engendré par *(y).E, lorsque y parcourt b;
(18.14) toute classe de cohomologie de Ey contient un cocycle invariant;

(18.15) tout cocycle invariant de E, cohomologue a zéro est l'image par Ay d'un
élément invariant.

E'tude de Ualgébre différensielle E;. — On suppose toujours que b est réduc-
tive dans @; c’est donc une algébre réductive (9.1) et toute classe de cohomologie
de b contient donc un cocycle dans la sous-algébre J*(b) de ses cochaines
invariantes. Soit y 'isomorphisme de H*(b) ® L* sur U=1J"(b)® L* c C* (b)® N*
qui transforme un élément b ® c € H*(b) ® L* en le produit tensoriel @ ¢ de ¢
par le cocycle invariant b de la classe b. L’expression (15.9) des ©*(y) montre
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que les éléments de U sont invariants. Ce sont des cocycles car 8.J*(b) = {o} et
par conséquent A,.U=A.U = {o}, d’aprés (15.11) et (18.12). Soit

ot HY(b) @ L* > E,,

{’homomorphisme qui transforme tout élément de H*(b)® L* en la classe de
cohomologie de son image pary. C’est un isomorphisme. En effet, sia, e H* (b)Q L*
et si ay.a;=o0, c’est que le cocycle invariant y.a; est cohomologue a zéro.
D’aprés (15.13), y. a4 est donc dans

Ao =A.Jc(3.C*(b)) @ N*.

Or
P(b)n(8.C (b)) ={o};

par conséquent y.a, = o et donc @ = o. On montrera que «, applique H*(b) @ L*
sur E, en prouvant que toute classe de cohomologie de E, contient un cocycle
invariant dans U. Puisque b est réductive, I'espace C*(b) est somme directe
de J*(b) et du sous-espace T*(b) engendré par 0*(y).C*(b) lorsque y parcourt b
(lemme9. 1) Donc E, est somme directe des sous-espacesJ*(b) @ N* et T*(b) Q N*.
La relation (15.9) montre que ces sous-espaces sont stables par les endomor-
phismes ©*(y); par conséquent, J est somme directe de V=1Jn (T*(b) Q N*) et
de Jn(J*(b) ® N*) qui, d’aprés (15.9), n’est autre que U. Soit donc e; une
classe de cohomologie de E,; elle contient, d’aprés (15.14), un cocycle
invariant e.

Soit ¢’ la composante de e dans V.OnaA,.¢/=ocarA,.U={o}. On montrera
donc que la classe e, contient la composante de e dans U en prouvant que

(13.16) tout zéro de Ay dans V est dans Ay.J.

En effet, si '€V et si Ag.¢/=o0, alors A.e'=0 d’aprés (15.12). Mais tout
cocyclede b dans T*(b) est dans .C*(b), car b estréductive; onadonce' €A E,.
Or, il résulte des relations (15.11) et (15.9) que J et T sont stables par A. On
a donc

JeA. ) =1A4.].

On notera que l'image par «; d’un élément de H?(b) @ L7 est la classe de
cohomologie d’un cocycle dans C#(b) @ N9=E»7; elle est donc dans E27. On a
ainsi démontré le

Tatorime (15.2). — Si b est une sous-algebre réductive dans a, il existe un
isomorphisme naturel de U'algebre H'(b)QL* sur Ualgebre E, compatible
avec leurs structures graduées.

On étudiera maintenant la structure différentielle de E, en identifiant cette
algébre a H*(b) @ L* au moyen de I'isomorphisme «;. Soit b le cocycle invariant
d’une classe beHr(b). Puisque b est supposée réductive dans a, il existe une
p-cochaine a(b) de a invariante par b et telle que ‘o.a(b) = b. Quelle que soit

LXXVIIL. 8
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la cochaine ¢ € L9, I'¢lément e, =b ® ¢ est la classe de cohomologie du cocycle
e=bQc=n).(a(b)rc)e€E;)". On a donc

er=n{.(a(b)e)

et Aj.e,=n7"'d.(a(b)Ac) est alors la classe de cohomologie du cocycle
e=x1"4d.(a(b)rc) € EPTH.
En supposant b =1 (et donc p = 0), on obtient
e=nfs.c=1®(3.c)
et par conséquent

A (I®ec)=1IQ (5.¢).

Sic=I(et donc g =0), on voit que A;.(b®I) est la classe de cohomologie
du cocycle €'=mn’*'8.a(b). Or 3.a(b) est invariante par b et I'application
linéaire B(¢') définie en (15.5) transforme donc, d’aprés (4.6), toute p-chaine ¢

"de b en
B(e).o=1(3.0)8.a(b)=38(o.9).a(b).

Mais ((¢.¢).a(b) est de degré o; par conséquent B(e').¢v=o, et il en est de
méme lorsque v est de degré >£ p. Compte tenu de (15.6), ceci prouve que e'=o
et donc que

AL(b®I)=o.

Puisque A, esl une antidérivation de E;, on a ainsi démontré que

A(BRe)=A((bRD—(I®¢))=b®(3.c),
quel que soit
bR ceH* ()R L =E,.

Cette expression de A; permet de calculer facilement le terme E,. L’homomor-
phisme de H*(b) @ H*(a; b) dans P’algébre de cohomologie de E, qui transforme
un élément b ceH (b) @ H*(a; b) en la classe de cohomologie du cocycle
b ® c € E, obtenu en choisissant un cocycle ¢ dans la classe ¢, est un isomorphisme
de l'algebre H*(b) @ H'(a; b) sur I’algébre E,. Il applique chaque sous-espace
Hr(b) @ He(a; b) sur E”. Ainsi,

Tueorieme 15.3. — Si b est une sous-algébre réductive dans w, il existe un
isomorphisme naturel de Ualgebre H*(b) @ H*(a; b) sur Ualgebre E, compa-
tible avec leurs structures graduées.

16. La cohomologie relative i une représentation linéaire. — Soit y —p(»)
une représentation lindaire d’unc algébre de Lie b dans un espace vectoriel F et
soit F* l'espace dual de F. On prolonge a I'espace C,(b)~+ F* la structure
d’algébre de Lie de b en posant

[z, 2']=0 (lors jue x, x' € I'*),
[y, z]=—"'e(y).x (lorsque y€b ct xeF*).

Soient @ l'algébre de Lie obtenue et ¢ I'isomorphisme identique a la sous-
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algebre b dans a. Avec les notations des paragraphes précédents, F s'identifie
aNt(a; b)etl’ona

(16.1) 0 (9.7).8=2()-8

quels que soient y €b et g€ N*(a; b). Soit { E;} la suite d’algébres différentielles
définie par b<a. On a vu qu’a tout élément e € E} correspond une application
linéaire (3(e) de 'espace des chaines de b dans N* (a; b) = F. On a montré (15. 10)
que si {y*}(1ZLi<m) est une base de b et si|g;} estla base duale de C!(b),

alors

B(A.e)=15(e)d + X, B(8"(y1).e)t(g0).
Or, d’aprés (15.9), on a
3(8°(y1).€) = 6 (3.51) Ble) — B(e) D)

pour chaque y et par ailleurs, d’aprés (3.2),

Wl .
}_‘O(J") (gl =2d.

i=1

On obtient donc, en tenant compte de (16. 1),
i=m

B(Av.e) =—3(e)d+ X, p(¥)) B(e)r(80).

Par conséquent, si s'A...3%A...2” est une p-chaine de b décomposable en
produit de 5% eb,

3(Ag.e). (BN 3EA L sP)=—3(e)d. (BN .. 3N 3P)
k=p
—+—}:(—I)/~"H e(3k)3(e). (5N .. SAAL L. ).
k=1

Cette expression montre que l'opérateur différentiel de 'espace des appli-
cations linéaires de C(b) dans F qui transforme 3(e) en B(A,.e) définit des
classes de cohomologie dont I’espace, isomorphe a E}, n’est autre que le « groupe
de cohomologie de b relatif & la représentation linéaire y —p(y) » au sens de
Chevalley et Eilenberg (44).

Si b est semi-simple et si le corps de base est de caractéristique o, alors b est
réductive dans « et le théoréme 13.2 montre que

El=H*(b)® L (a; b).

On rattache ainsi aux propriétés de E, le théoréme sclon lequel le groupe de
cohomologie d’une algébre de Lie semi-simple b relatif a une représentation

(%) [5), p. 115 et theorem 24.1.
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linéaire irréductible est isomorphe a H*(b) ou nul suivant que cette représentation
est triviale ou non.

17. Le cas des sous-algébres non homologues & zéro. — Définition. — Une
sous-algébre b de I'algébre de Lie @ est dite non homologue & zéro (bxo) si
Papplication ¢ : H(b) - H(«a) induite par I'isomorphisme identique de b dans a
est un isomorphisme ou, ce qui revient au méme, si ’homomorphisme %3 applique
H*(a) sur H*(b). Dans le cas contraire, la sous-algébre b est dite homologue
& zéro,

Tatortme 17.1. — Si b est une sous-algeébre de dimension m réductive
dans a il suffit que . H,, (b) £ { o} pour qu’elle soit non homologue & zéro.

Démonstration. — Puisque b est réductive dans a, elle est réductive (9.1) et
par conséquent unimodulaire. Le sous-espace Hn,(b) a donc pour dimension 1.
L’algébre d’homologie H, (b) est définie et le sous-espace des zéros de ¢ en est un_
idéal (théoréme 9.4). Or tout idéal dans H (b) qui ne contient pas Hn(b) est
I'idéal {o}. Ceci se démontre dans le cas général par un procédé analogue a
celui par lequel on a établi le théoréme de dualité de Poincaré pour H*(b)
(théoréme 7.1). Lorsque 'on suppose que le corps de base est de caractéristique o,
la propriété résulte immédiatement du théoréme 10.2; en effet, d’aprés ce
théoréme, H, (b) est alors isomorphe a l'algébre extérieure de ses éléments
primilifs.

Ce résultat montre que, dans le cas compact, la notion de sous-algébre non
homologue a zéro correspond a la notion de sous-groupe non homologue a zéro
telle qu’elle a été définie par H. Samelson (**). Grace a la simplicité de la suite
{E;} définie par une sous-algébre bxo et réductive dans a, on étendra sans
difficulté les théorémes de Samelson qui concernent la cohomologie des espaces
homogénes obtenus a partir d’un sous-groupe non homologue a zéro.

On remarquera tout d’abord que, d'aprés le théoréme 13.1, si b est non
homologue a zéro et réductive dans a, alors ‘w:H*(a;b)—H"(a) est un
isomorphisme.

Lemme 17.1. — Si b est une sous-algeébre non homologue a zéro et réductive
dans a, alors A;— o pour tout s> 2.

Démonstration. — Le quotient E] = J£°/J€! est isomorphe a I'image de $ car
J¢o—=H*(a) et H* est l'idéal des zéros de ’3 (14.9). Si ¢¢.H*(a) =H"(b), on
voit donc que E! a méme dimension que H*(b); il a donc méme dimension
que E qui, d’aprés le théoréme 13.3 est isomorphe a H*(b) ® I. Or, pour s .1,
(As.E)nE]={o0}, donc E},, est isomorphe au sous-espace des zéros de A,
dans E]. Il en résulte que A;.E{=1{o0} pour tout s> 2. Par récurrence, on en

(%) Cf. 3], Satz VL.
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déduit que A;=o pour tout s> 2. En effet, si A,=o pour 2 Zr <s, alors,
compte tenu du théoréme 15.3,

E;= E.= E¢— (27E).

Or, les relations (14.15) et (14.16) prouvent que

Ay EX cE}$7+5 = {0}

l .
lorsque s> 2; par conséquent, A,= o sur E{ et surz‘Efj"’. Puisque A, est une

anlidérivation, il en résulte que A;= o.

Tutortme 17.2. — Si b est une sous-algébre non homologue a zéro et
réductive dans &, alors Ualgebre H*(a) filtrée par les idéaux 31 a pour
algébre graduée associée U'algebre H*(b)Q@ H*(a; b). Chaque idéal 31 est
engendré par les éléments de ‘& . H*(a; b) cH* (&) dont le degré est . q.

Démonstration. — D’aprés ce qui précéde, Palgébre E_ qui est I'algébre
graduée associée a H*(a) (lemme 14.2) est en effet identique a E;, que le
théoréme 15.3 permet d’identifier a H* (b) ® H*(a; b). On notera que la structure
graduée de H'(b) ® H*(a; b) qui intervient ici est celle que définissent les sous-
espaces E,—=H"(b)® He(a; b). Soit par ailleurs 77 'application de I sur le
quotient

3¢7/5e7+1 = E7 = H*(b) ® H7(a; b).

On a
H*(0)® I = E? = 70,50,

D’autre part, [@ H7(a; b)=EY7 est I'image par 7 des éléments de degré ¢
de ¥4, lesquels sont ceux de ‘7. H7(a; b) (14.17). Par conséquent,
77.9€7 = H*(b) @ H7(a; ) = (H*(b) @ I) — (I @ H7(a; b)) = (7°.5°) — (77'%.H7(a; b))
Or,siaed eta' €I, on a
(70.a)—(77.a")=H7.(a—a’)

car E_ est I'algébre graduée associée a H*(a). Par conséquent, quel que soit g,

70,909 = 79.[ 960 (5. He(a; b))],
c’est-a-dire

(17.1) 507 967+ 4 360 (i . H7(a; b)).

Puisque, pour g assez grand, 37=—{o}, il en résulte que

r2q
xvézﬂ‘(ujv(‘ﬁ.ﬂr(u; b))

Il y a égalité car 7. H" (a; b) c 3" quel que soit r (14. 17).
Lorsque le corps de base est de caractéristique o, la structure trés particuliére
de H*(b) permet de démontrer, ainsi que I'a fait H. Samelson dans le cas
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compact (*) que lalgébre filtréc H*(a) est isomorphe a Palgébre graduée
associée H*(b) @ H*(a; b).

Tutorime 17.3. — Soient « une algébre de Lie sur un corps de caractéris-
tique o et b une sous-algébre non homologue & séro et réductive dans a. Il
existe des isomorphismes (non naturels) de Ualgébre H*(Ir)@ H*(a; b) sur

p+g=r
Ualgebre H*(0) qui appliquent chaque sous-espace 2 Hr (b) @ He(a; b)
sur Hr(a).

Démonstration. — Puisque ‘. H"(a) = H*(b), on peut définir un isomor-
phisme 1 du sous-espace Q* des éléments primitifs de H*(b) dans 'algebre H*(a)
qui conserve les degrés et tel que ‘Gu soit 'automorphisme identique de Q*. Or
les éléments primitifs homogeénes de H*(b) sont de degré impair (théoréme 10. 1).
Le lemme 10.2 montre donc que p. se prolonge en un homomorphisme de I’algébre
extérieure A (Q*) dans H*(a). Mais, d’aprés le théoréme 10.2, H*(b) =A (Q");
il existe donc un homomorphisme p: H*(b) - H* (@) qui conserve les degrés et
tel que ‘g soit un endomorphisme de 'algébre H* (b) qui transforme en lui-méme
tout élément primitif. Puisque H*(b) est engendrée par ces éléments primitifs
(et 'unité), on voit donc.que ‘G est 'automorphisme identique de H*(b) c’est-a-
dire que p est un isomorphisme de Ualgébre H*(b) sur une sous-algebre de
H* () supplémentaire de U'idéal des zéros de *G.

On définit une application linéaire o : H* (b) @ H* (a; b) — H*(a) en posant

s.(b®ec=(p.b)— (‘F.c)

pour tout élément b ® ¢ du produit tensoriel. Grace a la structure multiplicative
adoptée dans H*(b) @ H*(a; b) (1.6), ¢ est un homomorphisme d’algébres.
De plus,

s.(H?(b) @ H7(a; b)) c Hr+i(a),

car . conserve les degrés. Puisque p.H*(b) est un supplémentaire de J¢*, on a
70.3€0 = 70 . H*(b);

ceci permet de remanier la démonstration de l'inclusion (17.1) de maniére a
obtenir, pour chaque ¢,

307 € 387+ + (. H* (b)) — (‘Z.H7(a; b)).

On a donc
367 co.(H*(b) @ H*(a; b)) -+ J¢7-1.

Il en résulte que I'image de ¢ coincide avec H*(a). Or H* (@) a méme dimension
que son algébre graduée associée; compte tenu du théoréme 17.2, ceci prouve
que o est un isomorphisme et achéve la démonstration.

On remarquera que les propriétés précédentes caractérisent les sous-algébres
non homologues a zéro, dans la mesure ou la sous-algébre- b est supposée
réductive dans a.
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(17.2) soit b une sous-algébre réductive dans a¢. Si H* (a¢) a méme dimension que
H*(b) @ H*(a; b), ou, ce qui revient au méme, si A;= o pour tout s> 2, alors b est non
homologue a zéro.

Dans les deux cas, en effet, on a E,=E,. La dimension de ¢3.H*(&) qui est
celle de J€o/I' =E, est donc égale & la dimension de E=H*(b) @ I = H"*(b).

Ces résultats permettent de donner des indications surl’algébre de cohomologie
d’une algébre de Lie sur laquelle on ne fait plus d’hypothése de réductivité.

Tutorime 17.4. — Soit a une algébre de Lie sur un corps de caracté-
ristique o et soit f son radical. L’algébre de cohomologie H* () est isomorphe
au produit tensoriel de H*(a/f) et d’une sous-algebre de H* (f).

Démonstration. — On sait [théoréme de Lévi (4%)] que @ posséde une sous-
algébre semi-simple b telle que @ soit somme directe des sous-espaces b et f.
Puisque le corps de base est de caractéristique o, cette sous-algébre.semi-simple
est réductive dans a. Il résulte par ailleurs de Pexpression (3.1) de 0 que I'idéal
des chaines de & engendré par f est stable par d. Or c¢’est un supplémentaire de la
sous-algébre image des chaines de b par I'isomorphisme qui prolonge l'isomor-
phisme identique de b dans a. Par conséquent b est non homologue & zéro.
Compte tenu du théoréme 17.3, on a donc

H*(a) > H*(b) ® H*(a; b).

Or b est isomorphe 4 a/f. On comparera H*(a; b) et H*(f) au moyen de ’homo-
morphisme ¢ de C* () sur C*(f) qui correspond a I'isomorphisme identique de f
dans «. Cet homomorphisme applique isomorphiquement N*(«a; b) sur C*(f).
Soit R le sous-espace des cochaines de a engendré par 0*(z).C*(«) lorsque z
parcourt b c a; puisque b est réductive dans a, N*(a; b) est somme directe de
L*(a; b) et de RnN*(a; b). De plus R est stable par 4. Puisque % = 6, on voit
donc que C*(f) est somme directe des sous-espaces stables. par ¢, ¢.L*(a; b) et
“¢.R. La restriction-de ¢ a L*(a; b) étant un isomorphisme, ceci prouve que %
induit un isomorphisme de H*(a; b) sur la sous-algébre des classes de cohomo-
logie de f qui contiennent un cocycle dans €. L*(a; b).

18. Le cas des sous-algébres homologues & zéro. — Définition. — Soit b unc
sous-algebre de ’algébre de Lie ¢. Les notations étant celles des paragraphes
précédents, une classe de cohomologie de b scra dite transgressive si elle contient
un cocycle image par ‘o0 d’'une cochaine a de « telle que 3.aeN*(a; b). Les
classes transgressives constituent un sous-espace de H'(b) qui contient visible-
ment les composantes homogeénes de ses éléments.

On désignera par My c H*(a; b) l'idéal bilatére des classes de cohomologie
relative qui contiennent un cocycle dans (9.Bt)nL*(a; b). Soit be H*(b) une

(*¢) Cf.J. H. C. \VHITEHEAD, On the decomposition of an infinitesimal group (Proc. of Camb.
Phil. Soc., vol. 36. 1936, p. 229-237).
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classe transgressive; les cochaines a de « telles que ‘9.a soit un cocycle de la
classe b sont bien définies modulo B'+35.C*(a) (*7). Par suite, .a est défini,
modulo 8.B* par la classe b. Tout cocycle dans N*(a; b) étant dans L*(a; b). s
le cocycle 8.a est dans N*(a; b), il appartient a une classe de cohomologie rela-
tive ¢(b) qui est définie, modulo My, par la classe b. L’image canonique de c(b)
dans le quotient H* (a; b)/M, ne dépend donc que de b et en dépend linéairement.
On définit ainsi une application linéaire W du sous-espace des éléments trans-
gressifs de H*(b) dans H* (a; b)/M, (*¢). Cette application éléve le degré d’'une
unité en ce sens que, si b est ume classe transgressive de degré p, alors
¥.beHr+1(a; b)/M2+1  ou MP+t désigne U'intersection My n HP+1(a; b).

Soit M, I'idéal des zéros de ’homomorphisme 7 : H* (a; b) — H* (), c’est-a-dire
I'idéal des classes de cohomologie relative qui contiennent un cocycle cohomo-
logue a zéro dans C*(a) = Bo.

Tatorime 18.1. — L'application ¥ a pour image le quotient
Mo/M1 c H"(a; b)/M,.

Démonstration. — L'image de W est dans My/M; car, pour toute classe trans-
gressive b, W.b s’obtient par passage au quotient & partir de la classe d'un
cocycle de L*(a; b) de la forme d.a, c’est-a-dire d’une classe de M,. Inver-
sement, soit un élément de M,/M,; image canonique d’une classe ¢ € M,. Il existe
une cochaine a de a telle que d.a soit un cocycle de la classe c. Puisque la
composante de degré o de d.a est nulle et que L7(a; b) c B! pour tout ¢ > o, on
voit que ‘o.a est un cocycle de b qui appartient & une classe transgressive dont
I'image par W est I'image canonique de ¢ dans M,/M,.

Tatorime 18.2. — Les images de 'homomorphisme ¢ : H* (0) — H* (b) son¢
transgressives et constituent le sous-espace des zéros de V.

Démonstration. — Soient a une classe de cohomologie de @ et @ un cocycle
dans la classe a; ‘3.a est la classe du cocycle ‘v.a de b. Puisque .a=o0 € N*(a; b),
ceci prouve que ‘§.a est transgressive et que c’est un zéro de W. Inversement, si
b eH"(b) est transgressive et si c’est un zéro de ¥, il existe une cochaine a de «
telle que ‘9. a soit un cocycle de la classe b et que 8.a soit un cocycle de L*(a; b)
appartenant a d.B'. Soit @’ une cochaine dans B! telle que d.a’=23.a. On a

to.(a—a')=1%.a,

donc b est 'image par ‘¢ de la classe de cohomologie du cocycle « — a’ de a.
Sib est % o, I'application W est donc triviale. Les résultats partiels relatifs au cas
ou b est homologue a zéro, auxquels aboutira ce paragraphe, reposent sur le

Tatorime 18.3. — Si b est une sous-algebre réductive dans a, alors tout

élément primitif de H* (h) est transgressif (cf. § 10).

(*7) On rappelle que B! est I'idéal des zéros de ‘o.
(%%) Cette application est essentiellement celle qui a été introduite par M. G. Hirsch sous le nom
d'isomorphisme caractéristique réduit dans I'étude de la cohomologie des espaces fibrés; cf. [7].
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Démonstration. — On établira ce théoréme en prouvant, par récurrence surgq,
que, si b est un élément primitif de degré r de H*(b) et si entier g est < r 1,
il existe une r-cochaine a de a telle que :

(1) ¢.a soit un cocycle de la classe b;

(2) d.aeBy;

(3) asoit invariante par b;

(4) t(9.9)8.a = o pour tout cycle invariant ¢ de degré o dans C(b).

Puisque toute (r + 1)-cochaine dans B*! est dans N*(a; b), 'existence d’une
cochaine a vérifiant ces conditions pour ¢ =r -1 prouvera bien que b est
transgressive.

La sous-algébre b étant supposée réductive, il existe un sous-espace F' de
1-cochaines de a, stable par b et supplémentaire de N*(a; b). Soit F* la sous-
algébre de C*(a) engendrée par I'unité et le sous-espace F*, Elle est stable par b
ainsi que par tout endomorphisme t(u) associé a une chaine u de b (2.10).
Compte tenu de la relation (13.1), ceci montre que

(18.1) chaque sous-espace F AN7(a; b)cC*(a) est stable par b ainsi que par les endo-
morphismes «(s.v) ot ve C(b).

On a par ailleurs B7=Bv+* 4 F* A Nv(a; b) quel que soit ¢, car F* est un
supplémentaire de B! et B/ =B+t - C*(a) A Nv(a; b). La dimension de
F*AN¢(a; b) est au plus égale a celle de C*(b) @ Nv(a; b); or on a vu (théo-
réme 18.1) que C*(b) ® N7(a; b) est isomorphe a B/B7+1. Par conséquent,

(18.2) chaque idéal B7 est somme directe de Bi+' et de F* ANv(a; b).

On commencera par montrer l’existence d’une r-cochaine a salisfaisant aux
quatre conditions précédentes pour ¢ =1. D’aprés (18.2), ‘o applique isomor-
phiquement F* sur C*(b). Soit @ la r-cochaine dans F* telle que ‘¢.a soit le
cocycle invariant de la classe primitive b. Les conditions (1) et (2) sont alors
satisfaites. De plus

20" (9.y).a=0"(y)tp.a=0"(y).b =0,

quel que soit y € b. Compte tenu de la stabilité de F* par b (18.1), ceci montre
que la condition (3) est également satisfaite. Soient ¢ et ¢/ des cycles invariants
de degré > o dans C(b). Puisque b est primitif, c’est que

V()b >=C oAV, b =o.

Ort(v).b est un cocycle invariant, car les endomorphismes 6 (y) sont des déri-
vations. On voit donc que, pour tout cycle invariant ¢ de degré > o, le cocycle
invariant ¢(¢).b est orthogonal a tous les cycles de degré > o de b. Puisque b est
réductive, ceci prouve que t(v).b € Co(b). Par suite,

o(e.v).a=1(e)v.acCi(b),

c’est-a-dire que ¢(9.¢).a € C°(a) + Bt. Comple tenu de (18.1), il en résulte que
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+(¢.v).aeC’(a). D'aprés (4.6), 'endomorphisme t(9.9)d + dt(0.¢) est nul
sur la sous-algébre des cochaines de « invariantes par b ; on voit donc que

1(3.7)3.a€8.C'(a) ={ol,

<’est-a-dire que la condition (4) est satisfaite.

On supposera mdintenant déterminée une r-cochaine a satisfaisant aux condi-
tions (1), (2), (3) et (4) ponr g =k, lentier k élant tel que o <<k <71, et
U'on montrera que I'on peut en déduire une r-cochaine satisfaisant aux mémes
conditions pour ¢ =k —+1. La cochaine 6.a est un (r +1)-cocycle dans B¥ (2).
En posant

e =n%3d.aeE{—k+1,k,
on a
Av.e =AMk d.a=7kd8.a=0
€L

0" (y).e=0"(y)nfd.a=10"(5.7)3.a = 1§30*(s.x)a=0

quel que soit y € b (3). Ainsi e est un cocycle invariant de E,.

La stabilité des idéaux B¢ vis-a-vis des endomorphismes t(o.¢) (13.2) permet de
définir, pour chaque chaine ¢ de b, un endomorphisme linéaire I1(v) de E, en
posant

(18.3) [(0)n§ = n§e(5.0)

sur chaque idéal B7. Compte tenu de (15.1), on voit que l'isomorphisme
a: C'(b) ® N*—E, défini par (15.4) vérifie la relation

a.((¢¥(0).0)Rc)=1I(v)a.(bec),

quels que soient veC(b) et 5@ ceC*(b)®N*(4*). En identifiant E, avec
C*(b) ® N au moyen de «, on a donc

(18.4) I(0)(bRc)=((¢).b)Rec.

Soit X I'idéal (bilatére) de C(b) engendré par les cycles invariants de degré > o;
le lemme 4.1 montre que cet idéal est stable par 9 et donc par les dérivations
8(y)=-¢(y) 9+ de(y). Soit X' le sous-espace de C*(b) orthogonal a X. La rela-
tion (18.4) prouve que X'@ N est le sous-espace des séros communs auz I(v)
lorsque v parcourt le sous-espace des cycles invariants de degré > o de b. Par
conséquent la condition (4) se traduit par I'inclusion e € X'@Q N*.

Puisque 'on suppose k << r + 1, X contient tous les cycles invariants de degré
r—k + 1; les éléments de degré r— k + 1 de X' sont donc dans le sous-espace
T*(b) engendré par 6°(y).C*(b) lorsque y parcourt b. Du fait que e € E; =tk
onadonceeT*(b)® N*. Or on a montré (15.16) que tout cocycle invariant dans
T (b)@N'cE, est dans A,.J, ou J désigne la sous-algébre des éléments inva-
riants de E,. Par conséquent e € A,.J. On démontrera plus loin le

(*°) On pose comme plus haut N*= N*(gq; b).
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Lemue 18.1. — Soient b une algébre de Lie réductive et X c C(b) un idéal
de chatnes de b stable par 0 et somme directe des intersections Xp=XnCp(b).
1l existe un supplémentaire Y de X dans G(b) stable par 9 ainsi que par les
dérivations 0(y) (y €b).

Soit Y’ le sous-espace orthogonal au supplémentaire de X dont ce lemme
affirme l'existence; I'espace E, est somme directe des sous-espaces X'@N" et
Y'® N*. De la stabilité de X et Y par 0 résulte la stabilité de X' et Y’ par d et
donc la stabilité de X’®@ N* et Y'® N* par Popérateur A défini en (15.11). La
relation (15.9) montre de méme que la stabilité de X et Y par 0(y) se traduit par
la stabilité de X'@ N* et Y/® N* par 8*(y) pour tout y € b. Il en résulte que J est
somme directe de Jn (X'@ N*) et de Jn (Y'® N*). Puisque A = A, surJ (15.12)
et que e (X’®N*)nJ, on voit donc que e€A,.(Jn(X'Q®N)*). Du fait que
e€E;~%+4k on peut choisir un ¢ €E;~%/nJn (X'QN*) tel que A,.c'=e.
Compte tenu de (18.2), il existe une r-cochaine a’ dans F* AN telle que
nt.a'=¢'. La r-cochaine a — a' vérifie les conditions (1), (2) (3) et (4) pour
g =k~ 1. En effet,

(1) on a k>0, donc ‘9.(a—a') ='¢.a est dans la classe de cohomologie
primitive b :

(2) ona

né.(a—a)=e—ANA.e'=o,
donc d0.(a — a') e Bi+1;

(3) ona

0k 0 (9.5).a' = 6*(y).¢ = o,

car ¢'€J. D’aprés (18.1) ceci prouve que ', et par suite @ —a', sont invariantes
par b.
(4) pour tout cycle invariant ¢ de degré > o dans C(b), on a, d’aprés (18.3),

25 (o,0).a'=1(0).e'=0

car ¢ € X'®@ N. D’apres (18.1), ceci prouve que t(v.v).a’=o0. Compte tenu du
lemme 4.2, on a donc bien

(g.v)8.(a—a')=t(9.v)d.a'=8(0.7).a’ =0

pour tout cycle invariant ¢ de degré > o. Le théoréme 18.3 découlera donc de la

Démonstration du lemme18. 1. — On prouvera ’existence dans chaque sous-
espace Cp(b) d’un sous-espace Y, supplémentaire de X, tel que 0.Y,c Y, et
9(z).Y, pour tout y € b. On procéde par récurrence en supposant obtenus de tels
sous-espaces Y, pour les valeurs de p <s (la détermination de Y, est triviale).
Puisque I'idéal X est stable par d, il est stable par toutes les dérivations

0(y)=-¢(y) 0+ de(y). Soit Y, le sous-espace des v Cs(bh) tels que 0.0 € Y,—4;

il est stable par b. Puisque b est réductive, le sous-espace X;- Y, posséde un sup-
plémentaire K, dans C,g(h) stable par b. Soit © une chaine dans K;; C,_, (ll) élant
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somme directe de X;_, et de Y,_;, 0.u est somme d’une chaine w e X,_, et d’'une
chaine w' € Y;_,. Ona d.w = o, car

dd.u=o et (d.Xs_;)n(d.Ys_,)ch_gnY,_2={o}.
Par suite
8(y)w=1de(y)w—+ e(y)d.w=9e(y). weX,

quel que soit y €b, il en résulte que
H(y)u=0(y)d.u=0(y).w+0(y)wed.X;+ Y.
Or Y, contient tous les s-cycles; on a donc
0(y).KicX;+ Y,

pour tout y €b. Puisque K, est stable par b, ceci prouve que les ¢éléments de K;
sont des chaines invariantes; ce sont donc des cycles puisque b qui est réductive
est, a fortiori, unimodulaire (théoréme 6.1). Il en résulte que

KscK,,n\_’s==o}.

Soit Y, un supplémentaire de X,n Y, dans Y, stable par b; c’est un supplémen-
taire de X, dans C,(b) pour lequel 9.Y,c Y,,.

Les théorémes 18.1, 18.2 et 18.3 montrent que, si H* (b) posséde des éléments
primitifs de degré p étrangers a I'image de ‘¢, alors H+1(a; b)5£{o}. On en
déduira, en fait, des résultats beaucoup plus précis, car, dans les cas importants,
les éléments de M,/M, correspondent & des générateurs de ’algebre H*(a; b).

On pose M, = Hr(a; b) n M, et 'on désigne par S’ le sous-espace des éléments
de H?(a; b) qui appartiennent a la sous-algébre engendrée par les éléments de
H*(a; b) de degré inférieur a p.

Lemme 18.2. — Si b est une sous-algébre dans une algébre réductive a et st
le corps de base est de caractéristique o, alors

(18.5) SPnMyc My,

quel que soit p.

Démonstration. — Soient ¢ un cocycle de degré > o dans L*(a; b) et ¢’ un
cocycle dans L*(a; b) cohomologne a zéro. Si a est une cochaine de a telle
qued.a=c, ona

cANc'=cN(8.a)=28.(cNha)

Or ceB', car L7(a; b) cB' pour g > o. Par suite, cAc' €3.B'. Ceci prouve que
(18.6) H7(a; b)AMoc M,

pour lout g > o.

On sait d’autre part (théoréme 13.2) que l'image de ‘@ dans H*(a) est
engendrée par l'unité et un sous espace d’éléments primitifs; c’est donc une
algébre extérieure (théoréme 10.3). Par un raisonnement identique au raison-
nement utilisé dans la démonstration du théoréme 17.3, on en déduit qu’il existe
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une sous-algébre G supplémentaire de I'idéal M, dans H(a; b). Soit G+ le sous-
espace engendré par les éléments de degré > o dans G. On a

SPc(Gr+ My)— (G++ My) = G~ G++ G+~ Mo+ My~ M,.

Or l'idéal M, est engendré par des éléments de degré > o; compte tenu de (18.6),
on a donc

Mo~ M,cM, et G+— MoCM(.

Puisque G est une sous-algébre, on a par ailleurs G— G+ c G*, ce qui prouve
bien que S*nM, c M,.

Toute base minimale de générateurs homogeénes de 1’algeébre H*(a; b) comporte
des éléments de degré p en nombre égal a la dimension de H”(a; b)/ Sr. 1l existe
méme des bases minimales adaptées a I'idéal des zéros de ‘% qui contiennent dans
chaque sous-espace M un nombre d’éléments égal a la dimension de M/ [ (SP n M,).
D’aprés (18.5), la dimension de M{/(S”nM,) est au moins égale a celle
de M5 /M% qui est 'image par W' des classes transgressives de degré p—1 de
H*(b) (théoréme 18.1). Sil'onsuppose de plus que la sous-algébre b est réductive,
le théoréme 18.3 montre que la dimension de M{ /M’ est au moins égale au
nombre des éléments primitifs de degré p—1 de H*(b) linéairement indé-
pendants modulo ‘4. H*(a). On a ainsi démontré le

Tutorime 18.4. — Soit o une algébre de Lie réductive sur un corps de
caractéristique o et soit b une sous-algébre réductive dans . S’il existe l élé-
ments primitifs de degré p —1 dans H'(b) linéairement indépendants
modulo t¢.H" (), alors toute base minimale de générateurs homogénes de
Ualgebre H* (a, b) contient au moins | éléments de degré p qui peuvent étre
choisis dans U’idéal des zéros de '7 : H* (a; b) — H*(a).

Avec les hypothéses de ce théoréme, I'image de ‘3 est engendrée par I'unité et
des éléments primitifs de H*(b). De plus, tous les éléments primitifs homogénes
de H*(b) sont de degré impair (théoréme 10.1). On voit donc que si la sous-
algebre b est homologue & séro, toute base de générateurs homogénes
de H*(a; b) contient des éléments de degré pair.

Le théoréme 18.4 est toujours apolicable dans le cas compact, en vertu du
théoréme 9.1. Les théorémes de H. Samelson concernant les groupes transitifs
sur les sphéres de dimension paire en sont un cas particulier. On en trouvera
d’autres illustrations notamment dans les travaux de M. Ehresmann [polynémes de
Poincaré de certains espaces homogénes symétriques (3°)] de M. Stiefel (3*) et
de M. Leray [cohomologie des espaces homogénes définis par des sous-groupes
abéliens maxima (32)].

(%0) Cf. Sur la topologie dec certains espaces homogénes (Annals of Math., vol. 35, 1934,
P 394-443).

(') Cf. Richtungfelder und Fernparallelismus in Mannigfaltigkeiten (Comm. Math. Hely.,
t., 8, 1936, p. 3-31).

(*2) C. R. Acad. Sc., t. 223, 1946, p. 413-415.
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On montrera, pour terminer, que le théoréme 18.3 permet de préciser, dans
une certaine mesure, la suite { E, } attachée a une sous-algébre réductive.

Soit ¢ un élément de E?°, donc de la forme 0} .a, ou a désigne une p-cochaine
de a dans Z!. Si s>.1, alors ‘g.a est un cocycle de b dont la classe de cohomo-
logie ne dépend pas du choix de a. Si le cocycle ‘9. a était cohomnologue a zéro,
on aurait

ae(8.B°+B)nZicZ! + D2,
et par suite ¢ = o. On définit ainsi, pour tout s > 1, un isomorphisme
to;: EQ—> H*(b)

qui est visiblement compatible avec les structures d’algébres graduées de ces
espaces. De U'inclusion Z] c Z!,, résulte que ‘9,.E? > ‘.., .E;,,. Compte tenu des
théorémes 15.1 et 15.2, 0on a

9. E{ =19:. E} = H*(b).

Par ailleurs, les images de ‘o, sont les classes de cohomologie des images par !
des cocycles de a; on a donc

‘9.-Ec='3.H*(a).
On obtient ainsi une suite de sous-algébres emboitées
H*(b) =19, .E0 =1, E0>...2t0, . E®>l5,, . EY  >... 5. H*(a)

dont la connaissance équivaut a cclle des E{.

Lemme 18.3. — Si le corps de base est de caractéristique o et si la sous-
algeébre b est réductive dans a, alors chaque sous-algébre ‘o, . E! est engendrée
par U'unité et des éléments primitifs de H* (b).

Démonstration. — Soit b une classe de cohomologie dans ‘g,. E?; il existe une
cochaine a € Z! telle que 7! .a soit dans la classe b. Du fait que b est réductive
dans a résulte que I'on peut choisir pour a une cochaine invariante par b. D’aprés
le lemme 4.2, on a alors

Si(g.v).a=1(9.v)d.a€(3.0).BscBs

pour tout cycle invariant ¢ de b. Par suite 1(9.¢).a€Zl et 1(v)0.a='91(¢.9).a
est donc encore un cocycle dans une classe de ‘9;.E]. Compte tenu du lemme 2. 2,
cette stabilité de la sous-algébre ‘o,.E vis-a-vis des endomorphismes de H*(b)
induits par ¢(¢) lorsque ¢ parcourt la sous-algébre des cycles invariants prouve
que ‘o,.E{ est engendrée par I'unité et des éléments primitifs de H*(b).

Toute classe primitive de degré > p dans H*(b) est dans ‘g, . E,, car, d’aprés
le théoréme 18.3, elle est transgressive, ce qui signifie qu’elle contient un cocycle
dans ‘p.7Z) ,. D’autre part, si une classe primitive b de degré ¢<<p est

dans ‘o,.s.E), . c’est qu’elle contient I'image par ‘¢ d’une g-cochaine a €Z,,,;
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mais puisque ¢ + 1< p—+1, la ¢+ 1 cochaine d.a qui est dans B7+t est néces—
sairement nulle et par conséquent b € ‘¢.H*(a). Ceci prouve le

Tutoreme 18.5. — Si b est une sous-algebre réductive dans a et si le corps
de base est de caractéristique o, chaque sous-algébre ‘¢,.E!cH*(b) est
engendrée par lunité et les éléments primitifs dont les composantes de
degré < s— appartiennent a ‘¢ . H* ().

Ce théoréme montre que, st H*(b) posséde des éléments primitifs de degré p
étrangers a U'image deH*(a), alors E, % E; , et par suite,
Ap+l -Ep+l # { 0';-

Par ailleurs, les classes transgressives de degré p dans H*(b) sont les élé-
menls de

HP(b)n(‘opsi-ESey) = (9pn . ELY.

Avec les hypothéses du théoréme 18.5, on en déduit que toute classe trans-
gressive de H'(b) est somme d’un élément primitif et d’un élément
de ‘3. H"(a). L’application linéaire ¥ peut d’autre part s’obtenir en prenant les
restrictions de chaque opérateur différentiel A, au sous-espace E{™"°.

(Thése soutenue le 10 juin 1949.)



