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SUR LA DENSITE DES RESEAUX DE DOMAINES CONVEXES;

Par M. Istvin Firy.

I. — Introduction.

1. Etant donn¢ dans le plan un domaine convexe K et deux vecteurs p et g,
linéairement indépendants, I’ensemble R(K) des domaines définis par

(1) R(K): K+mp—+nq (m,n=o0,=x1,%02, ...)

sera appel¢ réseau de domaines; nous désignons par K 4z le domaine trans-
formé de K en faisant subir au domaine K la translation z. Il est connu que les
vecteurs p'=m'p+n'q, ¢'= m'p 4 n"q engendrent le méme réseau ponctuel R
que p et ¢, si et seulement si m'n"—n'm"=1(m/, n', m’, n’ entiers). Le réseau
de domaines (1) ne dépend alors que du module R engendré par les vecteurs p
et ¢. Lorsque dans (1) K se réduit a un seul point, on retrouve la notion connue
de réseau ponctuel; donc le réseau de domaines en est une généralisation natu-
relle. On appellera parallélogramme fondamental de R(K) le parallélogramme
N:dp+pg(o<h <1, oL L1). On vort immédiatement que l’aire de ce
parallélogramme ne dépend pas du choix des vecteurs p, ¢, qui engendrent le
module R (concernant ces notions élémentaires, c¢f. Hardy, Wright [4]). La
densité de R(K) sera définie par le rapport

V(K

(2) d= TE—N—;,

ou V(K) et V(N) désignent respectivement l'aire des deux domaines. Une trans-
formation affine du plan fait correspondre a un réseau de domaines un autre
réseau de domaines de méme densité; les questions qui rattachent a celte notion
font partie alors de la Géométrie affine.

Si les domaines de R(K) n’ont deux a deux aucun point intérieur commun,
on dira que R(K) est séparé. Si d’autre part les domaines de R(K) recouvrent le
plan, on dira que R(K) est recouvrant.

Considérons un réseau séparé R(K). Soit D, une suite croissante de domaines
convexes dont la réunion est le plan eatier, D, le sous-domaine de D,, couvert
par les domaines de R(K). On a alors

V()
d_nl;ﬂl V(l),z),
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c’est-a-dire la densité définit la probabilité pour qu’un point du plan soit recouvert
(Minkowski définit la densité a I'aide de cette limite; vorr Minkowski [7]). On
peut pareillement interpréter la densité des réseaux recouvrants.

Convenons d’appeler réseau simplement recouvrant celui dont les domaines
n’ont deux a deux aucun point intéricur commun, et dont les domaines recouvrent
le plan (c’est alors en méme temps un réseau séparé et recouvrant). Si le
réseau R(K) est ou bien recouvrant, ou bien séparé, alors la condition [voir (2)]
d =1, c’est-a-dire V(K)=V(N), est équivalente a la condition que le réseau est
simplement recouvrant.

2. Les réseaux de domaines (surtout ceux a plusieurs dimensions) ont été
beaucoup étudiés par Minkowski [6, 7] en Géométrie des nombres. Entre autres
Minkowsk1 a cherché de déterminer les vecteurs p et ¢ [voir (1)], de fagon que la
densité du réseau séparé R(K) soit maximum; il a donné des critéres nécessaires
et suffisants pour qu’un réseau R(K) ail une densité maximum. Le probléme
suivant n’est pas résolu : soit D(K) la densité maximum de tous les réseaux
séparés construils & partir d’'un domaine K. En faisant varier K dans I’ensemble
des domaines convexes a symétrie centrale, D(K) atteint un minimum. Quels
sont les domaines K pour lesquels ce minimum est atteint? On sait seulement

d’apreés les résultats de Reinhardt [8] et Mahler [5] que minD(K) <= % (ou K

est a symétrie centrale), et cela montre que le minimum n’est pas atteint pour
une ellipse (comme on pensait auparavant).

Fig. 1.

3. Par contre, si 'on ne se borne pas aux domaines a symétrie centrale, on a
I’énoncé suivant (fig. 1) :



— 1534 —

Tatortme 1. — La densité mazimum des réseaux séparés construits a partir

. 2 , . . . N
d’un domaine conveze K est > 7. L’égalité n’a lieu que dans le cas ot K est
un triangle.
Nous démontrons aussi le dual de ce théoréme :

Tutorkime 2. — La densité minimum des réseaux recouvrants, construits
N . . 3 0 s .
a partir d’un domaine conveze K, est = -, Uégalité n’ayant lieu que dans le cas
ou K est un triangle.

Le premier théoréme avait été énoncé d’abord comme hypothése par
M. Fejes-Té6th [1]; dans une conversation particuliére il m’avait indiqué que le
théoréme dual semblait fort probable.

Nous démontrons encore le théoréme suivant (1) :

Tutorime 3. — Si le domaine K est convexe, et si K, désigne un domaine
convexe & symétrie centrale dont U'aire est maximum parmi les domaines a
symétrie centrale et situés dans K, alors

V(Kl
V(K)

~

> 59

w| N

Végalité n’ayant lieu que dans le cas ou K est un triangle. (Dans ce cas
extremum le domaine K, sera un hexagone affinement régulier KnK/, oi K/
désigne le symétrique du triangle K par rapport a son centre de gravité;
voir Fary et Rédei [2].)

Intuitivement ce théoréme signifie que parmi les domaines convexes le triangle
est celui qu’on peut le moins bien approcher par des domaines a symétrie centrale.
On a aussi le dual du théoréme ci-dessus :

Si K* est le plus petit domaine convexe & symétrie centrale, qui contient le
domaine conveze K. on a Uinégalité

V(K)

1
ViKY =5

Ce théoréme est connu, et d’ailleurs sa démonstration est facile.

II. — Réseaux séparés.

1. Dans ce paragraphe nous démonltrons le théoréme 1. A cet effet nous allons
construire, a partir d’'un domaine K donné, unréseau R(K)) dont la densité est > —;—

Nous effectuons d’abord cette construction dans le cas ou K jouit de la pro-

(*) Cf. A. S. Besicowriren, Measure of asymetrie of convex curves (Journ. of the London Math.
Soc., t. 23, 1048, p. 237-240). J’ai rédigé ce travail avant d’avoir pris connaissance de la Note citée
de M. Besicowitch (ajouté a la correction des épreuves).
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priété a suivante : par chaque point frontiére de K passe une droite d’appui et
une seule; l'intersection de cette droite avec K se réduit au point de contact.

On appelle domaine vectoriel d'un domaine convexe K, le domaine Ko, a
symétrie centrale, engendré par les extrémilés des vecteurs issus d’un point fixe O,
et équipollents aux différents vecteurs ayant pour origines et pour extrémités des
poiats quelconques de K. Si nous supposons que K jouit de la propriété a,
Ko posséde, lui aussi, cette propriété. Désignons par Po(s) un point variable de
la courbe frontiére C° de K, ou s désigne 'angle du vecteur OP¢(s) avec une
direction fixe du plan (o < s <<a2m). D’apreés la construction de Ko, il est évident
que dans le domaine K il existe un vecteur QP équipollent a un vecteur donné
OPe¢(s); d’aprés la propriété a ce vecteur QP est unique. Q et P sont situés sur G,
courbe fontiére de K, et les tangentes en ces points sont paralléles.

2. Soit P°(s) donné, et construisons I’hexagone H°(s) inscritdans Co (fig. 2a):

3) He(s)=PY, ..., Pg, P‘]’—_—Pﬂ(s),

tel quel PPy = OP], OP)=—OP/,[P;="DP}, si =  (mod6)]. Cet hexagone
est 'image affine d’un hexagone régulier; pour simplifier I’exposé nous convenons
d’appeler hexagone affinement régulier un hexagone qui est I'image affine d’un
hexagone régulier. '

He(s) étant un hexagone affinement régulier on a

(4) OPY+ OP{, = OPY,,.
R’ R 2 k.
B " EK/ \/ "
'P; sn T; P‘
a b
Fig. 2.

Nous faisons correspondre a Ho(s) un hexagone H(s) inscrit dans C, de la
fagon suivante. Au vecteur OP} correspond un vecteur, et un seul, situé dans K.

Les vecteurs correspondant aux vecteurs OP et OP/ ; ont les mémes extrémités

(mais leurs orientations sont opposées). Ainsi les extrémités des vecteurs corres-
pondant aux vecteurs OP{(/=1, ..., 6) déterminent un hexagone (fig. 2b) :

(5) H(s)=P,, ..., P,
inscrit dans G. On a, d’aprés (4),

(6) PisPi+PisPiio=Pi P,

3. Je dis que R(K) [voir (1)] est séparé, si 'on prend p = P, P, et g = Py P,.
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Il résulte de la définition p et ¢ [d’aprés (6)] que deux domaines consécultifs de
la suite

(7) K+p, K+¢, K+~¢g—p, K—p, K—qg+p

se touchent, et chacun d’eux touche K. (Nous disons que deux domaines convexes
se louchent si leur intersection non vide se réduit & un segment on & un point.)
Py, ..., P;sont les points de contacts de K avec les domaines (7); d’aprés
I’homogénéité du réseau chaque domaine de celui-ci est touché par six autres
domaines. On voit aisément que le réseau de domaines R(K) est séparé.

4. Démontrons qu’il y a un s, tel que les droites P,(s) Ps(s) et Py(s)P;(s)
sont paralléles. Supposons que ces droites aient pour toutle valeur de s un point
commun P (s).

Remarquons d’abord que le point P(s) ne peut jamais étre situé sur la
droite P, P,, il est donc dans un des deux demi-plans définis par cette droite.
D’autre part il est évident que les hexagones H(s) et H(s + =) sont identiques,
car ils différent seulement par la numérotation des sommets. Or,on a P (s)=P (s+=),
mais les directions des droites P,(s)P,(s), P,(s+m) Py (s + =) sont opposées
[comme Py(s) =P,(s+7), P.(s)=P,(s+7)]. Si P(s) est situé a gauche de
la droite P,(s)P,(s), aprés une rotation de l’angleﬂr., il sera a droite. En faisant
varier contindment le paramétre s, on peut passer d’une position a l’autre; cela est
en contradiction avec le fait que P (s) n’est jamais situé sur la droite P, (s) Py (s).
La démonstration est alors achevée.

5. Nous avons donc construit pour chaque domaine K jouissant de la pro-
priété a un réseau de domaines possédant les propriétés suivantes :

1° K est touché par six autres domaines de R(K);

2 st Py, ..., Pg sont les points de contacts, convenablement numérotés, de K
avec les autres domaines de R(K), les segments P,P; et P, P; sont paralléles.

Soit maintenant K un domaine convexe quelconque. En approchant K avec des
domaines K,, qui possédent la propriété a, et en construisant pour chaque K,
le réseau de domaines R(K,) qui jouit des propriétés 1°, 2°, on voit aisément
qu’une suite partielle de cette suite de réseaux de domaines converge vers un
réseau R(K) jouissant des mémes propriétés 1°, 2°.

6. Prorosition. — Soit R(K) un réscau de domaines ayantles propriétés °,

., - 9 , ., . — .
2°. La densité de R(K) est = 3; Pégalité n’a lieu que si K est un triangle.

Démonstration. — Soit H I'hexagone Py, ..., Py (fig. 3). Puisque H est
inscrit dans G, courbe fronticre de K, il suffit de montrer que
V(H) _ o
VN =3’

ou N désigne le parallélogramme fondamental de R(K). La densité (2) est inva-
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riante par rapport 4 une transformation affine, on peut donc supposer que les
droites paralléles (voir I'hypothése 2°) P,Ps et P;P; sont perpendiculaires a
la droite Py P,. Désignons par Q, le point d’intersection des droites P, P, et P, P,
et par Q, le point d'intersection des droites P, P, et P,P;. Soit H'=P, ..., P’
I’hexagone H + P, P;. Si 'on fait subir au plan la translation P¢P;, alors la

vy
,,'d

g
a £
~@, BXB Lo +a 7
%
%

Fig. 3.

droite P,P,, vient sur la droite P;P;, et P,P; vient sur P,P,; on a donc
Q.Q,=Q,Q,. L'hexagone H et les deux triangles adjacents T,= P,P,P, et
T;=P;P;P, forment un octogone, dont I'aire est égale a V(N), puisque le
réseau de domaines qu’on obtient a partir de cet octogone (etles vecteurs p="P, Py,
q="D; P?) recouvre simplementle plan. Ona ainsi V(N)=V(H)+V(T,)+V(T,),
et il suffit de montrer que

V(H) = 2[V(T)) + V(T2)],

c’est-a-dire que, si 'on désigne le quadrilatére P, P, PP, par I, et le quadri-
latére P, P, PP, par H,, on a

(8) V(H) 2 2V(Ty),  V(Hy) > 2V(T,).

Pour prouver la premiérc des inégalités (8) posons a ="P,Q,, b =P,Q,; on
peut supposer que @ = b. Nous distinguons deux cas.

2a > b. — Puisque a = b, I'aire de H, = Q. P,P, Q) est plus petile que I'aire
de H,, et, d’autre part, I'aire du triangle T' = P, P, Q) est plus grande que I'aire
de T,. Il suffit donc de démontrer I'inégalité H) >. 2T, ce qui est aisé

V(HY) = ‘—f—b A+l ba=ov(Ty  (d=T0=00).

2a = b. — Il résulte de notre hypothése que la droite P, P, coupe le segment
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Q,Q;; soit Q le point d’inlersection. L’aire de H, est plus grande que la somme
des aires des triangles Q. P, Q et QP,Q’,. On a alors

V(H) > "’l':“b Iy —bu=oV(T)  (s=0; T, = P,OP)).

2

Le méme raisonnement s’applique pour la deuxiéme inégalité de (8), ce qui

V(H) 2

Vi) =3’

.V(H . .. ' ,
slvi_N§=§, ona V(H,) =2V (T)),ainsi Q = P, et V(T,) = V(T,), Q = Q,,

c’est-a-dire H, est un triangle. En considérant la deuxiéme des inégalités (8),

nous voyons enfin que K est un triangle. La démonstration du théoréme 1 est

alors achevée.

démontre

III. — Réseaux recouvrants.

1. Nous allons établir le

Lemue 1. — Soit R(K) un réseau de domaines recouvrant le plan. Le
domaine K contient un hexagone convexe a symétrie centrale H (qui peut
étre dégénéré en un quadrilatére), tel que le réseau R(H) construit a partir
de H, recouvre simplement le plan.

Démonstration. — Il suffit de démontrer que le domaine K contient une partie
convexe H, telle que R(H) recouvre simplement le plan, car d’aprés un théoréme
connu, on ne peut construire un réseau qui recouvre simplement le plan qu’a
partir d’un parallélogramme ou d’un hexagone a symétrie centrale.

On peut supposer que K posséde des points intérieurs communs avec 24 > 2
domaines de R(K). (Car, s’il existe un point, qui est intérieur aux domaines K
et K + z, alors il existe aussi un point qui est intérieur au domaines K et K — 2.)

Soit K et K+ mp + ng deux domaines ayant un point intérieur commun.
Désignons par PQ un arc de la frontiére de K+ mp + nq dont les extrémités
sont situées sur la frontiére de K.

Soit H, la partie de K située entre les droites [ et { —mp — ng, ou I désigne
la droite PQ. D’aprés la construction il est évident que les domaines H, et
H,+ mp +nq n’ont pas de point intérieur commun et que le réseau R(H,)
recouvre le plan. Dans le réseau R(H,) il n’y a alors que 2 (k4 —1) domaines au
plus qui ont un point intérieur en commun avec le domaine H,.

Au bout de k opérations au plus on obtient alors un domaine situé dans K, qui
posséde la propriété énoncée. Le lemme est ainsi démontré.

Levve 2. — 8¢ C est une courbe convexe fermée (la courbe frontiére d’un
domaine convexe), il existe un hexagone affinement régulier inscrit dans C.

Démonstration. — Soit d’abord C une courbe continiment différentiable qui
ne contient pas des segments. Nous démontrons qu’il existe un hexagone affine-
ment régulier H=DP,, ..., P; et un seul, dont cinq sommets sont situés sur C,
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le sixiéme n’est pas a I'extérieur de C, le vecteur P, P, faisant un angle ¢ donné a
I’avance avec une direction donnée.

Soit AB la plus grande corde de C ayant la direction ¢. Si 0 << d < AB, il existe
de part et d’autre de AB exactement une corde de longueur d, paralléle a AB;
soient P2 P2 et P2 P2, Considérons I’hexagone affinement régulier HH=P3, ... P2,
Pour 9 petit PZ et P2 seront a 'intérieur de C, pour d voisin de AB, P3 et P2 seront
a extérieur de C. En faisant donc varier ¢ continiment on peut amener cing
sommets de ’hexagone a étre sur C et le sixiéme & U'intérieur ou sur C.

Nous montrons que cet hexagone est unique. Supposons au conlraire que
H = (P;) et H'= (P}) sont deux hexagones affinement réguliers inscrits dans C,

tels que P,P,|| P, P,, PP, <P, P, (fig. 4). Il résulte de la derniére inégalité

2 R
\ .
17 7
Vi 7/
& % L 1A
4 (A4
[ L3
Fig. 4.

(chacun des hexagones étant affinement régulier) que les segments P, P; et P3P,
coupent le segment P,P,. De méme les segments P;P; et PP, coupent le
segment PP’ . L’angle au sommet P; de H est plus grand que I’angle au sommet P’
de H', donc le triangle P, P’ P} contient le point P;; de méme le triangle P P/, P
contient le sommet Py. Celaimplique que I’hexagone H a deux sommets a 'intérieur
de C, contrairement a nos hypothéses.

Il résulte de l'existence et de I'unicité de I'hexagone H(¢) que ses sommets
varient contintiment avec 9. En numérotant les sommets d’un de ces hexagones,
cette numérolation détermine celle de tous les autres. Désignons par®; (i =1, ...,6)
I'ensemble de ¢ pour lesquels, dans ’hexagone correspondant, le sommet P; est
a l'intérieur de C. Si ®; n’est pas vide, alors ®;,, n’est pas vide non plus, car en
vertu de 'unicité de H(¢) le méme hexagone appartient aux directions ¢ et ¢ + 7
[mais avec une autre numérotation des sommets, a savoir P;(¢) = Pi 3 (0 + 7)].
Les ensembles ®; sont ouverts, leurs complémentaires étant fermés. Il existe donc
des directions qui n’appartiennent & aucun de ®;, car 'ensemble de toutes les
direclions est connexe, et ne peut pas étre décomposé en un nombre fini d’ensembles.
ouverts. Ainsi le lemme est démontré pour les courbes continiment dérivables,
qui ne conliennent pas de segments, el puisque toute courbe convexe peut étre
approchée par des courbes de ce type, et ceci de telle facon que les hexagones
affinement réguliers, inscrits aux courbes tendent vers un hexagone affinement
régulier inscrit dans la courbe C, le lemme est alors démonlré en toute généralité.
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Lemme 3. — Soit K un domaine convexe, H=P,, ..., Ps un hexzagone
affinement régulier inscrit dans G, courbe frontiere de K. Nous avons
Uinégalité

Y(H) <5

Démonstration. — Menons une droite d’appui ¢; de C par chacun des points P;.
Désignons par Q; le point d’intersection des droites ¢; et ¢i4. L’hexagone
H = Qq, ..., Qg contient K, il suffit donc de démontrer 'inégalité

V(H)
V(H

3
(9) 5

=

~

Les droites P, P», P,P,, P; P, délerminent un triangle T = A; A, A;[le sommet A,
est opposé au coté P, Py, etc. (fig. 5)]. Le triangle symétrique de P, Q,P, par

rapport au point P, est situé dans le triangle Ay Py P;(A,Py:==P,P; =P Ay, car
H est un hexagone affinement régulier); la somme de I’aire des triangles P, Q, P,
et PgQq P, est donc plus petite que 'aire de A, P, P;. En répétant cette opération
pour les points P, et Py, on obtient finalement V(H') = V(T). Mais d’autre part

V(H)= %V(T), d’ou résulte I'inégalité (). Le lemme est donc démontré.

2. Nous pouvons maintenant établir le théoréme 2. Considérons un domaine K
et I'hexagone affinement régulicr inscrit dans sa courbe frontiére (lemme 2).
Soient p et ¢ deux vecteurs déterminés par les milieux de deux couples de cotés
paralléeles de H. On voit immédiatement que les domaines H -+ mp + ngq
(m, n=o0,= 1,712, ...) recouvrent simplement le plan, donc qu’on a V(N)=V(H)
pourle parallélogramme fondamental N du réseau R (K), construitavecles vecteurs p
et ¢ qu’on vient de définir. Or, KD H, donc R(K)recouvre le plan. Nous obtenons
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pour la densité d de celui-ci

d= —cf = — 2.

V(K) V(K)
(H)

.. . 3 \ « . .
Celte derniére quantilé est = - d’aprés le lemme 3, ce qui démontre la premiére

proposition du théoréme 2.

Pour démontrer la seconde partie du théoréme considérons un réseau de
triangles R(T) qui recouvre le plan. D’aprés le lemme 1 il existe un hexagone
(ou parallélogramme) H situé dans T tel que le réseau R(H) recouvre simplement
le plan. Il est facile de démontrer que dans ce cas

v(T) _ 3
2

V() =: (H asymétrie centrale),

.. 3 . ..
la valeur minimum ; étant atteinte pour un hexagone convenablement choisi. Par

. . . W 3
conséquent la densité minimum de réseaux recouvrant R(T) est 5 La démons-

tration est alors achevée.

3. Le théoréme 3 résulte immédiatement des lemmes 2 et 3, car on a évidem-
ment V(K )> V(H), ou H est un hexagone affinement régulier, inscrit dans la
courbe frontiére de K. Nous obtenons ainsi I'inégalité du théoréme, et la démons-
tration est compléte.
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