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EQUIVALENCES REGULIERES DANS UN ENSEMBLE ORDONNE.

-Par M. L. DusreiL-Jacorix er R. Crosor.

Introduction.

Dans un groupoide G, c’est-d-dire dans un ensemble muni d’une opération, les
relations d’équivalence les plus importantes sont les équivalences R régulieres
par rapport a I'opération (*).

Dans un treillis, selon les questions étudiées, on considére lés équivalences
régulieres seulement par rapport a 'opération U (par exemple) ou par rapport
aux deux opérations N et U. Dans le premier cas, il est naturel que I'opéra-
tion N ne joue qu’un role secondaire et I'on peut se placer dans un demi-treillis.
Plus généralement, nous considérons ici un ensemble ordonné et nous nous
proposons de définir les relations d’équivalence réguliéres par rapport a la
relation d’ordre et d’étudier leurs propriétés.

I. — Définition de la régularité d’'une relation d’équivalence
dans un ensemble ordonné.

Rappelons qu’étant donnés deux ensembles ordonnés E et E*, on appelle homo-
morphisme de E sur E* une application « de.E sur E* telle que 1'on ait

z £y dans Esa(z)=2* £ a(y) = y* dans E*.

Définition. -—— Nous dirons qu’une relation d'équivalence définie dans un
ensemble ordonné E est réguliere par rapport a la relation d’ordre, ou simple-
ment réguliére, si et seulement si elle est U'équivalence d’application R

z=y(R)sa(z)=a(y)

dans un homomorphisme de E sur un ensemble ordonné E’.

Traduisons cette propriété de la relation d’équivalence R par une.condition
liant R a la relation d’ordre dans E et ne faisant pas intervenir la notion d’homo-
morphisme.

Tutorktme 1. — Unre relation d'équivalence R définie dans un ensemble

(') Ou compatibles avec lopération (N. BourBaxki, Algébré, chap. I, p. 44); pour les définitions et
propriéiés, voir P. DUBREIL, Algébre, p. 8o.
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ordonné E est réguliére si et seulement si elle satisfait a la condition (p)
suivante : les relations

; ai=ai(R), ay=a,(R), veey @ny=ap_, (R), an= an(R),
( a\ <L Qs ay <L a, ey Ap_y £ Gp, a, <L ay
entrainent

Gy =ar=a3=...=a,(R).

Supposons en effet qu’il existe, dans E, une suite de 27 éléments ay, a, a,,

’

dyy « ooy Any @, tels que lon ait

ar=a\(R), ar=ay(R), ..., Gra=ds(R), an=a,(R),
a) £ a,, a,< as, ceey @y £ an, ap £ ay.
Considérons les images aj, a;, ..., a, de ces éléments dans E*; on a

aiLaicaic.. . Lap<al,

d’oti I'on déduit, E* étant un ensemble ordonné,

a'=aj=aj=... a},
c’est-a-dire
Gg=dy=az=...= a,(R).

Réciproquement, si une relation d’équivalence R satisfait a la condition (p),
elle est réguliere. En effet, considérons comme ensemble E* I'ensemble quo-
tient E/R, et définissons dans E/R la relation binaire O :

XO0Y& 3 2’ eX, reY, a, a), ai as, ..., a, dy

tels que I'on ait
a,=aj(R), s =ay(R), AR an=a(R),
FLa, dLay, ..., apZLy.

Cette relation est réflexive, transitive et antisymétrique, d’apres la condition
précédente; c'est donc une relation d’ordre que nous noterons X <Y. L’en-
semble E’, muni de cette relation d’ordre, est manifestement image homo-
morphe de E, I'application étant a(y)=Y(=y")oyreX.

Définition. — On appelle image homomorphe de E attachée & R Vensemble
quotient E/R ordonné par O.

Remarque. — Une équivalence R réguliére dans E étant donnée, ’ensemble E*,
image homomorphe de E, n’est pas univoquement déterminé. En tant qu’ensemble
non ordonné, E est déterminé a un isomorphisme pres, puisqu'il est équipotent
a E/R. Mais toute relation” d’ordre dans E* déduite de O par introduction de
couples supplémentaires liés par <, c’est-a-dire moins fine que O, fait évidemment
aussi de E* une image homomorphe de E, « étant toujours un homomorphisme
et R son équivalence d’application.

Propriétés. — On voit immédiatement, en vertu du théoréme 1, que I'inter-
section d'une famille quelconque d'équivalences réguli¢res est réguliére.
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Par contre, le produit transitif de deux équivalences régulicres est une
équivalence qui n’est pas nécessairement réguliére.
Considérons, par exemple, dans ’ensemble ordonné a cing éléments

E={a, b,cd,e, f}

de diagramme (O), les deux équivalences régulitres R, et R, auxquelles sont
attachées les images homomorphes de E, qui ont pour diagrammes (1) et (2)

(0) (1) (2)
a B,={a,b} é,:{a}

JIN <\ Nooie
6 ¢ DM Ci={c} Dy={d} Ci={c}. .Ds={d}
N / ,..

/ Fi=|{f} Fa={f,b}

Le produit transitif Ry R, n’est pas régulier, car E/R; R, se compose de trois
classes {a, b, f}, {c}, {d}etlona
'a,=a_=_f=a',,- as =c¢ = ay,
a’l < as, a’n < ay,
et
ar#Z ay puisque c¢ # a.

On a néanmoins la propriété :

Tutorime 2. — Les équivalences réguliéres définies dans un ensemble
ordonné forment un treillis complet dont U'élément nul est Uégalité ¢, et dont
Uélément universel est Uéquivalence absolue w.

Naturellement, le treillis B, sous-ensemble du treillis des équivalences définies
dans E n’en est'paszun sous-treillis; Ry U R, est I'intersection des équivalences
régulieres contenant R, et R, (ensemble non vide, puisque I'équivalence absolue
en fait partie).

On définit aussi la fermeture réguliére R d’une équivalence R quelconque
comme [intersection des équivalences régulieres moins fines qu’elle : c’est donc
Péquivalence réguliere la plus fine contenant R et 'on a évidemment

aéa) B—i=a, aléalﬁaléagy

ce qui justifie le nom de fermeture.
Nous aurons donc :

J?E.Y(‘R)@EIM, @y ey @y, a}_,, Ajr1y, @iy ...y @y Apy ', ¥

tels que

z =2'(R), r=y'(R), ai=a;(R) pour i=1, ..., j—1, j4+I, ..., n,
x' £ ay, a) £ as, vy a_ LYy, YL ajg, ey a, <L z.

Dans la suite de ce Mémoire, tant que nous n’aurons pas introduit d’autres
conventions (§ V), le signe n signifiera I'intersection des équivalences, le signe U
la fermeture réguliére du produit transitif des équivalences régulieres, c’est-a-dire
I'union dans le treillis .
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I1. — Equivalences régulidres ayant une classe donnée
ou une famille de classes donnée.

Tutortme 3. — Toute classe G modulo une équivalence réguliére R définie
dans un ensemble ordonné est convexe.

En effet, supposons que I'on ait
z&yeC, rL3LYy.
Ceci permet d’écrire
r=z(R), z2=2z(R);
o xZs3, 2Ly,

ce qui entraine, d’aprés le théoréme 1,

z=3z(R), c'est-a-dire zeC.

Classes particuliéres.— Envisageons dans E*, image homomorphe de E attachée
a R, un élément minimal, s’il en existe, et considérons la classe I correspondant
a cet élément. Elle posséde la propriété suivante :

) iel,z<Zi=zel.

En effet, on a, dans E*,
X<l don X=L

Nous appellerons section commengante (*) de E tout sous-ensemble I' possé-
dant la propriété (J). En particulier, nous appellerons section commencante d'un
élément a et nous désignerons par (a) I'’ensemble des éléments x de E avec z < a.
L’intersection (au sens de la théorie des ensembles) d’une famille de sections
commengcantes est une section commencante si elle n’est pas vide. La réunion
d’une famille de sections commencantes est une section commencante. Les sections
commencantes, auxquelles on adjoint éventuellement le sous-ensemble vide
constituent donc un sous-treillis complet du treillis des sous-ensembles de E.

Par dualité, a tout élément maximal de E*, s'il en existe, correspond une
classe D, possédant la propriété suivante :

(R) deD,d<Lx=zeD.

Nous appellerons section finissante de E tout sous-ensemble D possédant la
propriété (®). En particulier, nous appellerons section finissante d’'un élément
a et nous désignerons par )a( P'ensemble des éléments z de E avec #> a. Les
sections finissantes auxquelles on adjoint_éventuellement le sous-ensemble vide
constituent un sous-treillis complet du treillis des sous-ensembles de E.

Tutorime 4. — La condition nécessaire et susffisante pour qu'un sous-
P q

() Nous n’utiliserons pas le mot idéal, car il est employé par certains auteurs dans un sens plus
restreint. Cf. par exemple, C. VAIDYANATHASWAMY, The Ideal theory of the partially ordered set
(Proc. Ind. Acad. Sc., vol. XIII, 1941). J. Colmez (Thése, Portugali® mathematica, vol. 6, 1947),
appelle sections & gauche les sections commencantes. Notre terminologie est en accord avec celle
de A. Denjoy (L’énumération transfinie, Gauthier-Villars, Paris).
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ensemble G de E soit classée d’au moins une équivalence réguliére définie
dans E est que C soit convexe.
L'équivalence la plus fine répondant & la.question est U'équivalence &,

r=y(&)eor=y ou z&yeC.

La condition est nécessaire- d’aprés le théoréme 1. Pour montrer qu’elle est
suffisante, il suffit de montrer que P'équivalence &; est régulitre ; ce sera évidem-
ment la plus fine répondant a la question.

Définissons dans E/& la relation binaire

C<(ou>)Y={y}(y¢CG) ©3JceC, avec c<y(ouy<e),
X={z}|<l={2](z&3¢Co2x<3) ou Jcy&c:€C,telsquez<<e;, et c2<3.

Cette relation est transitive et X <Y et Y << X sont incompatibles, puisque
< ey, caly, ety <<cy, cy<<zexigent y€C et z€C en vertu de la convexité
de C. Cette relation est donc une relation d’ordre strict et E/&; est visiblement
image homomorphe de E.

En général, il n’existe pas d'équivalence réguliécre moins fine que toutes les
autres ayant C pour classe. Supposons C sous-ensemble strict de E. Considérons
les sous-ensembles suivants de E : 'ensemble I des éléments inférieurs a au moins
un élément de C et n’appartenant pas a C; 'ensemble S des éléments supérieurs
4 au moins un élément de C et n’appartenant pas a G; 'ensemble C' des éléments
qui-ne sont comparables a aucun ¢lément de C. Les sous-ensembles I, G, S
et C' de E sont disjoints en vertu de la convexité de C et forment une partition
de E si aucun d’eux n’est vide. L’équivalence correspondante p est réguliere, car
I’ensemble quotient peut étre ordonné suivant le diagramme suivant :

boe.

qui est image homomorphe de E (sans étre nécessairement image homomorphe
de E attachée a p).
Mais les deux chaines

S, Sy
S;=S§ Sa =Sy C
G avec { C,;=0C e G avec a=C
| L=1yC | L =1
I, I,

sont les images homomorphes de E attachées aux deux équivalences d’application
corres[iondantes R, et R, qui sont régulitres et admettent C pour classe;
s'il existait une équivalence réguliere admettant C pour classe moins fine que
teutes les autres, elle serait moins fine que R, et R,, donc moins fine que leur
produit transitif qui correspond a la partition de E en deux classes, C et E—C.
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*Cette équivalence, qui est la moins fine de celles admettant C pour classe, n'est
pas réguliére.

Au contraire, on voit aisément que, si I'un au moins des trois sous-ensembles I.
S et C' de E est vide, il existe une équivalence réguliére moins fine parmi celles
admettant C pour classe. Si C' est vide, c’est 'équivalence correspondant a la
partition de E en ceux des sous-ensembles C, I, S qui sont non vides. Si I (ou S)
est vide, c’est celle qui correspond a la partition de E en deux classes C et S\U/C'
(ou 1Y C').

On peut donc compléter le théoréme 3 par le

Tutorime 8. — C étant un sous-ensemble conveze de E, il y a une équica-
lence réguliere & ; moins fine que toutes les autres ayant C pour classe si et
seulement si C est une section finissante ou commencante ou si tout élément
de E est comparable & un élément au moins de C.

Les théorémes 4 et 5 se généralisent de la maniére suivante :

Tutorime 4. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’'une famille
A ={Cyla€A de sous-ensembles convexes distincts C, de Uensemble
ordonné E soit une famille de classes dans au moins une équivalence régulicre
définie dans E est qu’elle satisfasse a la propriété

(=) Lo, <L Zq, Ty, L Za,, CER) Ly, L Xy,
avec
To; &7y, €Cama=as=...=ap,

La propriété est évidemment nécessaire d’apres le théoréme 1. Remarquons
d’ailleurs qu’en vertu de la propriété (n), les C,, sont disjoints car, sl existe % tel
que £€C,, et £€Cy,, avec as 3£ ay, en prenant xy, =z, =% et Ly = z,,=1%. on
aurait Ty < &,,, Ty, < Z,,, contrairement i la propriété ().

Pour démontrer que la condition (x) est suffisante, montrons que la relation &,

rz=y(ba)oz=y ou JaeA telquex& yeCqy

est une équivalence réguliére répondant a la question. Ce sera alors évidem-
ment la plus fine.

Cette relation .est évidemment une équivalence ayant les G, pour classes. Mon-
trons qu’elle est réguliere. En effet, si elle ne I'était pas, d’apreés le théoreme 1.
on pourrait trouver une suite

a = da)(&aq), ey an= a, (a),
avec

a' £ ay, ooy a, < ay

et a; = a; pour un et un j au moins.
Dans cette suite, si a; ¢ C, quel que soit €A, on a

af = ax, Ay < ag, AL Agyy,s donc Ay £ Apyy

et l'on peut supprimer tous les éléments a; n’appartenant pas aux G, sans changer
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les relations restantes; mais la propriété (7) entraine queé les C, ne soient pas
distinets, soit C;= G, pour tous les « intervenant. Si &y n’était pas réguliére,
on pourrait donc trouver une suite

z, < ay, a\ <z, @< ay ay < w3, SN 1< ay, a; < zy,

avec a;& a; € Gy pour i =1, 2, ...,!, z;¢Co pour i=1, 2, ..., I; ce qui est
impossible en vertu de la convexité de Cq,.

Remarque. — La propriété (m) est trivialement vérifiée, quelle que soit la
famille L de sous-ensembles convexes disjoints de.E, si E est une chaine.

CororLare. — A toute famille L de sous-ensembles { C, laes qui sont dis-
Joints et sont tous des sections commengantes ou des sections finissantes, corres-
pond au moins une équivalence réguliére admettant ces sous-ensembles pour
classes, la plus fine équivalence répondant & la question étant I'équivalence &q.

Les sous-ensembles C, étant évidemment convexes, il suffit de remarquer que
la propriété (m) est vérifiée. En effet, si 'on se place dans I'hypothese de (),
C,, est une section commencante ou une section finissante. Dans le premier-cas,
z,, < z, implique C, = C,, et, de proche en proche,

C;== qu=...= Can= Ca,.
Dans le second cas; z, << z,, implique G, = C,, et, de proche en proche,
)
C;n = Can_‘ =... =Ca,= C;x‘,

La famille @ de sous-ensembles convexes. C, de I’ensemble ordonné E satisfai-
sant & la propriété (m) étant donnée, nous poserons, en appelant C la réunion
des C,, les définitions suivantes :

Définitions. — 1° On dit que b € E—C est lié & a e E—C par la famille &

si et seulement si Ja;€A pouri=1,2, ..., ketci&c,€Cq, pouri=1, 2,...,k,
tels que
(1) a e, . ¢} £ Citiy cey cr<Lb.

On écrit alors aryb.

2° On dit que a et b sont liés par la famille A si a est 1ié a b ou si b est lié
a « par la famille @.

Remarquons qu’un ¢lément ¢ ne peut &tre lié a lui-méme, car cela entrainerait
que les G, ne satisferaient pas a la propriété ().

3° Lorsque a et b sont non liés par la famille @, nous écrirons avy b.

On a alors les propriétés suivantes :

o

1° adqgbeta=b(R),ou R estune équivalence réguliére quelconque admettant

les G, pour classes, sont incompatibles, car (1) et @ = b(R ) sont incompatibles
en raison du théoré¢me 1 ;

2° Soit avq b; appelons A I'ensemble {«, b} si ¢ et b ne sont pas comparables
dans E et le segment [a, b] ou [b, @] si « et b sont comparables (*). On a:

(3) Si 'on a a < b, on appelle segment [ a, b] ’ensemble des z€E tels que a <z < b.-
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Les Cy et A satisfont a la condition (m).«En cffet, s'il n’en était pas ainsi. on

aurait une suite
wy <Ley, ceey Cj L Cjrty «euy ¢ £ vy,

avec ¢j&c; €Cqy, a;€A pour j=1, 2, ..., n, et w;&w, €A. Si l'on avait
wy=w, cet élément serait li¢ a lui-méme, ce qui est impossible; si P'on Javait
wy 3 o), il enrésulterait adlq b ou biya, impossible aussi, puisque avq b. Donc, il
existe toujours au moins une équivalence réguliere ayant les G, pour classes et
dans laquelle deux éléments quelconques a et b tels que avgq b soient congrus.

Par suite, pour qu'il existe une équivalence Fq moins fine que toutes les
autres ayant les G, pour classes, il est nécessaire que la relation binaire vy soit
transitive. Nous allons voir que cette condition est aussi suffisante.

vq 6tant réflexive, transitive et évidemment symétrique est, par construction,
une équivalence définie dans E—C. Considérons alors la relation définie dans E
par

r=y(Fa)eJa telque 2&y€Cy ou zvay pour z&yeE —C.

Cette relation est évidemment une équivalence et, si elle est réguliere, c’est la
moins fine des équivalences régulidres définies dans E admettant les G, pour
classes.

Or, Faq est réguliere. En effet, s’il n'en était pas ainsi, d’aprés le théoréme 1,
.on pourrait trouver une suite d’éléments de E tels que

z =2z(Fa), z2 =23 (Fa), ey zr=zi (Fa), z;&zieE,

x' L za, x'y L x3, ceey xy < 2y (i=1,2, ..., k),

les z; n’étant pas tous congrus modulo Fa.

Mais une telle suite ol tous les z; & z; seraient éléments des C, ne. peut étre
construite, puisque les G, satisfont a (7).

Montrons qu’une telle suite ne peut exister avec certains éléments appartenant
i E—C. On peut d’abord supposer z;= z;(Fa) pour {32 . Sinon, on pourrail
se ramener A des suites du méme type et ayant moins d’éléments.

Soit ;= a; € E—C et 2., = a, le premier ¢élément de la suite Zi1, Ziva, ...

iy oy - .., i tel que @, ¢ C. Si p=1, on a ;= @\ < a,. Sinon, on a a)2q ..
puisqu'’il existe cg & c3 € Cg, avec B; €A pour j =1, 2, ..., p—1 tels que
ay £ g, cb‘ £cg, ceey c'p,_. Z a,.

On ne peut avoir.a,= a,, puisqu’on a ay;vqa) et que Pon doit supposer & > 1
(autrement dit, il existe des indices J # i pour lesquels a; ¢ C).

De a.,:éa,(ﬂ'a,), résulte a;rqa, (car a,hqa, est impossible, puisque cela
entrainerait @ Aqa). On a alors, de proche en proclle asrgas, d’'ou a dqa, ....
ct finalement a,1q a4, ce qui est 1mpossﬂ)le

On obtient donc le résultat suivant :

Tutorime 5'. — Etant donnée une famille QU de sous-ensembles convexes
{ Cy Jzer d’'un ensemble ordonné E, si la condition (x) est vérifice, pour qu’il
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existe une équivalence réguliére moins fine que toutes les autres parmi celles
qui admettent les Gy comme classes, il faut et il suffit que la relationvg définie
dans E—C =E — g C, par

€A

ava b & a et b ne sont pas liés par A
soit transitive.

Conrorratre. — S¢ les sous-ensembles Gy, sont disjoints et sont tous des sections
commengantes ou des sections finissantes, il existe une équivalence régulicre
moins fine que toutes les autres parmi celles qui admettent les G, comme
classes. On Uobtient en ajoutant aux classes C,, lajclasse E— C.

En effet, dans ce cas, deux éléments de E -~ C ne sont jamais liés par (.

TreortME 6. — R étant une équivalence réguliére ayant une famille @ de
classes donnée, st Fa n'existe pas, il existe néanmoins une équivalence moins.
JSine que R maximale parmi les équivalences réguliéres possédant la méme
propriété.

Ceci résulte, par application du théoréme dc Zorn, du fait que le. produit tran-
sitif d'une chaine d’équivalences régulieres ayant unc famille de classes données
posséde les mémes propriétés. En effet, si { R,}, & désigne une chaine de telles

équivalences, on a
z = y( U d‘)@a ¢ avec r=y(R,).
1€l

La condition de régularité, qui ne fait intervenir qu’un nombre fini d’éléments
de E, en résulte, ainsi que la proprié¢té d’avoir une famille de classes données.

111. — Etude du treillis & des équivalences réguliéres
définies dans un ensemble ordonné E.

Tutorime 7. — QR étant une équivalence régulicre définie dans E et E*
U'image homomorphe de E attachée i R, la section finissante YR( du treillis
est un treillis isomorphe au treillis B des équivalences régulicres définies
dans E*.

Considérons l'application biunivoque f de I'ensemble des équivalences
(quelconques) définies dans E moins fines que R sur 'ensemble des équivalences
(quelconques) définies dans E*= E/R

P—LP' si A=B(p*) JueA et beB, avec a=b(p).

Nous montrons que p* est régulidre, si p est réguliere, en montrant que I'image
homomorphe de E attachée ja p, E/p, cst image homomorphe de E*, p* étant une
équivalence d’homomorphisme. En effet, si I'on a X <Y dans E*, il existe dans E
des élémients 2, @, @', b, ¥, ..., [, I, y tels que I'on ait

z' > X, a=ad(R), b =b(R) ceey I=lU'(R), y->Y,
z' < a, a=b ceey U= y.
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p étant hoins fine que (R, on en déduil que la classe de 2’ modulo p est, dans E/o,
inférieure ou égale a la classe de y modulo p. Or, dans Papplication canonique de
I'ensemble quotient de E par p sur ensemble quotient de E* par p*, de ces classes
correspondent aux classes de X modulo p* et de Y modulo p* respectivement, ce
qui établit ’homomorphisme de E* sur Efp.

Réciproquement, on voit que si p" est réguliere (R étant réguliére), o cst
réguliere.

Enfin, puisque f et f~* respectent.'inclusion des équivalences, )R ( et & sont
isomorphes.

Conséquence. — Le segment[ R, p] de ® est isomorphe & la section commen-
cante (p*) de ©".

Tatorkme 8. — R étant une équivalence régulicre définie dans E et { C, |,y
la famille de toutes les classes modulo R, la section commengante (R) de ®
est isomorphe au produit cardinal des treillis B, des équivalences régulicres
définies dans chacun des sous-ensembles ordonnés C, de E.

Soit ¢ lapplication de (®) dans | . définie par ¢(p)={pajaca 0 pa
*GA
désigne I'équivalence, évidemment réguliere, induite par p dans C,. Cette appli-
cation est biunivoque. C'est unc application de (R) sur [] ®.; en cffet.
’ aE€A

pa désignant, quel que soit @ € A, une équivalence réguliere définie dans C,. il
cxiste une équivalence p € (R) et une seule, qui induise p, dans C, pour tout «.
Cette équivalence est réguliere dans E. En effet, supposons que I'on ait

ay=ad\(p), a;=da,(p), ceey ap=d,(p),
ay £ a., ay £ as, ey | ap<Lan.

p étant plus fine que R, ces relations sont valables si on remplace p par R.
On en déduit, puisque R est réguliere,

a=ar=...=a,(R).

Donc, tous les éléments écrits appartiennent a la méme classe C,. L’équiva-
lence p, étant régulitre dans C,, on a

ay=ar=...=a,(pa), d’ou Gy =as=...=a,(p).

L’application ¢ et 'application ¢~ respectant linclusion des relations d’équi-
valences, on a 'isomorphisme annoncé.

Nous nous proposons maintenant d’étudier le treillis % au point de vue de ses
points (éléments couvrant ¢) et de ses ¢éléments maximaux (éléments couverts
par-).

TatorikME 9. — Une équivalence est maximale dans G si et seulement si sa
partition est formée de deux classes dont 'une est une section commengante
(et, par suite, ’autre, une section finissante).

I est clair qu'une telle équivalence est réguliére et maximale. Réciproquement,
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soit une équivalence réguliere maximale R. Si elle correspondait & une partition
de E en plus de deux classes, on pourrait trouver dans E*, image homomorphe
de E attachée a R, une équivalence réguliere distincte de ¢ et  (ce qui est
toujours possible dans un ensemble ordonné E* ayant plus de deux ¢léments, car
on peut toujours trouver un sous-cnscmble strict de E* convexe ayant plus d’un
élément) et R ne serait pas couverte par 'équivalence absolué. Soit alors A une
des classes de la partition de R; montrons que c’est une scction finissante ou
commencante; s’il n’en était pas ainsi, on aurait

akaelA z&zr'eE— A avec z<d,a< g,
mais alors, z = z'(R) serait incompatible avec la régularité de R.

Tutorime 10. — Toute équivalence réguliere distincte de Uéquivalence
absolue est intersection d’équivalences régulieres maximales.

D’apres le théoreme 7, il suffit de le montrer pour P'égalité (si E a plus d’un
‘élément) qui est I'intersection des équivalences régulidres maximales correspon-
dant aux sections commencantes de chaque élément de E[z £ y dans E= 2 ¢ (y)

ou y & ()]

Tuorime 11. — Une équivalence est un point de G si et seulement si ses classes
se composent d’un seul élément, sauf l'une d’elles qui se compose de deux élé-
ments non comparables ou dont l'un couvre l'autre.

Evidemment, une telle équivalence est réguliere ct couvre I'égalité. Récipro-
quement, soit R un point de . Si deux classes-au moins modulo R possédaient
plus d’un élément de E, en décomposant une de ces classses en classes d’un seul
¢lément, on obtiendrait une équivalence régulidre p £ ¢ strictement plus fine
que R. Sila classe G de R non réduite a un seul élément contenait plus de deux
éléments, on pourrait en déduire une équivalence différente de e strictement
contenue dans R; il suffit de considérer un élément quelconque a de C et de
décomposer C en deux sous-ensembles C; et C—C, ot C; est 'ensemble {a}
si « est maximal ou minimal dans C et 'ensemble )a((}\C dans le cas contraire;
la famille €={C,;, C—C,} satisfait a (n) et 'on a ¢ < Ec<< R; donc R ne
serait pas un point.

Remarque. — 1l n’existe pas toujours des points dans le treillis ®. Par
exemple, si E est la chaine des nombres réels, B ne posséde aucun point.

Proeritre. — Le treillis © est atomique (c’est-a-dire que tout élément
distinct -de U’élément ¢ est supérieur ou égal & un point au moins) st et seule-
ment si U'ensemble E satisfait a la condition suivante :

z<ydans E=>Jz1&y, €[z, y], non comparables ou tels que 2y ~<y:.

C’est la condition pour que Péquivalence &; correspondant a C = [z, y] soit
moins fine qu’un point et il suffit d’imposer la propriété pour une telle équivalence.

Remarque. — Le treillis G peut étre atomique sans que tout élément distinct
de I'élément ¢ soit union de points. Par exemple, si E est la chaine des entiers
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positifs complétée par un ¢lément + oo,  n’est visiblement pas produit transitif
de points, ni union de points, ce qui revient au méme, puisque E est une chaine.

Montrons, d’une fagon générale, E étant quelconque, qu’un t,lcment de B ne

peut étre union de points sans étre produit transitif de points.
Lemme 1. — Soient a et b deux éléments de E, satisfaisant & a << b, congrus

modulo un produit transitif de points de B, c’est-a-dire
Jc:€E (i=o0,1,2,..., 0 +1), avec co= a, Crty=0b
Ll

et Ri= &(c;c;r,}, point de B, pour i€l ={o, 1,
St z€E est tel que l'on ait £ ¢; pour i =1, 2, ,neta<<x<<b, il

existe c; non comparable & x, d’ou résulte
= < {epz }><l Iﬂ)
1€l

a=z=

., n—+1, on

En effet, si ¢; était comparable & z pour tout i=o, 1, 2, .
pourrait répartir les ¢; en deux ensembles non vides A et B (c;€ A i< z). Iy

aurait alors nécessairement un point de % au moins, soit Ry, tel que I'on ait

¢, << x < ¢4, ce qui est impossible
Lemme 2. — Soient a et b deux éléments de E congrus modulo un produit

transitif de points de B, c’est-a-dire
, R =4+1), avec Cco=a, Cht1= b

Jc:€eE (i=o0,1,2,...
et Ri=8(c,ci04)s pbint de G, pouriel={o, 1,...,n}.
Si¢ d €E satisfait a b <d (ou b>d), ou bien on a a <<d (ou a>d), ou
bien il existe c; tel que
a=d(6{cl,,1 x[[(k,)
i€l

En effet, si un tel ¢cjn ‘existe pas, on doit avoir d % ¢; et ¢; comparable a d
, 7~ 1; on ne peut avoir @ > d d’apres le lemme 1; on

pour tout i=o,1, 2,
a donc a < d.
Tutorime 12. — La fermeture réguliere d’un produit transitif de points

de B est un produit transitif de points de ©
Soit A = { R4 }aea une famille de points de B. Posons

@ ;Haa.

GEA

Nous devons ¢tablir que % est un produit transitif de points de . Ceci revient a

montrer que

% =92'" en posant fB’L—.:HU{p‘, ol B={Rg}ses
Ses
est 'ensemble des points de B satisfaisant 2 Rg< % (on a évidemment @ € B)
Ona
(i=12 .., J—1,]+1,...,n), z,y

z E)’(é)@Bﬂh a;



tels que

z=(2), y=y (%), a;=a (%),
' < ay, ceey g <y, Y<aj, cey a, < z.

Si z et y sont non comparables, on a
z=y(8{x,y}) avec 8z, y) € B.
Sinon, soit, par exemple, y << z. De
z=a(%Z), z' < ay, ay=ay(2), cen aj = aj_ (%), a4 <Yy,

on déduit, en appliquant le lemme 2, soit z=a,(%'), soit £ < a,, puis, soit
z=da\| ('), soit z < . De la méme fagon, on déduit

z=as(Z') ou x<d, et x=dy(Z) ou z<d,.
De proche en proche, on en conclut z = y(%'), car < y est impossible.

Cherchons maintenant quelle condition il faut imposer a E pour que tout
¢lément de B 3£ ¢ soit produit transitif de points de ®.

Définition. — C étant un sous-ensemble convexe de E, nous dirons que deux
éléments z et y de C sont enchatnés par G s'il existe une suite finie a, = =z,
agy ... @pa=y d’éléments de G tels que, pour tout {=r, 2, ..., R, les deux

¢léments ai, @i,y soient non comparables ou tels que I'un couvre 'autre.

Tueorkme 13. — Une équivalence régulicre R définie dans E, autre que
légalité, est produit transitif de points de ® si et seulement si deux éléments
quelconques de toute classe C modulo R sont enchatnés par C. En particulier,
tout élément de ® autre que ¢ est produit transitif de points si et seulement si
deux éléments quelconques de E sont enchatnés par tout sous-ensemble convexe
de E les contenant.

R étant le produit transitif des équivalences &; définies par chacune de ses
classes, on peut se limiter au cas ol une seule classe poss¢de plus d’un élément.
La condition énoncée est nécessaire et suffisante, car dire que & est produit
transitif de points, c’est dire que deux éléments quelconques de C sont enchainés
par C.

Conséquence. — On voit, facilement que la condition finale du théoréme 13
est. équivalente a la suivante : z <y =73 deuzx chatnes mazimales finies
{z<as<...<apa<ap} et {bn<bna<...<bi<y} du segment [z, y]
telles que a, = by, ou a, non comparable & bp,.

Cette condition est donc une condition nécessaire et suffisante & 1mposer aE
pour que tout élément de ® soit union de points. En particulier, les seules
chaines E répondant & la question sont les chaines de longueur finie et, a I'iso-
morphisme pres, la chaine des entiers posmfs celle des entiers négatifs et celle
des entiers relatifs.

Lemme 3. — 8¢ © possede une chatne mazimale de longueur finie,
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.Uensemble E est fini, toutes les chaines extraites de G sont de longueur finie et
toutes ses chatnes maximales ont méme longueur.

En effet, si I'on a Ry X< R, dans B, il résulte des théorémes 7 et 11 que toutes
les classes modulo R, se retrouvent modulo Ry, sauf I'une d’elles qui se décom-
pose en deux classes modulo R,. Par suite, s’il existe une chaine maximale de
longueur finie » dans @, I'égalité correspond a une partition en n + 1 classes et E
posséde n -+ 1 éléments. Toutes les chaines extraites de ® sont finies et les chaines
maximales sont de longueur » en vertu de la méme remarque.

I1 en résulte immédiatement les propriétés suivantes :

S’il existe entre deux éléments de ® une chatne maximale de longueur
finte, toutes les chaines maximales entre ces deux éléments ont méme
longueur finie.

S'il existe, dans B, un élément R de hauteur finie, il est produit tran-
sitéf d’un nombre fini de points. .

IV. — Renforcements de la notion de régularité.

1. Régularité normale. — Définition. — Uné équivalence réguliere R définie
dans un ensemble ordonné E est dite normalement réguliére (N. R.) si et
seulement si, E/®R étant 'image homomorphe de E attachée a R, elle satisfait a
la condition :

(N) A<B(A&BeE/R)A =B et JaeA, beB, aveca<b.
Pour cela, il est d’abord nécessaire que I'on ait
dze, c=c(R), dLb=>Ja=d(R), b'=>b(R), aveca<?

Cette condition est aussi suffisante, car elle entraine que I'on peut remplacer la
relation @ qui ordonne E/R par une relation équivalente obtenue en supprimant
de proche en proche tous les couples (ai, a;), relation qui est alors celle définic
par la condition (N).

De plus, la condition (N) mise sous cette forme montre aussi que la condition
de régularité du théoréme 1 est équivalente a celle,que I'on obtient en se limitant .
an=a.

On peut donc énoncer :

Tutorkme 14. — Une équivalence R définie dans un ensemble ordonné E est
normalement réguliére si et seulement st elle satisfait aux deux conditions :

(1) ad<Lb, b=2b0'(R), ¥Le=>Ja=ad(R), c'=c(R), avecaLc;
(2) adzLb, b=b(R), b<La, a=ad(R)=a=b(R).

Bemaréue. — Les équivalences normalement régulieres définies dans un
‘ensemble ordonné E ne forment pas un treillis en général. Considérons, par
cxemple, ’ensemble ordonné E de diagramme (0) et les équivalences Ry, R,
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R, R, auxquelles sont attachées les images homomorphes de diagrammes (I),
(2), (3), (4) :
(0). (1). (2).

b d "Ba={b,fl ]m={d} Ba= (6] Da= (]
/| !
L‘ c ‘Ay=tfaj  Ci={c} Ar={a} ‘C={c, f|
(3). ) (4).
Dy=16,0d, ! D= (d} -
1A3={a} JAi={a) byc, [}

L’équivalence Ry Ry= R, n R, dont les classes sont {a}, { b, c, f et {d}est
régulidre, mais n’est pas normalement réguliere, alors que R, R,, R, et R,
le sont. '

De plus, les chaines suivantes prises dans le treillis des équivalences régulieres
définies dans E et dans lesquelles le signe < signifie « est couvert par »

R R R< R3< 0, e Ry R R4 Ry = 00,
Ed Ry d RiR2 L Ry L0, X Rid R1R2 4 R < W,

montrent qu’il n'y a pas d’équivalence N. R. qui soit plus petit majorant de R,
et Ry ou plus grand minorant de R; et R,. Elles montrent aussi qu’il n’y a pas
de plus pe'tite équivalence normalement réguliére contenant R, QR,, donc quon
ne peut pas définir la fermeture N. R. d’une équivalence.

2. Régularité forte. — Définition. — Une équivalence réguliere R, définie
dans un ensemble ordonné E, est dite fortement réguli¢re supérieure-
ment (F. R. S.) si et seulement si elle satisfait a la condition (S), que 'on peut.
écrire sous 'une ou I'autre des deux formes équivalentes :

(Sy) d=a(R), ab(R), a<b=>3b=>b(R), aveca<?¥’;
(S2) d=a(R), d<b=>Jb6'=>b(R), aveca<Lb

Il résulte de cette condition et de la convexité des classes que la relation
A<B(A&BeE/R)&A #B et JaeA, beB, aveca< b

est transitive. D’autre part, A <<B et B << A sont incompatibles. en vertu de la
propriété () vérifiée par la famille de classes { A, B |, puisque QR est une équiva-
lence réguliere. Cette relation est donc une relation d’ordre strict dans E/R, qui
coincide dailleurs avec la relation © introduite précédemment, puisque, en vertu
de la propriété (S), la suite de ‘couples d’éléments (ai, a;) peut se réduire a
deux termes; de
A Aty Ay < Aiyay a1 = @ (R)

résulte en effet

* )
Jaj .= a2 (R), avec @y < afys, d’ou ;< afys,

et 'on peut supprimer le couple (aii1, a,,,).



Ceci nous permet d’énoncer :

Tutorime 18. — Toute équivalence fortement réguliére supérieurement est
normalement régulicre. '

La propriété (S) entrainant la propriété (N), la régularité d’unc équivalence
satisfaisant a la condition (S) est assurée par la condition (2) du paragraphe IV.1.
De plus, si 'on a a'<b, b=0¥b'(R), b'<a, la condition (S) entraine qu’il
existe a"=a(QR) tel que b < a"; a=b(AR) est donc conséquence de a=a'(R)
si les classes de R sont convexes. Par suite, la convexité des classes entraine (2)
moyennant (S) et, comme la régularité entraine la convexité des classes. on
peut énoncer :

Tutorime 16. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équiva-
lence R soit fortement réguliére supérieurement est que l'on ait (%)

(8) d=a(R), a<b azb(R)=IJb=>b(R), aveca<b';
{C) a<b<a, as=ad(R)=>b=a(R).

Un exemple important d’équivalence F. R. S. est donné par le théoréeme
suivant :

Tutorime 17. — Toute congruence R dans un demi-treillis (ou équivalence
réguliecre par rapport a lopération v du demi-treillis) est une équiva-

dence F. R. S. par rapport & la relation d’ordre définie dans le demi-
treillis (a £ b&avub=0).

En effet :

1° Les classes sont convexes, car si I'on a a <z < d, avec a=a'(R). on a

’ ’

r=auUr=aVvr=a.
2° (S) est vérifiée, car de @' < b, a'=a(R), a = b(R), résulte
avb=adub=0b;
Pélément a U b ¢st donc un élément '=b(R) et tel que a << &'
Nous allons donner maintenant une propriété utile des congrucnces définies

dans les demi-treillis et qui est encore vraie pour les équivalences F. R. S.
définies dans les ensembles ordonnés :

Tutonime 18. — Si R est une équivalence F. R. S. définie-dans un ensemble
ordonné E et si la classe A (modulo R) d’un élément a est contenue dans la
section commengante |(a) de a, toute classé X (modulo R) coupant (a) est
contenue dans (a) :

a€A, AC(a) et XN(a)#*8=XC(a)

Si X =A, lc théoréme cst vérifié. Soit donc z€X, z¢A et z€(a). On a

(*) On voit, & l'aide d’exemples immédiats, que (S) et (C) sont indépendantes.
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z <a, dott X <CA. Mais la propriété (S) cntraine que, pour tout reX,
existe ' € A tel que ' << a'. Or A€ (a) entraine @’ < a. On a donc

z'< a, z' €(a) et XC(ak

Remarque. — L’intersection de deux équivalences F. R. S. définies dans un
ensemble ordonné E n’est pas F. R. S. en général.

Soient, par exemple, E I'ensemble ordonné & six éléments de diagramme (0),
R, et R, les équivalences régulieres (F. R. S. ) auxquelles sont attachées les
images homomorphes de diagrammes (1) et (2) :

©). ). ). @®).

u U= {u} -[Ua={u}

a b JB:—-laz, by, bs}  jUs={u, bs} -IB§= {bs}
a b, JA‘— {a} [As=tfay an b} (Bi={ay b1

Ni={n} ‘Ne={n} Ay={a)}

n Ny={n}

L’image homomorphe attachée & Ryn R, a pour diagramme (3); on voit que
RinR,n'estpas F. R. S., car on a by << ba, a3= b, (R n R,) et il n’existe pas
d’élément congru a b, plus grand que a,.

Tutontme 19. — Le produit transitif d’une famille A d’équivalences satis-
Jaisant & la propriété (S) satisfait & la propriété (S).

Soit, en effet,

a<b, a¢b<na.) et a'sa(ﬂa.),

XAEA ®EA
c’est-a-dire : Ja; (i=1, 2, ..., r) tels que
d=a(Rs), ..., @aa=a(Ra), ..., ar1=a(Re,), avec a;€A.
Mais, en vertu de la propriété (S), il existe
by=b(Ra,), avec a;< by, puis byms b, (Rq,), avec ax< by, cen
et finalement ¥'=1b,_; (R, ), avec a < ¥/, et cette suite de congruences montre que
b=b (H(Ra>.
a€A

On a donc

Tutonkue 20. — Le produit transitif d’une famille d’équivalences F. R. S.
est F. R. S. si et seulement si ses classes sont convexes (st et seulement s’tl est
régulier).

Il en est ainsi, par exemple, quelle que soit la famille d’équivalences F. R. S.,
si Pensemble E satisfait 2 la condition de chaine ascendante.



En effet, supposons que I'on ait

a<b<d, a’aa([[ﬂl,) et a#-b(lItRa)

a€A \xea
1l existe des éléments a; (1 < { < r) tels que I'on ait
a'=a, a1= as(Ra,), . a1 =a,(Ra,_,), a,=a.

Chaque-équivalence R, étant F. R. S., de an_1=a.(R,,_ ) etde a,=a < b,
on déduit Vexistence de d'= b(R,, ) tel quc on ait @,_; << &' et, de proche en
proche, ‘I'existence de b'= b<Hd§a> tel que 'on ait @’'<< b". De b << a' ct de

aE€A

b= b'(l]dl:‘), par le méme procédé que ci-dessus, on déduit I'existence de
xEA

= a(H CR,) tel que P'on ait b* << a”. On construit par ce procédé une chaine
x€A
ascendante infinie, contrairement a I’hypothése.

La propriété peut étre inexacte, si la condition de chaine ascendante n’est pas
vérifiée comme le montre le contre-exemple suivant : Considérons I'cnsemble
ordonné E représenté par.le diagramme ci-contre, ou les deux chaines sont iso-
morphes a la chaine des entiers positifs.

A , A
I(lt lbs
as b
as bg

‘ay *by

Les deux équivalences suivantes sont F. R. S. : 1° ai=b; pour tout {1,
aiZ aj pour [#j; 2° ai=bi,a pour tout i1, b;==b; pour i5;. Leur
produit transitif correspond a la partition de E en deux classes, deux éléments
¢tant équivalents si leurs indices sont de méme parité; elle n’est évidemment pas
réguliere.

Pour montrer que les équivalences F. R. 'S. définies dans E forment un
treillis, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 4. — Dans le treillis ® des équivalences réguliéres définies dans E,
Uunion d’une famille quelconque d’équivalences F. R. S. est une équiva-
lence F. R. S.

Soit @ = { R, }se, la famille d’équivalences F. R. S. envisagée, T =] | Ra.

& aEr

leur produit transitif et & la fermeture réguliere de &. Nous devons montrer que &
satisfait a la condition (S).

Supposons donc que I'on ait x__y(ét) y < 5. D’aprés la forme de 'équiva-

lence € (§ 1), il existe, en parncuher retai&a;(i=1,2,...,j—1) tels que

Yon ait
z=2x'(%), a=a;(Z) pour tout i, 2'La, ..., @, LY.



— 99 —
De ajy=da;_, (%), résulte qu’il existe by, by, ..., bu_y, ba tels que P'on ait
aj = by, b= bg(d{a,), ceey bp1= bn(aan_,), by,= a}_“

avec ;€ Apouri=t1,2,...,n—I.

De a; <3, résulte, l'équivalence R, _, ¢tant F. R. S., qu'il existe
vm=25(R,,_,) tel que b,_y=¢;. De proche en proche, on montre ainsi qu’il
existe =91 (R, ) tel que by_oa=Z vy, ..., et finalement ¢p_s=0n_o(R,,) tel
que @j_, < aj_1=by L vy, cet élément ¢,_, = ¢, satisfaisant a ¢, = z(%).

Par le méme procédé, on montre quil existe f,=1t,=35(%) tel que
@, aj 2, et, de proche en proche, qu'il existe ¢t =2z(Z) tel que z ¢
La condition (S) est donc vérifiée.

Tatorime 21. — Les équivalences F. R. S. définies dans un ensemble
ordonné E forment un treillis complet G, sous demi-treillis complet de ® pour
Uunion.

C’est une conséquence immédiate du lemme 4 et du fait que 'égalité est F. R. S.
(ainsi d’ailleurs que I’équivalence absolue).

On définit de méme par dualité les équivalences fortement réguliéres infé-
rieurement (F. R. 1.). Une équivalence R réguliere est F. R. L. si et seulement
si elle satisfait a

) a=da(R), b<a, bza(R)=Jb=b(R), avecb < a.

Définition. — Une relation d’équivalence R, définie dans un ensemblc
ordonné E, est fortement réguliecre (F.R.) si elle est a la fois F.R.S. et F.R. 1.
On a immédiatement, en utilisant les théorémes 17 et 20 :

Takorime 22. — Toute congruence définie dans un treillis est F. R.

Tutorkme 23. — Le produit transitif d’une famille d’équivalences F. R.
est F. R. si et seulement si ses classes sont convexes (si et seulement s'tl est
régulier).

Il en est ainsi, par exemple, quelle que soit la famille d’équivalences F. R., si
I'ensemble E satisfait a la condition de chaine ascendante ou a la condition de
chaine descendante.

Du lemme 4, on déduit le

Tutorime 24. — Dans le treillis G, U'union d’une famille quelconque d’équi-
valences F. R. est une équivalence F. R. ¢t les équivalences F. R. forment un
treillis complet B,, sous demi-treillis complet de G et B, pour l'union.

Remarque. — Le treillis B, n’est pas, en général, un sous-treillis de B, car
Pintersection dans B, de deux équivalences F. R. n’est pas nécessairement F. R.
Ainsi, reprenons 'exemple de la remarque qui suit le théoréme 18. Les équiva-
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lences R, et R, auxquelles sont attachées les images homomorphes de dia-
grammes (1') et (2'):

) (2). 3). .
U;,:{uz
U= ul U= u! ] !
1= 4y i= (Sl _c;={a,,b,;
‘B'::.-

sont F. R. ct leur intersection dans ®,, a laquelle est attachée I'image homo-
morphe de diagramme (3') n’est pas F. R. L.

3. Régularité totale. — On peut encore renforcer la notion de régularit¢ de la
maniére suivante :

Définition. — Une équivalence réguliére définic dans un ensemble ordonné E
est dite totalement réguliere (¢) (T. R.) si et seulement si, E/R étant I'image
homomorphe de E attachée a R, ellessatisfait a la condition

(T) A <B(A&B€E/R)= a < b pour tout ac A et tout beB.

Une équivalence (quelconque) est totalement régulidre si et seulement si elle
vérifie la condition
(T a=d(R), =b'(R), a# b(R), alb=a<b.

Une telle équivalence est a fortiori F. R.

Remarque. — Une congruence définie dans un treillis n’est pas totalement
réguliere en général comme le montre Pexemple suivant :

E est le treillis a quatre éléments de diagramme (0), R I'équivalence a laquelle
est attachée I'image homomorphe de diagramme (1). Cette équivalence est
réguliere par rapport aux opérations U et n, mais n’est pas totalement réguliere,
puisqu’on n’a pas b << a'.

(0). (OF

a
N A=fadl
a’ b [
b
Cependant, si E est une chaine, toute équivalence R réguliere est T. R. et il

n'y a pas d’autre équivalence réguliére définie dans E que les congruences de E
regardé comme un treillis.

(%) Les équivalences totalement régulidres ont été en particulier considérées par J. Schmidt.
Cf. par exemple, Zusammensetsungen und Zerlegungen halbgeordneter Mengen. Conférence
faite le 20 septembre 1951 (Jahrestagung der Deutschen Mathematiker Vereinigung).
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Tutortme 28. — Les équivalences totalement régulicres définies dans un
ensemble ordonné E forment un treillis complet B,, sous-treillis complet du
treillis des équivalences quelconques définies dans E, du tredllis G, du treillis %,
et du treillis B,.

Toutes ces propriétés résultent du fait que I'intersection et le produit transitif
Q'une famille { R, },ex d’équivalences totalement régulieres, sont totalement
réguliéres.

Montrons-le d’abord pour Fintersection R = n‘R“ ; silon a

aEA

a=a'(R), b=0b'(R), a# b(R), a<b,

on en déduit @ = @' (R,), b= b'(R,) pour tout z € A, a = b(R,) pour un « aw
moins, d’ou résulte a' << &'.
Montrons-le maintcnant pour le produit transitif & _—.H R,. Silon a’
2EA

a=ad(%?), b=0b'(2), azb(2), a< b,

on en déduit Pexistence de a; (=12, ..., n)etb; (j=1,2,..., m) tels que:
I'on ait '
a=ay, a, = a:(Ra,), ceey tn—i = tp(Ra,_,), ap=d,
b=b|a blEbi(‘R.’x;)’ ey bm—lEbm(ma,',,—,)y bm= b'y

;3 bj(Ry) pour tout couple ¢, j ct tout a.
Il en résulte @ < by, ....a < b,=10"et, de méme, aa<< ¥, .... ¢, =d <<?'.

V. — Etude des treillis B, (des équivalences F. R. S.), T, (des équivalences F. R.),
®; (des équivalences T. R.).

On démontre d’une manicre analogue a celle utilisée pour la démonstration duw
o
théoreme 7 :

Tutorime 7. — _Avec les hypothéses et les notations du théorémeT, sip € )R (
posséde Uune quelconque des propriétés qui renforcent la régularité, il en est
de méme de sa correspondante p*, dans Utsomorphisme de YR( sur le treillis ©*..
Incersement, si p* et R ont toutes deux Uune de ces propriétés supplémentaires,.
il en est de méme de p (7).

. Propriétés du treillis B,.

Tutoreme 26. — Les dléments maximauz du trecllis B, sont celles des équi--
valences mazimales de  dont la classe 1, qui est une section commencante,.
satisfait a la propriété supplémentaire :

zel, y¢lI, z2<y, 2’el=3y &l, avecz' <y,

et celles-la seulement.

(") Le théoréme 8 ne s’étend qu’a &,.
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Il existe toujours (si E a plus de deux éléments) de telles équivalences : il
suffit de prendre pour I la section commencante d’un élément non maximal, le
cas ou il n’existe pas d’élément non maximal étant trivial.

Il est évident que ces équivalences sont maximales. Il n’y en a pas d’autres car,
si une équivalence a plus de deux classes, on peut trouver‘une équivalence F. R. S.
moins fine qu’elle, puisque dans un ensemble ordonné qui a plus de deux élé-
ments, il y a toujours au moins une équivalence F. R. S. distincte de ¢ et .

Le méme raisonnement montre qu'il y a toujours au moins une équiva-
lence F. R. S. maximale moins fine qu’une équivalence F. R. S. donnée.

Remarque. — Dans B, un élément distinct de I’élément w n’est pas nécessai-
rement intersection d’éléments maximaux. Il suffit, pour le voir, de considérer
I'ensemble ordonné E de diagramme (0) pour lequel ’égalité n’est pas intersection
d’éléments maximaux de B,.

b O .

\

Treortme 27. — Les points de By, s'il en existe, sont les points de B tels que
les deux éléments distincts de E congrus satisfassent a

(1) z et ¥ non comparables et z2 >z & 2> ¥,
(2) z %=y (par exemple) et 2 >y=z> 2.

II est évident qu'un point de B est point de B, si ct seulement s’il satisfait &
I'une de ces conditions. Une équivalence R qui n’est pas un point de % nc peut
étre un point de B;. Supposons, en effet, que R ait au moins deux classes ayant
plus d’un élément, soient C, et G,. Dans E/®R, image homomorphe de E attachée
a R, on a, par exemple, C; &£ C,; envisageons 'équivalence R’ obtenue a partir
de R en décomposant les classes modulo R inférieures ou égales a C, dans E/R
en classes contenant un seul élément de E. On voit aisément que R' est F. R. S,
strictement plus fine que R et 52 ¢. Si maintenant, R a une seule classe C ayant
plus d’un élément et si cette classe en posséde au moins trois, I'un d’eux, soit ¢,
est non supérieur a chacun des deux autres; envisageons 1'équivalence R, dont
toutes les' classes sont réduites & un seul élément, sauf I'une d’elles qui contient
tous les éléments 2 de C tels que 'on ait  £'¢y; cette équivalence est F. R. S.,
strictement plus fine que R et £ .

Remarque. — Les conditions imposées a E au paragraphe 3 pour que % soit
atomique ne suffisent pas pour qu’il en soit ainsi de ®;, comme le montre
exemple de la page 27 pour lequel les ¢quivalences F. R. S. considérées ne
peuvent étre supérieures a aucun point.

On peut voir aussi que %, est atomique si E satisfait a la condition de chaine -
ascendante.

Enfin, si une équivalence F. R. S. est de hauteur finie dans ;, on ne peut en
conclure qu’clle soit union de points, méme si E est fini, comme le montre
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Iensemble E de diagramme (0) et 'équivalence correspondant a la partition
{a,c}, {b,d}
©).

Tatorkve 28. — Si R, et R, sont deuzx équivalences F. R S. et si R,
couvre Ry n Ry (#), le produit transitif Ry R, est F. R. S. et il couvre R, (7).

Si J désigne lintersection de R, et R, dans %, on a évidemment
Rin Ry £ I Z R,y. Puisque Ry couvre Ryn R, dans By, donc dans B (2), et
qu'on n’a pas J =R, qui entrainerait R, = R,, on doit avoir RynR,=J.
On sait alors que R, R, couvre R, dans le treillis des équivalences quelconques
définies dans E (1°). Pour montrer que R;R; est F. R. S., il suffit de montrer
que les classes modulo R;R, sont convexes. On peut se limiter au cas ou
RN R, est I'égalité. Soient z et y les deux seuls éléments distincts de E congrus
modulo R, ; supposons que I'on ait

a<b<a et a=a'(RiR,).

Ceci exige, soit a = a'(R,), soit a = z(R,) et y = a’'(R,) (ou les relations
analogues en permutant z et ).

Dans le premier cas, puisque (R, est réguliere, on a b=a(R,), don
b=a(R,R,). Dans le second cas, de z=a(R,), a £ b, on déduit, puisque
R, est F. R. S., l'existence de b'=56(R,) tel que z £ ¥'. Sil'onaz=1"¥, ilen
résulte a = b'(R,), dod a=b(R,) et a=b(R,R,). Sinon, de y =z(R,),
z <<V, on déduit, puisque R, est un point de B, y < '; enfin, puisqu’on a
ad=y(Ra), y <LV, il existe b*=b'=b(R,) tel que b < a'<b", doa résulte

a=a = b((RQ) et asb(mid{g).
De ce théoréme, résulte (1) le

CoroLLaRE. — Dans le treillis By, si une chaine mazimale entre deuz élé-
ments est de longueur finie, toutes les chatnes maximales entre ces deux
éléments ont méme longueur finie. .

(*) ®,NR, désigne lintersection de R, et R, prise dans %,. Les relations de couverture sont évi-
demment aussi prises dans %, mais ont lien igalement dans & et méme dans le treillis des éqpiva-
lences quelconques définies dans E en vertu des théorémes 7' et 27. '

(*) La condition R} ®,NR,=p R,UR,H~ R, est une de celles qui caractérisent la semi-modularité
dans certaines classes générales de treillis, en particulier, dans les treillis de longueur finie. Il est
facile de voir que cette condition n’est pas nécessairement vérifiée dans le treillis %, en prenant
comme contre-exemple exemple de la page 3o.

(') Le treillis des équivalences définies dans un ble non ordonné étant semi-modulaire.
Voir, par exemple, G. Birkaorr, Lattice Theory, th. 8, p. 107 et exercice 8. p. 109 ou
M. L. Dusriit-Jacorin, L. Lesigur et R. Croisor. Legons sur la théorie des treillis, 3° partie,
chap. II.

(1) Voir M. L. DuBreiL-JacoriN, L. Lesiecr et R. Croisor, Joc. cit., 1** partie, chap. VII, th. 3.
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2. Propriétés du treillis B,. — Le treillis ®, est évidemment l'intersection du
treillis B, et-du treillis des équivalences F. R. I. définies dans E.

TutoriMme 29. — Une équivalence est mazimale dans G, si et seulement si sa
partition est composée de deux classes dont l'une est une section commencante 1
satisfaisant & la propriété :

zel, y¢l, z<y, z'el, y¢l=3Jz"€l, y'¢&l, avecz'<y’, z'<x.

La démonstration est analogue a celle du théordme 26.

Pour voir qu’il existe au moins une équivalence F. R. maximale définic dans un
ensemble ordonn¢ E ayant plus de deux éléments, on peut opérer ainsi : si,
dans E, il existe un ¢élément 2 a la fois maximal et minimal, il suffit de prendre
I={}. Sinon, considérons les sous-ensembles non vides S de E tels que deux
¢léments distincts de S, s’il en existe, ne soient jamais comparables. Les sous-
ensembles S forment un ensemble inductif. D’aprés le théoréme de Zorn, il existe
au moins un sous-ensemble S maximal, soit S*. Il suffit de prendre pour I la
réunion des sous-ensembles I, tels que, pour tout s€S*, I,= (s) si s n’est pas
maximal dans E et I, = (s) —{ s} si s est maximal dans E.

I1 en résulte que tout élément de B, £ w est contenu dans un élément maximal.

Remarque 1. — L’exemple utilisé dans la remarque qui suit le théoréme 26
montre que, dans ®,, tout élément 32w n’est pas, en général, intersection
‘d’éléments maximaux.

Remarque 2. — Dans ®,, les points, quand il en existe, peuvent étre des équi-
valences dont plusieurs classes contiennent plus d’un élément. C'est ainsi que
I'équivalence considérée dans le, deuxieme exemple de la remarque de la page 33
est un point de B et posséde deux classes de deux éléments (#2). On trouve faci-
lement des exemples d’ensembles E tels qu un point de B, ait des classes d’autant
d’6l¢ments que 'on veut et en nombre aussi grand que 1'on veut.

3. Propriétés du treillis B;. — Dans le treillis ®;, les équivalences maximales
peuvent correspondre a des partitions en plus de deux classes.
Ainsi, dans Pensemble E de diagramme (0), I'égalité est maximale.

(0) a/b\c/d

Les points peuvent correspondre & des partitions telles qu'une classe ait plus de
dcux éléments. Ainsi, dans l’exemple précédent I’équivalence absolue est un point.
Toutefois, et a I'encontre de ce qui se produit dans le treillis Bs, il ne peut y
avoir qu'unc seule classe modulo R qui contienne plus d’un élément si R est un

('*) Le treillis ,, relatif & cet exemple, montre aussi que deux chaines maximales de %, entre
deux éléments peuvent étre de longueurs finies différentes. Par suite, le treillis &, n’est pas, en
général, sewmi-modulaire.
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point. En effet, si R est une équivalence T. R., I'équivalence qu’on en déduit en
. décomposant toutes les classes modulo R, sauf 'une d’elles, en classes d’un seul
¢lément est T. R.

Dans @, un ¢élément n’est pas, en général, ni union de points, ni intersection
d’éléments maximaux. '

Trtorkme 30. — Le treillis B, vérifie la condition
Rip Rin Re=> Ry U Rsp~ R,

Soient R, et R, deux équivalences T. R. telles que Ry couvre RinR,
dans ;. On peut toujours supposer que Ry N R, est I'égalité. R, est alors un
point; donc, il existe une seule classe C={cq }aes modulo R, contenant plus
d’un ¢lément. Soit p une équivalence T. R. telle que 'on ait Ra < p < Ry U R,.
Il faut établir Ry=p. Or, les classes modulo R, U R, sont toutes des classes
modulo R, sauf I'une d’elles qui est la réunion des classes modulo R, coupant C.
I1 suffit donc de montrer que deux éléments distincts de C ne peuvent étre congrus
modulo p. Ceci résulte simplement du fait que R, np est I'égalits.

CoroLLAIRE. — Dans ®;, st une chaine mazimale entre deux éléments ést de
longueur finie, toutes les chatnes maximales entre ces deux éléments ont la
méme longueur.



