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ETUDE DE QUELQUES PROPRIETES CARACTERISTIQUES
DES SOLUTIONS DES FQUATIONS DE NAVIER;

Par Henmr CaBaNNEs.

Le mouvement permanent d'un fluide visqueux incompressible est déterminé
par la connaissance en chaque point de la pression p et des composantes carté-
siennes de la vitesse u;({ =1, 2, 3). Ces quatre fonctions doivent vérifier un sys-
t2me de quatre équations aux dérivées partieiles : les équations de Navier. Les
¢quations de Navier contiennent des termes non linéaires et des dérivées du
second ordre; leur étude est, a ce titre, fort difficile. Les plus beaux résultats
concernant le cas général furent établis par Odqvist. Cet autéur a prouvé I'exis-
tence d’une solution des équations de Navier & I'intérieur d’un domaine borné Q
sur la fronti¢re duquel les fonctions u; prennent des valeurs données a 'avance;
les formules sont malheureusement fort compliquées et n’ont pas permis de cons-
truire de-solution explicite simple. La solution explicite la plus intéressante
concerne I’écoulement autour de la sphere, mais, pour I'obtenir, Boussinesq a da
au préalable négliger certains termes dans les équations du mouvement. En dehors
des solutions tout a fait élémentaires, on connait cependant quelques solutions
exactes; dans 'une d’elles, due a Hamel, les lignes de courant sont des spirales
logarithmiques.

L’étude des mouvements des fluides visqueux est donc assez peu avancée.
A défaut de résultats complets, il nous a été possible d’établir quelqueé propriétés
que doivent vérifier les solutions éventuelles des équations de Navier. Dans le cas
des écoulements a trois dimensions, nous avons prouvé qu’il ne peut pas exister
d’écoulement permanent autour d’un obstacle fixe donnant & P'infini un chimp de
vitesses régulier et uniforme ; lorsque 1'écoulement présente la symétrie axiale ou
‘bien lorsque I'écoulement est un écoulement plan, ]a méme conclusion peut étre
obtenue sans qu’il soit nécessaire de supposer la vitesse uniforme a I'infini. Dans
le cas des-écoulements .plans, la recherche de polynémes de deux -variables véri-
fiant les équations de Navier nous a permis de démontrer deux théorémes. Ces
propriétés ont surtout un caractére négatif, que I'on peut rapprocher des para-
doxes de Stockes et de Whitehead. Malgré ce caractére négatif, elles nous ont
semblé pouvoir présenter quelque intérét pour les recherches futures, puisqu’elles
éliminent des voies dans lesquelles on pourrait étré tenté de s’engager et que,
d’autre part, elles pourront peut-8tre suggérer et orienter des développements
nouveaux.
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I. — Recherche de solutions réguliéres a l'infini.

1. Etude des écoulements i trois dimensions. — Nous écrirons les équations
du mouvement sous forme vectorielle. En un point du fluide, nous désignons

par p la pression et par V le vecteur vitesse. Les équatlons de Navier s’écrivent
sous la forme suivante : .

p—— —_— 1 —> V2
(11) ;rotrotV+rot.V/\V=—-Egradp—grad—z—,
(12) divV =o.

Les paramétres p et p sont deux constantes positives, représentant respective-
ment le coefficient de viscosité et la densité. On peut éliminer la pression en pre-
nant le rotationnel de chacun des deux membres de I'équation (1,); on obtient
ainsi I’équation suivante :

(13) vrotrotrotV +rot {rot VA V) =o,

ou 'on a posé v = % - Nous nous proposons de chercher un champ vectoriel satis-
faisant les conditions (1.) et (13) et doué d’un développement en série entiere
uniformément convergent suivant les puissances de ; » ou r désigne la distance a

lorigine des coordonnées. Nous introduisons les coordonnées sphériques r, 8, o
liées a des coordonnées cartésiennes rectangulaires z, y, z par les relations

xz =rsinbcosyp, y=r'sinﬂsinqa, z = rcosb,

d’ou 'vn déduit }
dr = sin0 cos¢ dx + sin0 sin¢ dy + cosb dz,
rdi= cosbcosp dz + cosd sinp dy — sin 6 dz,
rdo=-sin0 sing dz + sinfcosp dy. -

. . . > .
Le développement en série de la fonction vectorielle V possede la forme sui-
vante :

O , T h 9=y o enlt, ),

Mn=0

La somme du second membre doit étre étendue aux valeurs entiéres de »; dans
la suite, nous adopterons la convention de I'indice muet suivant laquelle on doit
effectuer la sommation par rapport a tout indice qui figure deux fois dans un
méme mondme. En portant le développement (2) dans les équations (15) et (1.),
nous obtenons une suite infinie d’équations aux dérivées partielles vérifiées par

. . ——* . ’ .
les fonctions de deux variables «, (0, ¢). Ces équations sont les suivantes :

5

n .
An Ap+1—1 @
(3) v rot ljot,rot a -+ rotz (ro; ,-n+1—t), AN A= o,

Lp41
dlv a1 =0
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Les équations (3) doivent étre Gcrites pour toutes les valeurs entieres de n,
de zéro jusqu’a l'infini. Nous supposerons que le champ vectoriel \G est uniforme
a l’mﬁm La fonction Jé—— @) posséde alors une valeur constante Vo et les équa-

tions (3), pour n = o prennent la forme simple suivante :
P
f ot 2t
rot ( rot — A Vo
(3!) r
divZ =o.
r
>
La premiére équation (3') prouve que le rotationnel du vecteur % est invariant

—>
dans tout déplacement paralléle a V,; la seconde équation (3') permet alors de
montrer que ce rotationnel est nul dans tout l’cspace En cffet, si nous chmsmsons

I'axe Oz parallele a Vo et si nous désignons par % un vecteur de divergence nullc,
on Gtablit, par I'intermédiaire des coordonnées cartésiennes, la relation suivante :

- 5
rot(kAYV) d—{.:

5¢

Comme la divergence d’un rotationnel est nulle, la premiére équation (3') peut
s’écrire
—
(4) J rot 2 —o.
dz ro
>

Le rotationnel de 3,—' étant indépendant de z, ce vecteur est donc la somme d’un
vecteur indépendant de 5 et du gradient d’une fonction arbitraire. Revenant aux
coordonnées sphériques, on peut écrire

a (8, 9) _ af®(6, 9)
r = r

—)
+ grad U, (6, 9)

A cause de ’homogénéité, la fonction U, est indépendante de r. La condition

-
(0) . . .
pour que le terme ‘%—- soit indépendant de z s’écrit

J al® —_— —_— T ai( ’)
d4 1 d o = o), = ul?),
il r’dﬁ(a sinb) = o, af (8, .9) <in 0

La solution générale de la premiére équation (3') est donc la suivante :

—_— ——
o S0 . 56
—
Nous allons prouver que tout vecteur borné w satisfaisant a la formule (5)

possede un rotationnel identiquement nul. Dans ce but, nous désignons par k(9),
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. —
{(9) et m(¢) les composantes cartésiennes du vecteur a} () et par ¢y, ¢4 et ¢, les
>

-2 . . . .
composantes du vecteur 7‘ sur le triédre fondamental associé aux coordonnées

sphériques. Les expressions de ces dernieres composantes sont les suivantes :

lcsmﬂcos.v-i—lsmo smq>+mcos0

rsin’t
) kcosﬂcoscp+lcouﬁ sinp — m sinf lg!.l_.,
rsinb r o
03=-—Itsin:}».+lcosq> 1 U,
rsinf rsint dy

En un point situé sur le demi-axe Oz, la variable 0 est nulle; pour que la
composante ¢; soit bornée, il est nécessaire que la fonction m(g) soit identique
i(?)

n 6
que les composantes va et v; demeurent bornées lorsque 9 est nul, il est néces-
saire que les deux relations suivantes soient vérifiées :

a zéro; le vecteur est perpendiculaire 3 Oz. D’une fagon analogue, pour
P P ¢ gue, p

Lim sinod—u' =—k(9)cosp — I(9)sing,
[E=) a

(7) 3
Lim ‘:—Uf = k(9)sine —I(p)cose.
=0 ?

La premiere relation indique que, lorsque 0 tend vers zéro, U, devient infini,
comme — (k cos¢ + ¢sin ¢)L0; pour que la seconde relation puisse étre vérifiée,
il est alors nécessaire que I'on ait

® 45 | K(g)cose + U(p)sing} =0

—_—

41(0, ‘P)‘ “l(?)
I' sin§

‘vecteurs est perpendlculmre 4 Oz et indépendant de 3z, son roumonnel est paral-

léle a Oz et a pour valeur
{ Ue) } z k(e) |,
~ dz|rsinb dy rsinf

Cette valeur est nulle en vertu de la condition (8). Il en résulte que, pour toute
> . .

solution bornée = - des équations (3’ ), on peut écrire

Les vecteurs 5 ont méme rotationnel; puisque le second de ces

—

- 2
rot — =o.
. r

Nous allons dédulre de cette premxére propriété un résultat plus général relatif
a toute solution bornée des équauons (12) et (13), & condition que I'on puisse’
représenter une telle solution par un développement en série de la forme indiquée
dans la formule (2).
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—
., . . 21(0, ¢) . .
Nous supposons que la propriété établie pour le vecteur ~—— soit vraie pour

al(e) ?)

tous les vecteurs pour lesquels ¢ est inférieur a n; nous faisons donc

I’hypothese suivanu, :

[
(9) rog—i% o (ign—i)

—>
Dans ces conditions, les équations (3) relatives au vccteur — prennent la forme

suivante :
-

) rot{rot:—: /\V.,% =0,

. @
div - =o.
rn

Par un raisonnement analogue a celui que nous venons de faire, on en déduit que
..).

la relation (g) est encore vraie pour { = n. En effet, le vecteur —= est encore égal

a la somme d’un gradient et d’un vecteur mdépendant de z. On peul. écrire

o a8, 9) _ _an(®) . Un(b, 9)
5" re —(rsinﬂ)"+°rad it

En désignant par k(¢), I(¢) et m(9) les composantes cartésiennes du vec-

—_

teur a et par ¢y, ¢s, v; les composantes s hériques du vecteur
2 (@) et p ) P pherq

peut écrire les formules suivantes analogues aux formules (6) :

k'sin b cos ¢ + / sin 0 sin ¢ + m cosh _ (n——l)U,,,

(rsinf)r - re
, k cosf cosp + L cosb sinp — m sin0 1 dU,
(6) = (rsinf)n e
_ —-I:sinn_:+lcoa¢ I dU,,
va= (rsmb) rasinb dp -

Les conditions pour que ces composantes demeurent finies sur le demi-axe O3
s'écrivent de la facon suivante :

%im (n—1)(8in®)rU,=m,

=0

) lsim(sinO)it & =— kcoso — Ising,
=0 .
%g(sin_O)n—lgd%l == ksing +lcosy.

En composant les deux premiéres conditions, on obtient m(¢) =o0; en compo-
sant les deux derniéres, on obtient

(8) . k’eoup-f—l’sinq=n(ksinqa—lcosq>).

a,.(O, 9)

‘11 en résulte que le rotstionnel du vecteur est identiquement nul.
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La relation (g9), vraie pour /=1, est donc vraie pour toutes les valeurs de /.

Le champ de vecteurs V(r, 8, q)) défini par la formule (2) est donc 1rr0tal10nnel
On peut énoncer le théoréme suivant :

Tutorkme. — Toute solution des équations de Navier dans lesquelles les
composantes 'de la vitesse peuvent étre développées en séries suivant les puis-

5N .. I , . .
sances entiéres et positives de - représente un écoulement irrotationnel.

Les conséquences de ce théoréme pour les problemes hydrodynamiques sont
importantes. Les équations (1) et (1) se réduisent aux équations suivantes, dans
lesquelles la viscosité n’intervient plus :

1—
(10) ;gradp+grad—2— =0,
divV =o.

Ces derniéres équations sont celles de 'écoulement potentiel d’un fluide parfait
incompressible; la condition d’adhérence du fluide visqueux a la surface d’un
obstacle exige que la dérivée normale du potentiel soit nulle sur 'obstacle; cette
condition entraine que le potentiel, qui est une fonction harmomque soit cons-
tant dans tout espace. Le seul mouvement p0551ble est donc le repos. Un champ
de vitesses défini par la formule (2) ne peut donc jamais représenter 'écoulement
d’un fluide visqueux autour d’un obstacle.

2. Cas des écoulements de révolution et des écoulements plans. — Le¢ théoréme
¢énoncé au paragraphe ‘précédent a été obtenu en supposant que la fonction vecto-

rielle V possédait a Pinfini une valeur constante. Nous allons prouver que, dans
le cas particulier des écoulements a symétrie axiale ou dans le cas particulier des
¢coulements plans, une telle hypothése devient superflue. Les équations (1,)
¢t (1,) entrainent nécessairement que le mouvement soit uniforme a I'infini.

. —_
Si nous n’imposons pas & la fonction ao(8, 9) de se réduire  une constante, les

premieres équations du systéme (3) s’écriront de la fagon suivante : -

_——
(11) rot { rotag A ao } = o,
divag == o.

-
Nous supposons que le champ des vecteurs ap admette Paxe des z comme axe de¢
révolution. Nous prenons comme coordonnées r et ¢ =cos0; nous désignons

-
par ¢, et ¢, les composantes du vecteur a, sur le triédre associé a ces coordonnées ;
cn calculant la divergence et le rotationnel dans le systéme de coordonnées curvi-
lignes r et o, on obtient

dlvao_——§d (r2 v,)+—-( m(’:)}

> .
_ I oy J r
o by 2 ()
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>
ou #; désigne le vecteur unitaire directement perpendiculaire au demi-plan méri-
dien contenant le point de coordonnées r et o. La seconde relation (11) assure
Pexistence d’une fonction ¢ (r, o) telle que

= l_f?, v:::—--——l—__ g?.
_ rt do . ry1—at or
On en déduit N
;;;2;==“‘ _—‘il""—'D2¢v
e
avec .
Dy= J -2 i

ot ¥ T g’

La premiére relation (11) exprime alors que le déterminant fonctionnel des fonc-
Di¢
ri(1— o)
fonction ¢ vérifie une équation de la forme suivante :

D,
(12) T =ry

tions et ¢ par rapport aux variables r et ¢ est nul. On en déduit que la

= fonction de ¢.

-_> .
Comme le vecteur a, est indépendant de r, la fonction ¢ a pour valeur r28(c);
en portant cette valeur dans ’équation (12), on obtient

(3) p[(l—d’)‘}@"+ 2B} = k(1 —a?),

ou k désigne une constante. La fonction B(¢) dait s’annuler pour 1—o?=o0 au
moins comme y/1—ga? afin que la vitesse ne soit pas infinie sur I'axe de révolution.

On peut donc poser
Blo) = (1—a*)"f (o),

avec

rééa (1) #o0.

Si r est différent de l'unité, le pré,micr membre de I'équation (13) s’annule
comme (1—¢?)?—; 'égalité exige que la constante k soit nulle. On obtient la
méme conclusion lorsque r = 1. L’équation (13) se réduit a I'équation suivante :

(1—at)f'+28=0,
dont la solution générale a pour expression

-2 :
+20}
c

A(l—c;")+ B{(1— a*)Log,,:i

Cette fonction devant s’annuler pour 1—¢?= o, il est nécessaire que B soit nul.

— ,
11 en résulte que le vecteur a, () est constant.

On obtient une conclusion analogue dans le cas ot le mouvement est supposé
plan. Dans le cas général des écoulements a trois dimensions, je n’ai pas réussi a
résoudre le systéme (11). G’est pourquoi nous avons dd prendre comme point de

— —>
départ hypothese 4(0, ¢) = V,.
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Le résultat que nous venons d’établir peut s’énoncer de la fagon suivante :
parmi toutes les fonctions de courant qui vérifient les équations de Navier, les
seules qui soient réguliéres a Uinfini sont les fonctions harmoniques.

11, — Btude des solutions polyndmes dans le cas des écoulements plans.

La tentative que nous venons de faire dans le cas général des écoulements
a trois dimensions nous a permis d’obtenir un premier résultat relatif aux solu-
tions éventuelles des équations de Navier. Nous nous proposons de le compléter
en cherchant, dans le cas des écoulements plans, quels sont les polynémes qui
vérifient ces équations.

Nous utiliserons les coordonnées cartésiennes z et y. L’écoulement étant a-
deux dimensions, il existe une fonction de courant §(z, y) telle que ses dérivées
partiellés ¢, et — {, soient égales aux composantes cartésiennes de la vitesse. En
introduisant cette fonction et en désignant par A I'opérateur de Laplace relauf
aux variables 2 et y, 'équation (1) peut s’écrire sous la forme suivante :

a6 vAAy =28k b _JA4

Nous introduisons les deux variables imaginaires conjuguées
=z+iy et v=z—1iy

et nous cherchons a satisfaire 'équation (14) a I'aide d’'un polynéme en z et y
que nous écrivons sous la forme suivante :

$(@, 3) = 4(u, o),
r=1

le polynome ¢, (u, ¢) étant homogénc et de degré r. En identifiant les termes de
méme degré dans les deux membres de 1'équation (14), nous obtenons, entre les
polyndmes ¢, les 2n — 3 relations suivantes :

[ T Py Ny PYs

2V Suider — dwide do  dudvt du’
asy e ,,__, ..... Creenteresiieteenaens
vl 5Pt O P o),
dut dvt —‘ duddv dv dudevr du |’
=1
A2 . .
o =2 PBnir—t Wi PYnsi o)
dutde dv dudvt du\’
(16) =1

......... Jeees e eeas s sttt

oo Ple M P M,
T outde dv  duder du

Les relations (16) sont au nombre de »; elles permettent de déterminer tous
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les polyndmes ¢,(u, ¢). En désignant par A et u deux constantes arbitraires, la
derniére des équations (16) admet la solution particuliére suivante :

bu=kn(Au =+ o).

Elle n’admet pas d’autre solution représentée par un polynéme homogene de
degré n. En effet, si nous posons

Y= kn(hu+ po)r+ Byur—tp 4. ..+ B,on,

on établit par identification que toutes les constantes By, B,, ..., B, sont nulles;
il convient de remarquer que, s’il existait un terme en Bou” dans le second
membre de la derniére formule écrite, on modifierait la valeur de la constante &,
de fagon & pouvoir prendre By= o.

Nous supposons que tous les polynomes §;(u, ¢) dont P'indice est supérieur a r
se présentent sous la forme suivante :

(17) hi=ki((hu+pe)  (ixr+1).

Dans ces conditions, 'équation de rang r du systéme (16) se réduit a I'équation
aux dérivées partielles linéaire suivante :

9 . r r 'r
(18) (n—l)(n—z))\p‘)\%-—-,u.%}+(u——v)’{p%;—‘d-—:’-;—v;}

Nous posons encore
Yr(u, v) =k (hu+po)+Biur—1p+...+ Bpor

et 'identification prouve une nouvelle fois que toutes les constantes By, B,, ..., B,
sont nulles. Il en résulte que la formule (17) est vraie pour toutes les valeurs de ¢.
En portant les valeurs des polynémes ¢, dans le systeme (15), celui-ci s’écrit de
la facon suivante :

kph2ut(hu+po)—i=o0 (r=4,5 ...,n)

Si 2 et p sont différents de zéro, c’est-a-dire si le polynome ¢ dépend effective-
ment des deux variables u et v, tous les coefficients k. (r > 3) doivent étre nuls.
On peut donc énoncer les deux résultats suivants :

1° Si un polyndme § (z, y) de degré supérieur a 3 satisfait & 1’équation (14),
il ne dépend que d’une seule des deux quantités z + 7y ou z — iy;

2° Les seuls polynomes de degré inférieur-ou égal 4 3 qui satisfont a 'équa-
tion (14) sont de la forme suivante :

3

Wz, )= D ks { O+ w)z + i —p)y .
j=1

On peut encore dire que tout polyndme ¢(z, y) qui satisfait 'équation aux
dérivées partielles initiale de degré supérieur ou égal a 4 est une fonction harmo-
nique. On en déduit, pour le probléeme de I'écoulement plan permanent d’un
fluide visqueux incompressible, les résultats suivants. Il n’existe aucun écoule-
ment du type précédent a I'intérieur d’une courbe fermée pour lequel la fonction
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de courant soit un polynéme de degré supérieur i 3. En effet, un tel polynéme
doit étre une fonction harmonique et ses dérivées partielles du premier ordre
doivent s’annuler sur le contour. Or une fonction harmonique dans un domaine
ct constante sur la frontiere de ce domainc est constante a 'intérieur. Le mouve-
ment correspondant est donc le repos.
Cherchons enfin si 'on peut prendre pour fonction de courant un polynéme du
d‘!‘ a9
oy
sont alors simultanément nuls sur deux droites paralléles a 'axe des z. La fonc-
tion de courant ainsi obtenue représente '’écoulement d’un fluide visqueux entre
deux droites para]léles On retrouve une solution élémentaire bien connue.

troisi¢me degré. Les coefficients devant étre réels, on doit avoir A =p; 5% et

BIBLIOGRAPHIE.

Le§ équations dont nous sommes partis sont établies dans les legons sur les fluides visqueux de
H. ViLraT. La premiére partie de notre étude a été résumée dans une Note parue dans les Comptes
rendus des Séances de I’ Académie des Sciences, t. 224, 1947, p. 711-713.



