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THEORIE ARITHMETIQUE DES ANNEAUX DU TYPE DE DEDEKIND

Par P. JarFarD.

Nous nous occuperons dans ce qui suit de la théorie de la divisibilité des idéaux
dans des anneaux commutatifs (munis d’un élément unité). On sait que 'on
appelle anneau de Dedekind un anneau d’intégrité dans lequel tout idéal se
décompose de maniére unique en un produit de puissances d’idéaux premiers.
Si O est un anneau de Dedekind et (P,),; 'ensemble de ses idéaux premiers, on
est donc amené a considérer le groupe ordonné I' = Z (I) des fonctions définies
sur I a valeurs dans le groupe Z des entiers et qui sont nulles sauf pour un nombre
fini d’éléments de I. Le groupe multiplicatif des idéaux de © est alors isomorphe
au groupe ordonné I'. Les idéaux entiers correspondent biunivoquement aux
fonctions positives ( c’est-a-dire partout positives ou nulles).

Dans un anneau de Dedekind, un idéal est puissance positive d’un idéal premier
si et si seulement il est contenu dans un seul idéal maximal. Nous appelons
anneau du type de Dedekind un anneau commutatif A ayant un ¢lément unité et
tel que tout idéal entier de A puisse se décomposer en un produit d’idéaux conte-
nus chacun dans un seul idéal maximal. Tout idéal entier de A est alors repré-
sentable d’'une maniére et d’une scule sous la forme a=a;...a,, a; étant
contenu dans le seul idéal maximal W;(1 < ¢ < n) et £ 3£ j entrainant m;5£ m;. On
dira que @; est la composante de @ relative a I'idéal maximal m;. Les anneaux de
Dedekind et les anneaux locaux sont des anneaux du type de Dedekind.

Nous donnons au paragraphe 1 une caractérisation des anneaux du type de
Dedekind.

Rappelons qu'un anneau d’intégrité A est dit anneau de multiplication si tout
idéal fini de A (entier ou fractionnaire) est inversible. Nous étudions aux para-
graphes 3 et 4 la structure des anneaux de multiplication du type de Dedekind.
Cette étude est basée sur les propriétés des familles de valuations indépendantes
sur un anncau, propriétés qui sont exposées au paragraphe 2. K étant un corps
(commutatif) et © un ordre de K (), nous dirons que deux valuations (2) ¢; et va

(') Un sous-anneau de K est dit ordre de K s’il contient 1’élément unité de K et si K est corps
des quotients de o.

(®) Le mot valuation est pris au sens de Krall, c’est-a-dire que le groupe de valeurs est un groupe
totalement ordonné quelconque. '
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de K sont indépendantes sur O si, T; étant le groupe de valeurs correspondant a
la valuation ¢;({ =1, 2), pour tout couple (£, £2), avec 0 L, €Ti(i =1, 2), il
existe un élément @ de O tel que vi(a) =& (=1, 2).

Dans le cas ou O est un anneau de multiplication du type de Dedekind, il
existe une famille de valuations canonique de son corps des quotients K deux a
deux indépendantes sur O. qui forme une famille (¢,), ¢; de définition de O, c’est-
a-dire telle que pour tout élément z de K on ait

ze ={e(z)>0 pourtout :el}

et telle que pour tout 2 de K (différent de zéro), ¢,(z) soit nul, sauf pour un sous-
ensemble fini de I. Cette famille détermine complétement I'ensemble des idéaux
entiers ou fractionnaires de ©. Pour un tel anneau, la notion decomposante
relative 4 un 1déal maximal est étendue aux idéaux fractionnaires.

L’étude de la divisibilité des idéaux de O peut se faire complétement d’une
maniére assez simple dans le cas ou chaque groupe de valeurs I'; est archimédien,
C’est-a-dire peut étre considéré comme un sous-groupe du groupe additif des
nombres réels. La condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est
que O soit de plus un anneau uniforme (einartig), c’est-a-dire tel que de deux
idéaux premiers non triviaux de O I'un ne contienne jamais I'autre. Nous mon-
trons, en particulier, que dans un anneau de multiplication uniforme du type de
Dedekind, pour tout idéal g, il existe des groupes multiplicatifs d’idéaux de O qui
contiennent @ et qu’en particulier il en existe un qui contient tous les autres.

" Nous montrons au paragraphe IV comment certaines des notions introduites au
paragraphe I peuvent s’étendre a des ensembles ordonnés assez généraux. Ces
ensembles ont une valeur de structure « universelle », ce qui éclaire I'avantage de
leur introduction dans I'étude des idéaux d’un anneau et également dans celle des
groupes abéliens ordonnés ().

Pour concilier le langage de la divisibilité avec celui de la théorie des ensembles,
lorsque deux idéaux @ et b d’un anneau O sont tels que b soit contenu dans &
(b c @), nous dirons que « est plus grand que b (point de vue ensembliste), mais
nous écrirons b a et nous dirons que b est supérieur a a (point de vue de la
divisibilité). Un idéal m sera’dit maximal s’il 'est au sens ensembliste, c’est-
a-dire si ¢'est un idéal entier, différent de © et tel qu'il n’y est pas d’idéal autre
que M contenant M et différent de O.

I. — Anneaux du type de Dedekind.

Les anneaux considérés dans ce paragraphe seront supposés commutatifs et
munis d’un élément unité. Ils pourront avoir des diviseurs de zéro. Les seuls
idé¢aux envisagds dans ce paragraphe seront des idéaux entiers.

(3) Cette derniére étude a été I'objet de ma thése : Contribution  Pétude des groupes ordonnés
(Paris, 1951), a paraitre au Journal de Mathématiques pures et appliquées. Des résultats conte-
nus dans cette thése ont été publids. (C. R. Acad. Sc., t. 230, 1950, p. 1024-1025, 1125-1126 et 1631-
1632).
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1. Etant donhné un anneau A (commutatif et muni d’un ¢lément unitd), on
rappelle que deux idéaux @ et b de A sont dits premiers entre euz ou étrangers
si I'idéal @+ b est égal a A. On notera J I'ensemble des idéaux de A. On rappelle
les lemmes bien connus suivants :

Leuve 1. — Si Pidéal X de A est premier a a et & b, il est premier a anb.

PuisqueX+a=A,X+b=A,Hz‘,yex;a,beAtelsque1=.z‘+a:y+b,
On a donc 1=(z+a)(y+b)=zy+ay+bzx+ab. Mais zyeanh et
ay + bx + ab € X montrent que X + (anb) =A.

Lemme 2. — Siles idéaux a et b sont premiers entre eux, ab = anb.

On a évidemment ab c an b. Soient, d’autre part,a€a,beb tels que t=a+ b.
Sizeanb, onaz=2za -+ zbeab, donc anb cab, d’ou le lemme.

On voit facilement que si 'on définit parmi les idéaux de A la relation a b
par '
(1) ap b==(pour tout X€J, b +X =A>a+X=A),

cette relation est une relation de préordre, c’est-d-dire que I'on a toujours
oy a, ap-b et blec>aperc.

Cette relation de préordre est plus fine que la relation d’inclusion, c’est-a-dire
que
ad>b->ap-b.

Cette relation de préordre permet, d’autre part, de définir des classes d’équiva-
lence sur I'ensemble J par

(2) a=b=(ap-beth) a).

Nous'noterons @ la classe d’équivalence ;‘\’laq.gelle appartient & et nous dirons
que cette classe est la stréie définic (ou engendrée) par a. Nous noterons S
Pensemble des stries. La relation de préordro > sur J donne par passage au
quotient une relation d’ordre sur $ que I'on notera .. Si a> b, ondira que la
stric @ est plus grande que la strie b. On notera axb si axb et si E;.‘B
Il existe une strie plus grande que toutes les autres, c’est la strie A qui contient le
seul id¢al A. 1l en existe une plus petite que toutes les autres, c’est la strie {o}.
Une stric a sera dité mazimale si—a# Xetsib>Tuentraine b =A.

Deux stries @ et b seront dites premiéres entre elles ou étrangéres si pour
Xes. X>a b>X=A.

Remarque. — Dans certains cas, en particulier lorsque A est un anneau
d’intégrité, on a avantage 4 ne pas considérer { o} comme un idéal de A, Si 'on
note J' I'ensemble des idéaux non nuls de A, on voit que :
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Sia bed, axb= (pour tout Xed', b+ X=A->a+X=24). Suppo-
sons, en effet, que @, b € J' soient tels que pour tout X € J’, & + X = A entraine
b-+X=A.Montrons que a3~ b. Il suffit de montrer queb+ {oj=A—>a+{oj=A.
Or b 4 {0} = A signifie b= A, donc en particulier b + 0= A, et comme on a
supposé a€ J', on a par hypothése ¢ +a8=A ou &+ {0} = A. On a bien a> b,

Ceci n’est évidemment plus vrai si I'on ne suppose plus ne J' (c’est-a-dire
as<{o}): soit un corps K. J est composé des idéaux K et {0}, J' du seul idéal K.
On a: pour tout Xe€J', K +X=K-—>{o}+X=K et cependant on n'a pas
fo}>K,car{o}+{o}5ZK=K+{o}.

Ceci montre que dans la définition des stries d’idéaux, on peut indifféremment
considérer ou non { o } comme un idéal.

2. On va montrer dans ce qui suit que P'addition, la multiplication et I'inter-
section des idéaux permettent de définir des opérations correspondantes sur
I'ensemble $ des stries d’idéaux et que dans ce dernier ensemble la multiplication
el Vintersection coincident.

Tutorime 1. — Si 4= B, et @3= b, on a encore
a4+ G2 = by + be et 8ae=Dby bs=a1nay=by nb,.

Soient quatre idéaux, @y, 6a, by et b, tels que

a4y = lh, M= bz.

Montrons d’abord que @y + @y = b, + Bg, ou encore

a4+ az="b;+ by,

Soit un idéal X tel que a; + a3+ X = A."Comme qa, = by, a,+ (fa+X)=A
entraine b, 4 (@, + X)=A. Mais comme o =bo, A =b, + (¢s +X)=a,+ (b, — X)
entraine b, + (bl + X)=A. Donc, pour tout idéal X tel que @y + a4, 4+ XN = A,
onab,+ b,+ X=A.De méme,

bhy+b+X=A>a+a+X=A.

Par suite, on a bien
4+ ag=Dby + bs.

Montrons maintenant que @; N Gy = binb,.

Soit un idéal X tel que (@ Nay) +X=Aetb,+X=A. On a évidemment
a;+X=A et a3+ X=A. Donc, par hypothese, b,+X=A. Le lemme |
montre alors que (by nby) + X =A.

Le théoréme 1 résultera maintenant du lemme suivant :

Lewme 3. — aet b étant deux idéauz quelconques, on a toujours anb = ab.

Montrons d’abord que pour tout idéal @, 2= a.
On a évidemment @ > a2. Montrons que a?)- ¢. Soitun idéal X tel que a +X =\,
Soient a€ A, z€X avec 1=a + z. On a encore 1= (a + z)*=a? +2az + z*.
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Mais. puisque @ € a% et 2ax + 2 € X, on a bien 4+ X = A et, par suite, 02>~ a.
Donc a = a2.
Ceeci posé. si @ et b sont quelconques, on a toujours
(anb)(anb)cabcanb.
Donc

(anb)(anb)Zab Zanb.

Mais comme on vient de voir que
(anb) (anb)=(anb),

on en déduit

ab=anb ou anb=ab.

D’ou le lemme 3 et, par suite, le théoreme 1.

et b ¢tant deux stries quelconques, on pourra donc poser sans ambiguité
a+b=a+Db et ab=uab. Les stries €+ b et ab seront dites respectivement
somme et produit des stries @ etb. Ces opérations sont évidemment associatives
et la muliiplication est distributive par rapport a I'addition. On a les formules
suivantes :

a+A=A, a+{o}=8 @sA=3 alo}={o}(a)?=q G+a=0q.

Nous allons maintenant donner une interprétation de ces opérations en consi-
dérant la structure d’ordre sur ’ensemble & des stries :

Tatorktme 2. — L’ensemble des stries forme un treillis (ou réseau). On a
3) sup (g, b) =a+b
4) inf (4, b) = a.b.

Puisque a +b>a, b, on a évidemment a - b > @, b. Soit e @, b. Montrons
qucEéE+F=E+Fouencorequet>- a—+b.Soitunidéal X telquea+b +X=A.
Puisque ¢ @, on a aussi ¢+ b 4+ X = A. Mais, puisque ¢>b, on a encore
£+¢+ X=A. Donc c> a+ b, d’ou la formule (3).

Puisque @, b>anb, on a @, b>~ab=0anb. Soit ¢ <a, b. Montrons que
¢ 4+ X =A entraine (anh)+ X =A. Soit un idéal X tel que ¢+ X=A. On a
aussi @ + X =b 4 X = A. Mais X étant premier a a et 2 b est premier a anben

vertu du lemme 1, donc (anb) +X = A et ab> ¢, d'od la formule (4).

CororLLare 1. — Une strie est maximale si et st seulement elle contient un
idéal maximal.

Soit m un idéal maximal et soit & une stric telle que a>m. D’apres le théo-
rome 2, @ = sup(t_t, ﬁ) = -+ M=a+ m. Mais, M étant maximal, on a néces-
saivement @ +M =1 ou & + M ==A. Si I'on avait @ 4 Wt =m, on aurait & = m,
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ce qui contredit a>m; on a donc @ + m=A, donc = A et m est bien une strie
maximale.

Réciproquement, soit @ une stric maximale. On a nécessairemen) @ 3£ A. Soit
donc mt un idéal maximal qui contienne @, N> & implique m> a. Comme m #A,
ceci implique m =4 aet, par saite, la stric a contient bien 'idéal maximal m.

CoroLLAtre 2. — Les stries aet b sont premiéres entre elles si et si seulement
les idéaux & et b sont premiers entre euz.

En effet, par définition, dire que les stries @ et b sont premicres entre elles,
c’est dire qu'e A= sup(ﬁ, B) Le théoréme 2 montre que ceci est équivalent a
A—=10a+bouA=a-+b. Dou le corollaire.

3. Dans ce qui suit nous allons caractériser directement les idéaux définissant
une méme strie :

Soient @ et b deux idéaux équivalents (a==b). Soit, d’autre part, m un iddal
maximal de A qui contienne @; W contient nécessairement b, sans cela sa maxi-
malité impliquerait b + 1 = A et, envertude a =), on devrait avoir a+m= A,
ce qui contredirait m> &. On en déduit donc que Pensemble des idéaux maximaux
qui contiennent & est le méme que l’ensemble des idéaux maximaux qui con-
tiennent b. Par la suite, nous désignerons par N I'ensemble des idéaux maximaux
de A et, a étant un idéal de A, nous désignerons par I (&) 'ensemble des ¢lé-
ments de I qui contiennent 4. On a évidemmeént M (A) =g, M ({o})=IMN.
Nous venons de voir que @ = b entraine M (&) = M (b). Réciproquement, nous

allons montrer que si & et b sont tels que N (a) = M (b), on a a=b. Montrons
d’abord le

Lemue 4. — Les-idéaux X et Y sont premiers entre euz si et sé seulement

M(X)nIM(Y) =0.

SiM(X)NnIM(Y)>Z, ona X+YcZzAetX etY ne sont pas premiers
entre eux. Si X et Y ne sont pas premiers entre eux, X + Y £ A et, puisque A
posséde un élément unité, en vertu du théoréme de Krull, 3ZeIN tel que
X+ YcZ. Donc M(X)nIM(Y)>Z. D’ou le lemme.

Ceci posé, soient deux idéaux @ et b tels que M (a) = IM(b). Montrons, par
exemple, que a>b. Si b+ X =A, en vertu du lemme 4, M (b)nIM(X)=0o
et, puisque IN ()= IN(b), ce méme lemme montre que @ + X = A, donc a}b.
De méme, b3 a, d’ot a=b. On en déduit le '

Tatorime 3. — Deux idéaux appartiennent & une méme strie si et si-scule-
ment Pensemble des idéaux mazximaux qui contiennent Uun est identique
Pensemble des idéaur mazimauz qui contiennent Uautre.

Si @ est une strie quelconque, on voit par conséquent que JN(a) ne dépend
pas de I'idéal a choisi pour définir la strie. D’aprés le théoréme 3, I'intersection
de tous les idéaux contenus dans JNL(@) est un certain idéal @ qui appartient

encore a la strie 4. @ contient évidemment tous les idéaux de la striea. Do le
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ConoLLAIRE. — Parmi les idéaux d’'une méme strie, il en existe un plus
grand que tous les autres. Il est égal & Uintersection de tous les idéaux
mazimauz qui le contiennent.

a étant un idéal quelconque, on désignera toujours par a Dintersection de tous
les idéaux appartenant a IN(a). De tels idéaux seront dits ~-idéaux.

Ezemple. — Rappelons que l'on appelle anneau de Dedekind un anneau
d’intégrité A tel que tout idéal de A se décompose d’une maniére et d’'une seule
en un produit d’idéaux maximaux (Z. P. I.). Un anneau d’intégrité est de Dedekind
si et si seulement il vérifie les conditions bien connues d’Emmy Neether. Si A est
un tel anneau et si @ =P ...p%= est la décomposition canonique de I'idéal
entier ¢ en produit d’idéaux premiers (2;> 0; %] —PiZPj),ona a= Piee P

A étant un anneau quelconque (commutatif avec élément unité), @ et b étant
deux idéaux de A, nous rappelons que a:b désigne le transporteur de b dans q,
c’est-a-dire ’ensemble des éléments z de A tels que az ca.

Tatonime 4. — Si Pidéal a est un ~-idéal, quel que soit Uidéal b, a:b est
un ~-idéal qui ne dépend que du striage auquel appartient b.

Soit ¢ =u:b et soit ¢,= ¢. Montrons que ¢, C ¢. D’aprés le théoréme 1, on a
¢.b = b, donc tb ca implique c.bca et ¢y ca:b=rc. Par suite, ¢ est bien un
~-idéal.

Montrons maintenant que si b'=>b, on a encore a:b'=¢. Posons ¢'==a:l'.
Puisque ¢b c a, b = b’ entraine d’apres le théoreme 1, cb'c a et cca:b'=¢. On
a, de méme, ¢'c ¢, donc ¢ =, ce qui achéve de démontrer le théoréme 4.

Remarques. —— 1° Au paragraphe 5, nous étudierons d’une maniére plus pré-
cise les relations entre @ et a:b.

2° Le théoréme 4 serait faux si 'on n’imposait pas & & d’¢wre un ~-idéal: Soit A
un anneau de Dedekind et p un idéal premier de A. On a p3:p =P?; or p? n'est
pias un ~-idéal. De méme, on a p = p* et cependant p3:p3= A = p’:p2.

4. Soit A un anneau de Dedekind. Si & est un idéal de A différent de {0}, il
peut se mettre d’une maniére et d’une seule sous la forme

e =p%...p% [T 7>y, uu>0(1LiLn)]

Si nous posons gi= p%, on voit que Ti=pi et, d’aprés le corollaire 1 du théo-
réme 2, la strie §;est maximale. De plus,siiZj, §i+4;j=q4;= A ou'g;+ ﬁ,: A,
c’est-a-dire que les stries giet Rj sont premidres entre elles.

Plus généralement, nous appellerons anneau du type de Dedekind un anneau A
tel que tout idéal a de A différent de {o} puisse se mettre sous la forme :
@=¢,4s...0qs, chaque g; étant une strie maximale et les stries (§;);<,c, étant
deux a deux premitres entre elles. Nous montrerons qu’une telle décomposition
est unique. Tout anneau de Dedekind est évidemment du type de Dedekind.
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Tukorime 5. — Soit un anneau A quelconque (commutatif avec élémnent
unité) et un idéal & de A tel que lon qit a=a,...q4,=0)...&,, les stries
0;(1 £ < n) [resp 0 — (1L j < m) étant mazimales et deux & deux premiéres
entre elles. Alors m = n et il existe une permutation o de l'ensemble (1, 2. ..., n)
tel que Gi=ay; (1 LiZLn) (Y).

Soita=a,...a,=ad,...0q, Envertu dulemme 2, on a

a=aN...N0,

a; ne peut pas étre premier a tous les @;(1 <L i< n), sans cela, en vertu du
lemme 1, il serait premier a @, ce qui-contredirait ;> @. Soit &; tel que a;+a;= A,
%+ a; £ A et comme @; et @ sont des stries maximales, on a ;= &;. Ceci montre,
en particulier, que si {32k, on a @+ &;=A. Posons o(j)=1i. Si j3#£I,
o+ @;= A implique &(j) + Ggz; = A ou 8g(j) % (2. Donc o est une application
biunivoque de (1, ..., m) dans (1, ..., »). On en déduit m < n. On aurait, de
méme, n < m, donc m = n et ¢ est une permutation. Supposons que les numéro-
tages soient faits de telle maniére que o soit la permutation identique et montrons
que pour tout Z, &;= &,. Pour simplifier ’écriture, supposons i =1.
Posons
0 =b, 0...0,=0¢, o=, oy .a =0

On a

’

b=W et C=10s...0,=0), o, ...0,=c.

De plus, b étant premier a ....q, est premier & G2 ... N a4, = ¢. De méme,
b+ ¢ =A.

Soit beb, on a becacl’, donc beb':c et bcb'ic. Or ¢=¢' montre que
t+b'=A.Donc Jcer, del, avec 1=c+ b'. Maissi zeb':¢, on a, en par-
ticulier, z¢ = b, €V, donc z=zc + 2b'="0,+zb'elh’ et b:ccl’'. Comme
bcb':c, on a bech'. On montrerait, de méme, b'>b, donc b =b' ou a,=a.
D’ou le théoréeme.

On vient également de montrer les lemmes suivants :

Lemme 8. — Si & est premier a b, b:a=D.
Lemme 6. — Sia=be=b't, avect+ b =A,onabch,dcs.

Lemme 7. — Sia=be="b't,avechb +c=A,b=b,c=c,ona b=>b", c=¢.

Si A est un anneau du type de Dedekind, on dira que a,...a, est la décom-
position canonique de a. Sim; est'idéal maximal (unique) contenu dans la strie o,
on dira que &; est la composante de @& relative & m;. Si m est un idéal maximal
qui ne contient pas &, on pourra encore dire que I'idéal A (formé par I'anneau
tout entier) est la composante de & par rapport & m. On voit alors que :

(*) Ce théoréme revient au théoréme énoncé par W. Krull (Idéaltheorie, p. 21).
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Dans un anneau du type de Dedekind tout idéal est égal au produit de ses
composantes par rapport aux divers idéaux mazximaux de A.

En vertu du lemme 2; on voit encore que dans un anneau du type de Dedekind
un idéal est égal a Uintersection de ses composantes relatives aux divers
idéaur maximaux de A.

On voit que :

CoroLraire. — Dans un anneau A du type de Dedekind, un idéal a divise
un idéal b si et si seulement pour tout idéal mazimal m de A la composante
de w par rapport a m divise la composante de b par rapport a wm.

5. Nous allons maintenant donner une caractérisation des anneaux du type de
Dedekind :

Tutorime 6. — Pour qu'un anneau A (commutatif et ayant un élément
unité) soit un anneau du type de Dedekind, il faut et il suffit qu'il vérifie les
conditions suivantes :

° L'intersection d’une infinité d’idéaux mazximauz différents se réduit a
Uidéal {0}

2° Tout idéal premier non nul et différent de A appartient & une strie

maximale.

Nécessité. — Soit A un anneau du type de Dedekind. Soit p un idéal premier
de A différent de {o} et de A. Soit g;...g, la décomposition canonique de p.
Comme p est premier, ona n =1 et p = . La strie P est bien maximale par défi-
nition, d’ot la condition 2°. Soit & un idéal différent de {ofletde Actay...a,
sa décomposition canomque Pulsque @; est une strie maximale, u, est un 1deal
maximal et I (a)> a‘, <.+, . Soit M oM+ a,-( 1ZiZn). Comme m et a;
sont maximaux, M-+ @;= A ou M -+ &;= A. Par suite, en vertu du lemme 1, on
ne peut avoir M€ N (a). On a donc M (a)={ay, ..., 6,}. DTI(&) est donc
fini. Tout idéal non nul de A n’est donc contenu que dans un nombre fini
d’idéaux minimaux. D’ou la condition 1°.

Suffisance. — Supposons qu’un anneau A vérifie les conditions 1° et 2°. Soit a
un 1idéal quelconque de A différent de {o} et de A. Par hypothese, il existe n
idéaux maximaux My, ..., W, de A tels que m (a)= {m,, ..., M, {. Montrons
qu’il existe des idéaux a(1Li<Zn)tels que a=a,...40, et E;: m;(x 4[411)

Montrons ceci par récurrence sur n. La propriété est évidente pour n =1 (il
suffit de prendre a=a). Supposons—la vérifiée pour tous les nombres inférieurs
a n et montrons ensuite qu’elle est vraie pour n. En vertu du théoréme 3 et de son
corollaire, on a
B=m.n e NMp=MyMe... My,

On va montrer qu’il existe des idéaux §; (1 < ¢ < n)tels que = (r£iLn)
et tels que '
(5) adqGi...4,=4q1N...NGn.
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Soit Sy le complémentaire de m; dans A, S, celui de M. Puisque m, et m» sont
premiers, S, et S, sont multiplicativement clos. Désignons par S le sous-ensemble
de A formé par les cléments de la forme 5,55 (51 € S, 52 €S52). S est multiplicati-

p P

vement clos. Le complémentaire CS de S ne peut contenir aucun idéal différent
defo}, car si CS > 93 {o}, il existerait un idéal premier p tel que CS Spogh).
On aurait donc W, NMy D P5£ {0} et, par suite, la strie P ne serait pas maximale
contrairement a la condition 2°.

Donc, en particulier, SN a2 ¢ et s, €Sy, 52 €Ss, avec 5352 € 2. On a néces-
sairement sy € W,, sans cela on aurait s; € S, et 5,52 € Sa, contrairement aux rela-
tions AC Ny et My N So = ¢.

On a, de méme, s, €Mm,.

Soit h = (&, s2) I'idéal engendrc par 'ensemble au{s,}. Soit ¢ == (a, s;). On
a ¢videmment :

MA;»BDG,
m,:p-tb:l.
Or
(6) adbe= (a2, as;, ASs, 5152)-

Il résulte des constructions précédentes que b et ¢ sont contenus dans au plus
(n—1) idéaux maximaux. On a

:m.(b)c{mg, M3y ooy My },
M(e)c{m, mg, ..., mp }.

Done, d'apreés les hypotheses de récurrence, on peut trouver des idéaux by, b.,
by, ..., buetcy, €, £, ..., £ntels que

b=by...bs
C=10(1...C0,
avec
bl=A si m,et:m.(b), b=y si m;e.‘)ﬂ.(b)l .
G=A si meIm(b), =m si med(e| ==

En particulier, on aura
blEﬂh, .bg= A, f1=A, == My,
(6) peut donc s’écrire
ad>(bycs)(baes)...(bpcn).

Posons
nu=bag (1ZLiLn).
On a pour tout ¢
fi=hyc,.

On voit donc que 'on a, soit ;= A, soit q._ m;.

() KruLw, Ideultreorie, p. 1.
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Comme M (a)cIM(4;n ... N4,.), on voit que pour tout £, ;= M; et que Fon
a bien Iégalité (3).

Posons maintenant &;=q;+ &. On a &;= sup (ﬁ;, Ii) = g;. Donc les idéanx «;
sont deux a deux étrangers ct 'on a

G @p=MN...NGp

Or@;>a(1=/7/<n)implique a;n ... N A, D0,
Mais ;.. .0, = (a4 0,) (A + 2)...(a+4,) Caen vertu de Pégalité (5).

Donc a=a,...a4, est la décomposition canonique cherchée de a. Le
théoréme 6 est complétement démontré.

CoroLraire. — Dans un anneau du type de Dedekind un idéal est fini si et
st seulement chacune de ses composantes est finie.

Il est bien évident que si un idéal 4 =a, ... a, est tel que chaque composante
#;(1 L7 < n) est finie (c’est-a-dire engendrée par un nombre fini d’éléments), il
en est de méme de d. Pour voir la réciproque, il suffit de raisonner par récurrence
sur n et de regarder dans la démonstration du théoréme 6 la maniére dont ont ét¢
formés les idéaux ay, ..., @,.

En application du théoréme 6, on peut donnér une condition nécessaire et suf-
fisante pour que 'anneau des entiers @ d’un corps algébrique K soit du type de
Dedekind; p étant un nombre premier et & un sous-corps fini de K, désignons.
par k(p) le nombre des idéaux premiers différents de k qui divisent (p). Soit

(k)1 un ensemble de sous-corps finis de K tel que K = Uk‘.

L€l
11 faut alors que pour tout nombre premier p, il existe une borne f(p) telle que

pour tout t€l, k,(p) < f(p). Les corps de Stiemke répondent évidemment a la
question, mais ils sont moins généraux, car ici on n’impose pas a I'indice de rami-
fication d’étre borné.

II. — Valuations indépendantes sur un anneau.

Les anneaux qui interviennent dans ce paragraphe sont des anneaux d’intégrité
commutatifs. Les groupes considérés sont abéliens et écrits additivement. Les
¢léments unités de ces divers groupes sont toujours désignés par o sans qu’aucune
confusion ne puisse en résulter.

1. Soit T un groupe (abélien) totalement ordonné écrit additivement. On dési-
gnera par I', le sous-ensemble de T ainsi défini

avy

€l =

oy

> 0.
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Un sous-ensemble Q de I' est dit une surclasse (*) de I s’il vérifie les conditions
suivantes :

1" Jwel tel que ;€ R —E> » (R est borné inféricurement);
creQetnxt-—>nel.

On voit facilement que les surclasses de T sont les s-idéaux de T tels qu’ils ont
é1¢ définis par Lorenzen ().

L’ensemble des surclasses de T est totalement ordonné par la relation d’inclusion
Si 2, ct Q. sont deux telles surclasses, on posera ;> Q. si et si seulement Q, € Q..

Si 2 est un ¢lément de T, le sous-ensemble (2) de T ainsi défini

fe(a)=ixa

est_ une surclasse de T. Une surclasse Q est dite principale s'il existe un élément
ade I tel que & = («). L’application a — (a) est une application biunivoqae de
I’ dans 'ensemble € des surclasses de T'. SiI'on identifie par cette application I'
un sous-enscmble de €, on voit que la relation d’ordre sur € est compatible avec
Ia relation d’ordre sur T', ¢’est-a-dire que

(a)>(B)=ax B
Si ; et Q, sont deux surclasses de l‘ on désigne par @+ 2, la surclasse de T
ainsi définic :
E€eQ+ Q12=JE1€Qy, E2€Qy, avec £ =E;+ .
(Dans la terminologic de Lorenzen, on voit que le s-idéal &, + Q, est le produit
des s-idéaux , et 2,.)

On voit immédiatement que la surclasse 4 + Qi est principale si et si seulement
les surclasses Q, et @, sont principales. Plus précisément

(1) + (@2) = (a1 + as).
Si @, et &, sont deux surclasses de T, on appelle transporteur de &, dans Q. et
I'on désigne par &, : &, le sous-ensemble de I' ainsi défini :
E€Qy: Q> (E)+ QcCQ,.
On voit immédidtement que L, : €, est encore une surclasse de T.

On pose, en général,
(0): @ =201,

(*) W. KruLL, Aligemeine Bewertungstheorie (J. Reine Angew. Math., t. 167, 1931, p. 160-196).
*Krull donne une définition des surclasses légerement différente : il n’impose pas 4 une surclasse
d’étre bornée inférieurement. Corrélativement, si K est un corps et © un ordre de K, un o-idéal
o de K est pour lui un @-sous-module de K et n’est pas astreint a la condition qu’il existe un entier
x de K tel que zace. .
(*) P. LoRrenzeN, Abstrakte begrundung der mulnplwalwen zdealtheone (Math. Zeit., t. 45,
1939, p. 533-553). Nous préférons employer ici le langage des surclasses, car les groupes ordonnés
sont écrits additivement.
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On peut définir parmi les éléments de ', la relation de préordre suivante :

ap 33 un entier ordinaire n > o tel que na > 3.

La relation d’équivalence
Ax(ad Bet B a)

partage T, en classes qui sont dites étages de T. L'ensemble des ¢tages est un
ensemble totalement ordonné par la relation d’ordre quotient de la relation de
préordre > . On désigne par & («) I'étage auquel appartient I'élément «. 11 existe
un étage plus petit que tous les autres, c’est & (o), qui se compose du scul
£lément zévo.

Pour tout couple (2, ) d’éléments de T, on a

& (a+B)=sup[8 (), 6(B)]
On voit donc que si &(a) Z & (B), on a

-3

& (a+ B) = &(pB).

Un groupe ordonné est dit archimédien si I’ensemble de ses ¢tages comprend
au plus deux éléments. On sait que les groupes archimédiens sont ceux qui sont
isomorphes aux sous-groupes de R (groupe additif ordonné des nombres réels).

Une surclasse  sera dite entiére si  €T.,.. Une surclasse  sera dite premiére
si elle est entiere et si @ + 3 € Q et « ¢ 2 entrainent 3 € Q. 1l est facile de voir que
la condition nécessaire et suffisante pour que la surclasse  soit premitre est
qu’elle soit entitre et que « € entraine & (a)c Q.

Etant donné un corps K, nous rappelons que I'on appelle valuation (7) de K
une application v de K* (ensemble des éléments non nuls de K) sur un groupe
totalement ordonné T telle que ‘

v(ab)y=v(a)+v(b),
v(a+b)xinf[v(a), ¢ (b))

On-voit que si v(a) < v(b),
v(ia+b)=v(a).

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que le groupe de valeurs' I'ne se
réduise pas & {o}, c’est-a-dire que nous ne considérerons que des valuations non
triviales. ’

L’ensemble O des éléments z de K +tels que z =0 ou ¢ (x) > o forme un ordre
de K (sous-anneau de K contenant 1 et tel que K soit corps des quotients de O).
Cet ordre est un anneau de valuation (c’est-d-dire tel que si z€ [0, z-1 € O).
Réciproquement, on sait qu'un ordre de K qui est un anneau de valuation d¢éfinit
d’une seule maniére une valuation de K.

O est un anneau local (au sens large), c’est-a-dire tel que 'enisemble de ses
éléments non inversibles forme un idéal maximal p (qui contient tout aytre idéal

(") W. KRuLL, Allgemeine bewertungstheorie (loc. cit.).-
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de O autre que ©). p est 'ensemble des éléments 2 de O tels que v (z) > o.
k= O[p est dit corps des restes de la valuation ¢. Soit f 'application canonique
de O sur A. Pour tout élément z de K tel que f(1/2) = o on pose f(z) = .On
voit alors que f est une application de K sur (&, «).

K et k ¢tant des corps, A un sous-anneau de K, on rappelle qu’une spécialisa-
tion de A sur A est une application g de A dans (A, ) telle que si @, b€ A, on
at ,

gla+b)=g(a)+g(d)
g(ab)=g(a)g(d)
g(x)=o  sietsiseulement g(zr—1)=o.

B ¢tant un sous-anneau de K contenant A, on définit la notion de prolongement
de g sur B. La spécialisation g est dite non prolongeable si A =K.

On voit que plus haut f était une spécialisation non prolongeable de K sur A.
Réciproquement, une spécialisation non prolongeable f d’un corps K définit sans
ambiguité une valuation de K [le sous-anneau A des éléments x de K tels que
S(z)#Z o est, en effet, un anneau de valuation de K qui est dit anneau de I
spécialisation f.

Enfin, on démonire que si A est un sous-anneau d’'un corps K, toute spéciali-
sation de A sur un corps k peut se prolonger en une spécialisation non prolon-
geable de K sur un surcorps (algébrique) de k. ¢ étant une valuation d’un corps
K a laquelle correspond I'anneau de valuation O et I'idéal premier P, un ordre @
de K est dit compatible avec la valuation ¢ (ou encore ¢ compatible avec @)
51 Oc 0. Pn O =19 est alors un idéal premier de O qui est dit centre de ¢ sur .
La spécialisation de K sur O/P prolonge la spécialisation de O sur Ofp.

Soient un corps K, © un ordre de K, ¢ une valuation de K qui soit compatible
avee O et T le groupe totalement ordonné correspondant (groupe des valeurs de ¢).
Si & est un idéal (entier ou fractionnaire) de O, on désigne par (¢ (a)) la surclasse
de T ainsi definie :

(7) fe(v(a))==Jzea, avec [xv(2) (%)

Lemme 8. — Si O est un orde de K compatible avec la valuation ¢ et si a et b
sont deux idéaux (entiers ou fractionnaires) de ©, on a

(8) (v (ab)) = (9 (a)) + (v (b))

Soit € (¢ (@) +(¢(b)). Par definition, Ji,, f. €T, aea, beb, avec
B (@), bax o(b) et E=E1+ 2. On a évidemment 2 ¢ (@) + ¢ (b) = ¢ (ab).
-Comme ab € ab, on en déduit z € (¢ (ab)):

Réciproquement, sif € (v (ab)), Jzreab, avec 2> ¢ (z).

Par définition, de  ab, Jai, ..., a.€b et by, ..., b,eb, avec
r=ab;+...+ a,b,. Or

v(2)>inf (0 (@) + 9 (1), ..., v(@n)+ 90 (br)) = v (a;) + v (b;)

(*) On remarquera que si £€(¢ (a)), il n’existe pas nécessairement z€u, avec £ ='¢ (7).
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(pour un certain 7 tel que 1 <7 < r). Comme
e(a)e(v(s)) et p(b)E( (D)),
(@) = e (i) + ¢(bi) implique
v(z)—v(ai)e(v(b)) et v(z)=rv(a)+(v(2)—v(a:))€(v(a))+ (v(b))

D’ou le lemm+

Lewme 9. — Si l'idéal « admet un nombre fini de générateurs, la surclasse
(v (®)) est principale. '

Soit @ = (ay. ..., an) et supposons que ¢(a;)=inf(v(a1). ..., ¢v(an)).
Pour tout zea. on a v(z)>inf[v(a1), ..., ¢(a.)]=v(a;). Donc
((‘(ﬂ\):(ll‘((l,')).

2. Etant donné un corps K, deux valuations ¢, et v2 de K (avec les groupes de
valeurs correspondants Ty et T») sont dites indépendantes si pour tout couple
(%1, 52) € Ty < T, il existe un élément z de K tel que ¢y () < &1, 02(2) X Ea.

Tutorime 7 (théoréme d’approximation) (*). — Etant donnée une famille
finte (¢i)1cicn de valuations de K deuzr a deux indépendantes et deux familles
(@i )scicn €t (bi)sgen d'éléments de K* et de K respectivement, il existe un élément
x de K tel que pour tout i (1 £ i < n) on ait vi(x—bi)> ¢ (a;).

On va d'abord montrer le

Lemume 10. — Etant données m + 1 valuations (¢, ¢4, «.vy vm) de K telles
que v et ¢; soient indépendantes pour 1 £i <Zm, et m—+1 éléments a, by, ..., by,
de K*, il existe un élément x de K tel que v(z)<Lv(a) et vi(z)>vi(b;)
(1£Li £ m).

On peut toujours supposer

v(a)<o et vi(bi) >0 (1£iLm).

On démontrera ceci par récurrence sur m. Pour m = 1 la propriété résulte de
Ia définition des valuations indépendantes. Supposons-la donc vérifide
pour m —1 (m>2)

Je, deK, avec v(c)<Lv(a), vi(e)> 01(by) (r£iLm-—1);
v(dyLv(a), vild)xvi(bj) (2£LiLm).

Quatre cas peuvent alors se présenter :

* Sieg(d)>o0etsivon(c)> o0, on prend z = cd;

2° Sie(d)>o0etsion(c)<o,onprend z=cd(c+ 1)

3° Sivy(d)<<oetsivn(c)> o0, on prend z=-cd(d+1);

4° Siv¢i(d)y<<oetsivnp(c)<<o,onprendz=cd(c+d-+ 1)

(?) N. Boursakl, Spécialisations et valuations (3 paraitre). .
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En remplacant éventuellement ¢ par ¢2, on peut toujours en effet supposer dans
ce dernier cas que ¢ (¢) 5% v (d). D’ou le lemme.
Passons maintenant a la démonstration du théoréme :

Posons
X = 2 t:b;.

1<i<n

Ona

x — bi= (f[—;l)b[_-l—z tjbj.
VEL

Les conditions du théoréme seront satisfaites si ’'on a

v,(t,—l)évl(gf) et v,(z,-);o,(;—{) (1£i,j £ n).
J

Posons

a;
ti=1t, —I# =cje(K, o).

On est amené a trouver €K tel que
ot —1)>vi(er) et vi(t)>0i(ej)  (JFED)
On peut toujours supposer ¢;(c;) >o0 (1L j < n). Soitt = (Z—_ZH) Si pour j5£i,
onavj(z)>vj(cj)> o, on aura
vi(z+1)=0 et vj(t)=9;(2)>v;(cj).
Si
b <o (;) <o,

vi(3+1)=0i(3) et ot —1)=—0(3+1)> vi(c).

Mais on peut toujours choisir un tel z d’aprés le lemme 10. D’oui le théoreme 7.

Conorratre 1. — 'S¢ (0;),5.c, est une famille finie de valuations deux & deux
indépendantes de K et si T; est le groupe de valeurs correspondant & v; pour
tout élément (&1, ..., En) ae Ty>xTa><...<Ty, il existe un élément x de K tel

que
vi(z)=E8 (1£iLn).

Il suffit dans D'énoncé du théoréme 7 de choisir a;(1< i< n) tel que
vi(ai) > & et de prendre b; (1 L€ n) tel que ¢;(b;) = &;.

CororLame 2. — Les deux valuations vy et va d’un corps K sont indépen-
dantes si et si seulement pour tout couple (£, £2) € I'y < T'a il existe un élément
z de K tel que ¢y (x) =%y, va(x) =Es.

3. Unc valuation ¢ de K compatible avec un ordre @ de K sera dite indépen-
dante de O si, T étant le groupe de la valuation ¢, pour tout élément ¢ €T, il
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existe un élément a€ O tel que ¢ (a) =%, c’est-d-dire si v(O)=T.. Ceci se
trouvera par exemple réalisé si, p étant le centre de ¢ sur K, 'anneau local O, est
un anneau de valuation.

Deux valuations ¢; et ¢3 de K compatibles avec O et ayant les groupes de
valeurs respectifs Iy et I'; seront dites indépendantes sur © si pour tout couple
(%1, £2) €T < T, il existe un élément @ contenu dans O tel que

vi(a)=£t, ve(a)=Es.

Tutorime 8. — Deux valuations vy et vy indépendantes sur O sont chacunes
indépendantes de ©. Deux valuations v, et v indépendantes de ©, de centres

respectifs Py et Pa et telles que Py NPa ne contienne aucun idéal premier non
nul sont indépendantes sur ©.

La premiére assertion du théoréme se déduit immédiatement des définitions.

Supposons que v; et ¢a soient indépendantes de © et que P; N Pa ne contienne
aucun idéal premier non nul. Montrons d’abord que si £; €T, Jae O avec
vi(a)=o0 et vy(a)==E, : le théoréme est trivial si 3= o (il suffit de prendre
a=1). Supposons donc £»>>o. & (£,) représentant I'étage de &, dans T.., soit
p (a) le sous-ensemble de O ainsi défini

(9) zep(a)=8(n(2))> 8(E).

On voit que P («) est un idéal premier de O. Il n’est pas nul, car la valuation
¢2 étant, par hypotheése, indépendante de O, Jbe O tel que va(b)==E2. Ona
alors bep(«). Si vy(b)=o0, on prendra @ ="5b. Supposons donc ¢;(b)> o.
Comme £, > o, P (2) CPa. Il résulte des hypotheses que p (a) ¢ P;. Soit c'€p (),
cép,.Ona

& (va(e))> & (&)

Donc, par définition de & (£2), il existe un entier n positif tel que noa(c) > 2s.
On voit donc que

vi(c”) = o, va(cm) > Ea.

Si va(c*)=Ea, on prendra @ ==E;. Si va(c”)>Es, on voit que 'on pourra
prendre @ = b + c™.

Ceci posé, soit &y €Ty, et £, €Ty, D’aprés ce que Fon vient de voir; Ja, € O
tel que vi(ai)=E, v2(as)=o0. De méme, Ja.€O, tel que ¢,(a:)=o,
¢2(@s) =Ea. Si lon pose @a=aia,, on voit que a € @, vy(a) =k, et v2(a) =E,.
Les valuations ¢, ét ¢, sont bien indépendantes sur O.

TutoriME 9. — Une condition nécessaire et suffisante pour que deux valua-
tions vy et va du corps K soient indépendantes est qu’il existe un ordre O de K
compatible avec ces deuzx valuations et tel que v, et v, soient indépendantes
sur O.

La condition est évidemment suffisante; montrons qu’elle est nécessaire :

Soit O; I'anneau de valuation de v;({ =1, 2). Posons @ =0, n0.. Soient
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(i€l (=1, 2). Puisque, par hypothése, v, et va sont indépendantes, Ja e K
avec ¢i(a)=E({=1, 2). Mais ceci implique, puisque {>o(i=1, 2),
a€0,n0,= 0. Il nous suffit donc de montrer que O est un ordre de K. Or, si
ze€kK, vi(z)=mni(i=1, 2). D'aprés ce que nous venons de voir, Jbe& O avec
vi(b) = sup (—mi, 0) (=1, 2). On en déduit bre @. Comme, d’autre part,
1 €O, O est bien un ordre de K.

Tatorime 10. — Soit V = (0, ), une famille de valuations de K deuz & deux
indépendantes sur un ordre O de K et soit T, le groupe de valeurs de la valua-
tion ¢, (v€l). 8¢ (ay, ..., an) est un sous-ensemble fini de 1, et si Uon se donne
arbitrairement des éléments §; tels que £, €T, (1< < n), on peut trouver un
élément a de O tel que v, (a)=FE (1 L0 <L n).

Pour simplifier]'écriture, on posera au cours de la démonstration 2;=i(1 Li<n).
Démontrons cette propriété par récurrence sur n. Elle résulte des définitions
pour 7 = 2. Supposons qu’elle soit vraie pour 2 —1 et montrons qu’elle est alors
vraie pour n. ‘

Montrons-le d’abord pour £;=o0 (2 < { < n) (4 quelconque).

Cherchons donc un élément z, de O tel que

vi(z,) =k, vi(z)=o0 (2£iLn).
D’apres les hypotréses de récurrence,
Jyeo avec v¢y(y)=1E, vi(y)=o0 (2LiLn—r1).

Si ¢,()") = o on posera z; = y. Supposons ¢,(y ) > o. Les valuations ¢tant indé-
pendantes sur O, il existe des éléments z; de O avec

va(31)=o, vi(z1) >0 (2gign—1).
De méme,
J3,€0, avec v4(3,)> &, on(31) = o.

Posons 5= 2159...34_1.
On a donc

91 (8) =v1(81) + 01(32) +... 4 901 (Bn—g) > 01(31) > &,
0i(8)=vi(51)+91(32)+...4+91(Zp—1) >0 si 1£i<ZLn—1,
0n(3) = vn(81)+9n(32) +...4+9p(Zn—1) =o.

Comme pour tout £ (1 £ i £ n), vi(y) 5% vi(z), on a pour tout ¢
vi(y + z) =inf[o)(y), vi(3)]
On voit donc que si I'on pose ;= )" + z, on a bien
vi(21) =, wvz)=0 (2ZiLn).

Ceci posé, soient § €l (1<Zi<nr). D'aprés ce que l'on vient de voir, il
existe des éléments z; de O tels que

vi(zi)=FE et vi(m)=o0 si ix£j (1Li,] zn).
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Si 'on pose @ = z1Z». . .2, on voit que a € O et que
vi(a)=E& (1Li£n).
Le théoréme 10 est donc complétement démontré.

Soit V = (¢, ), une famille de valuations du corps K.
Pour z €K, soit I (z) le sous-ensemble de I ainsi défini

(10) el(z)=v () 5% o.

Nous dirons que la famille ? est réguliére si pour tout z€K, 1(z) est un sous-
ensemble fini de I.

Dans le cas d'une famille de valuations réguliere, on a de plus le théoréme
suivant :

Tutorime 11. — Soit V= (v,),e une famille régulicre de valuations de K
deux & deux indépendantes sur un ordre O de K et soit T le groupe de valeurs
de la valuation o (c€l). St {ay, ..., an} est un sous-ensemble fini-de I et si
Uon se donne arbitrairement des éléments §; tels que £;€T,, (1<Zi<n), on
peut troucer un élément a de K tel que v, (a)=E (1 Zi<Ln) et tel que
c(@)>=0 st ig {ay, ...y n )

Nous poserons encore a;={(1 <i < n).

Supposons donc vérifiées les hypotheses du théoréme et soit

iE’ v Enl€lix oo X Ty

Les valuations ¢; étant deux a deux indépendantes, en vertu du corollaire 1
du théortme 7, Jze€K tel que vi(z)=E(1Li<n). Supposons que =z
ne réponde pas aux conditions du théoréme. La famille 9 étant réguliere, il
existe un sous-ensemble fini non vide {vp.4, ..., vnip} de ¥ dont lintersection
avee (¢ ..., ¢} est vide, tel que vpj(Z)<<o(1Lj<Lp) et tel que
tgit. ..., n,n+1, ..., o+ p} entraine ¢,(z) > 0. Posons ¢, j(z) =E.. ).
Puisque les valuations considérées sont deux a deux indépendantes sur O, il
existe. en vertu du théoreme 10, y € O tel que

vi(y)=0 (1£ign), onj(y)=—Fkj (1£L)jZp).

On voit alors que 'on peut poser a = zy.

III. — Anneaux de multiplication du type de Dedekind.
1. Etant donné un ordre O intégralement clos dans son corps des quotients K,
on sait (1°) qu’il existe une famille de valuations ¥ = (¢,),¢ de K telle que

(11) pour tout zek, z€0 = (v (2)>: 0 pour tout tel).

Une telle famille @ sera dite famille de définition de ©.

('°) KruLL, Allgemeine Bewertungstheorie (loc. cit).
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Lemme 14, — O étant un anneau intégralement clos dans son corps des
quotients K, il existe toujours une famille de définition %) = (v,).g de O telle
que pour tout L €1, le centre P, de v, sur O soit un idéal mazimal de O.

Soit z €K, z & ©. Puisque O est intégralement clos, il existe une valuation ¢
compatible avec © de K telle que ¢(2) << 0. Soit p le centre de ¢ sur O et it un
idéal maximal qui contienne P. Soit S le complémentaire de W dans @. On
a @’3(9,“ (**). Comme z & (9,, on a donc x & Op. Comme l'anneau local O, est

intégralement clos, z ¢ O,, entraine que y = f; n’est pas inversible dans O [y]
(anneau engendré par y et Oy ). Soit W' 'idéal engendré par m sur O, (m’ est
I'idéal maximal unique de Oy,. Il est composé des éléments de K de la forme? avec
aem, s S). Soit m” I'idéal de Oy [y] composé des éléments de O[] qui
peuvent se mettre sous la forme

Z=ao+ a1y +...+ apy* (avew'; ay, ..., an€0y)..

On a WnO,=mn'. En effet, on a, d’une part, W' cw’. D’autre part, si

zem' nOy, ona

X =@+ a1y +...+ apy" (aoem’;a,, ...,a,,ec)m).

SiYon avait z ¢ W, on aurait @ay— 2z = b ¢ W, donc, O, étant local. b, scrait
inversible dans O, et y satisferait 4 une équatien de la forme

1+(£’- -+ +(‘—z-'-‘) r=0
B, ) T B, )7 .

Comme ici n 3£ o (sans cela on aurait = a, € W), on voit que y serait inversible
dans O [ y], ce qui a été exclu. .

On a donc bien " n O, = w'. En particulier, m">£ O, [y].

On voit, d’autre part, que

Oply ' Op/m' 2 Ofm = k

ot que la spécialisation O, [y]— k prolonge la spécialisation O -> &. Dans cette
spécialisation, y — o. En utilisant le théoréme de Zorn, on voit que cette spécia-
lisation se prolonge en une spécialisation non prolongeable d’un anneau local A
sur k. Cet anneau local est alors un anneau de valuation: La valuation « corres-
pondante est compatible avec Pordre ©, admet m pour centre sur O et ecst telle
que w(zx) < o. Le lemme 11 se déduit de la-sans difficultés.

< étant une famille de définition de O et @ un idéal de © (entier ou fraction-
naire), a chaque ¢ €I correspond une surclasse (v,(#)) de T',(T, étantle groupe de

(1) Comme toujours, p désignant un idéal premier, Op est Panneau formé par les éléments de K de la

forme % (a, s€0, sé¢p).
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valeurs de ¢,). La famille ¥ est dite aréthmétiquement utilisable (12) si deux
idéaux @ ¢t b tels que pour tout ¢ on ait (¢,(@)) = (¢,(b)) sont tels que a=h.
On sail (%), c¢n particulier, que la famille de toutes les valuations de K compa-
tibles avee 'anneau intégralement clos © est antl)métnquoment utilisable si et si
seulement @ vérifie la propriéié ¢g de Priifer, c’est-a-dire si tout idéal fini de O est
inversible. Un tel anneau est dit anneau de multiplication.

Lemme 12. — Soit v une valuation de K compatible avec Uordre O, p le centre
de ¢ sur ©. La condition nécessaire et suffisante pour que O, soit un anneau
de valuation est que pour tout couple a, b de K, il existe un élément x de K
qui dicise a et b et tel que ¢(x) = inf[¢(a), ¢(b)].

On voit immédiatement que si O, est un anneau de valuation, c’est nécessai-
rement 'anneau A de la valuation ¢. On désignera par S le complémentaire de p
dans O.

Nécessité. — Soit Oy=A. Soicnl a, beK et supposons ¢(a)<=v(b).

b
Puisque ¢ ( )Lo par définition — eA ct, puisque Op=A, Hce@ et s,

b
avee — = =. Il suffit de poser z = ﬁ,
a s s

Suffisance. — On a évidemment O, cA. Soit z€A; ¢(x)>¢(1) entraine,
d’apres les hypotheses, Uexistence d’un élément y de K tel que

z=ay, 1=by (a,be0l) et v(y)=o.
Par suite, 2 =0he O et ('(1) = o0, donc I—seSectr=2€0,, donc O,= A.
y ¥ ¥ s P 4
Le lemme précédent fournit une démonstration simple du
Tatorime 12 (Krull) (12). — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un

anneau intégralement clos O soit un anneau de multiplication, est que pour
tout idéal premier p de O, (9‘, soit un anneau de valuation.

Suffisance. — Soit IM = (M), l'ensemble des idéaux maximaux de O.
Comme, par hypothese, pour tout t €I, O, est un anneau de valuation, il existe

une seule valuation ¢, de K, compatible avec O, qui admette WM, comme centre
sur ©. En vertu du lemme 11, la famille (¢,),g est une famille de définition de O.
Soit ¢ = (a4, .... a,) un idéal fini de O. Pour tout t €1, on a

(vi(@)) = (&) si E,=inflo (@), .+., vi(an)] (voir lemme 9).
Soit I'idéal &' ainsi défini

(12) zed = (pour tout tel, v(z) >—§).

(1*).W. KRuLL Beitrage zur arithmetik kommutativen integritatsbereiche (Math. Zeit., T. i1,
1936, p. 543-377).
(') P. LoRrenzen, Abstrakte begrundung der multiplicativen idealtheorie (loc. cit.).
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Je dis que pour tout 2 €1, on a (05 (@')) = (—Eq).

~ En effet, puisque O, est un anneau de valuation, en appliquant plusieurs fois
de suite le lemme 12, on voit qu'il existe z€K qui divise a4, ..., a, et tel que

va(z) = inf[va(ai), ..., va(@n)] = ta-
On a donc, pour tout t €1,

vi(z) Linf[o(ai), ..., o(an)] =k

Per suite, v‘(i) >~ —t(tel). Donc éew. Mais comme v,(i\ =—F£,, On
voit que (¢, (@'))>(—&;). Comme on a évidemment (va(®)) € (—Es), on voit
que pour tout a €I, (va(0')) = (—E&q).

Le lemme 8 montre donc que pour tout t €1, v, (a0') = (o).

Comme (¢,),g est une famille de définition de O, on voit que aa' est un idéal
entier. Il est nécessairement égal 4 O, sans cela on pourrait trouver S €l, avec
g > 6a’, mais alors on-aurait vg(a®') £ (o), contrairement a ce que l'on a vu.
© est donc bien un anneau de multiplication.

Neécessité. — Soit P un idéal premier de ©. On'sait, en vertu du théoreme du
prolongement des spécialisations, qu’il existe une valuation v de K admettant p
pour centre O. Soient a, beK et 8 =(a, b) l'idéal engendré par a ct b.
Puisque © est un anneau. de multiplication, il existe un idéal' @' tel que
o'(a, b) = O. On a nécessairement

(¢(0)) = (v(0))t = — (inf[¢(a), ¢(B)])-

Parsuite, Jy €K tel quey € @a' et o(y) =— inf[o(a), ¢(b)]. Si l'on pose =

on voit que z divise a et b et que v(z) = inf[¢(a), ¢(&)]. En vertu du lemme 11,
O, est bien un anneau de valuation:

Tatorime 13. — S7 O est un anneau de multiplication, il existe une famille
de définition de O qui est arithmétiquement utilisable et telle que chaque
valuation de cette famille ajt pour centre sur © un idéal mazximal.

Soit € = (P,),e1 'ensemble des idéaux premiers de O et soit M = (P,).¢, lc
sous-ensemble formé par les idéaux maximaux.

Pour tout ¢ €1, il existe, en vertu du théoréme 12, une et une seule valuation v,
de K qui ait p, pour centre sur O. Or, on sait que la famille (¢,),g est arithméti-
quement utilisable. Montrons que la famille (¢,),¢; 'est aussi.

Soit donc a un idéal quelconque de O et o' I'idéal défini par

x €6’ pour tout 1€, o (z)e(v(a)).

Si 'on avait 0'4 a, comme la famille (¢,), est arithmétiquement utilisable, il
existerait un élément a €I tel que

(va(0’)) # (va(a)),
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c'est-a-dire un élément a € @' tel que pour tout x €W, vy(a) << v (z). Mais P,

est contenu dans un idéal maximal pg(B €J). Comme @v o @y;, st un ¢lément y
- . I I I -

de K est tel que ¢o()) >0, on a ;¢(‘) L donc ;ele(‘),,.3 ou ¢3(y)>o0. On cn

déduirait donc que pour tout z €@, on aurait vg(a)<<¢g(z), ce qui contre-
diraita e a'.

La famille (¢,),e; est donc arithmétiquement utilisable et satisfait aux conditions
du théoréme 13.

2. Tutorime 14. — Pour qu’un anneau O intégralement clos dans son corps
des quotients K soit un anneau de multiplication du type de Dedekind, il faut
et il suffit qu’il vérifie les conditions suivantes :

1° L'intersection d’une infinité d’idéauxr maximauzx de O différents se
réduit a {ol;

2° Si MM =(M,),g, est U'ensemble des idéauxr maximauzx de O, il existe une
Jamille de définition de X, soit ¥ = (v,),g formée de valuations deux & deux
indépendantes sur O et telles que pour € l, m, soit le centre de v, sur O.

Suffisance. — Les conditions 1° et 2° impliquent que la famille % est régu-

liere. Soit un idéal fini 64 = (a4, ..., a,) et
E = inf(v(ar), - ., 0l an)).
Soit J le sous-ensemble fini de I ainsi défini.
rel =% o.
En vertu du théoreme 11, Jx €K tel que
vi(z)=—E, si tel et v(Z)>0 si vgl.
Soit J' le sous-ensemble fini de I ainsi défini :

el ={g¢lety(x)>0].

Si J'= ¢, on voit que pour toutt €I, ¢v,(z) =—E,. On pose, en ce cas, 0'=(z).
Si J'=y, en vertu du théoréme 11, il existe y €K tel que o, (y) =—1% si 1€,

que v (y)y=ositel eto(y)>ositgJul.

On pose alors ¢/ = (2, y).

On voit que dans les deux cas, pour tout t€l, on.a (¢, (0')) = (—¢). Donc
(¢.(a8')) = (o). ad’ est un idéal entier et comme, par hypothése, pour tout idéal
maximal m, la valuation ¢, a pour centre W, un raisonnement identique a celui du
théoréme 12 montre que a0'= o.

Tout idéal fini de © étant inversible, @ est bien un anneau de multiplication.

Montrons que O est du type de Dedekind. Il suffit pour cela de montrer que
si @ est un idéal entier non nul de O tel que

® C g NG (=, BeI),
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@ n’est pas premier. La famille @ étant réguliere, le sous-ensemble a(I) ainsi
défini :

(13) t€a(l)=m>a (oumeIM(a))

est finie. Si v a(I), (v, (a)) = (0).
Soit pour tout t€ a(l), £, € (¢, (a)). Comme a, B € a(l), on peut, en vertu du
théoréme 10, trouver deux éléments a et b contenus dans O tels que

vg(a)=o, v;(a)=§‘ si v #£f3 et rea(l),
va(b) =0, o (b)=F si t#a et res(l).

On voit alors que pour tout t€l, ("((lb) €(v.(a)).. Comme, en vertu du
théoreme 13, la famille (¢, ), est arithmétiquement utilisable, on en conclut ab € a.
Or ¢3(«) = o montre que a¢ . De méme, b¢b. Par suite, @ n'est pas premier
ct O est bien du type de Dedekind.

Nécessité. — Supposons que © soit un anneau de multiplication du type de
Dedekind. Soit N = (m,),, 'ensemble de ses idéaux maximaux. On sait, d’aprés
le théoreme 12, qu’a chaque t €1 est attaché une valuation ¢, bien déterminé qui
a pour centre M, sur ©. Cette valuation ¢, est indépendante de ©, puisque O est
I'anneau de la valuation ¢,. Si a5~ 3, les deux valuations ¢, et g sont indépen-
dantes en vertu des théorémes 6 et 8. On sait, d’apres le lemme 11, que la
famille (¢,).g est une famille de définition de ©. Le reste de I'énoncé est une
conséquence du théoréme 6.

Si O est un anneau de multiplication du type de Dedekind, la famille (¢, ),¢; ainsi
définie sera dite famille de définition canonique de ©.

3. Nous nous proposons dans cc qui suit d’étudier plus particuliérement les
idéaux d'un anneau de multiplication du type de Dedekind.

Soit © un tel anneau, K son corps des quotients, N = (m,),; 'ensemble de ses
idéaux maximaux, ¥ = (¢, ), la famille de définition canonique de @. Comme pour
tout tel, O est 'anneau de la valuation ¢, on déduit immédiatement du

théoréme 13 le

Tutoréme 15. — La famille de définition canonique d’un anneau de multi-
plication du type de Dedekind est arithmétiquement utilisable.

Si (T,).e est I'ensemble des groupes. de valeurs de (¢,). et si pour chaque
indice ¢ on' se donne une surclasse @, de T, cherchons a quelles conditions il
existe un 1déal a de O tel que pour tout t €l on ait (¢,(4)) = Q,.

Si un tel idéal & existe et si €, la famille Y étant réguliere, il n'y a qu'un
nombre fini d’indices corréspondant & des valuations pour lesquelles > a une
valeur strictement positive. Par suite, on voit qu'une condition nécessaire pour
(ue notre probléme admette une solution est que pour tous les indices ¢ de I, sauf
peut-étre pour un nombre fini, on ait ,5 (o) =T
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D’autre part, d’apres la définition des idéaux fractionnaires, il fant qu'il existe
un ¢élément 3 de K tel que @ soit entier.

Par suite. (¢,(37)) + (¢,(a)) cT,.. Comme ?? est une famille réguliere, ¢,(y)
est nul pour tous les éléments n'appartenant pas a un sous-ensemble fini de I et,
pur suite. (¢,(@)) c T}, pour ces éléments. On voit donc que pour que le probléme
ait une solution, il faut qu’il existe un sous-ensemble fini de I tel que pour tout
indice ¢ n’appartenant pas a ce sous-ensemble, on ait @,= (o) =T... Dans la suite,
nous désignerons par I(@) cet ensemble.

Montrons que cette condition est suffisante pour que le probléeme admette une
solution.

Soit (,), un tel ensemble de surclasses et soit J le sous-ensemble fini de I
ainsi défini :

tel 20, T = (o).

Soit le sous-ensemble & de K ainsi défini :
(14) xea>(pour tout tel, v (2)eQ,).

Montrons d’abord que @ est un idéal de @; la formule (14) montre que @ est un
@-module. Pour montrer que c’est idéal, il suffit donc de montrer qu’il existe y € K
tel que 1'ac O. Toute surclasse étant bornée inférieurement, on peut a toutteJ
associer un ¢lément g, de T, tel que £, ¢ Q,. Comme J est fini, il existe un élément y
de K tel que

v (y)=—15 sitel et v(y)>o0 si gl

On voit que 8 c O; a est bien un idéal de ©.

Montrons que Von a (¢,()) = ,.

On a évidemment , > (¢,(@)). Réciproquement, soit £, € Q,.

A toutentier 2 € J, on atachera un élément n, de 2, avec la seule restriction que
siteJ. on posera n,=£,.

Ceci posé, puisque J est un ensemble fini, il en est de méme de Ju {1} et en
vertu du théoréme 11, on peut trouver un élément a de K, tel que

ve(a)="mq si a€lu {}, vg(a)>o0 si BeJu {¢].

On voit que a € 4; ¢, (@) = ¢, implique donc £, € ¢, (@).
On en déduit donc que
2,=(v(8)) (rel).

La famille ¥ étant arithmétiquement utilisable, on voit que l'idéal que I'on
vient de définir est la seule solution du probleéme. D’ou :

Tutorkme 16. — S7 & chaque indice v €1 on associe une surclasse Q, de ¥, la
condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un O-idéal ade K tel que
pour tout €l on ait (¢,(a)) = Q,, est qu'il existe un sous-ensemble fini J de |
tel que pour tout indice ' n’appartenant pas & J on ait =T, = (o). L'idéal a
est alors défini d’'une maniére unique par

z€a=(pour tout \el, v (z)€Q,).
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Du théoréme précédent, on déduit sans difficultés les corollaires suivants :

CoroLraire 1. — 8¢ a est un idéal entier, sa composante relative & Uidéal
mazimal W, est Uidéal &, ainsi défini : (vo(®,)) est la surclasse T, si

a5 (0(0)) = (v, (®)).

Remarquons que si @ est un idéal fractionnaire, on peut encore définir une
composante de « relative & Uidéal mazimal W, comme étant P'idéal @, (non
nécessairement entier) tel que

(va(0))=Tar si azz: et (vi(0)) = (o (a)).

CororLare 2. — Un idéal (entier ou fractionnaire) n’admet qu’'un nombre
fini de composantes différentesde ©. Il est égal au produit de ses composantes.

Remarque. — 1 est facile de voir que, sauf dans le cas trés particulier ou.©
est un anncau de valuation, un idéal de © n’est égal a I'intersection de ses compo-
santes que s’il est entier.

Conorrame 3. — Si « et b sont deux idéauzx quelconques, la composante du
produit ab relative & Uindice est le produit des composantes de & et b relatives
a cet indice.

Cect se déduit immédiatement des définitions et du lemme 8.

Si o est un idéal, on a pour tout t €I, (v,(a)) = ¢,(a). En effet, par définition.
{(vi(8)) Do (). Si, d’autre part, £, € (¢, ()), il résulte de la démonstration du
théoreme 16 qu’il existe @ € 6 avec v (@) =E,. D'ou :

Conorrarne 4. — Pour tout idéal & et tout indice c€l, on a (v, (8)) = ¢, ().

Désormais, dans un anneau de multiplication du type de Dedekind ct pour
une valuation ¢ de sa famille canonique, nous écrirons ¢ (@) au lieu de (¢ (@)) pour
tout 1déal « de cct annecau.

CoroLLARE B. — Pour toutt€l, on a v, (a:b) = v, (a):0.(b) (aeth étant deux
idéaux quelconques de O).

Remarquons d’abord ‘que si z € a:b et si ¢ est une valuation de K compatible
avec Vordre O, zb c & implique

v(z)+(o(b))c(e(a))  ou.  e(x)e(v(a)):(¢(b)).
Donc ici on aura toujours

ei(aib)cd(a)io(b)  (rel). '

D’autre part, I'ensemble des surclasses £,= ¢,():¢(b) remplit les conditions
du théoréme 16, donc 3 un idéal ¢ tel que

v(e)=v(a)i0(b) (v€l)
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On a ¢(be)co,(a) et, par suite, beca, donc cca:h. Mais, d’autre part,
o.(a:b)cQ,(t€l) montre que a:b>¢. Donc ¢ = a:b et 'on a bien la propriété
annoncde.

Tutorime 17. — Un idéal a de O est finisi et si seulement toutes les
surclasses o,(&) (v € ) sont principales. Tout idéal fini de O peut étre engendré
au moyen de deux éléments.

On sait (lemme 9) que si un idéal a est fini, toutes les surclasses ¢,(@) sont
principales. Supposons réciproquement que toutes les surclasses ¢,(@) soient
principales. Posons () =v¢,(a). D’aprés le théoréme 16, le sous-ensemble J
de I défini par el =§,32 0 est fini. Donc, Ja €K tel que ¢, (a)=¢ si el
et g (a)>o0 si E,=o0. Soit J, le sous-ensemble de I (qui peut étre vide) ainsi
défini :

teli={f=0 et ¢(a)>o}.
Comme J, est fini, il existe b €K tel que

o (b)=E, sirel, v (b)=0 siiel,
¢t
v (b)>o0 sitgJul,.

On voit alors qué pour tout t€l, ¢,((a, b)) = (£,). Puisque ¥ est une famille
arithmétiquement utilisable, on voit donc que @ = (a, b) est fini. Ceci montre de¢
plus que I'idéal & peut étre engendré par deux éléments, d’oir le théoreme.

Cororraire. — Un idéal (entier ou fractionnaire) de O est fini si et si seu-
lement toutes ses composantes sont finies.

Ce corollaire résulte immédiatement du théordme 17 et de la définition des
composantes. On a vu que dans-le cas d’un anneau du type de Dedekind, qui n’cst
pas un anneau de multiplication; cette propriété est encore vraie pour les idéaux
entiers (corollaire du théoréme 6).

Soit @ le groupe des idéaux finis d’un anneawv de multiplication O. La relation
d’ordre sur &

(13) axbach (0,0€®)

fait de & un groupe particllement ordonné, car ¢ > b entraine agr > bg. Com.mc,
d’autre part, a—+ b est un idéal fini (a, ﬁe ®), on voit que dans le groupe
ordonné & on a inf(4a, b') —=a- b.

® est, par suite, un groupe réticulé. L’'idéal sup(a, b) est le plus grand idéal
fini (au sens de V'inclusion) contenu dans anb. Il est égala ab(a +b)—t, d’apres
la théorie élémentaire des groupes réticulés (1*).

Comme on a, d’autre part, (¢n b) (axb)cab,onen déduitanb'cab(a+b)-

() Voir, par exemple, G. BIRKROFF, Lattice Theorie.
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Donc

anb =ab(a+b)!.

Tutortmg 18. — Dans un anneau de multiplication, Uintersection de deux
idéaux finis est encore un idéal fini.

Les théorémes 46 ct 17 montrent, d’autre part, le

Treorime 19. — Soit © un anneau de multiplication du type de Dedekind,
(v et s@ famille de définition canonique et (T,),g U'ensemble des groupes de
valeurs correspondants. Alors, le groupe ordonné & formé par les idéaux
Sinis de O, est un groupe réticulé isomorphe & la somme directe

R N\
ordonnde 2‘1“ des groupes (T )1

tel

IV. — Anneaux de multiplication uniformés du type de Dedekind.

1. *Nous rappelons (#3) qu'un domaine d’intégrité J est dit uniforme (einartig)
si deux idéaux premiers de J différents de { o | sont toujours premiers entre eux.

Si O est un anneau du type de Dedekind, si (m,),g est Pensemble de ses idéaux
maximaux et si P est un idéal premier (non nul) de @, Ja€l tel que p=m,. I
en résulte donc que © -est uniforme si et si seulement chacun des anncaux
locaux (O,,) cst uniforme. Si @ est, de plus, un anncau de multiplicaton,
O, est pour tout t € [ un anncau de valuation. Or (1¢), un anncau de valuation est
uniforme si et si seulement son groupe de valeurs est archimédien, c'est-a-dire
isomorphe & un sous-groupe du groupe additif des nombres réels. D'ou :

Lemme 13. — Un anneau de multiplication du type de Dedekind est
uniforme si et si seulement chacune des valuations de sa famille de définition
canonique admet un groupe de valeur archimédien.

Dans un tel anneau, nous sommes completement renseigné sur la divisibilité
des idéaux, grice au

Lemme 14 (18). — SiT est-un groupe totalement archimédien ordonné et st Q
et Q' sont deux surclasses de T, il existe une surclasse Q" telle que Q = Q'+ Q'
st et st seulement on est dans Uun des deux cas suivants :

0

1° Q' est une surclasse principale;

2° Ni , ni Q' ne sont des surclasses principales.

Si Q' existe, comme Q ne peut étre principale que s’il en est de méme de Q'
et Q', on voit que l'on est nécessairement dans 'un de ces deux cas. Supposons

(**) W. KruiL, Idealtheorie, n° 10.
('*) W. KruLL, Allgemeine bewertungstheorie (loc. cit.).
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réciproquement, que I'on soit dans le premier cas; alors Q'=(«) et I'on voit que
I'ensemble des éléments (£ — a)ieq est une surclasse " de I telle que Q = Q'+ Q".

Supposons que I'on soit maintenant dans le cas 2°.

Le groupe T n’est alors pas discret et il peut étre considéré comme un sous-
groupe partout dense de R (groupe additif des nombres réels). 1l est alors facile
de voir que si © est une surclasse non principale dans T il, existc un élément x € R
tel que  soit composé des éléments de I' qui sont strictement supérieurs a a.
Posons alors & = ((«)) (17).

Si Pon est dans le cas 2°, Ja, o' €R avec

Q=((z)) et @=((z))
On voit, par suite, que I'on pourra prendre
Q"= ((a—2a')).

Si O est un anneau de multiplication du type de Dedekind et si @ et b sont deux
idéaux quelconques de O, le lemme 14 permet de savoir §'il existe un idéal ¢ tel
que a—= ht.

En effet, §’il existe un tel idéal ¢ on a, pour tout t €1,

o(@) = oy(b) 4+ 0,(c).

Réciproquement, supposons que pour tout t €I il existe une surclasse 2, de T,
telle que v,(8) = ¢,(b) + Q,. Comme I(ad) U I(b) est fini et comme sic g I(ayu [(b),
on a = (0), on voit, d’aprés le théoréme 16, qu’il existe un iddal ¢ tel que pour
tout tel, ¢o,(¢)= Q.. Donc quel que soit t€l, on a ¢,(a)=¢,(bc). Puisque la
famille 9 est arithmétiquement utilisable, on en déduit donc 4 = be. Le lemme 14
montre alors qu'il existe un idéal ¢ tel que @ = b¢ si et si seulement pour tout
indice t €I tel que ¢,( @) soit une surclasse principale, il en est de méme de ¢, (b )
Or, il résulte de la définition de a,, du théoréme 17 et de son corollaire que ¢, ()
est une surclasse principale si et si seulement @, est un idéal fini, d’ou le

Tutorime 20. — Soit © un anneau de multiplication uniforme du type de
Dedekind et deux idéaux quelconques @ et b de O. Il existe un idéal ¢ de ©
tel que a=bc si et si seulement pour tout idéal maximal w de O tel que la
composante de & relative a m soit finie, la composante de b rélative o w est
également finie.

2. Soit © un anncau de multiplication uniforme du type de Dedekind, a, b et b’
trois idéaux quelconques de ©. Cherchons a quelles conditions V'égalité ab = ab’
implique b=b".

Soit d’abord T un groupe totalement ordonné archimédien qui sera considéré
comme plongé dans R. Etant données trois surclasses A, B et B’ de T telles
que A + B=2A + B/, cherchons a quelles conditions on a B=B'.

(¥%) Le symbole ((«)) ne devra étre considéré comme défini que si ' est dense dans R.



Soit C=A+B=A+PB,

1° Si A est une surclasse principale, on voit que B=B'.

En effet, si A=(«) et si t€B, a+£t€C, donc IJneB’, a'> 0 tels que
a+i=(a+a)+mn et E=a +n montre que £€(n). Comme neB, on en
déduit § € B' et, par suite, BcB'. On a'de méme B’ B.

2° Supposons que A ne soit pas une surclasse principale. I peut étre alors consi-
déré comme un sous-groupe partout dense de R. Soit donc « € R tel que A = ((a)).
C n’est pas une surclasse principale et 'on a G = ((y)). Remarquons d’abord que
si D est une surclasse de T telle que C=A + D, on a DcC:A et. par suile,
C=A+(C:A).

Or, on peut voir que

CA=(y—a) si y—aerl,
C:A=((y—a)) si yv—agl.

Montrons pour cela que

neCA=(n>y—aetnel).

On voit a partir des définitions que n€T et > y—a entrainent ne C:A.
Réciproquement, soit n€C:A. On a alors par définition neTI. Si l'on avait
n <y — a, 'inégalité 4 + « << y entrainerait (puisque T est partout dense dans R)
Pexistence d’un élément ' de T tel que n + a <<#'<<y. £ = n'— = serait alors un
élément de T tel que « << &. Donc { € ((«)) = A. Comme v + 2 = 7'< y. on voit
que l'on aurait

Ee((e))=A et n+Ei&((y))=C.

Ceci cntrainerait n¢ C:A, contrairement a 'hypothese. Or, on voit a partir des
définitions que (n>y—a et n€T) est équivalent & ne (y—a) si y—a el et
ane((y—a))siy—adgrl.

Ceci posé, soit D une surclasse de I' telle que C=A + D. Montrons
que D> ((y—a)). Raisonnons par 'absurde : soit £€ ((y—a)) tel que & D.
On peut écrire £ =7 —a +&(0 <<e€R). Comme I est partout dense dans R.
J'eR tel que o <e'<<e et Y+ €C. Puisque A+D=C, Jod'€A, d€D
avec o' +6=y+¢. On en déduit ¢’ —a=y+¢e—0—a=F—ec~+—0.
Or ¢/—¢ << 0. E¢D entraine £-— ¢ <<'o. Donc a'— a << 0, contrairement 4 &' € A.
L’hypothésc £ ¢ D est donc impossible et ’'on a bien

A>((y —a)).
Ceci posé, siA+D=0C, ona donc
C:ASD5((y —a)).
Or on sait que A + ((y—a)) = G. On en déduit donc
(16) A+D=C = C:A>D>((y—2))

Decux cas sont a distinguer :
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a) y—ael. Alors
CA=(y—a) e A+D=C = (D=((y—=)) ou D=(y—a))

b) y—agl. Alors

CA=({(v—2)) et A_+D=C = D=C:A =((y—a)).

En tenant compte du lemme 14, ensemble de ces résultats peuvent s’exprimer
dans le

Lemme 15. — Soient un groupe ordonné archimédien T' considéré comme
plongé dans R et deux surclasses A et B deT.

S¢ B est une surclasse principale, il existe une et une seule surclasse X de T
telle que A =B + X. (Cette surclasse X est principale si et si seulement A
est principale.)

Si B n'est pas principale, une telle surclasse X existe si et si seulement A
n'est pas principale. Dans ce dernier cas, en posant A = ((a)), B=((B)),
X est déterminée de maniére unique et égale @ ((a—B)) si a—P¢&r.
Sia—B €T, il y a deux solutions possibles :

X=(2—8) e X=(a—p).

le lemme 16 permet alors de résoudre le probleéme posé au début de ce
paragraphe, car-si l'on a trois idéaux , b et b’ tels que ab = ab’, on voit, comme
dans la démonstration du théoréme 20, que la condition nécessaire et suffisante
pour que lon ait strement b=15' est que pour tout t€l, il existe une seule
surclasse X, de T, telle que o.(ab) = o, () + X,. On peut d’ailleurs remarquer
que ¢ (@) est principale (et, par suite, X, parfaitement déterminée) dans le cas
ou t¢I(a) (**). Comme dans le cas ou ¢t € I(«), X, admet au plus deux détermi-
nations, on voit que les idéaux b’ de O satisfaisant & I'égalité ab = ab’ sont cn
nombre fini.

On voit immédiatement a partir de la démonstration du lemme 15 que I’on peut
énoncer le

Tutorive 21. — A et B étant deux surclasses d’un groupe ordonné
archimédien T, [l existe une et une seule surclasse X deT telle que A =B + X
st et st seulement on est dans un des deux cas suivants :

1° B est une surclasse principale;
2° A,B et A:B ne sont pas des surclasses principales.

Cec théoréme permet de donner une condition exprimable en termes d’1déaux
pour que @, b et b’ étant trois idéaux, ab = ab’ entraine b =b'.
En vertu du théoréme 21, il faut et il suffit que pour tout ¢ €1 tel que ¢, (&) ne

(*)_On a vu au n°2, du paragraphe III le sens de I(a) si a est entier. Plus généralement, si o est
fractionnaire, on posera :
t€l(a) = o(a) # Qe
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soit pas une surclasse princi.pale deT,, il en soit de méme de ¢, (ab):c,(a), c'est-
a-dire de o (ab:a) (cette identification résulte du corollaire B du théoréme 16),
ou encore que si o,(ab:a) est une surclasse principale de I, il en soit de méme
de ¢,(a), ce qui revient a dire, en vertu du théoreme 20, qu’il faut et il suffit
que a divise ab:a.

Tatorikme 22. — Soient O un anneau de multiplication uniforme du type
de Dedekind, « et b deux idéaux de ©. Il 0’y a qu'un nombre fini d’idéaux
de O satisfaisant & Végalié ab = aX; X est nécessairement égal & b si et si
seulement & divise ab:a.

3. Soit O un anneau de multiplication uniforme du type de Dedekind, (M ).
I’ensemble des idéaux maximaux, (¢, )¢ et (T,),e les valuations et les groupes de
valeurs correspondant..Nous considérerons chaque I', comme plongé dans R. On
voit facilement, a partir de ce qui précede, que I, est discret (c’est-a-dire
isomorphe au groupe Z des entiers) si et si seulement I'idéal maximal corres-
pondant M, est tel que m £ m;. On considérera -dans ce cas I''=7Z. Si, au
contraire, W, = M}, on voit que I, est dense dans R.

Si @ est un idéal entier de © contenu dans la strie m,, il existe « € R., tel que
Von ait, soit ¢,(@) = (a), soit ¢, (&) = ((a)). [Si ¢,(@) = (), @ est évidemment
un idéal fini et 'on a a €T',]. Le nombre « bien déterminé sera appelé la valeur
de Uidéal .« pour la valuation ¢,. On voit, en particulier, que W, a pour valeur 1
si T, est discret et pour valeur zéro dans le cas contraire. Dans le premier
cas o, (m,) = (1), dans le deuxiéme ¢, (W,) = ((0)).

La condition nécessaire et suffisante pour que T, soit discret est que tous les
idéaux appartenant a la strie m, soient finis (pour cela il faut et il suffit d’ailleurs
que m, soit fini).

Dans le cas ou I, est dense dans R, a tout nombre réel a positif ou nul
correspond un idéal @ de © qui appartient A la strie 1, et qui-admet la valeur «
pour la valuation ¢,.. Si «¢T, ou si a=o, cet idéal est bien déterminé, on
a v, (@)= ((«)). Si « est différent de zéro et contenu dans T, il y a deux idéaux
de m, répondant a la question : I'un, & est fini et 'on a ¢,(@) = (a), l'antre @,
ne Pest pas et 'on a ¢, (0') = ((«)). (Si « = 0, on voit évidlemment qu'un idéal a
tel que ¢,() = (o) n'appartient pas a la strie .

De ces remarques, on déduit facilement les théorémes suivants :

TuéorimMe 23. Soit © un anneau de multiplication uniforme du type de
Dedekind et w un idéal entier maximal de ©. Sim £ m2, W est un idéal fini

ainsi que tout autre idéal appartenant & la striem.

D’apres ce que nous venons de voir, si m £ m?, le groupe de valeur relatif a m
est discret. Si ¢ est la valuation correspondante, ¢(#t) = (1) est une surclassé
principale. Le théoréme 23 résulte alors du théoréme 17.

Tutonrime 24. — Si O est un anneau de multiplication uniforme du type de
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Dedekind et si & est un idéal de O tel que &*d a, l'intersection de toutes les
puissances de & est vide.

Soit (¢,).e la famille de définition canonique de ©. Supposons que l'on ait
azpa. Puisque (90,)e est arithmétiquement utilisable, Jnel tel que
0q(02) P vy (). Soit donc a€a tel que v, (a)d&ry(a?). Comme ¢, (a?) = 205(a)
et que a? ¢ 02, on voit que 2v,(a) & (¢y(a)). Gomme I, est un sous-groupe de R,
ceci impose que ¢y(a) soit strictement positif. Soit « la valeur de & pourla valua-
tion ¢,. Cette valeur est strictement positive. On voit facilement que pour tout
entier n positif, na est la valear de 6" pour la valuation v,. Si, par suite, s’il
existait z tel que re nu", on devrait avoir v,(2) > na(n€Z,). ce qui est

n>1
impossible puisque, « étant strictement positif, na peut étre pris aussi grand
gu’on le veut. On a done bien‘n = g.
n>1

Soit & un idéal quelconqu; de O. Définissons le sous-ensemble suivant
de I:t€F(a) ==1la composante @&, de a par rapport a I'indice ¢ est un idéal fini.

Cherchons maintenant & définir un ensemble & d’idéaux de @ qui forme un
groupe multiplicatif et tel que a € @,

Supposons le probléme résolu et soit ¢ 'unité d’un tel groupe.

11 existe alors un idéal &' contenu dans & t(‘al que a0’'=¢. Comme une compo-
sante ¢,-de ¢ est le produit des composantes @, et «; , ¢, ne peut étre un idéal fini
que s'il en est de méme de @, et a;. On en déduit donc F(¢)cF(a). Mais
comme @¢:==4a, le méme raisonnement montre que F(¢)>F(a). On doit donc
avoir F(¢)=F(a). On voit de méme que si be®, on a F(b)=F(a).
Puisque £2=¢, on doit avoir ¢,(¢) = (o) si teF(a) et v,(¢) = ((0)) si 1 ¢ F(a).
Ceci définit ¢ sans ambiguité.

Silon désigne par & (&) ’ensemble d’idéaux de O ainsi défini

(17) be®(a)=2F(b)=F(a),
on voit, a partir de I'étude qui préceéde, que cet ensemble forme effectivement un
groupe qui se trouve donc étre le plus grand groupe possible qui contienne @.

On voit, a partir du théoréme 20, que b appartient & & (a) si et si seulement b
divise @ et a divise b.

L’inverse de a de @& est I'idéal a’ ainsi défini :

v(a)=(—a) sip(a)y=( a ) (casonteF(a)),
o(0)=((—a)) siv(a)=((x)) (casoueF(sa)).

11 est facile de voir que @ (a) est un groupe réticulé isomorphe a la somme

directe ordonnée
2 r.& 2 Rg,

€F(a) EgF(a)

ol pour tout £ ¢ F (a), on pose Ry~ R.
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On voit que deux idéaux entiers @& et b appartiennent 4 un méme filet de ce
groupe (1) si et si seulement ils appartiennent & une méme strie.

On voit, en particulier, que si & est fini (inversible), F(a) =1 et @ (a) estle
groupe formé par tous les idéaux finis de O. Si ' est 'inverse de a dans @, il est
facile de voir que le sous-groupe £ () de @ (a) ainsi défini :

s =i\ Jow\J

P21 721

est le plus petit sous-groupe d’idéaux possible contenant a.

Tatorime 25. — Soit O un anneau de multiplication uniforme du type de
Dedekind et a un idéal (entier ou fractionnaire) de ©. On peut définir deux
groupes multiplicatifs d'idéaux de ©, & (a) et £ (&) qui contiennent & et tels
que tout groupe mdlu’plz‘cauf d'idéaux de O qui contienne & contienne £(a)
et soit contenu dans & (). Un idéal b de-© appartient & & (a) si et si
seulement il divise et est divisé par a.

V. — Théorie générale des striages.

Nous allons dans ce paragraphe donner une théorie des striages qui sera valable
pour certains ensembles ordonnés remarquables. Nous avons déja appliqué cette
théorie dans I’étude des groupes abéliens réticulés (2°).

1. Dan la suite, nous aurons 4 considérer un ensemble ordonné (partiellement) E
ayant un élément plus petit que tous les autres que nous désignerons par £ (??).
Si a et b sont deux éléments de E, nous dirons que « et b sont étrangers et nous
écrirons @ | b, si pour tout élément x de E les relations z<a et z<b
entrainent 2 = Q. Lorsque nous aurons a considérer plusieurs ensembles tels
que E, nous désignerons toujours par  les éléments de ces ensembles plus petits
que tous les autres sans qu’aucune confusion ne soit possible.

E et F étant deux tels ensembles, une application ¢ de E dans F sera dite
JSideéle si

(18) z|y=9(2)Le(y)
On voit facilement qile si Papplication ¢ est fidele, on a
(@) ={2}.

Tatorime 26. — Solent E et F deux ensembles (partiellement) ordonnés
possédant chacun un élément plus petit que tous les autres. Une application ¢
de E dans F vérifiant

(1?) P. JarrarD, Théorie des filets dans les groupes réticulés {voir (%)].

(2°) P. JAFPARD (op. cit.).

(%) Nous réservons dans un tel ensemble le nom d’élément minimal 3 un élément a tel que
a# Qet tel que x < a entraine z = Q.
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vzl y>o(2) Le(r);
2 97 (2) =
¥ zxyro(z)>o(y) (@ est une application croissante) est fidele.

Il suffit de montrer que ¢(2)_| ¢(y)—>2_| y. Supposons donc ¢(2) | ¢(y).
Sil'on n’avait pas z_| y, par définition il existerait z € E, avec z, y > z > Q. En

vertu de 3°, ¢(z), ¢(¥)>9(2) > Q. En vertu de 2°, ¢(z) > Q et ceci contre-
dirait ¢(z) | ¢(y). On a donc bien z | y.

Pour un ensemble tel que E, nous définissons 'axiome :

(Sty) Sia,beE,adLb->JceEtlqued | ceta>c>Q.

Tatorime 27. — Soient E et F d%uz ensembles partiellement ordonnés pos-
sédant chacun un élément plus petit que tous les autres et tels que F vérifie
Uazxiome (St1) Une application fidéle de E sur F est alors une application
crotssante.

Soit ¢ une telle application. Soienta, b € E tels que @ < b. Supposons ¢(a) 4L o(b).
Puisque F vérifie(Sty) et que ¢ est une application sur, Jc € E, avec o (@) > ¢(c) >Q
et 9(b) ] 9(c), ¢ étant fidele, on a b | ¢. Comme a<b, on a dont a_| ¢ et
o(a) ] 9(¢), ce qui contredit 9(a) > ¢(c) > Q. On a donc bien ¢(a) <9 (b).

Soit E un ensemble (partiellement) ordonné ayant un élément plus petit que
tous les autres . La relation > définie sur E par

(19) ap-b=(pour tout z€E, a | x>b | z)

est une relation de préordre qui est plus fine que larelation d’ordre initiale. Cette
relation de préordre permet de définir sur E des classes d’équivalence au moyen
de la relation
(20) a=b=(apbet bya).

Désignons par a la classe d’équivalence a laquelle appartient @ et par S(E)
I’ensemble de ces classes d’équivalence. La relation de préordre » permet, par
passage au quotient, de définir une relation d’ordre sur S(E)

(21) axb2adb.

On voit que S(E) admet le plus petit élément Q (on posera parfois @ = L sui-

vant nos conventions antérieures). La classe @ contient le seul élément Q.

Lapplication canonique x — z de E sur 8(E) est une application fidéle. —
Supposons @ non étranger a b. Je>Q, avec a, b> ¢ > Q. On a alors, par défi-
nition, @ »'c. Comme ¢, ¢ n’est pas étranger a lui-méme, ¢ n'est donc pas.
étranger & a et Jde€kE, avec a,c>d>Q. b>c>Q entraine 5> d > Q.
Un raisonnement identique a celui qui vient d’étre fait montre 'existence de d' € E,
avec b, d > d'> Q. On'a donc a, b > d'>> Q. Par suite, a n’est pas étranger 4 b.

Réciproquement, si @ n’est pas étranger & b, J¢ avec @, b> ¢ > Q. On en
déduit donc @, b ¢ > L, ce qui implique que a nest pas éiranger ab.

S(E) vérifie (Sts). — Soit @ £ b. Par définition, Jz€E, avec b_| 4 z non
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étranger a @. Donc Jc € E, avec @, 2> ¢ > Q. Par suite, axc>9; b_| zentraine
b | c et 'application canonique de E sur S(E) étant fidelé, entraine que b | c.
(Sty) se trouve bien vérifié.

On va montrer maintenant que cette application canonique n de E sur S(E)
joue le role d’une application universelle :

Tutorime 28. — L'application canonique n de E sur S(E) factorise toute
application fidéle de E sur un ensemble vérifiant (Sty).;

Réciproquement, s'il existe un ensemble ordonné S vérifiant (Sty) et une
application © de E sur S qui factorise toute application fidéle de E sur un
ensemble vérifiant (Sty), il existe un isomorphisme (de structure d’ordre)ode S
sur (E) tel que © = 0.

Soit ¢ une application fidéle de¢ E dans un ensemble ordonné F vérifiant (St,).
Montrons d’abord que si @ = b, on a ¢(a) = ¢(b),

Si l'on avait 9(a) 3£ ¢ (b), en aurait, par exemple, ¢(a) <£ ¢(b), donc, puisque
F vérifie (St,) et que application ¢ est sur, il existeraitc € E, avec g(a)>0(c) >
et 9(b) ] ¢(c). ¢ étant fidele, b | c. Mais @ =>4 entrainerait alors a_| ¢ et,
¢ ¢tant fidele, ¢(a)| 9(¢), ce qui contredirait ¢(a)>o¢(c)>L. Donc
@ =b entraine ¢(a) =¢(b). On en déduit donc une application ¢ de S(E)
sur F telle que ¢ = m¢. Montrons que ¢ est une application fidele.

Soitz | y. Puisque 7 est fidele, on en déduit _| y et, puisque ¢ est fidele,

9(2) Lo (y)- Par suite, 2 | y—>¢(z) L 4(»).
Réciproquement, soit 4»(5‘)_1_4)(5/) Comme, par définition, Y(z) =o(2),

$(¥)=09(y), on a o(z) | ¢(¥). Mais, ¢ étant fidele, z | y, donc z | ¥
etg(z) 1 4(y) ==Ly

¢ est donc bien une application fidele et la premiere partie du théoréme se
trouve démontrée.

Soit maintenant S vérifiant les conditions de I’énoncé. Comme 7 est une appli-
cation fidele de E sur S(E), on en déduit une application fidéle ¢ de S sur S (E)
telle que ® = 7o. En vertu de la premiére partie du théoréme, il existe une appli-
cation fide¢le ¢ de S(E) sur S telle que t=n¢. On en déduit que $ =0o~*; Y est
donc une application biunivoque et fidele. On déduit alors du théoréme 27 que
c’est un isomorphisme.

CororLaire. — L’application n est biunivoque si et si seulement E vérifie
Vaziome (Sty).

Ce corollaire peut d’ailleurs se vérifier immédiatement a partir des définitions.

2. Nous dirons qu'un ensemble ordonné E est striable, s'il posséde un plus
petit élément, s’il est semi-réticulé supérieurement et vérifie 'axiome :

(St2) Si x est étranger a a et b, il est étranger a sup(a, b).

Si un ensemble striable vérifie, de plus, ’axiome (Sty). il sera dit un striage.
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Remarque. — Les axiomes (Sty) et (Sty) ne s’impliquent pas : un ensemble
totalement ordonné et contenant trois 6léments vérifie (St,) et ne vérfie pas (Sty).

Soit & un espace vectoriel de dimension au moins égale a 2. Soit E 'ensemble
des sous-espaces vectoriels de & ainsi ordonné. Si X, Y €E, on posera

X>Y=XcY.

E admet pour plus petit élément Vespace & tout entier. Il est réticulé. Dans
un tel ensemble, A | B équivaut a inf(A, By=A4+B=&, on a de plus
sup(A, B)=AnB.

Il vérifie I'axiome (St,). Soit A &£ B. On a B¢ A. On en déduit que B contient
une droite D non contenue dans A.-Il existe alors un hyperplan X contenant A
etnon D, D+ X =6, donc B | X. Comme, de plus, A > X > o, 'axiome (St,)
se trouve bien vérifié.

Montrons que E ne vérifie pas (Sta). Soit une droite D. Puisque la dimension
de & est au moins égale a 2, on peut trouver deux hyperplans distincts P et P/ ne
contenant pas D; P et P’ sont étrangers a. D, or PN P’ n’est pas un hyperplan,
donc D + (PnP') =~ & et D est étranger a P et P’ sans I'étre a sup (P, P').

Tutoreme 29. — Si E est un ensemble striable, S(E) forme un striage et
l'on a
sup(E, %) =sup(a, b).

Soit E un ensemble striable. Nous avons vu que S(E) avait un plus petit
élément et remplissait 'axiome (St ).
Montrons que S(E) est semi-réticulé supérieurement Soient @, b€ E. On a

sup(a, >a,b.

Soit e a, b. Si z | c,onaz|a, x| b Mais, puisque E vérifie (St,), ceci
implique x| sup(a, b). Donc s_iééa, b, z | cimplique z | sup(a, b) ou
/—ém On a bien sup(t—z, Z) = W.

D'autre part, si z_| a, z | b, on a | @, | b, donc z | sup(a, b) ou
z_| sup(a, b). S(E) vérifie bien (Sty). S(E) est bien-un striage.

Lorsque E est un ensemble striable, nous dirons qu'il est s¢ri¢ par S(E) et les
éléments de S(E) seront appelés stries de E. Les striages ont un certain nombre
de propriétés que nous avons déja eu P'occasion d’étudier a propos des groupes
ordonnés (22). Nous allons énoncer ici ces propriétés et donner une idée de leurs
démonstrations.

E étant un ensemble ordonné ayant un plus petit élément , on dira qu’'un
élément @ de E est minimal si a £ Q et si x<<a entraine z=. Si a€E,
IM(a) désignera 'ensemble des éléments minimaux de E qui sont inférieurs ou
uganx aa.

(*?) P. JAFFARD, Contribution a l’étude des groupes ordonnés.



— 98 —

"Taeorime 30. — Dans un striage, les quatre propriétés suivantes sont équi-
valentes :

2 2#Q>IM(x)#g;

B. axb=IM(a)>M(b);

Y. a=b<=IM(a)=IM(b);
8. a] b=IM(a)nIM(b)=op.

Les trois dernieres relations sont toujours vraies de gauche a droite, il suffira
donc dans la démonstration de les vérifier de droite a gauche.

@ implique B : Si @ est vérifi¢ et si a3 b, en vertu de (Sty)Je tel quec | a
et b c>Q; « implique M(c)Za. Or M(b)>IM(c) et c_| a implique
M (c)nIM(a)= g. On ne peut donc avoir M (a)> M (d).

B implique évidemment Y-

y implique & : Si y est vérifi¢ et si @ n’cst pas étrangera b, Jeaveca, b> ¢ > Q.
En vertd de 7,

M(c)ZM(Q)=9g et M(a)nIN(b)>IM(c) # o.
On a donc bien 9.

¢ implique « : Si M(z)=¢, M(z)nIM(z) =20 et § montre que z_| z

ouz=EL.
Un striage vérifiant les conditions précédentes sera dit vérifier la propriété M.

E étant un ensemble semi-réticulé supérieurement et possédant un plus petit
élément Q, z et a deux éléments-de E tels que a > z > Q, un élément y de E est
dit complément de x par rapport a a siz_| y et sup(z, y)=a.

Traeortme 31. — Dans un striage S, st a> 2'> 2> Q et si y (resp. y') est
complément de z (resp. z') par rapport & a, on a
axy>y'>0.
Si l'on avait ¥ 3 y', en vertu de (Sty), il existerait €S tel que 5| y et
¥'>2z>Q. Or 2| y entrainerait 2' | z; z < 2’ entrainerait 2_| z. Mais alors,

en vertu de (St»), z Giranger A z et y serait étranger & @ = sup(z, y), ce qui
contredirait a > z > Q.

CoroLLAIRE 1. — Dans un striage si y et y' sont des compléments de x par
rapportaa,onay=y'.

Cette unicité du complété dans un striage permet de poser sans ambiguité
y = Coz. On a évidemment z = C,y. ’

CororrLAirg 2. — Dans un striage a> z' > z > Q entraine C,z > C, 2.
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Nous dirons qu’un striage S est relativement complémenté, si pour tout couple
d’éléments (a, z) de S tels que a> 2> @, G,z existe (*%).

Nous dirons qu’un striage E vérifie la propriceé MF, s'il verifie la propriété M
et si, de plus, pour tout z€ E, M () est fini.

Au moyen du théoréme 31 ct de ses corollaires, on peut alors montrer le

Tutorime 32. — Dans un striage S, les quatre conditions suivantes sont
équivalentes :

1° S vérifie la condition affaiblie de chaine ascendante ;

2° S est relativement complémenté et vérifie la condition de chaine descen-
dante;

3° S vérifie la condition MF;

4° S est isomorphe a Uensemble (ordonné par inclusion) des parties finies
d’un certain ensemble.

3. L’ensemble G, des ¢léments posilifs ou nuls d’un groupe réticulé G est
striable. Ce sont les stries correspondantes que nous avons appelées filets.

L'ensemble des idéaux d’un anncau commutatif avec ¢lément unité ordonné
par la relation o>~ b = b>a est striable. Les stries correspondantes sont celles
définies au paragraphe 1. (Un tel striage vérifie la propriété M. ) Nous conservons
cependant dans ce cas la terminologic de 'inclusion utilisée au début de cette
étude : nous dirons que la strie a est plus grande que la strie b ct nous écri-
rons &> b si tout idéal étranger (premier) a b est étranger a a.

Certains des théorémes du paragraphe 1 peuvent s’étendre a des anneaux plus
généraux que les anneaux commutatifs avec élément unité. Nous n’aborderons
pas ici cette étude et nous nous bornerons a appliquer les considérations précé-
dentes au théoreme 4 :

Tatorime 33. — Soit © un anneaw commutatif avec élément unité. Si le

striage des idéaux de O est relativement complémenté et si ach, on a

(@:b) =C;b.

Soit ¢ = C;E. On peut toujours supposer ¢ = t.Onactnb=—a par définition.
D’apres le lemme 3, on a donc ¢b c @. Par suite, ¢ c d:b. Muis, d’autre part, si
I'on pose ¢'= a:b, ¢'> ¢ montre que E'lﬁ Comme ¢'b c @, le lemme 3 montre
que ¢nb =14, donc ¢ est complément de b par rapport a a et, d’apres le corol-
laire 1 du théoréme 31, on a bien ¢ =¢'.

(**) On peut démontrer que dans un striage S cette définition coincide bien avec la définition
habituelle (G. Birknorr, Lattice Theorie), c’est-d-dire que si S est relativement complémenté
pour tout systéme d’é¢léments a, b, z de S tel que a> 2 b, Jy €S tel que

a =sup(z, y) et b=inf(z, y).
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CoroLratre. — Si le striage des idéaux de O est relativement complémenté,
on a pour tout couple d’idéauz a et b :

——

(ﬁ)= C;b—i—a.

Ceci découle du théoreme 33 et de I'égalité
a:b=a:(b+a).

Si I'ensemble S vérifie la condition affaiblie de chaine descendante (c’est-a-dire
toute suite décroissante bornée n’a qu'un nombre fini d’éléments distincts), le
théoréme 32 montre alors que S est relativement complémenté (il faut, en effet.
changer le sens des inégalités) et I'on pourra appliquer les résultats du théo-
réme 33. Il en sera ainsi, en particulier, si © est un anneau d’Artin, c’est-a-dire
si ses idéaux vérifient la condition de chaine descendante. Dans ce cas, { o } pourra
étre considéré comme un idéal. Si © vérifie seulement la condition affaiblie de
chaine descendante (c’est-a-dire pour tout idéal a de O différent de {o}, Ofa est
un anneau d’Artin), $ vérifiera encore la condition affaiblie de chaine descen-
dante, & condition de ne pas considérer {o} comme un idéal; un anneau de
Dedekind est un exemple de ce dernier cas. On voit bien sur cet exemple que la
formule du théoréme 33 n’est plus valable si ’'on considére { o} comme un idéal;
en effet, si I'on pose 6 ={o}, on aura a={o! (& condition qu’on ait pris la pre-
caution d’imposer & 'anneau la condition d’avoir une infinité d’idéaux premiers)
et, O étant un anneau d'intégrité,.si b3<{ol, @:b={o0}. Or {o! n’est pas
étranger a b si b £ 0. Donc, si bz={o}, @, on ne peut avoir (ﬁ):c;ﬁ

avec A = {o .




