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THÉORIE ARITHMÉTIQUE DES ANNEAUX DU TYPE DE DEDEKIND

PAR P. JAFFARD.

Nous nous occuperons dans ce qui suit de la théorie de la divisibilité des idéaux
dans des anneaux commutatifs (munis d'un élément unité). On sait que l'on
appelle anneau de Dedekind un anneau d'intégrité dans lequel tout idéal se
décompose de manière unique en un produit de puissances d'idéaux premiers.
Si ô est un anneau de Dedekind et (Pi)i€i ^ensemble de ses idéaux premiers, on
est donc amené à considérer le groupe ordonné r== Z(I) des fonctions définies
sur 1 à valeurs dans le groupe Z des entiers et qui sont nulles sauf pour un nombre
fini d'éléments de I. Le groupe multiplicatif des idéaux de (9 est alors isomorphe
au groupe ordonné I\ Les idéaux entiers correspondent biunivoquement aux
fonctions positives (c'est-à-dire partout positives ou nulles).

Dans un anneau de Dedekind, un idéal est puissance positive d'un idéal premier
si et si seulement il est contenu dans un seul idéal maximal. Nous appelons
anneau du type de Dedekind un anneau commuta tif A ayant un élément unité et
tel que tout idéal entier de A puisse se décomposer en un produit d'idéaux conte-
nus chacun dans un seul idéal maximal. Tout idéal entier de A est alors repré-
sentable d'une manière et d'une seule sous la forme (l±= tti . . . O/,, il, étant
contenu dans le seul idéal maximal lll/(i ̂  i ̂  n) et i~^-j entraînant lît/^ Hty. On
dira que 0, est la composante de a relative à l'idéal maximal TO,. Les anneaux de
Dedekind et les anneaux locaux sont des anneaux du type de Dedekind.

Nous donnons au paragraphe 1 une caractérisation des anneaux du type de
Dedekind.

Rappelons qu'un anneau d'intégrité A est dit anneau de multiplication si tout
idéal fini de A (entier ou fractionnaire) est inversible. Nous étudions aux para-
o-raphes 3 et 4 la structure des anneaux de multiplication du type de Dedekind.
Cette étude est basée sur les propriétés des familles de valuations indépendantes
sur un anneau, propriétés qui sont exposées au paragraphe 2. R étant un corps
(commutatif) et 0 un ordre de R (1), nous dirons que deux valuations (2) t'i et v^

(1) Un sous-anneau de K est dit ordre de K s'il contient l'élément unité de K et si K est corps
des quotients de 0.

( 2 ) Le mot valuation est pris au sens de Krull, c'est-à-dire que le groupe de valeurs est un groupe
totalement ordonné quelconque.
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de R sont indépendantes sur 0 si, F/ étant le groupe de valeurs correspondant à
la valuation c/(7==i, 2), pour tout couple (Ci, Ça), avec o ̂ Ç/er/( /== i , 2), il
existe un élément a de C? tel que ^i(a) == Ç/ (/== i , 2).

Dans le cas où 0 est un anneau de multiplication du type de Dedekind, il
existe une famille de valuations canonique de son corps des quotients R deux à
deux indépendantes sur <9. qui forme une famille (^1)1 ci de définition de (9, c'est-
à-dire telle que pour tout élément x de R on ait

xç, ̂  j Vt(îv)^o pour tout i c i }

et telle que pour tout a? de R (différent de zéro), v^x) soit nul, sauf pour un sous-
ensemble fini de I. Cette famille détermine complètement l'ensemble des idéaux
entiers ou fractionnaires de (9. Pour un tel anneau, la notion de composante
relative à un idéal maximal est étendue aux idéaux fractionnaires.

L'étude de là divisibilité des idéaux de 0 peut se faire complètement d'une
manière assez simple dans le cas où chaque groupe de valeurs T{ est archimédien,
c'est-à-dire peut être considéré comme un sous-groupe du groupe additif des
nombres réels. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est
que 0 soit de plus un anneau uniforme (einartig), c'est-à-dire tel que de deux
idéaux premiers non triviaux de 0 l'un ne contienne jamais l'autre. Nous mon-
trons, en particulier, que dans un anneau de multiplication uniforme du type de
Dedekind, pour tout idéal tf, il existe des groupes multiplicatifs d'idéaux de (9 qui
contiennent û et qu'en particulier il en existe un qui contient tous les autres.

Nous montrons au paragraphe IV comment certaines des notions introduites au
paragraphe 1 peuvent s'étendre à des ensembles ordonnés assez généraux. Ces
ensembles ont une valeur de structure « universelle », ce qui éclaire l'avantage de
leur introduction dans l'étude des idéaux d'un anneau et également dans celle des
groupes abéliens ordonnés (3).

Pour concilier le langage de la divisibilité avec celui de la théorie des ensembles,
lorsque deux idéaux d et b d'un anneau 0 sont tels que b soit contenu dans d
(b c tt), nous dirons que d est plus grand que Jb (point de vue ensembliste), mais
nous écrirons b^ Ci et nous dirons que b est supérieur à d (point de vue de la
divisibilité). Un idéal lll sera dit maximal s'il l'est au sens ensembliste, c'est-
à-dire si c'est un idéal entier, différent de 0 et tel qu'il n'y est pas d'idéal autre
que W contenant m et différent de (?.

I. — Anneaux du type de Dedekind.

Les anneaux considérés dans ce paragraphe seront supposés commutatifs et
munis d'un élément unité. Ils pourront avoir des diviseurs de zéro. Les seuls
idéaux envisagés dans ce paragraphe seront des idéaux entiers.

(') Cette dernière étude a été l'objet de ma thèse : Contribution à Fétude des groupes ordonnés
(Paris, 1951), à paraître au Journal de Mathématiques pures et appliquées. Des résultats conte-
nus dans cette thèse ont été publiés. (C. R. Acad. Se-, t. 230, ig5o, p. 1024-1025, uao-naô et ï63i-
i63a).
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1. Étant donné un anneau A (commutatif et muni d'un. élément unité), on
rappelle que deux idéaux (ï et b de A sont dits premiers entre eux ou étrangers
si l'idéal tf + b est égal à A. On notera 3 l'ensemble des idéaux de A. On rappelle
les lemme.s bien connus suivants :

LFMME 1. — Si V idéal X de A est premier à û et à b, il est premier à ttn b.

PuisqueX+d==A,X4-b==A, 3*r,yeX;a, 6e A tels que ï ===.z*+a==y4-6.
On a donc i==(x+a) {y-}-b) = xy + ay-\-bx-}-ab. Mais xyçûnb et
ay -|- bx -4- ab e X montrent que X 4- ( an b ) == A.

LEMME 2. — Si les idéaux û et h sont premiers entre eux, ttb = anb.

On a évidemment ûb C tt H b. Soient, d'autre part, aç û^ b çb tels que ï == a -h b.
Si .rçanb, on a x==xa-}-xbçùb, donc dnbcab , d'où le lemme.

On voit facilement que si l'on définit parmi les idéaux de A la relation d>-b
par
( ï ) a>-b^(pourtoutXe«y, b - h X = = A - > a - h X = A ) ,

cette relation est une relation de préordre, c'est-à-dire que l'on a toujours

a^-c, tt^-h et b^-c-^a^-c.

Cette relation de préordre est plus fine que la relation d'inclusion, c'est-à-dire
que

a>b-^a>-b.

Cette relation de préordre permet, d'autre part, de définir des classes d'équiva-
lence sur l'ensemble 3 par

(2) a=b^( t t>-be t Jb>-a) .

Nous'noterons tf la classe d'équivalence à laquelle appartient 0 et nous dirons
que cette classe* est la strie définie (ou engendrée) par 0. Nous noterons 2?
l'ensemble dos stries. La relation de préordro >- sur S donne par passage au
quotient une relation d'ordre sur 2> que l'on notera ^. Si tt^fi, on'dira que la
strie 0 est plus grande que la strie b. On notera O^b si a^:b et si Î^B.
Il existe une strie plus grande que toutes les autres, c'est la strie A qui contient le
seul idéal A. Il en existe une plus petite que toutes les autres, c'est la strie (o}.
Une strie û sera dite maximale si tt 7^ A et si b > tt entraîne b == À.

Deux stries û et b seront dites premières entre elles ou étrangères si pour
Xe3>,X^t t ,b-^X==À.

Remarque. — Dans certains cas, en particulier lorsque A est un anneau
d'intégrité, on a avantage à ne pas considérer { o } comme un idéal de A, Si Fon
note y l'ensemble des idéaux non nuls de A, on voit que :
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Si 0, b € H\ û ̂  Jb ̂  (pour tout X e J', b.-+- X = A -^ a -4- X == A). Suppo-
sons, en effet, que a, b € ^ ' soient tels que pour tout X € <T, a- + X == A entraîne
b +X== A. Montrons que tt^- b. Il suffit de montrer que b -+- { o } == A—>- Q-}- { o \ == A.
Or b + { o } = A signifie b == A, donc en particulier b + (l == A, et comme on H
supposé de iT', on a par hypothèse d -t- û == A ou û + { o } === A. On a bien a >- b.

Ceci n'est évidemment plus vrai si l'on ne suppose plus il€<J' (c'est-à-dire
0 ̂ - \ o () : soit un corps R. <J est composé des idéaux K et { o (, J7 du seul idéal K.
On a : pour tout X e J7, K .4- X == K -^ { o j; + X = K et cependant on n'a pas
•; o j- ̂  K, c a r { o } + { o ( ̂  K == K 4- { o }.

Ceci montre que dans la définition des stries d'idéaux, on peut indifféremment
considérer ou non j o ( comme un idéal.

2. On va montrer dans ce qui suit que l'addition, la multiplication et l'intrr-
section des idéaux permettent de définir des opérations correspondantes sur
l'ensemble '§ des stries d'idéaux et que dans ce dernier ensemble la multiplication
et l'intersection coïncident.

THÉORÈME 1. — Si Ci= bi et d2=== ha? on a encore

ai -+- a; = bi -+- ta et ûi fl2 = i»i b2 = ai n fli == jbi n jbs.

Soient quatre idéaux, Oi, tta, bi et ba tels que

ai=bi, oishs.

Montrons d'abord que tti -+- tta == bi + ba", ou encore

ai-+-aî==lbi+Jb.2,

Soit un idéal X tel que tti 4- (la + X == A.^Comme lîi == bi, (li + ( rt.j -r- X ) == A
entraîne bi + («a + X)== A. Mais comme Oa ̂  ba, A == b^ + (rts -h X) == û.j-t- ( b i — X )
entraîne ba -I- (bi + X) == A. Donc, pour tout idéal X tel que ûi -+- tt^ + X === A,
on a bi 4- ba + X == A. De même,

bi -h Jb2+ X = A -> a, -4- as + X == A.
Par suite, on a bien

ai-t- 02^ bi-t- 1»2.

Montrons maintenant que tti n tta ̂  bi n ba.
Soit un idéal X tel que (di n tta) + X == A et ba+ X == A. On a évidemiiiL'nl.

rti + X == A et (la+ X ==A. Donc, par hjpothèse, bi + X == A. Le lemnu* I
montre alors que (bi n ba) + X == A.

Le théorème 1 résultera maintenant du lemmc suivant :

LEMME 3. — û et b étant deux idéaux quelconques, on a toujours û n b == ttb.

Montrons d'abord que pour tout idéal d, a2 ̂  a.
On a évidemment a >- û2. Montrons que a2^ tf. Soit un idéal X tel que (ï 4- X == A.

Soient ttçA, a'€ X avec ï == a + -c. On a encore ï === (a 4- .z•)2== a2 4- icix—x1.
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Mais. puisque a2 € û2 et 2 ax 4- a*2 € X, on a bien a2 + X == A et, par suite, a2)- a.
Donc ff =ï d2.

Ceci posé, si d et b sont quelconques, on a toujours

(anb) (onb)cabc(inl».
Donc

(anjb)(anjb) ̂  ob ̂  i7ïi.

Mais comme on vient de voir que

( a n b ) ( < i n b ) = = ( a n b ) ,
on en déduit

ab = a n l» ou a n b = = a b .

D'où le lemme 3 et, par suite, le théorème 1.
(l ot b étant deux stries quelconques, on pourra donc poser sans ambiguïté

tt+ b == û-(- b et ttjEi===5jBi. Les stries d+b et ab seront dites respectivement
somme et produit des stries tt etB. Ces opérations sont évidemment associatives
et la multiplication est distributive par rapport à l'addition. On a les formules
suivantes :

a-h A = A, a •+• { o } = a, ttA == a, a,{o} =: { 0 } (îi)2^ a, a -+- a = a.

Nous allons maintenant donner une interprétation de ces opérations en consi-
dérant la structure d'ordre sur l'ensemble 3? des stries :

THÉORÈME 2. — L^ ensemble des stries/orme un treillis (ou réseau). On a

(3) sup (c ,E)=a-hb '
(4) i n f ( f f , ï )==a . Jb .

Puisque (l + b 3 a, Jb, on a évidemment a -4- ib ̂  5, b. Soit C^ Ï, b. Montrons
que c^a4-î=(ï-(-5ou encore que C^- a+b.SoitunidéalXtelquea+b+X==A.
Puisque f > ~ a , on a aussi C-j-b4-X=A. Mais, puisque C>-b, on a encore
( 4- C + X = A. Donc ï ̂  a + b, d'où la formule (3).

Puisque a , b 3 t f n b , o n a ( ï , b ^ û b = anb. Soit ? ̂  a, b. Montrons que
C'4-X=A entraîne (anb)+X==A. Soit un idéal X tel que C'+X=A. On a
aussi ( ï + X = = b + X = = A . Mais X étant premier à 0 et à b est premier à a n b en
vertu du lemme 1, donc ( a n b ) + X = A e t 5 S ^ ? , d'où la formule ( 4 ).

COROLLAIRE 1. — Une strie est maximale si et si seulement elle contient un
idéal maximal.

Soit m un idéal maximal et soit 0 une strie telle que ((;>1H. D'après le théo-
rème 2, ii = sup (a, w)== t t+5 i=a+W. Mais, W étant maximal, on a néces-
sairement 0 + W == W ou tt + W == A. Si l'on avait a + W == m, on aurait 5 == ili,



ce qui contredit a > in; on a donc tt 4- tll === A, donc tt == A et IU est bien une strie
maximale.

Réciproquement, soit tt une strie maximale. On a nécessairemem a 7^ A. Soit
donc W un idéal maximal qui contienne a, W3 a implique W^ tt. Comme m ̂  A,
ceci implique W ̂  tt et, par saite, la strie tt contient bien l'idéal maximal m.

COROLLAIRE 2. — Les stries Û et b sont premières entre elles si et si seulement
les idéaux tt et Ib sont premiers entre eux.

En effet/par définition, dire que les stries tt et b sont premières entre elles,
c'est dire que A==sup(tt , b). Le théorème 2 montre que ceci est équivalent à
A == tt -4- 5 ou A === tt + b. D'où le corollaire.

3. Dans ce qui suit nous allons caractériser directement les idéaux définissant
une même strie :

Soient tt et b deux idéaux équivalents ( t t===b) . Soit, d'autre part, 1U un idéal
maximal de A qui contienne tt; Ht contient nécessairement b, sans cela SH maxi-
malité impliquerait b +W == A et, en vertu de ttss Ib, on devrait avoir tt+ m ==s A.
ce qui contredirait m 3 tt. On en déduit donc que l'ensemble des idéaux maximaux
qui contiennent a est le même que l'ensemble des idéaux maximaux qui con-
tiennent Jb. Par la suite, nous désignerons «par JTl l'ensemble des idéaux maximaux
de A et, tt étant un idéal de A, nous désignerons par t)îl(tt) l'ensemble des élé-
ments de JÎL qui contiennent (t. On a évidemment «)ît(A) == 0, Jîi ( { o } ) == JTl.
Nous venons dé voir que a == b entraîne JTl(tt) == JH(b). Réciproquement, nous
allons montrer que si tt et b sont tels que JKt(û) = c)Tl(b), on a 0 == b. Montrons
d'abord le

LEMME 4. — Les idéaux X et Y sont premiers entre eux si et si seulement
JÏl(X)nJTl(Y)==0.

Si JTl(X)n^îl(Y)3Z, on a X-+-Yc Z^A et X et Y ne sont pas premiers
entre eux. Si X et Y ne sont pas premiers entre eux, X + Y -^ A et, puisque A
possède un élément unité, en vertu du théorème de Krull, ^Ze^Tl tel que
X 4- Yc Z. Donc JTl(X) n Jîl(Y) 3 Z. D'où le lemme.

Ceci posé, soient deux idéaux tt et b tels que *)îl(a) = JÏl(b). Montrons, par
exemple, que a>-b. Si b-t-X=A, en vertu du lemme 4, Jîl(b)nJïl(X) = o
et, puisque Jll(a)== JH(b), ce même lemme montre que tt + X == A, donc tt>- b.
De même, b ̂  0, d'où a== b. On en déduit le

THÉORÈME 3. — Deux idéaux appartiennent à une même strie si et si seule-
ment F ensemble des idéaux maximaux qui contiennent fuit est identique à
^ensemble des idéaux maximaux qui contiennent Vautre.

Si 5 est une strie quelconque, on voit par conséquent que Jîl(û) ne dépend
pas de l'idéal a choisi pour définir la strie. D'après le théorème 3, l'intersection
de tous les idéaux contenus dans 3Kt("(i) est un certain idéal (l qui appartient
encore à la strie tt. tt contient évidemment tous les idéaux de la strie tt. D'où le
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COROLLAIRE. — Parmi les idéaux d'une même strie, il en existe un plus
grand que tous les autres. Il est égal à f intersection de tous les idéaux
maximaux qui le contiennent.

(X étant un idéal quelconque, on désignera toujours par d l'intersection de tous
les idéaux appartenant à JTl(rt). De tels idéaux seront dits /^-idéaux.

Exemple. — Rappelons que l'on appelle anneau de Dedekind un anneau
d'intégrité A tel que tout idéal de A se décompose d'une manière et d'une seule
en un produit d'idéaux maximaux (Z. P. I. ). Un anneau d'intégrité est de Dedekind
si et si seulement il vérifie les conditions bien connues d'Emmy Nœther. Si A est
un tel anneau et si ff== y^ ... p^-est la décomposition canonique de l'idéal
entier C en produit d'idéaux premiers (a,>> o; ;^y->p^yy), on a 0 === ^i ...pm.

A étant un anneau quelconque (commutatif avec élément unité), û et b étant
deux idéaux de A, nous rappelons que ff:b désigne le transporteur de b dans Q,
c'est-à-dire l'ensemble des éléments x de A tels que ûx C tt.

THÉORÈME 4. — Si F idéal a est un r^-idéal^ quel que soit F idéal b, d:b est
un f^-idéal qui ne dépend que du striage auquel appartient b.

Soit c == 0:b et soit jCi= t. Montrons que Ci C C. D'après le théorème 1, on a
Ci b = rb, donc (b c tt implique jCib c tt et Ci C tt:b == t. Par suite, t est bien un
/^-idéal.

Montrons maintenant que si b'=b, on a encore a:^^ t. Posons ('== û'.b^.
Puisque (b c a, b === h' entraîne d'après le théorème 1, cb' c û et c C i:b'= c'. On
a, de même, t1 c C, donc t == C ' , ce qui achève de démontrer le théorème 4.

Remarques. — i° Au paragraphe 5, nous étudierons d'une manière plus pré-
cise les relations entre Set tt:b.

2° Le théorème 4 serait faux si l'on n'imposait pas à 0 d'être un /^/-idéal : Soit A
un anneau de Dedekind et p un idéal premier de A. On a p3:? ===y2; or y2 n'est
pas un ~-idéal. De même, on a y s y et cependant y3 :p3 == A ̂ p3 :p2.

4. Soit A un anneau de Dedekind. Si 0 est un idéal de A différent de { o j , il
peut se mettre d'une manière et d'une seule sous la forme

a ==»?*... y;" [i^y-^y^yy; a/> 0(1^ i^ »)].

Si nous posons fl/==?*», on voit que 4î=== P( et, d'après le corollaire 1 du théo-
rème 2, la strie fl/est maximale. De plus, si i 7^7, ̂ i-\- 47'== 4y== A ou'<((•-(- fl/== A,
c'est-à-dire que les stries Ui et ^ sont premières entre elles.

Plus généralement, nous appellerons anneau du type de Dedekind un anneau A
tel que tout idéal 0 de A différent de j o j puisse se mettre sous la forme :
a == qii j q i a . . . 4,1, chaque 11, étant une strie maximale et les stries (fl t)i^^n Ctant
deux à deux premières entre elles. Nous montrerons qu'une telle décomposition
est unique. Tout anneau de Dedekind est évidemment du type de Dedekind.
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THÉORÈME 5. — Soit un anneau A quelconque {commutait favec élément
Unité) et un idéal û de A tel que F on ait ft== tti ... û,,== tt', .. .ft'^, /e5 stries
ûi( i ̂  /' ̂  71) [resp û'j — (i ̂ j ^m) étant maximales et deux à deux premières
entre elles. Alors m == n et il existe une permutation o- de V ensemble ( 1 . 2 . ..., n)
tel que (l/= ù'^ (i^i^n) ( '• ).

Soit (X == t t i . . . tt/t == tt'i ... tt^. En vertu du lemme 2, on a

a = ain ... na,i.

flÇ ne peut pas être premier à tous les Qi(i^.i^n), sans cela, en vertu du
lemme 1, il serait premier à tt, ce qui contredirait ûy3 Û. Soit tti tel que ût+ûy^A,
tt/+ tt- 7^ A et comme tti et d; sont des stries maximales, on a (l<== Oy. Ceci montre,
en particulier, que si i-^k^ on a d/,.4-tt/== A. Posons o•(./)==^'• Si y 7^/.
a/+ rti=== A implique a<,(y) + tt<r(/) == A ou ûy(j) -^- ao(/). Donc cr est une application
biunivoque de ( i , ..., m) dans ( i , ..., n). On en déduit m^n. On aurait, de
même, n ̂  m, donc m == n et o- est une permutation. Supposons que les numéro-
tages soient faits de telle manière que or soit la permutation identique et montrons
que pour tout /, ft/== tt;. Pour simplifier Récriture, supposons /'== i.

Posons
d i = = b , n 2 . . . a / , = c , ft'i = l»', o^.. .o;,=c' .

On a
jb=lb' et c=û2...(i,,==(»2, O2.. .a«=(\

De plus, b étant premier à (Ï2 ... Un est premier à Os F».. . H dn= c. De même,
l^+r'==A.

Soit ^eb , on a 6ccûcb ' , donc beb'^c et bcJb^.jC. Or t=t' montre que
C 4- b'==A. Donc 3C€JC:5 ^eb', avec i == c + 6'. Mais si a*€Jb':c, on a, en par-
ticulier, xc == b\ € b', donc .r == xc + rc^= 6'i + xV € b' et Jb' : r C Jb7. Comme
jbcb / : JC, on a bcb'. On montrerait, de même, b 'Db, donc b == b' ou a i==di .
D^où le théorème.

On vient également de montrer les lemmes suivants :

LEMME 5. — Si tt est premier à b, b : û == b.

LEMME 6. — Si 0 == b( == b'C', avec C + b1^ A, o/i a b c b', (' c f.

LEMME 7. —^a=bc===b / c^a (^cb+c===A,b=b r , f=c / , o / ^ab==b^c==c / .

Si A est un anneau du type de Dedekind, on dira que tti... un est la décom-
position canonique de tt. Si lîï, est Fidéal maximal (unique) contenu dans la strie a»,
on dira que tti est la composante de û relative à Ht,. Si îtt est un idéal maximal
qui ne contient pas (X, on pourra encore dire que Fidéal A (formé par Panneau
tout entier) est la composante de tt par rapport à W. On voit alors que :

(*) Ce théorème revient au théorème énoncé par W. Krull (Idéal théorie, p. 21).
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Dans un anneau du type de Dedekind tout. idéal est égal au produit de ses
composantes par rapport aux divers idéaux maximaux de A.

En vertu du lemme 2, on voit encore que dans un anneau du type de Dedekind
un idéal est égal à V intersection de ses composantes relatives aux divers
idéaux maximaux de A..

On voit que :

COROLLAIRE. — Dans un anneau A du type de Dedekind^ un idéal rt divise
un uléal b si et si seulement pour tout idéal maximal Ht de A la composante
de ù par rapport à îtt divise la composante de b par rapport à W.

5. Nous cillons maintenant donner une caractérisation des anneaux du type de
Dedekind :

THÉORÈME 6. — Pour qu'un anneau A (commutait f et ayant un élément
unité) soit un anneau du type de Dedekind, il faut et il suffit qu^il vérifie les
conditions suivantes :

i° U intersection d^une infinité d'1 idéaux maximaux différents se réduit à
l'idéal { o j .

2° Tout idéal premier non nul et différent de A appartient à une strie
maximale.

Nécessité. — Soit A un anneau du type de Dedekind. Soit p un idéal premier
de A différent de ) o ( et de A. Soit 41... Un la décomposition canonique de y.
Comme ? est premier, on a n == i et p === i^. La strie y est bien maximale par défi-
nition, d'où la condition 2°. Soit a un idéal différent de { o \ et de A et Oi. . . dn
sa décomposition canonique. Puisque d, est une strie maximale, 5f est un idéal
maximal et Jîl(a)3ai, ..., S,,. Soit JTl^ni^a^i^/^Tî). Comme ni et S,
sont maximaux, tH + 0(== A ou W -4- ttf= A. Par suite, en vertu du lemme 1, on
ne peut avoir mçJït(a). On a donc JTl(a) == ( Oi, .... Un}. JTl(a) est donc
fini. Tout idéal non nul de A n'est donc contenu que dans un nombre fini
d'idéaux minimaux. D'où la condition i°.

Suffisance. — Supposons qu'un anneau A vérifie les conditions i° et 2°. Soit Ci
un idéal quelconque de A différent de j o} et de A. Par hypothèse, îl existe n
idéaux maximaux Wi, ..., W/i de A tels que JTL (tt) == { W i , ..., Wn}- Montrons
qu'il existe des idéaux ûi(i ̂  i^_ n) tels que a=== ( X i . . . a,i et ai==nî((i ̂ i^n).
Montrons ceci par récurrence sur n. La propriété est évidente pour n == i (il
suffit de prendre (li== tt). Supposons-la vérifiée pour tous les nombres inférieurs
à n et montrons ensuite qu'elle est vraie pour n. En vertu du théorème 3 et de son
corollaire, on a

c =mi n ... nwn== TOI ma.. .nin.

On va montrer qu'il existe des idéaux iït( i ̂  i ̂ . n) tels que <ïi== 1tli( i ^-i ^L n)
et tels que
(5) œ3 i i i . . .< rn=4 in . . . n^ .
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Soit Si le complémentaire de Hti dans A, 82 celui de lit.. Puisque m, et nia sont
premiers, Si et 83 sont multiplicati veinent clos. Désignons par S le sons-ensemble
de A formé par les éléments de la forme s,s^(si eSi, ^eSa) . S est multiplicati-

vement clos. Le complémentaire F S de S ne pent contenir aucun idéal din'érent

de { o }, car si QS 3 q ̂  ; o }, il existerait un idéal premier? tel que f S D p D i l < 1 ) .

On aurait donc lîïi n m^ D?'^ {0} et, par suite, la strie p ne serait pas maximale
contrairement à la condition 2°.

Donc, en particulier, S n tt ̂  o et 3^ € Si, ̂  € Sa, avec ̂ , e û. On a néces-
sairement si e lit,, sans cela on aurait Si € 83 et s,s^ e 83, contrairement aux rela-
tions a c nia et Wa n 82 == e.

On a, de même, ^eWi.
Soit t ï==(a , ^2) Fidéal engendré par l'ensemble ( l u i ^ j . Soit c ^= ( û, .y|). On

a évidemment :
maDJbD»,
mi 3> c 3 a.

Or
<6) (i3l»c=(a0 , as,, as^s^).

Il résulte des constructions précédentes que b et c sont contenus dans au plus
(^— i ) idéaux maximaux. On a

JTl(b)c(mi,m3, ...,m^,
^(c)c(in2,m3,...,OT»).

Donc, d'après les hypothèses de récurrence, on peut trouver des idéaux bi, bs,
^3» . . ., h,» et Ci, Ça, €3, . . . , Cn tels que

I»==ibi...^,
C=Ci...C,,,

avec
b<=A si mf«.m(b), h/sm, si mf€;)Tt(Jb) )
f;==A si m;«Jîl(Jb), cysm; si niyeJH(f) ) ( I^1^'»)-

En particulier, on aura

bi==mi, 'I»2=A, ci = A, Cî==m2;

(6) peut donc s'écrire
a=>0ici)(b,(t)...(b,c»).

Posons
4/=^c/ (1^1^»).

On a pour tont i
f l<=ibfC<.

On voit donc que Pon a, soit 4i== A, soit flf= m,.
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Comme Jït (û) c ̂ Tl (<h n . . . n <ï«), on voit que pour tout i, ih== m,- et que l'on
a bien F égalité (5).

Posons maintenant tt,== (h+ 0. On a tt,= sup (il/, a) = 4,. Donc les idéaux d,
sont deux à deux étrangers et l'on a

iii.. .ft/i= rtin ... na».

Or rt, 3 it ( i ̂  / ̂  /i) implique ffi n . . . n dn 3 tt.
Mais (li. . . t l / ,==( t t4 -<h) ( ( l+Ab) . . .(a+^)c ( ï enver tu de Egalité ( 5 ) -
Donc a == (ïj . . . tt/i est la décomposition canonique cherchée de û. Le

théorème 6 est complètement démontré.

COROLLAIRE. — Dans un anneau du type de Dedekind un idéal est fini si et
si seulement chacune de ses composantes est finie.

Il est bien évident que si un idéal tt == Hj .. . un est tel que chaque composante
Oi( i ̂  i ̂  n} est finie (c'est-à-dire engendrée par un nombre fini d'éléments), il
en est de même de Û. Pour voir la réciproque, il suffît de raisonner par récurrence
sur n et de regarder dans la démonstration du théorème 6 la manière dont ont été
formés les idéaux ûi, . .., tt/i.

En application du théorème 6, on peut donner une condition nécessaire et suf-
fisante pour que Panneau des entiers 0 d'un corps algébrique R soit du type de
Dedekind; p étant un nombre premier et k un sous-corps fini de K, désignons.
par k (p) le nombre des idéaux premiers différents de k qui divisent (?)• Soit

(^i)s€i lln ensemble de sous-corps finis de K tel que R ==^^Ari.
t€ l

II faut alors que pour tout nombre premier/?, il existe une borne f(p) telle que
pour tout i € I, kt(p) ̂ f(p). Les corps de Stiemke répondent évidemment à la
question, mais ils sont moins généraux, car ici on n'impose pas à l'indice de rami-
fication d'être borné.

II. — Valuations indépendantes sur un anneau.

Les anneaux qui interviennent dans ce paragraphe sont des anneaux d'intégrité
commutatifs. Les groupes considérés sont abéliens et écrits additivement. Les
éléments unités de ces divers groupes sont toujours désignés par o sans qu'aucune
confusion ne puisse en résulter.

1. Soit r un groupe (abélien) totalement ordonné écrit additivement. On dési-
gnera par T^. le sous-ensemble de T ainsi défini

sel+^î-^o.



Un sous-ensemble û de r est dit une surclasse ( r > ) de F s'il vérifie les conditions.
suivantes :

i° 3&) € F tel que Ç € î2 -> Ç ̂  &) (îî est borné intérieurement);
a ° S € Û e t y î ^ Ç - > Y î € Û .

On voit facilement que les surclasses de r sont les .y-idéaux de F tels qu'ils ont
été définis par Lorenzen (°).

L'ensemble des surclasses de T est totalement ordonné par la relation d'inclusion
Si ^i et i2s sont deux telles surclasses, on posera ûi ̂  ûa si et si seulement Ûi c ̂ 2.

Si a est un élément de r, le sous-ensemble (a) de r ainsi défini

çe(a)^^a

esl une surclasse de r. Une surclasse û est dite principale s'il existe un élément
a de 1 tel que û == (a). L'application a -> (a) est une application biunivoqûe de
F dans l'ensemble (3 des surclasses de r. Si l'on identifie par cette application T à
un sous-ensemble de C, on voit que la relation d'ordre sur C est compatible avec
la relation d'ordre sur F, c'est-à-dire que

(<x)^(P)^a^p.

Si Ûi et us sont deux surclasses de r, on désigne par Ûi + us la surclasse de T
ainsi définie :

çeûi+Qs^BÇieûi, Çî€Qt, avec ç==$i-t-$2.

(Dans la terminologie de Lorenzen, on voit que le ^-idéal ûi4-ûa est le produit
des .y-idéaux îîi et ûa.)

On voit immédiatement que la surclasse ̂ i 4- Î2a est principale si et si seulement
les surclasses ûi et Qa sont principales. Plus précisément

(ai)-+-((X2)s=(ai-t-aï).

Si Î2i et ^2 sont deux surclasses de r, on appelle transporteur de ûi dans ûa et
l'on désigne par ^2 ; îîi le sous-ensemble de T ainsi défini :

Ç€Ûs:Q^(Ç)-4-QiCÛ,.

On voit immédiatement que Ûa : Qi est encore une surclasse de r.
On pose, en général,

(o) : Q == Q-i.

(8) W. KRULL, Allgemeine Bewertungstheorie (J . Reine Angew. Math.^ t. 167, igSi, p. 160-196).
* Krull donne une définition des surclasses légèrement différente : il n'impose pas à une surclasse
d'être bornée infcrieurement. Corrélativement, si K est un corps et (9 un ordre de K, un <9-idéal
a de K est pour lui un ^-sous-module de K et n'est pas astreint à la condition qu'il existe un entier
.r de K tel que xaço.

(») P. LORENZEN, Abstrakte begrundung der multiplicativen idealtheorie (Math. Zeit., t. 45,
»9^ p. 533-553). Nous préférons employer ici le langage des surclasses, car les groupes ordonnés
sont écrits additivement.
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On peut définir parmi les éléments de T+ la relation de préordre suivante :

a^- ?^3 un entier ordinaire n > o tel que na, ̂  p.

La relation d'équivalence
a=?^(a>-?etp>-a)

partage I\+. en classes qui sont dites étages de I\ L'ensemble des étages est un
-ensemble totalement ordonné par la relation d'ordre quotient de la relation de
préordre ^- . On désigne par ê(a) l'étage auquel appartient l'élément a. Il existe
un étage plus petit que tous les autres, c'est ê(o), qui se compose du seul
-élément zéro.

Pour tout couple (a, (3) d'éléments de I\, on a

6(a-4-P)==sup[6(a),6(j3)].

On voit donc que si ê(a) ̂ ê(P), on a

ê(a4-,3)=6(P).

Un groupe ordonné est dit archimédien si l'ensemble de ses étages comprend
-au plus deux éléments. On sait que les groupes archimédiens sont ceux qui sont
isomorphes aux sous-groupes de R (groupe additif ordonné des nombres réels).

Une surclasse Î2 sera dite entière si Î2 e r-i-. Une surclasse Si sera dite première
si elle est entière et si a -+- [3 e û et a ̂  îî entraînent ,6 e û. Il est facile de voir que
la condition nécessaire et suffisante pour que la surclasse û soit première est
«qu'elle soit entière et que a e îî entraîne ê (a) c îî.

Étant donné un corps K, nous rappelons que l'on appelle valuation (7 ) de K
une application v de K* (ensemble des éléments non nuls de R) sur un groupe
totalement ordonné r telle que

v ( ab ) == v ( a)-4- v ( b ),
p(a-h6)^inf[p(a), v(b)].

On'voit que si v(a) < v(b),
vÇa-h b)= f(a).

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que le groupe de valeurs'F ne se
réduise pas à i o}, c'est-à-dire que nous ne considérerons que des valuations non
triviales.

L'ensemble 0 des éléments x de K tels que a?==ooup( . r )^o forme un ordre
<le R (sous-anneau de K contenant i et tel que R soit corps des quotients de (9).
Cet ordre est un anneau de valuation (c'est-à-dire tel que si xç. /(9, x~1 e 0).
Réciproquement, on sait qu'un ordre de R qui est un anneau de valuation définit
d'une seule manière une valuation de R.

0 est un anneau local (au sens large), c'est-à-dire tel que l'ensemble de ses
éléments non inversibles forme un idéal maximal y (qui contient tout aytre idéal

(7) W. KRULL, Allgemeine bewertungstheorie (loc. cit.).
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d<1 0 autre que (?). y est l'ensemble des éléments x de (9 tels que v ( x ) > o.
À' :== C?/p est dil corps des restes de la valuation v. Soit y l'application canonique
de 0 sur À'. Pour tout élément x de R tel que/( ifx) === o on pose/(;r) = oo. On
voit alors que /'est une application de R sur (À', oc ).

R et k étant des corps, A un sous-anneau de R, on rappelle qu'une spécialisa-
tion de A sur k est une application g de A dans (À", oo ) telle que si a, 6e A, on
ait

^(a+&)=^(a)4-^),
^(a6)=^(a)^(é),

g'(x) ==oo si et si seulement g (alr~l) == o.

B étant un sous-anneau de R contenant A, on définit la notion de prolongement
de g sur B. L'A spécialisation g est dite non prolongeable si A = R.

On voit que plus haut / était une spécialisation non prolongeable de R sur À .
Réciproquement, une spécialisation non prolongeable f d'un corps R définit sans
ambiguïté une valuation de R [le sous-anneau A des éléments x de R tels que
y(.r)^oo est, en effet, un anneau de valuation de R qui est dit anneau de la
spécialisation/^.

Enfin, on démontre que si A est un sous-anneau d'un corps R, toute spéciali-
sation de A sur un corps k peut se prolonger en une spécialisation non prolon-
geable de R sur un surcorps (algébrique) de A", r étant une valuation d'un corps
R à laquelle correspond Panneau de valuation 0 et l'idéal premier P, un ordre ô
de R est dit compatible avec la valuation c (ou encore v compatible avec (?)
si 0 c 0. P n ô == V est alors un idéal premier de ô qui est dit centre de c sur (°.
La spécialisation de R sur 0/P prolonge la spécialisation de 0 sur (?/P.

Soient un corps R, 0 un ordre de R, v une valuation de R qui soit compatible
avec 0 et T le groupe totalement ordonné correspondant (groupe des valeurs de c).
Si d est un idéal (entier ou fractionnaire) de 0, on désigne par ( r ( t t ) ) la surclasse
de F ainsi définie :

(7) Ç€(P((i))^3^€(i, avec Ç^P(^) (»).

LEMME 8. — Si 0 est un orde de R compatible avec la valuation c eï si Ci et b
sont deux idéaux (entiers ou fractionnaires) de C?, on a

(8) ^W)==(^(tt))-+-(P(b)).

Soit Se ( r ( a ) )4 - ( ^ (b ) ) . Par définition, 3^1, iiç.î, açû, bçb, avec
^^ ̂ (a), Ea^ r(6) et $ == Ci 4- ^r On a évidemment ^^: r (a ) -h r (6) == c [ab).
Comme ab ç ûb, on en déduit ^ € ( v ( ttb ) );-

Réciproquement, s i ^ e ( ^ ( a J b ) ) , '^xç. ïïb, avec ^ ̂  r (x)-
Par définition, de ftb, 3^i? • • • ? «/t € Jb et &i, . . . , &/t€.b, avec

,r == ai bi + . . . 4- an bn. Or

(>(a?)^ inf (p(a i ) -4-P(6 i ) , ..., (/(a/i) •+- P ( & ^ ) ) = (/(a/)-l- P (bi)

(8) On remarquera que si $€(^( ( i ) ) , il n'existe pas nécessairement .2?€«x, avec ^ ^^(.r).
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(pour un certain /'tel que i ̂ /^/i). Comme

P(^)€(P(O)) et p(^)€(P(b)),

r(^) ̂  ( •( ( i f ) -h c(6,) implique

p(^)_^(a,)€(P(b)) et ^(^)=^(aO-+-(P(.»)-p(af))€(P(a))-^-(P(b)).

D'où le lemm'-

LEMME 9. — Si l'idéal a admet un nombre fini de générateurs^ la surclasse
( v ( d) ) e.̂  principale.

Soit a = = ( r t i , . . . , a») et supposons que ^(a , )=mf(^(«i ) , . . . , v(an)).
Pour tout A'ert. on a v (x) ̂  inf[^ (ai), ..., ^ («„)]== ^ (^i). Donc
(r(aV) =(»•(//,•)').

2. Étant donne un corps K, deux valuations Vi et (^2 de K (avec les groupes de
valeurs correspondants I\ et T^) sont dites indépendantes si pour tout couple
(ïi. ̂ çTi X Fs, il existe un élément x de R tel que v^(x) ̂ Çi, v^Çx) ̂ Ça.

THÉ/OREME 7 (théorème d'approximation) (u). — Etant donnée une famille
finie (vi)^^n ae valuations de K deux à deux indépendantes et deux familles
(ai)^^n 6t (^i)i^n d^ éléments de K*et de ̂ respectivement, il existe un élément
x de K tel que pour tout i(i^=i ^=n) on ait Vi(x — bi) ̂  v («/).

On va d'abord montrer le

LEMME 10. — Étant données m -p i valuations (^, ('i, . .., v,n) de K telles
que c et r, soient indépendantes pour i ̂ i^m^ et m-{-ï éléments a, 61, ..., 6m
de K*, // ea-^e M/I élément x de K tel que v(x)^v(a) et Vi(x)^vi(bi)
(î^i^m).

On peut toujours supposer
v(a)<o et Vi(bi) >o (i^i^w).

On démontrera ceci par récurrence sur m. Pour m == i la propriété résulte de
la définition des valuations indépendantes. Supposons-la donc vérifiée
pour m — i ( m ̂  2 )

3c, o?eK, avec ^(c)^ (^(a), ^(^^^(^O ( i^ î .^w—i);
p(rf)^p(a), vj{d)^vj{b,) (a^i^w).

Quatre cas peuvent alors se présenter :

i° Si ^.i(d) ̂ o et si ^m(<?)^:o, on prend .2;== cd;
2° Si ( ' i(^)=±o et si Vrn(c) < o, on prend ;r== câ?(c + i )~1;
3° Si \\(d) < o et si ^m(c)^o, on prend x === cd ( d -4- i )~1;
4° Si r i (f l?) < o et si ^^i(c) < o, on prend x = cd(c -h d + i )~1.

(9) N. BOTÎBBAKI, Spécialisations et valuations (à paraître).
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En remplaçant éventuellement c par c\ on peut toujours en effet supposer dans
ce dernier cas que p (c) ̂  v (d). D'où le lemme.

Passons maintenant à la démonstration du théorème :
Posons

- 2 tib-x ==
i^^/i

On a

x—bi^(ti—ï)bi-^^tfbj.
f-^t

Les conditions du théorème seront satisfaites si l'on a

^-i)^(g) et p^,)^(g) (z^,y^).

Posons

^==^, ^'=C/€(K,oo).

On est amené à trouver t e R tel que

^—i)^^(c0 et vj{t}-^vt(cj) (y^i).

On peut toujours supposer p/(c,) > o ( i ̂ j ̂  n). Soit t = ——^-. Si pour/^/,
onapy(^)^py(cy)>o,onaura <<^~i-l)

v j { z -+-1) = o et vj{t) = vj(z) ̂  p/(c/).
Si

^00^(^)<o,

p,(^-4- i )=p/(^) et ^ ( ^ — i ) = — P ( ( ^ 4 - i ) ^ p < ( c < ) .

Mais on peut toujours choisir un tel z d'après le lemme 10. D'où le théorème 7.

COROLLAIRE 1. — Si {vi),^ est une famille finie de vuluations deux à deux
indépendantes de K et si T, est. le groupe de valeurs correspondant à ̂  pour
tout élément (^ ..., $„) dé T, x T, x ... xl\, il existe un élément x de K tel
que

Pf(.r)= ^ ( i^i^/i) .

Il suffit dans l'énoncé du théorème 7 de choisir ai(i^i^n) tel que
^•(«/) > S/ et de prendre 6/( i ̂  /ç 7^) tel que ^(6/) == ^.

COROLLAIRE 2. — Z.̂  ̂ ^ valuations ^ et ^ d'un corps K sont indépen-
dantes si et si seulement pour tout couple (^, Ço) ç I\ x I\ zï ̂ '̂ e M/Î e^m^
a? ̂  K ̂  <7;/e Pi(^) = ̂ , ^3 (.y) == Ça.

à. Une valuation v de K compatible avec un ordre ô de R sera dite indépen-
dante de € si, F étant le groupe de la valuation p, pour tout élément Çer-4- il
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existe un élément açô tel que p ( a ) = = Ç , c'est-à-dire si ^((9)== r-,-. Ceci se
trouvera par exemple réalisé si, P étant le centre de v sur R, l'anneau local Oy est
un anneau de valuation.

Deux valuations v^ et v^ de K compatibles avec 0 et ayant les groupes de
valeurs respectifs I\ et Fa seront dites indépendantes sur 0 si pour tout couple
(ii, Ça) € r^x Fa-t-, il existe un élément a contenu dans 0 tel que

d ( a ) = = Ç i » ^î(a) ==ç».

THÉORÈME 8. — Deux valuations î ̂  Fa indépendantes sur 0 sont chacunes
indépendantes de 0. Deux valuations v\. et pa indépendantes de (f), de centres
respectifs pi et pa ^ ̂ /^ ̂ e PiHpa ̂  contienne aucun idéal premier non
nul sont indépendantes sur 0.

La première assertion du théorème se déduit immédiatement des définitions.
Supposons que ^i et ^3 soient indépendantes de 0 et que Pi C\ Pa ne contienne

aucun idéal premier non nul. Montrons d^abord que si Ça € Fa-i-, 3 a € ̂  avec
^i(a) === o et ^a(^) == Ça ^ le théorème est trivial si Ça== o (il suffit de prendre
( z = = i ) . Supposons donc Ea>o. ê(Ça) représentant Fétage de Ça dans Fa-t-, soit
P ( a ) le sous-ensemble de (9 ainsi défini

(9) ^ep(a)^6(p2(.r))^6(^).

On voit que p (a) est un idéal premier de (f^. Il n'est pas nul, car la valuation
('2 étant, par hypothèse, indépendante de (9, ^bçO tel que ^a(^) = Es. On a
alors & e p ( a ) . Si p i (6)==o, on prendra a === 6. Supposons donc ^ i (6)>>o.
Comme Ça> o, p (a) cpa. Il résulte des hypothèses que p (a) <): pi. Soi tc€P(a) ,
c^pi. On a

ê(^(c))^6(Çs).

Donc, par définition de ê(Ça)» il existe un entier n positif tel que /^a(c) ̂ lia-
On voit donc que

pi(c»)==o, ^(c71)^^.

Si Vï(c11) ===Ça, on prendra a==Ça. Si ^(c71)^^ on voit que l'on pourra
prendre a= b -}- cn.

Ceci posé, soit Ci e Fi^ et Ça € 1^4-. D'après ce que l'on vient de voir, 3 a! € <9
tel que ^1(^1 )== Ci, ^a(a i )==o. De même, ^ûae^a tel que ^ i ( aa )===o ,
^2(02) ==Ça. Si l'on pose a= aïOa, on voit que a€ (?, ^i(a) == Ci et ^a(«) ==Ça.
Les valuations ^i 6t (^2 sont bien indépendantes sur 0.

THÉORÈME 9. — Une condition nécessaire et suffisante pour que deux valua-
tions Vi et ^a du corps K soient indépendantes est qu'il existe un ordre 0 de K.
compatible avec ces deux valuations et tel que v^ et v^ soient indépendantes
sur 0.

La condition est évidemment suffisante; montrons qu'elle est nécessaire :

Soit Of l'anneau de valuation de ^ i ( / = = = i , 2). Posons d)===0in0a. Soient
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Ç(€Tf-i-(^== i, 2). Puisque, par hypothèse, ^i et v^ sont indépendantes, 3«€K
avec r/(a) ==î;((/== i, 2). Mais ceci implique, puisque Ç,^:o((==i, a),
a e Oi n Û2 === (^. II nous suffit donc de montrer que 0 est un ordre de K. Or, si
a?€K, vi(x) === yî /( /=== i, 2). Diaprés ce que nous venons de voir, 3 6 e (S) avec
(^•(^)===sup(—YÎ/ , o) (<== i, 2). On en déduit bxçô. Comme, d'autre part,
i € 0, 0 est bien un ordre de K.

THÉORÈME 10. — Soit V == (^t)iei une famille de valuatiojis de R deux à deux
indépendantes sur un ordre 0 de K et soit I\ le groupe de valeurs de la valua-
tion (\(i € I). Si (ai, ..., a,i) est un sous-ensemble fini de I, et si Von se donne
arbitrairement des éléments Ç/ tels que Ç/ € r» .̂ ( i ̂  <^ n)^ on peut trouver un
élément a de 0 tel que Vy.,(^a ) === Ç/ ( i ̂  / ̂  /i ).

Pour simplifier récriture, on posera au cours de la démonstration a/==/{ i ^Li^Ln}.
Démontrons cette propriété par récurrence sur n. Elle résulte des définitions
pour n == 2. Supposons qu'elle soit vraie pour n— i et montrons qu'elle est alors
vraie pour n.

Montrons-le d'abord pour |:/== o (2 ̂  i ̂  n) (Ei quelconque).
Cherchons donc un élément Xi de ô tel que

Vl(^\)=^^l, ^(•rl)=o (2^t'^7l).

D'après les hjpotrèses de récurrence,

3ye<^ avec pi(y)=Çi, p<(y) = o (2^i^/i--i).

Si c/»(^r) == o on posera a7i==y. Supposons ^n{y) > o. Les valuations étant indé-
pendantes sur (9, il existe des éléments zi de 0 avec

^(^)==0, t^(^)>° (2^^^—l).

De même,
3-2?! €(9, avec ^i(^i)>Çi, Cn(<zi)=o.

Posons ^ == Zi ̂ 2 • • • ̂ n-t.
On a donc

PI (^) = Pi (^i) 4- Vi'(Zî) 4-.. .-+• Pi (^n-i) ̂  Pi(^i) > $1,

P((^)= P<(-Zi)4-P((^î)-<-...-t-P((^n-l)>0 Si I^l^/l—I,

P^(^) = P»(/Si)+ Pn(^î) -4-. . .-<- Pn(^-i) = 0.

Comme pour tout /( i ̂  i ̂ n)^ ^'(y) 7-̂  ^'(^)î on a pour tout /

p<(y-+-^)=inf[p<(y), p/(-2)].

On voit donc que si l'on pose x^ •=}' •+• s, on a bien

pi(a?,)=ç,, p;(.ri)==o (2^1^/1).

Ceci posé, soient Ç/€?/-»-( i ̂ /^/i). D'après ce que l'on vient de voir, il
existe des éléments Xi de ô tels que

Vi{Xi)=^i et p,(.r/)==o si 1^7 (i^hj^n).
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Si l'on pose ci == x^x^.. .Xni on voit que a e 0 et que

^(«)==^ (i^i'^i).
Le théorème 10 est donc complètement démontré.

Soit V = (t'i)iei une famille de valuations du corps R.
Pour xç, K, soit 1 (.2?) le sous-ensemble de 1 ainsi défini

(10) l€ l (d?)^Pt(^) 5^ 0.

Nous dirons que la famille ^ est régulière si pour tout.reR, T(a?) est un sous-
ensemble fini de I.

Dans le cas d'une famille de valuations régulière, on a de plus le théorème
suivant :

THÉORÈME 11. — Soit V==(Vt)^ une famille régulière de valuations de K
deux à deux indépendantes sur un ordre 0 de R et soit F» le groupe de valeurs
de la valuation ^(i € I). Si j ai, ..., a^ } est un sous-ensemble fini de 1 et si
Von se donne arbitrairement des éléments Ç, tels que Ç/er^ (i^^'^/?), on
peut trouver un élément a de K tel que Vy,^a) ==Ç, ( i ̂ i^n) et tel que
<'l(^)=±0 Si l^ J0(i, . . ., (Xn {.

Nous poserons encore a/== i( i ̂ i ̂ n).

Supposons donc vérifiées les hypothèses du théorème et soit

j $ ' ... ^{cr iX ... x F n .

Les valuations Vi étant deux à deux indépendantes, en vertu du corollaire 1
du théorème 7, ^xçK tel que Vi{x) ==Ç/( i ̂ i^n\ Supposons que x
m' réponde pas aux conditions du théorème. La famille fêtant régulière, il
existe un sons-ensemble fini non vide { ^-n, ..., Vn+p } de V dont l'intersection
avec ; c i . . . . , ^n\ est vide, tel que Vn-^-j(x) < o ( i^j^p) et tel que
i ^ ; i . . . . , / î , ^ + i , . . . , n-{-p\ entraîne ^i(.r)^o. Posons Vn+j{x) === Ç,^y.
Puisque les valuations considérées sont deux à deux indépendantes sur (9, il
existe, en vertu du théorème 10, ye 0 tel que

^(y)==o (i^'^/i), ^+/(y)==--Çn-t-/ (i^j^p).
On \oit alors que l'on peut poser a == ay.

III. — Anneaux de multiplication du type de Dedèkind.

1. Etant donné un ordre (9 intégralement clos dans son corps des quotients K,
on sait (10) qu'il existe une famille de valuations V== (^i)tei ^e ̂ te^ ^P®

(n) pour tout .Z*€K, .re<9^:(pi(d7)^o pour tout tel).

Une telle famille V sera dite famille de définition de 0.

( l o) KRULL, Allgemeine Bewertungstheûrie (/oc. çit).



— 80 —

LEMME 11. — 0 étant un anneau intégralement clos dans son corps des
quotients K, // existe toujours une famille de définition V == (^i)ici de 0 telle
que pour tout ici, le centre pi de pi sur 0 soit un idéal maximal de (D.

Soita-çR, x^.0. Puisque 0 est intégralement clos, il existe une valuation v
compatible avec 0 de R telle que v(x) < o. Soit p le centre de v sur 0 el m un
idéal maximal qui contienne p. Soit S le complémentaire de m dans 0. On
a 0^0^ (11). Comme x^O^ on a donc x^ô^. Comme Panneau local 0^ est

intégralement clos, x^ô^ entraîne que y == î- n'est pas inversible dans (^[y]

(anneau engendré par y et 0^). Soit m' l'idéal engendré par m sur 0^ (m' est

Fidéal maximal unique de 0^. Il est composé des éléments de R de la forme a avec

a€W, ^€S). Soit m" l'idéal de ^njy] composé des éléments de ^ni[y] Ï11

peuvent se mettre sous la forme

^== ao-+-aiy •+.... .4-Ony»* (ûoem'; «1, ..., an€(S\n)..

On a nfn<9^==W'. En effet, on a, d'une part, m'cm". D'autre part, si
xçm" n<9^, on a

;»==ao-^-aly-^...-+-any /* (aocm'; a^ ..., a«e^).

Si l'on avait x^m', on aurait ao—x== 60 ̂ W, donc, (f>^ étant local, ^o serait
inversible dans 0^ et y satisferait à une équation de la forme

-të>——të)^0-
Comme ici n -yé o (sans cela on aurait x = ao € îll'), on voit que y serait inversible
dans (^[yL ce 4111 a ete exclu•

On a donc bien tifn (9^== in'. En particulier, m"^ ̂ [y]-
On voit, d'autre part, que

°m [yW^. ̂ JvC ̂  <9/m == k

et que la spécialisation G^y^->k prolonge la spécialisation 0->k. Dans cette
spécialisation, y -> o. En utilisant le théorème de Zorn, on voit que cette spécia-
lisation se prolonge en une spécialisation, non prolongeable d'un anneau local A
sur k. Cet anneau local est alors un anneau de valuation; La valuation w corres-
pondante est compatible avec l'ordre (9, admet Ht pour centre sur 0 et est telle
que w(x) << o. Le lemme H se déduit d^là-sans difficultés.

^ étant une famille de définition de ô et « u n idéal de (D (entier ou fraction-
naire), à chaque te l correspond une surclasse (^i( t t ) ) de F^Fi étant le groupe de

(") Comme toujours, y désignant un idéal premier, <9y est l'anneau formé par les éléments de K de la
Ctforme - (a, ^€<9, <<p).
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valeurs de r;). La fîimille V est dite aritbmétiquement utilisable ( i ï ) si deux
idé.mx ff el b tels que pour tout i on ait ( ^ i ( t f ) ) = = = (^ i (b ) ) sont tels que t t==jb.
On s.nl ( l : î ), en particulier, que la famille de toutes les valuations de K compa-
tibles avec l'anneau intégralement clos 0 est arithmétiquemcnt utilisable si et si
seulement 0 vérifie la propriété cp de Prûïer, c'est-à-dire si tout idéal fini de 0 est
inversible. Lu tel anneau est dit anneau de multiplication.

LEMME 12. — Soit v une valuation de K compatible avec l'ordre 0^ y le centre
de c sur 0. La condition nécessaire et suffisante pour que (fL soit un anneau
de valuation est que pour tout couple a, b de K, // existe un élément x de R
c/ui divise a et b et tel que v(x) == inf[c(a), c(^)].

On voit immédiatement que si <fL est un anneau de valuation, c'est nécessai-
rement l'anneau A de la valuation v. On désignera par S le complémentaire de ?
dans (°.

Nécessité. — Soit 0«,== A. Soient a, & € K et supposons r(a)^r(6).

Puisque r ( )^o, par définition -€Â, et, puisque ( fy==A, 3 c e < 9 e t 5 € S ,

avec — == -• II suffit de poser x == — •a s r s

Suffisance. — On a évidemment (fLcA. $oit a-çA; v(^)^v(i) entraîne,
d'après les lijpothèses, l'existence d'un élément y de R tel que

x == ay, i == by («, beû) et ?(y) = o.

Par suile, -I == b ç. 0 et r( ̂ \ == o, donc ï ==^eS et x == a € (9y, donc (fL==A.

l.e lemme précédent fournit une démonstration simple du

THÉORÈME 12 (Krull) ( i>J). —La condition nécessaire et suffisante pour qu'un
anneau intégralement clos 0 soit un anneau de multiplication^ est que pour
tout idéal premier p de (9, Oy soit un anneau de valuation.

Suffisance. — Soit JTL === (Wi)içi l'ensemble des idéaux maximaux de (9.
Comme, par hypothèse, pour tout i € Ï , 0^ est un anneau de valuation, il existe
une seule valuation Vi de K, compatible avec (9, qui admette llîi comme centre
sur (?. En vertu du lemme 14, la famille (^i)i€î est ̂ e famille de définition de (9.
Soit (X === (ai, .... a,,) un idéal fini de 0. Pour tout i e I, on a

( P i ( a ) ) = = ( Ç i ) si Çi== inf[pi(<7,i), ..., (/((a^)] (wir lemme 9).

Soit l'idéal tt' ainsi défini

(12) .yea'^diour tout i€ î, pi(a?)^—Ci).

("^W. KRULL Beitrag/î zur arithmetik kommutativen integritatsbereiche ( Math. Zeit.^ T. 41,
iy36. p. 545-577).

(") P. LORENZEN, Abstrakte begrundung der multiplicativen idealtheorie {loc. cit.).
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Je dis que pour tout a e I, on a (^xW) == (—Sa).

En effet, puisque (9^ est un anneau de valuation, en appliquant plusieurs fois
de suite le lemme 12, on voit qu'il existe xçK qui divise ai, . . . , On et tel que

t\x(.20==inf|>a(«i), ..., Pa(a/i)j=Ça.

On a donc, pour tout tel ,

^)^inf[pt(a,), . . . , ^ ( a^ ) ]==Çi .

Pw suite, ^(^)^—Çt(i€l). Donc ^ € û'. Mais comme pj-1.)^:—.^, on
voit que (^a(ùO) D(— Ça). Comme on a évidemment (Pa(tt')) c (-E,), on voit
que pour tout a ç I, (^(a^)) == (-Ç,).

Le lemme 8 montre donc que pour tout i e I, ^i(aa') = (o).
Comme (^i)tçi est une famille de définition de 0, on voit que Où' est un idéal

entier. Il est nécessairement égal à 0, sans cela on pourrait trouver (3el, avec
WpDttd' , mais alors on aurait pp(aa')^(o), contrairement à ce que l'on a vu.
0 est donc bien un anneau de multiplication.

Nécessité. — Soit y un idéal premier de 0. On sait, en vertu du théorème du
prolongement des spécialisations, qu'il existe une valuation v de R admettant |)
pour centre 0. Soient a, bçK e ta == (a, 6) l'idéal engendré par a et 6.
Puisque 0 est un anneau de multiplication, il existe un idéal a' tel que
ft'(a, b) == (9. On a nécessairement

(^<0)=(P(c)y-i=--(inf[p(a), ?(&)]).

Par suite, 3y € R tel queyett' et v{y) ==— inf[^(a), ^(6)]. Si l'on pose je ==: -1.,

onvoi tque^diviseaet6etquep(;z ' )==inf[p(a) , ^(6)]. En vertu du lemme 11,
<9y est bien un anneau de valuation.

THÉORÈME 13. — Si 0 est un anneau de multiplication, il existe une famille
de définition de 0 qui est arithmétiquement utilisable et telle que chaque
valuation de cette famille ait pour centre sur € un idéal maximal.

Soit ^== (POtçi l'ensemble des idéaux premiers de 0 et soit Jîl==(^)^ le
sous-ensemble formé par les idéaux maximaux.

Pour tout i € I, il existe, en vertu du théorème 12, une et une seule valuation (^
de K. qui ait pi pour centre sur 0. Or, on sait que la famille (^\çi est arithméti-
quement utilisable. Montrons que la famille (^)i€j l'est aussi.

Soit donc û un idéal quelconque de 0 et a' l'idéal défini par

.rea^pour tout leJ , Pi(.r)€(Pi(a)).

Si l'on avait û'-^ û, comme la famille (^),çi est arithmétiquement utilisable, il
existerait un élément a e 1 tel que

(^OQ)^(Pa(<0),
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c'est-à-dire un élément açû1 tel que pour tout .rea, ^x(^) < ^a(^). Mais pa
est contenu dans un idéal maximal î\s((3 eJ). Comme (SL 3 (f) , si un élément y

de R est tel que ^a(y)>o, on a 1^^ donc -1 4 ̂  ou ^(y) > o. On en

déduirait donc que pour tout .rert, on aurait (^(a) < (^(.r), ce qui contre-
dirait a e a'.

La famille (^i)iej est donc arithmétiquement utilisable et satisfait aux conditions
du théorème 13.

2. THÉORÈME 14. — Pour qu'un anneau 0 intégralement clos dans son corps
des quotients K soit un anneau de multiplication du type de Dedekind^ il faut
et il suffit qu'il vérifie les conditions suivantes :

i° L'intersection d'une infinité d'idéaux maximaux de 0 différents se
réduit à j o } ;

2° Si ^ÎÏ'==(W()içi est l'ensemble des idéaux maximaux de (f), il existe une
famille de définition de V, soit V == ( ̂  )^ formée de valuations deux à deux
indépendantes sur € et telles que pour i e I, Wi soit le centre de ^ sur 0.

Suffisance. — Les conditions i° et 2° impliquent que la famille V est régu-
lière. Soit un idéal fini a == (ai, . . ., a») et

^==inf(pi(ai), ..., ̂ (^)).

Soit J le sous-ensemble fini de 1 ainsi défini.

leJ^^o.

En vertu du théorème 11, ^.z-çK. tel que

p i ( a? )=—^ si ici et Pi(a?)^o si i^J.

Soit J'le sous-ensemble fini de 1 ainsi défini :

i e J ' ^ ± { i ^ J e t v^.(x) > o { .

Si 3'==?, on voit que pour tout i e \^v^(x) ==—Ci. On pose, en ce cas, tt'== (x).
Si .T==,o, en vertu du théorème 11, il existe y eR tel que ^i(y) ===—Ci si i€J,

que ^i(y) == o si içj' et ^t(y) ̂ o si i^JuJ' .
On pose alors (l'== (x, y).
On voit que dans les deux cas, pour tout i e I, on a (vi(û'))==(—^i). Donc

((^((((l^)) == (o). Ctû' est un idéal entier et comme, par hypothèse, pourront idéal
maximal IHi la valuation v^ a pour centre tlli un raisonnement identique à celui du
théorème 12 montre que 00'== (9.

Tout idéal fini de 0 étant inversible, 0 est bien un anneau de multiplication.
Montrons que 0 est du type de Dedekind. Il suffit pour .cela de montrer que

si a est un idéal entier non nul de 0 tel que

acwanmp (a, pel),



— 84 -

0 n'est pas premier. La famille V étant régulière, le sons-ensemble û(î} ainsi
défini :
(i3) iea(I)^mt:>a (ou m^e^a))

est finie. Si i^a(I) , (< \ (a) ) == (o).
Soit pour tout iea(I) , Ç t € ( c i ( a ) ) . Comme a, (3ea(I), on peut, en vertu du

théorème 10, trouver deux éléments a et b contenus dans. 0 tels que

yp(a)==o, p t (a )=$i si i ^ p et i€t t (I) ,

< / a ( & ) = = o , ^ ( & ) = Ç t si i ^ a et i€a(I ) .

On voit alors que pour tout i € l , ^t(ah) € (ri(tt)).. Comme, en vertu du
théorème 13, la famille (^Oiei est arilhmétiquement utilisable, on en conclut ab 6 d.
Or r ^ ( f t ) == o montre que a^tt. De même, 6^b. Par suite, d n'est pas premier
et 0 est bien du type de Dedekind.

Nécessite. — Supposons que (D soit un anneau de multiplication du type de
Dedekind. Soit JÏt == (^t)ieï I1 ensemble de ses idéaux maximaux. On sait, diaprés
le théorème 12, qu'à chaque i € 1 est attaché une valuation F( bien déterminé qui
a pour centre llli sur C?. Cette valuation v^ est indépendante de (?, puisque 0»» est
l'anneau de la valuation t'i. Si a ~^=- (3, les deux valuations ('a et cp sont indépen-
dantes en vertu des théorèmes 6 et 8. On sait, d'après le lemme 11, que la
famille ((\)..ei est une famille de définition de (?. Le reste de l'énoncé est une
conséquence du théorème 6.

Si (?est un anneau de multiplication du type de Dedekind, la famille (^..)..çi ainsi
définie sera dite famille de définition canonique de 0.

3. Nous nous proposons dans ce qui suit d'étudier plus particulièrement les
idéaux d'un anneau de multiplication du type de Dedekind.

Soit 0 un tel anneau, K son corps des quotients, JÎL = {^\ç\ l'ensemble de ses
idéaux maximaux, ̂  === ((\)ieila famille de définition canonique de (?, Comme pour
tout i € I, 0^ est l'anneau de la valuation Fi, on déduit immédiatement du
théorème 13 le

THÉORÈME 15. — La famille de définition canonique d^un anneau de multi-
plication du type de Dedekind est arithmétiquement utilisable.

Si (r^)içi est l'ensemble des groupes, de .valeurs de (t\)iei et si pour chaque
indice i on se donne une surclasse ûi de Fi, cherchons à quelles conditions il
existe un idéal tt de ô tel que pour tout t € 1 on ait (^i(«)) == Î2i.

Si un tel idéal d existe et si x e ((, la famille V étant régulière, il n'y a qu'un
nombre fini d'indices correspondant à des valuations pour lesquelles x a une
valeur strictement positive. Par suite, on voit qu'une condition nécessaire pour
que notre problème admette une solution est que pour tous les indices i de I, sauf
peut-être pour un nombre fini, on ait îîi 3 (o) == Fi-i-.



iy;mlre pari, d'après la définition des idéaux fractionnaires, il faut qu'il existe
un rh''inent Y de K tel que yû soit entier.

Pm* suite, (( ' t ( j ' )) -+- ( r i ( t f)) C:ri+. Comme V est une famille régulière, ^i(y)
est nul pour tous les éléments n'appartenant pas à un sons-ensemble fini de 1 et,
par .suite. ( cja)) cr^ pour ces éléments. On voit donc que pour que le problème
ail une solution, il faut qu'il existe un sous-ensemble fini de 1 tel que pour tout
indice i n'appartenant pas à ce sous-ensemble, on aitûi== (o) == Tt-+-. Dans la suite,
nous désignerons par I(tf) cet ensemble.

Montrons que cette condition est suffisante pour que le problème admette une
solution.

Soit (îî(),.çi un tel ensemble de surclasses et soitJ le sous-ensemble fini de 1
ainsi défini :

l€J^Qi^ri4.=(o).

Soit le sous-ensemble û de R ainsi défini :

(i4) -r ec^( pour tout ici , (^(-^Q^ûi).

Montrons d'abord que Û est un idéal de 0; la formule ( i4) montre que d est un
(^-module. Pour montrer que c'est idéal, il suffit donc de montrer qu'il existe y € K
tel que rttc (?. Toute surclasse étant bornée intérieurement, on peut à tout i€J
associer un élément Ci de I\ tel que Ci ^E Î2i. Comme J est fini, il existé un élémenty
de R tel que

pî(y)==—^i si i€J et (/i(y)^o si i^J.

On voit que y de (?; û est bien un idéal de 0.
Montrons que l'on a (( ' i(tt)) ==î2i.
On a évidemment îîi 3 (^i( t f)) . Réciproquement, soitÇi€Îîi.
À tout entier a e J, on atachera un élément YÏ» de û» avec la seule restriction que

si i e J. on posera Yîi== Ci.
Ceci posé, puisque J est un ensemble fini, il en est de même de J u { i } et en

vertu du théorème 11, on peut trouver un élément a de K, tel que

pgi(a)==Tfia si aeJu { t } , t^(a)^o si [3^Ju { i { .

On voit que a ç, a; P((<I) === ci implique donc Çi€ ^i(tt).
On en déduit donc que

Qt=(^(<0) ( i€ l ) .

La famille "V étant arithmétiquement utilisable, on voit que l'idéal que l'on
vient de définir est la seule solution du problème. D'où :

THÉORÈME 16. — Si à chaque indice i € 1 on associe une surclasse û» de F,, la
condition nécessaire et suffisante pour qu^il existe un 0-idéal a de K tel que
pour tout i e 1 on ait (^i(a)) == ûi, est quHl existe un sous-ensemble fini J de 1
^ CMC /?OMr /oa< indice i n^ appartenant pas à 3 on ait ûi== ri+== (o). IJ'idéal tt
e^ a/07'5 défini d^une manière unique par

xea^^pour tout ici, pi(.r)€ûi).
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Du théorème précédent, on déduit sans difficultés les corollaires suivants :

COROLLAIRE 1. — Si 0 est un idéal entier, sa composante relative à Fidéal
maximal W^ est l'idéal a, ainsi défini : (^((L)) est la surclasse T^ si
a^i;(^(a,))^(^(a)).

Remarquons que si il est un idéal fractionnaire, on peut encore définir une
composante de a relative à l'idéal maximal llti comme étant l'idéal Oi (non
nécessairement entier) tel que

(Pa(0i))==ra+ si a^ i et (^(aO) = (P(((l)).

COROLLAIRE 3. — Un idéal {entier ou fractionnaire) n'admet qu'un nombre
fini de composantes différentes de €>. Il est égal au produit de ses composantes.

Remarque. — II est facile de voir que, sauf dans le cas très particulier où.(°
est un anneau de valuation., un idéal de 0 n'est égal à l'intersection de ses compo-
santes que s'il est entier.

COROLLAIRE 3. — Si d et b sont deux idéaux quelconques, la composante du
produit ûb relative à l'indice i est le produit des composantes de û et b relatives
à cet indice.

Ceci se déduit immédiatement des définitions et du lemme 8.
Si il est un idéal, on a pour tout i € I, (^ i ( t t ) ) == ^\(û). En effet, par définition.

<^( t t ) )3^( t t ) . Si, d'autre part, Ç t€ (^ ( ( ï ) ) , il résulte de la démonstration du
théorème 16 qu'il existe a € û avec ^i(a) == E(- D'où :

COROLLAIRE 4. — Pour tout idéal a et tout indice i e I, on a (^i(a) ) == <- , ( a ).

Désormais, dans un anneau de multiplication du type de Dedekind et pour
une valuation v de sa famille canonique, nous écrirons v(û) au lieu de (v(a) ) pour
tout idéal rt de cet anneau.

COROLLAIRE 5. —Pour tout ici, ona Vi(û:b)== ^(tt):p((Jb) (û et bêlant deux
idéaux quelconques de 0).

Remarquons d'abord'que si xça:b et si v est une valuation de K compatible
avec l'ordre (9, xb c tt implique

P(^)-+-(P( l f ) )c(P(o)) <ui ^aOe^a)):^!»)).

Donc ici on aura toujours

Pt(a:b)cpi(a) :pi(b) (ici).

D'autre part, l'ensemble des surclasses ûi== ^i(( ï) :Pi(Jb) remplit les conditions
du théorème 16, donc 3 un idéal t tel que

Pi( f )=^(a) :p t (b) (ici).
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On a r i (bc )c^ i ( t t ) et, par suite, bccf t , donc jCCd-.b. Mais, d'autre part,
^ (a :b )cû i ( i e l ) montre que tf-.b^jC. Dpncc==(Ï:b et l'on a bien la propriété^.(a:b)<
annoncée.

THÉORÈME 17. — Un idéal a de ô est fini si et si seulement toutes les
surclasses ^i(d)(iel) sont principales. Tout idéal fini de 0 peut être engendré
au moyen de deux éléments:

On sait (lemme 9) que si un idéal û est fini, toutes les surclasses ^i((ï) sont
principales. Supposons réciproquement que toutes les surclasses (^(tt) soient
principales. Posons (^) = ^t(tt) . D'après le théorème 16, le sous-ensemble J
de 1 défini par içJ^Ç^o est -fini. Donc3aeK tel que ^(a)==Si si i cJ
et Vt(a)^o si Çi==o. Soit Ji le sous-ensemble de 1 (qui peut être vide) ainsi
défini :

ieJi^ { Çi== o et Pi(a) > o j.

Comme Ji est fini, il existe bçîL tel que

p ( ( 6 ) = = ^ si icJ, ^1(6) =P si ieJi
et

(/i(6)^o si i^JuJi.

On voit alors que pour tout i e I, ^i((«, b)) =^ (Ci). Puisque V est une famille
arithmétiquement utilisable, on voit donc que d = (a, ^) est fini. Ceci montre de
plus que l'idéal fl peut être engendré par deux éléments, d'où le théorème.

COROLLAIRE. — Un idéal (entier ou fractionnaire) de 0 est fini si et si seu-
lement toutes ses composantes sont finies.

Ce corollaire résulte immédiatement du théorème 47 et de la définition des
.composantes. On a vu que dans-le cas d'un anneau du type de Dedekind, qui n'est
pas un anneau de multiplication, cette propriété est encore vraie pour les idéaux
entiers (corollaire du théorème 6).

Soit <& le groupe des idéaux finis d'un anneau de multiplication 0. La relation
d'ordre sur (&
(i5) a^b^-acb ( a , 4 ï € < & )

fait de <& un groupe partiellement ordonné, car tt^b entraîne ac^bc. Comme,
d'autre part, 0+b est un idéal fini (a , t ïe(6) , on voit que dans le groupe
ordonné (6 on a inf(a, b) == tt+ b.

<& est, par suite, un groupe réticulé. L'idéal sup(a, b) est le plus grand idéal
fini (au sens de l'inclusion) contenu dans dnb . Il est égala ab(0+ b)-1, d'après
la théorie élémentaire des groupes réticulés (1^).

Comme on a, d'autre part, (an b) (a->-b) C db, on en déduit a n b C ab(a +b)-1

(u) Voir, par exemple» G. BIBKHOFF, Lattice Théorie.
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Donc
anb = ajb(a -+- b)—1 .

THÉORÈME 18. — Dans un anneau de multiplication, l'intersection clé deux
idéaux finis est encore un idéal fini.

Les théorèmes 16 et 17 montrent, d'autre part, le

THÉORÈME 19. — Soit 0 un anneau de multiplication du type de Dedekind.
^'i)t€i ̂  famille de définition canonique et (T^çi l'ensemble des groupes de
valeurs correspondants. Alors, le groupe ordonné (& formé par les idéaux
finis de 0, est un groupe réticulé isomorphe à la somme directe
ordonnée ̂ I\ des groupes (T,)^.

IV. — Anneaux de multiplication uniformes du type de Dedekind.

I . -Nous rappelons ( i r ) ) qu'un domaine d'intégrité J est dit uniforme (cinarU^}
si deux idéaux premiers de J différents de { o } sont toujours premiers entre eux.

Si (fî est un anneau du type de Dedekind, si (m,)^ est l'ensemble de ses idéaux
maximaux et si M est un idéal premier (non nul) de (9, 3 ae 1 tel que M == îtt«. Il
en résulte donc que 0 est uniforme si et si seulement chacun des anneaux
locaux (ô^) est uniforme. Si (f) est, de plus, un anneau de multiplicaton,
0^est pour tout i e 1 un anneau de valuation. Or ( l u ) , un anneau de valuation est
uniforme si et si seulement son groupe de valeurs est archimédien, c'est-à-dire
isomorphe à un sous-groupe du groupe additif des nombres réels. D'où :

LEMME 13. — Un anneau de multiplication du type de Dedekind est
uniforme si et si seulement chacune des valuations de sa famille de définition
canonique admet un groupe de valeur archimédien.

Dans un tel anneau, nous sommes complètement renseigné sur la divisibilité
des idéaux, grâce au

LEMME 14 (1G). — Si T est-un groupe totalement archimédien ordonné et si^l
et iï' sont deux surclasses de F, // existe une surclasse 0!' telle que îî == Û'+ û"
si et si seulement on est dans Vun des deux cas suivants :

i" ^ est une surclasse principale ;
2° Ni û, ni û' ne sont des surclasses principales.

Si iy existe, comme îî ne peut être principale que s'il en est de même de Q!
et ÎT, on voit que l'on est nécessairement dans l'un de ces deux cas. Supposons

(") W. KRL-LL, Idealtheorie, n° 10.
( 1 < ) W. KRULL, Allgemeine bewertungstheorie (loc. cit.).
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réciproquement, que l'on soit dans le premier cas; alors Î2'== (a) et l'on voit que
l'ensemble des éléments (Ç — a)çgQ est une surclasse il" de F telle que Î2 = ̂  -4- û".

Supposons que l'on soit maintenant dans le cas 2°.
Le groupe F n'est alors pas discret et il peut être considéré comme un sous-

groupe partout dense de R (groupe additif des nombres réels). Il est alors facile
de voir que si SI est une surclasse non principale dans F il, existe un élément a e R
tel que û soit composé des éléments de T qui sont strictement supérieurs à a.
Posons a lorsû==((a)) (17).

Si l'on est dans le cas 2°, 3 a, a' € R avec

Q = ( ( a ) ) et ^^((a')).

On voit, par suite, que l'on pourra prendre

^=((a~a')).

Si 0 est un anneau de multiplication du type de Dedekind et si H et ib sont deux
idéaux quelconques de (9, le lemme 14- permet de savoir s'il existe un idéal c toi
que tf == Jbc.

En effet, s'il existe un tel idéal c on a, pour tout i e I,

^(tt)=^(b).+-pi(().

Réciproquement, supposons que pour tout i e 1 il existe une surclasse î2i de I\
telle que ^(a)== (^(b) -+- î2i. Comme I(tt)ul(b) est fini et comme s i (4l ( f t )ul (b) ,
on a ûi== (o), on voit, d'après le théorème 16, qu'il existe un idéal c tel que pour
tout ici , (\(c)=î2(. Donc quel que soit ( € Ï , on a ^i( t t) = Pi(JbjC). Puisque la
famille V est arithmétiquement utilisable, on en déduit donc 0 == bc. Le lemme 14
montre alors qu'il existe un idéal c tel cpe a == bc si et si seulement pour tout
indice i e 1 tel que ^ i ( f t ) soit une surclasse principale, il en est de même de (\(b).
Or, il résulte de la définition de di, du théorème 17 et de son corollaire que i \ (a )
est une surclasse principale si et si seulement di est un idéal fini, d'où le

THÉORÈME 20. — Soit 0 un anneau de multiplication uniforme du type de
Dedekind et deux idéaux quelconques a et b de 0, II existe un idéal c de 0
tel que (ï = bc si et si seulement pour tout idéal maximal m de ô tel^ que la
composante de a relative à m soit finie, la composante de b relative à m est
également finie.

2. Soit (f) un anneau de multiplication uniforme du type de Dedekind, rt, h o t Jb '
trois idéaux quelconques de (9. Cherchons à quelles conditions l'égalité ab == dh^
implique b •== b ' .

Soit d'abord r un groupe totalement ordonné archimédien qui sera considéré
comme plongé dans R. Étant données trois surclasses A, B et B' de F telles
que A + B == A + B', cherchons à quelles conditions on a B = B'.

(") Le symbole ( (a ) ) ne devra être considéré comme défini que si F est dense dans R.
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Soit G = A + B == A+ B^

i° Si A est une surclasse principale, on voit que B == B'.
En effet, si A=(a ) et si ÇçB, a + Ç e C , donc ^riçB^ a'^o tels que

a + S = = ( a + a ' ) + 7 î et Ç^a'+yi montre que Çe(Yi ) . Comme Y] e B', on en
déduit Ç € B' et, par suite, B c B'. On a de môme B' c B.

2° Supposons que A ne soit pas une surclasse principale. F peut être alors consi-
déré comme un sous-groupe partout dense de R. Soit donc a € R tel que A == ((a))
G n'est pas une surclasse principale et Fon a G = ((y)). Remarquons d'abord que
si D est une surclasse de T telle que C = = A + D , on a DcC:A et. par suite
C=A4-(C:A).

Or, on peut voir que

C : A = ( y — a ) si Y — a e r ,
C : A = ( ( Y — a ) ) si Y — a ^ r .

Montrons pour cela que

Tr i€C:A^( ï i ^Y— a et -rier).

On voit à partir des définitions que Y)ÇT et n ^ y — a entraînent r,çC:A.
Réciproquement, soit /3eC:A. On a alors par définition r^çF. Si Fon avait
Y} < y — a, l'inégalité YÎ + a < y entraînerait (puisque T est partout dense dans R)
l'existence d'un élément r/ de F tel que y? + a < r/< v. ^ = n'—n serait alors un
élément de T tel que a < Ç. Donc Ce ((a)) == A. Comme r, + \ == r/< v, on voit
que l'on aurait

çe((a))=A et iri-+-$<t=((T))=C;

Ceci entraînerait YÎ^C-.A, contrairement à l'hypothèse. Or, on voit à partir des
définitions que ( ï î ^ y — a et -nçT) est équivalent à ^ (v—a) si -_«€? et
à y î € ( ( y — a ) ) ' s i y — a ^ r .

Ceci posé, soit D une surclasse de r telle que C = A + D. Montrons
que D 3 ( ( Y — a ) ) . Raisonnons par l'absurde : soit Ç e ( ( v — a ) ) tel que $^D.
On peut écrire Ç = y — a + e ( o < £ e R ) . Comme r est partout dense dans R.
3£'€R tel que o < e f < £ et y+s'eG. Puisque A + D == C, 3<x'€A, SçD
avec a '+o^y+e'. On en déduit ^ — a = = y + e ' _ ô — a = = ^ _ g + s ' — ô .
O r £ ^ — £ < o . Ç^D entraînes—ô<o. Donc a'— a < o, contrairement à a'€ A.
L'hypothèse Ç^D est donc impossible et l'on a bien

ADC(T-a)).

Ceci posé, si A -+- D == C, on a donc

C:A:3D=>((Y-a) ) .

Or on sait que A 4- ( (y—a)) == C. On en déduit donc

( I 6) A + D = C ^± C : A 3 D D ( ( Y — a ) ) .

Deux cas sont à distinguer :
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a) Y — a e t\ Alors

C : A = ( 7 — a ) et A - + - D == C ^ ( D = ( ( v — a ) ) ou D = ( f — a ) ) .

^) y — a ^ r . Alors

C : A = = ( ( 7 — a ) ) et A - i - D = = C ^ D = C:A = ((7 — a)).

En tenant compte du lemme 44;, l'ensemble de ces résultats peuvent s'exprimer
dans le

LEMME 15. — Soient un groupe ordonné archimédien T considéré comme
plongé dans R et deux surclasses A et B de I\

Si B est une surclasse principale^ il existe une et une seule surclasse X de T
telle que A==B + X. (Cette surclasse X est principale Si et si seulement A
est principale. )

Si B n'est pas principale^ une telle surclasse X existe si et si seulement A
n'est pas principale. Dans ce dernier cas^ en posant A == ((a)), B == (((3)),
X est déterminée de manière unique et égale à ((a—(3)) -si a—[3$ JT.
Si y. — (3 € r, il y a deux solutions possibles :

X==((a-i3)) et X=(a-p).

le lemme 16 permet alors de résoudre le problème posé au début de ce
paragraphe, car si l'on a trois idéaux tt, b et b' tels que db == <ïb', on voit, comme
dans la démonstration du théorème 20, que la condition nécessaire et suffisante
pour que l'on ait sûrement b === b' est que pour tout i € I, il existe une seule
surclasse X( de I\ telle que ^i(ab) = ^i(a) + Xi. On peut d'ailleurs remarquer
que t \ (d ) est principale (et, par suite, Xi parfaitement déterminée) dans le cas
où i ^ I ( a ) (18). Comme dans le cas où iel((ï) , Xi admet au plus deux détermi-
nations, on voit que les idéaux b1 de 0 satisfaisant à l'égalité ttb = ttb' sont en
nombre fini.

On voit immédiatement à partir de la démonstration du lemme 1& que l'on peut
énoncer le

THÉORÈME 21. — A et B étant deux surclasses d'un groupe ordonné
archimédien r, il existe une et une seule surclasse X de r telle queK = B + X
si et si seulement on est dans un des deux cas suivants :

i° B est une surclasse principale ;
2° A, B et A : B ne sont pas des surclasses principales.

Ce théorème permet de donner une condition exprimable en termes d'idéaux
pour que tt, b et b' étant trois idéaux, ab == ttb' entraîne b == b\

En vertu du théorème 21, il faut et il s.uffit que pour tout i e 1 tel que ^i(û} ne

( l 8 ) On a va au n°2, du paragraphe III le sens de I (a ) si a est entier. Plus généralement, si a est
fractionnaire, on posera :

iei(ft)^p.(a)^r..+.
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soit pas une surclasse principale de Fi, il en soit de même de ^(tfb):r;(a), c'est-
à-dire de (\(db:(ï) (cette identification résulte du corollaire 5 du théorème 16).
ou encore que si ^i((ïb:(ï) est une surclasse principale de r\, il en soit de même
de ^i(o), ce qui revient à dire, en vertu du théorème 20, qu'il faut et il suffît
que tt divise itb : (ï,

THÉORÈME 22. — Soient 0 un anneau de multiplication uniforme du type
de Dedekind ̂  a et b deux idéaux de 0. Il n1 y a qu^un nombre fini d''idéaux
de 0 satisfaisant à Végalié ttb === ttX; X est nécessairement égal à b si et si
seulement a divise db : û.

3. Soit 0 un anneau de multiplication uniforme du type de Dedekind, (lit );çi
l'ensemble des idéaux maximaux, (^i)içi et (r^içi les valuations et les groupes de
valeurs correspondant.. Nous considérerons chaque I\ comme plongé dans R. On
voit facilement, à partir de ce qui précède, que I\ est discret (c'est-à-dire
isomorphe au groupe Z des entiers) si et si seulement l'idéal maximal corres-
pondant îlî( est tel que Wi^lH^. On considérera dans ce cas I\= Z. Si, au
contraire, flït== îH(2, on voit que I\ est dense dans R.

Si C est un idéal entier de 0 contenu dans la strie Hti, il existe oc e R-4- tel que
l'on ait, soit ^i(tï) === (a), soit ^i(tt) == ( ( ^ ) ) ' [Si ^i(tt) = (a), (X. est évidemment
un idéal fini et l'on a açT^. Le nombre a bien déterminé sera appelé la valeur
de V idéal Û pour la valuation p». On voit, en particulier, que îlli a pour valeur i
si I\ est discret et pour valeur zéro dans le cas contraire. Dans le premier
cas ^i(Wt) == ( i )» dans le deuxième ^(Wi) == ((o)).

La condition nécessaire et suffisante pour que I\ soit discret est que tous les
idéaux appartenant à la strie W( soient finis (pour cela il faut et il suffit d'ailleurs
que W( soit fini).

Dans le cas où I\ est dense dans R, à tout nombre réel <x positif ou nul
correspond un idéal a de ô qui appartient à la strie lîli et qui admet la valeur a
pour la valuation v^ Si a^Fi ou si a = o, cet idéal est bien déterminé, oh
a ( ' i(tt) == ((a)). Si a est différent de zéro et contenu dans r\, il y a deux idéaux
de nii répondant à la question : l'un, d est fini et l'on a ^i(tt) == (a), laiitrc a\
ne l'est pas et l'on a ^i(it') === ((a)). (Si a=== o, on voit évidemment qu'un idéal a
tel que ^i(o) === (o) n'appartient pas'à la strie Wi.

De ces remarques, on déduit facilement les théorèmes suivants :

THÉORÈME 23. — Soit 0 un anneau de multiplication uniforme du type de
Dedekind et W un idéal entier maximal de ô. ^Sïtit^llt2, lit est un idéal fini
ainsi que tout autre idéal appartenant à la strie^W.

D'après ce que nous venons de voir, si W^ W2, le groupe de valeur relatif à W.
est discret. Si v est la valuation correspondante, p ( m ) = = ( i ) est une surclassé
principale. Le théorème 23 résulte alors du théorème 17.

THÉORÈME 24. — Si € est un anneau de multiplication uniforme du type de
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Dedekind et si û est un idéal de 0 tel que (ï2!)^, l^intersection de toutes les
puissances de tt est vide.

Soit (^i)i6i la famille de définition canonique de ô. Supposons que l'on ait
û2^)^. Puisque (^1)^1 est arithmétiquement utilisable, ^^I te^ ^^
^(02)^^(0). Soit donc aed tel que ^(a)4^(û2) . Comme ^(a2)==2^(a)
et que a'2 ̂  tt2, on voit que 2^(a)^((-^(a)) . Gomme 1̂  est un sous-groupe de R,
ceci impose que ^(a) soit strictement positif. Soit a la valeur de a pourlavalua-
tion ^. Cette valeur est strictement positive. On voit facilement que pour tout
entier n positif, nai est la valeur de 071 pour la valuation pyp Si, par suite, s'il

existait x tel que xç ^\a^J on devrait avoir ^('x)^n(x(nç Z^.), ce qui est
n^l

impossible puisque, a étant strictement positif, nos. peut être pris aussi grand

qu'on le veut. On a donc bien ̂ | tt71 == 0.
71^1

Soit 0 un idéal quelconque de (9. Définissons le sous-ensemble suivant
de I : i eF(a) ̂  la composante Oi de a par rapport à Findice i est un idéal fini.

Cherchons maintenant à définir un ensemble <6 d'idéaux de (9 qui forme un
groupe multiplicatif et tel que 0 € ti),

Supposons le problème résolu et soit ( l'unité d'un tel groupe.
Il existe alors un idéal û' contenu dans <& tel que 0(1'== t. Comme une compo-

sante ((de t est le produit des composantes (ïi et û[, Ci ne peut être un idéal fini
que s'il en est de même de tfi et a;. On en déduit donc F(()cT(a). Mais
comme (K === 0, le même raisonnement montre que F(()3F(((). On doit donc
avoir F(e)===F(a) . On voit de même que si ibe<f t , on a F(b)==F(( l ) .
Puisque (2= e, on doit avoir v^t) == (o) si içF(a) et (^(e) == ((o)) si i^F(a) .
Ceci définit ( sans ambiguïté.

Si l'on désigne par <6)(d) l'ensemble d'idéaux de 0 ainsi défini

(17) bee (a )^F(b )==F(a ) ,

on voit, à partir de l'étude qui précède, que cet ensemble forme effectivement un
groupe qui se trouve donc être le plus grand groupe possible qui contienne 0.

On voit, à partir du théorème 20, que b appartient à (& (d) si et si seulement 11
divise û et (X divise b.

L'inverse de 0 de (6 est l'idéal û' ainsi défini :

p i (a ' )==( — a ) si p ( ( a )==( a ) (cas où i€F(d)) ,

^(û0=((-a)) si P ( ( t t )= ( ( a ) ) (casoù ieF(c)).

Il est facile de voir que <&(d) est un groupe réticulé isomorphe à la somme
directe ordonnée

^ I\© ^ Rç,
i€F(a) ^F(a)

où pour tout Ç^F(a) , on pose Rç^ R.
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On voit que deux idéaux entiers û et Jb appartiennent à un même filet de ce
groupe (19) si et si seulement ils appartiennent à une même strie.

On voit, en particulier, que si Û est fini (inversible), F(a) == 1 et ©(a) est le
groupe formé par tous les idéaux finis de 0. Si a' est l'inverse de 0 dans <&, il est
facile de voir que le sous-groupe ^(lî) de <6((ï) ainsi défini :

fl(<0=t^^J^^J^
P^ «72l

est le plus petit sous-groupe d'idéaux possible contenant tt.

THÉORÈME 25. —• Soit 0 un anneau de multiplication uniforme du type de
Dedekind et a un idéal (entier ou fractionnaire) de ô. On peut définir deux
groupes multiplicatifs d'idéaux de (9, <&(ûf) et S)(Ct) qui contiennent a et tels
cjue tout groupe multiplicatif d'idéaux de 0 qui contienne tt contienne fi(û)
et soit contenu dans <&(tt). Un idéal b de 0 appartient à<6((l) si et si
seulement il divise et est divisé par tt.

Y. — Théorie générale des striages.

Nous allons dans ce paragraphe donner une théorie des striages qui sera valable
pour certains ensembles ordonnés remarquables. Nous avons déjà appliqué cette
théorie dans l'étude des groupes abéliens réticulés (20).

1. Dans la suite, nous aurons à considérer un ensemble ordonné (partiellement) E
ayant un élément plus petit que tous les autres que nous désignerons par û(21).
Si a et b sont deux éléments de E, nous dirons que a et b sont étrangers et nous
écrirons a\J)^ si pour tout élément a? de E les relations x ̂ a et x ̂ b
entraînent x == û. Lorsque nous aurons à considérer plusieurs ensembles tels
que E, nous désignerons toujours par Sî les éléments de ces ensembles plus petits
que tous les autres sans qu'aucune confusion ne soit possible.

E et F étant deux tels ensembles, une application <p de E dans F sera dite
fidèle si

(18) ^±y^?(^).±?(y).
On voit facilement que si l'application cp est fidèle, on a

y - i ( Q ) = { Q j .

THÉORÈME 26. — Soient E et F deux ensembles (partiellement) ordonnés
possédant chacun un élément plus petit que tous les autres. Une application 9
de E dans F vérifiant

(1 9 ) P. JAFFARD, Théorie des filets dans les groupes réticulés [voir (3)].
(20) P. JAFFABD (op. cit.).
(2 1) Nous réservons dans un tel ensemble le nom d'élément minimal à un élément a tel que

a ̂  Q, et tel que x < a entraîne x = Q.
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i° ^J_y-^?(^)±9(y);
2° 9-1W=Û;

3° a'^y-^(p(;z')^:<p(y) (cp est une application croissante ) est fidèle.

Il suffit de montrer que ^(^^^(y) ->- x \_y' Supposons donc qp(.z') | q?(.y).
Si l'on n'avait pas a?_|_y, par définition il existerait z € E, avec a", y ̂  ̂  > Î2. En
vertu de 3°, ^ ( x ) , y(y) ̂ (f(z) ̂ i2. En vertu de 2°, 9 (^)>^ et ceci contre-
dirait <?(;z')_L,9(y). On a donc bien x \ y.

Pour un ensemble toi que E, nous définissons l'axiome :
(Sti) Si a, 6eE, a^b->^cçE tel que 6J_c et a^c>î2.

THÉORÈME 27. — Soient E et ¥ deux ensembles partiellement ordonnés pos-
sédant chacun un élément plus petit que tous les autres et tels que F vérifie
l } axiome (Sti) Une application fidèle de E sur F est alors une application
croissante.

Soit <p une telle application. Soienta, b € E tels que a^ b. Supposons 9(0)^ ©(^).
Puisque F vérifie (Sti) et que cp est une application sur, ~^c eE, avec <p (a) ̂  y (c) >> ̂
et <?(6) | cp(c) î 9 étant fidèle, on a 6J_c. Comme a ̂ 6, on a donc <Ï_LC et
o ( a ) l < ? ( c ) , ce qui contredit îp((ï)^:9(c)>^. On a donc bien (p(a)^çp(6) .

Soit E un ensemble (partiellement) ordonné ayant un élément plus petit que
tous les autres û. La relation >- définie sur E par

(19) a ̂ » b ̂  ( pour tout .z?gE, a \ x -^h \ se)

est une relation de préordre qui est plus fine que la relation d'ordre initiale. Cette
relation de préordre permet de définir sur E des classes d'équivalence au moyen
de la relation
(20) a== b^(a^-b et 6>-a).

Désignons par a la classe d'équivalence à laquelle appartient a et par 2?(E)
l'ensemble de ces classes d'équivalence. La relation de préordre ^- permet, par
passage au quotient, de définir une relation d'ordre sur 2?(E)

(21) ~a^~b^a^»b.

On voit que 3?(E) admet le plus petit élément û (on posera parfois î2 === î2 sui-
vant nos conventions antérieures). La classe Î2 contient le seul élément i2.

L'application canonique x—^ x de E sur ,'2?(E) est une application fidèle. —
Supposons a non étranger à b. 3 c > îî, avec a, b ̂  c >> î2. On a alors, par défi-
nition, a^ c. Comme c^Q, c n'est pas étranger à lui-même, c n^est donc pas
étranger à a et 3 d € E, avec a, c^d^>Q. b^c^>îî entraîne b ̂  d > î2.
Un raisonnement identique à celui qui vient d'être fait montre l'existence de d1 e E,
avec 6, c?^ d'^> i2. On a donc a, b^d'^>^i. Par suite, a n'est pas étranger à 6.

Réciproquement, si a n'est pas étranger à 6, ]]c avec a, 6^c>û. On en
déduit donc a, b ̂ c >> i2, ce qui implique que a n'est pas étranger à b.

^(E) vérifie (Sti). — Soit a^ b. Par définition, 3;yeE, avec b^x\ x non
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étranger à a. Donc ^cçE, avec«, x^c >û. Par suite, a^c>û; 6 | .c entraîne
6 | c et l'application canonique de E sur ^(E) étant fidèle, entraîne que b \ c.

(Sti) se trouve bien vérifié.
On va montrer maintenant que cette application canonique TT de E sur ^>(E)

joue le rôle d'une application universelle :

THÉORÈME 28. — L'application canonique TT de E sur 2^(E) factorise toute
application fidèle de E sur un ensemble vérifiant (Sti).j

Réciproquement^ s^il existe un ensemble ordonné S vérifiant (Sti) et une
application T de E sur S qui factorise toute application fidèle de E sur un
ensemble vérifiant (Sti), // existe un isomorphisme {de structure d'ordre) a- de S
sur (E) tel que TT === TO".

Soit 9 une application fidèle de E dans un ensemble ordonné F vérifiant (Sti).
Montrons d'abord que s i a = = 6 , o n a ( p ( a ) = = = ( p ( 6 ) ,

Si l'on avait 9(0) ̂ 9(6), on aurait, par exemple, 9(0) ̂ 9(6), donc, puisque
F vérifie (Sti) et que l'application 9 est sur, il existerait C€;E, avec 9(a)^9(c)>>Q
et 9(6)J_9(c). 9 étant fidèle, b^_c: Mais a == b entraînerait alors a_[_c et,
9 étant fidèle, c?(a)^L,(?(c)ï ce q111 contredirait 9(a)^9(c)>û. Donc
a ==6 entraîne 9(0) ==9(6). On en déduit donc une application ^ de 3>(E)
sur F telle que 9 == TT^. Montrons que ^ est une application fidèle.

Soit x ^__y. Puisque TT est fidèle, on en déduit ;y_Ly et, puisque 9 est fidèle,

?(^)-L9(y)-par sllite» ^LLy-^+M.L^y)-
Réciproquement, soit ^(«z*)_L4'(y)' Comme, par définition, ^(.r) == ©(^r),

^(y)===9(y) , on a 9(^')J_?(y). Mais, 9 étant fidèle, x\^y, donc x J_y
ct^(^)JL^(y)—^J_y.

^ est donc bien une application fidèle et la première partie du théorème se
trouve démontrée.

Soit maintenant S vérifiant les conditions de l'énoncé. Comme TT est une appli-
cation fidèle de E sur 3>(E), on en déduit une application fidèle <7 de S sur ^(E)
telle que TT == TO\ En vertu de la première partie du théorème, il existe une appli-
cation fidèle ^ de 2?(E) sur S telle que T === TT^. On en déduit que ^ == o-~1 ; ^ est
donc une application biunivoque et fidèle. On déduit alors du théorème 27 que
c'est un isomorphisme.

COROLLAIRE. — ^application TT est biunivoque si et si seulement E vérifie
I'1 axiome (Sti).

Ce corollaire peut d'ailleurs se vérifier immédiatement à partir des définitions.

2. Nous dirons qu'un ensemble ordonné E est striable, s'il possède un plus
petit élément, s'il est semi-réticulé supérieurement et vérifie l'axiome :

(Sta) Si x est étranger à a et 6, il est étranger à sup(a, b).
Si un ensemble striable vérifie, de plus, l'axiome (Sti), il sera dit. un striage.
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Remarque. — Les axiomes (Sti) et (Sta) ne s'impliquent pas : un ensemble
totalement ordonné et contenant trois éléments vérifie (Sta) et ne vérfie pas (Sti).

Soit ê un espace vectoriel de dimension au moins égale à 2. Soit E l'ensemble
des sous-espaces vectoriels de ê ainsi ordonné. Si X, Y e E, on posera

X^Y^XcY.

E admet pour plus petit élément l'espace ê tout entier. Il est réticulé. Dans
un tel ensemble, AJ_B équivaut à inf(A, B ) = = A + B = = ê , on a de plus
sup(A,B)=AnB.

Il vérifie l'axiome (Sti). Soit A ̂  B. On a B <t:A. On en déduit que B contient
une droite D non contenue dans A. Il existe alors un hyperplan X contenant A
et non D, D + X == ê, donc BJ_X. Comme, de plus, A ̂  X > o, l'axiome (Sti)
se trouve bien vérifié.

Montrons que E ne vérifie pas (Sta).' Soit une droite D. Puisque la dimension
de ê est au moins égale à 2, on peut trouver deux hyperplans distincts P et F ne
contenant pas D; P et P' sont étrangers à D, or PnP n'est pas un hyperplan,
donc D + (PnP') ̂  ê et D est étranger à P et P' sans l'être à sup(P, P).

THÉORÈME 29. — Si E est un ensemble strtable, 2?(E) forme un striage et
l'on a

sup(a, 6)=sup(a, 6).

Soit E un ensemble striable. Nous avons vu que 2?(E) avait un plus petit
élément et remplissait l'axiome (Sti).

Montrons que 2?(E) est semi-réticulé supérieurement Soient a, 6eE. On a

sup(a, 6)^a, 6.

Soit c^a, 6. Si a-JLc, on a x J_a, x\Jb. Mais, puisque E vérifie (Sta), ceci
implique >gj_sup(a, 6). Donc sic^a, 6, x^c implique x J_sup( a, b) ou
c^sup(«, b). On a bien sup(a, b)=sup(a, b).

D'autre^ part, si x^a, xj^b, on a x^a, x^b, donc x _Lsup(a, b) ou
a?J_sup(a, b). ^(E) vérifie bien (Sta). ^(E) est bien-un striage.

Lorsque E est un ensemble striable, nous dirons qu'il est strié par S?(E) et les
éléments de 3?(E) seront appelés stries de E. Les striàges ont un certain nombre
de propriétés que nous avons déjà eu l'occasion d'étudier à propos des groupes
ordonnés (22). Nous allons énoncer ici ces propriétés et donner une idée de leurs
démonstrations.

E étant un ensemble ordonné ayant un plus petit élément û, on dira qu'un
élément a de E est minimal si a ̂ - û et si x < a entraîne x == û. Si a e E,
JTl(a) désignera l'ensemble des éléments minimaux de E qui sont inférieurs ou
égaux à a.

(22) P. JAFFARD, Contribution à l'étude des groupes ordonnés.



' THÉORÈME 30. — Dans un striage, les quatre propriétés suivantes sont équi-
valentes :

a. .r^û->.JTl(.r)^0-;
p. a^6^Jîl(a)3.)îl(6);
y. a=^JÎl(a)==Jîl(6);
ô. aJ^^JÎl(a)nJTl(6)==0.

Les trois dernières relations sont toujours vraies de gaucher à droite, il suffira
donc dans la démonstration de les vérifier de droite à gauche.

a implique (3 : Si a est vérifié et si a^b, en vertu de (Sti)3c tel que c [ a
et ^^c>û; a implique JTl(c)^0. Or JKt(b) 3 Jîl(c) et cj^a implique
t?Tl(c) n JTl(a) === 0. On ne peut donc avoir JTl(a) 3 Jîl(6).

(3 implique évidemment y.

y implique ô : Si y est vérifié et si a n'est pas étranger à 6, 3 c avec Œ, 6 ̂ : c > î2.
En vertn^de y,

JU(c)^*)Tl(Q)=0 et .mra)n*)K(6)3Jïl(c)^0.

On a donc bien ô.

ô implique a : Si JKt(x) === 0, JH(.r) n JTl(.r) == 0 et ô montre que .r | x
ou d?== î2.

Un striage vérifiant les conditions précédentes sera dit vérifier la propriété M.

E étant un ensemble semi-réticulé supérieurement et possédant un plus petit
élément Î2, a? et a deux éléments-de E tels que a ̂  x ̂ : û, un élément y de E est
dit complément de x par rapport à a si .z'_Ly et sup(*r, y) == a.

THÉORÈME 31. — Dans un striage S, si a^x'^x^^ et si y (resp. y') est
complément de x (resp. x1) par rapport à a, on a

a^y^y^Q.

Si l'on avait y^y', en vertu de (Sti), il existerait zeS. tel que z \ y et
y^^ > î2. Or *r'J^y' entraînerait x^ \^z\ x ^x' entraînerait x \jz. Mais alors,
en vertu de (Sts), z étranger à .y et y serait étranger à a== sup(.y, y), ce qui
contredirait a ̂  z ;> i2.

COROLLAIRE 1. — Z>a/^ i^/î striage si y et y' sont des compléments de x par
rapport à a, on ay==y/.

Cette unicité du complété dans un striage permet de poser sans ambiguïté
y === Ç^a-x. On a évidemment x === C^y.

COROLLAIRE 2. — Dans un striage a ̂  a?'> a? ̂  û entraîne CaX > Ça a?'.
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Nous dirons qu'un striage S est relativement complémenté, si pour tout couple
d'éléments (a, x) de S tels que a^.r^^, C^ existe (2 : ().

Nous dirons qu'un striage E vérifie Impropriété MF, s'il vérifie la propriété M
et si, de plus, pour tout a?€Ë, Jît(a*) est fini.

Au moyen du théorème 31 et de ses corollaires, on peut alors montrer le

THÉORÈME 32. — Dans un striage S, les quatre conditions suivantes sont
équivalentes :

i" S vérifie la condition affaiblie de chaîne ascendante ;
2° S est relativement complémenté et vérifie la condition de chaîne descen-

dante;
3° S vérifie la condition MF ;
4° S est isomorphe à l'ensemble (ordonné par inclusion) des parties finies

d^un certain ensemble.

3. L'ensemble G-,- des éléments positifs ou nuls d'un groupe réticulé G est
striable. Ce sont les stries correspondantes que nous avons appelées filets.

L'ensemble des idéaux d'un anneau commutatif avec élément unité ordonné
par la relation d^ b ̂  Jb 3 0 est striable. Les stries correspondantes sont celles
définies au paragraphe 1. (Un tel striage vérifie la propriété M.) Nous conservons
cependant dans ce cas la terminologie de l'inclusion utilisée au début de cette
étude : nous dirons que la strie a est plus grande que la strie b et nous écri-
rons û ̂ b si tout idéal étranger (premier) à b est étranger à (ï.

Certains des théorèmes du paragraphe i peuvent s'étendre à des anneaux plus
généraux que les anneaux commutàtifs avec élément unité. Nous n'aborderons
pas ici cette étude et nous nous bornerons à appliquer les considérations précé-
dentes au théorème 4 :

THÉORÈME 33. — Sou 0 un anneau commutatif avec élément unité. Si le

striage des idéaux de 0 est relativement complémenté et si iïcb, on a

(~^b)=^b.

Soit c == C^b. On peut toujours supposer c = î. On a c n b == a par définition.
D'après le lemme 3, on a donc cb c tt. Par suite, CC S:b. Mais, d'autre part si
l'on 'pose c'==5:b, c'^ t montre que jC'J_b. Comme c ' b c S, le lemme 3 montre
que t' r\ b = tt, donc c' est complément de b par rapport à tt et, d'après le corol-
laire 1 du théorème 31, on a bien c == C ' .

(23) On peut démontrer que dans un striage S cette définition coïncide bien avec la définition
habituelle (G. BIRKHOFF, Lattice Théorie), c'est-à-dire que ai S est relativement complémenté,
pour tout système d'éléments a, 6, x de S tel que a^x^b, 3yeS tel que

a=sup(.r ,y) et 6=inf( . r ,y) .
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COROLLAIRE. — Si le striage. des idéaux de 0 est relativement complémenté'.
on a pour tout couple d^idéaux a et b :

(îTi^C-iTTa.a

Ceci découle du théorème 33 et de l'égalité

î:b= ;:(ib-+-a).

Si l'ensemble S vérifie la condition affaiblie de chaîne descendante (c'est-à-dire
toute suite décroissante bornée n'a qu'un nombre fini d'éléments distincts), le
théorème 32 montre alors que 2? est relativement complémenté (il faut, en effet.
changer le sens des inégalités) et l'on pourra appliquer les résultats du théo-
rème 33. Il en sera ainsi, en particulier, si 0 est un anneau d'Artin, c'est-à-dire
si ses idéaux vérifient la condition de chaîne descendante. Dans ce cas, j o } pourra
être considéré comme un idéal. Si ô vérifie seulement la condition affaiblie de
chaîne descendante (c'est-à-dire pour tout idéal a de 0 différent de { o (, (f)/tf est
un anneau d'Artin), 2? vérifiera encore la condition affaiblie de chaîne descen-
dante, à condition de ne pas considérer [o\ comme un idéal; un anneau de
Dedekind est un exemple de ce dernier cas. On voit bien sur cet exemple que la
formule du théorème 33 n'est plus valable si l'on considère { o } comme un idéal ;
en effet, si l'on pose tt = { o j , on aura tt == { o } (à condition qu'on ait pris la pré-
caution d'imposer à l'anneau la condition d'avoir une infinité d'idéaux premiers)
et, (9 étant un anneau d'intégrité, .si b ^ { o } , 5 : b = = = { o } . Or { o {• n'est pas
étranger à b si b ̂  0. Donc, si b ̂  | o j-, (9, on ne peut avoir ( ÎÎÏ )= C- B.
avec a == { o (


