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QUELQUES CLASSES DE PROBLÈMES EXTRÉMAUX (suite) ;

PAR M. PAUL C. ROSEUBLOOM,

Université de Minnesota, Minneapolis (U. S. A.)»

CHAPITRE VI.

^INTÉGRATION PAR RAPPORT AUX DISTRIBUTIONS DES CHARGES.

Essayons maintenant de généraliser les résultats des chapitres III et IV dans
un autre sens. Dans ce but, nous avons besoin de la théorie de l'intégration par
rapporta une fonction d'ensembles, additive au sens restreint. A. D. Alexandroff[27]
l'a développée dans une série de travaux importants, mais elle est jusqu'à présent
peu connue (1). Étant donné que ces travaux nous sont inaccessibles, nous
donnons dans ce chapitre un exposé concis de ce qu'il nous faut ici, mais nous ne
pouvons pas donner les renvois précis au travail d'Alexandroff. Quelques-uns de
ces résultats avaient déjà été démontrés par Fichtenholz et Kantorovitch [22].

Soit S un espace, topologique ou non et soit JE un corps borélien des sous-
ensembles de l'espace S, c'est-à-dire que JE est une algèbre booléenne qui est
fermée par rapport à l'opération de la réunion dénombrable. Par un intervalle,
nous entendons un ensemble de nombres réels de la forme a^x ̂ 6, a <: a? ̂  6,
a ̂ x << 6 ou a<^x •< 6, où l'une ou l'autre où toutes les deux extrémités peuvent
être infinies. Nous désignons par B( JE) l'ensemble de toutes les fonctions y réelles
et bornées sur S telles que /^(I) eJE, quel que soit l'intervalle I. Il est facile de
voir que B(JE) est un espace de Banach avec le norme

H/Il =^çl/(^)l.

Nous caractérisons maintenant l'espace conjugué.B*(JE).
Soit L€B*(JE), | [L | j==/ r . Si E€JE, la fonction caractéristique CE€B(JE).

Posons <p(E)==L(cE) . Alors cp est une fonction d'ensembles sur JE additive au
sens restreint. Soit

/€B(30, Mi==inf/(a0, Ms=sup/0r),
a-€S a-€S

et soit 3H une suite quelconque

ctQ<...<aa, où ao<Mi, a,,>Mt

(1) Depuis que cela a été écrit, N. Dunford [821 a publié un autre exposé de cette théorie.
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et soit E,, l'ensemble des x € S tels que

/(aOeI^r^-i^v) (v =i, ..., n}
n

et enfin soit g ==^fa^c^ Alors gç B(JE') et

1|/-^ I I ̂  max(a,,- av-i) = [( ̂  (I ,

IL(/)-L(^)|^A:'|^||.
de sorte que

Nous concluons donc que

^-^A.?^^-
Cette dernière limite sera la définition de l'intégrale

ffd^.

Nous voyons que chaque L€B*(J) peut être représenté comme une intégrale
par rapport à une fonction d'ensembles 9'sur Jf, bornée et additive au sens
restreint. Nous donnerons à une telle fonction le nom de charge.

Réciproquement, si 9 est une charge et

L(/)=^/^ pour/eB(J£) ,
alors L€B*( JE).

Nous démontrons d^abord l'existence de l'intégrale. La fonction/étant élément
de B(J) et Mi=inf/(.y), Ma=sup/(a?), soient Jf : ao<.. .<a^ et 0 :
^o<.. .< 6m deux suites telles que ao, 6o<Mi, an, bm> Ma et |jjl||, || 0 || < ô.
Formons la suite C==<3Lu0, de sorte que C est un raffinement commun des
suites 3i et 0. Posons C : Co <... < c/ç et J == [cy-i, Cv). Si

on a

d'où

fv==[a^-i,av)=j^J^ et F^=/-i(J^),
pL==r

^ s

^?(Ev)-^C(,<p(F(,)==^(a,-c^)y(F(,),Ltv o ̂  r^
tA=r (JL==r

où

^?(E,)-^^ç(F(,) ^i|Jl||^l?(F(,)|=i|^||(y(Av)-?(B,)),
(JL=r ^=,.

11 s'ensuit que

Av== ^ F(, et B^= ^ Fp
?(^)^0 ' ?(F^»<û

^^îp(E,)-^c^<p(F(,) ^|iJl||(?(2A,)-9(SB,))
'/=i îx.=i

^2K)|X|| ,
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où K ---= sup | (p(E ) I . Par conséq uen l,
K€JT

ce qui entraîne que

existe et

(46)

^a,?(E,)-^^ç(G,) ^ 4 8 K ,
v == l v == 1

G,=/--l(|:6,-i,^)),

/»

f/rf?= lim Vo,,®(E,,)
^ ^^Ijl^o--^

> == lim
;1^1!>°;

//^-^^î(Ev) ^4K,|!3l||,

quelle que soit y'eB(JE). Il est facile de voir que Ion obtient la même limite si
l'on remplace, dans la somme ci-dessus, a,, par a./_i. Cela implique que

et, en général.
/(-/)^?=-//^

f afd^ == a j f ds

pour une constante a quelconque.
Avant d^achever la démonstration que LeB*(JK), obtenons d'abord un théo-

rème de décomposition comme celui de Jordan. Soient

^-(E)= s u p î ( E i ) et y-(E)= in f ç (E i ) .
EiCB EiCE
KieS f^ef

Évidemment

Si

alors

ç+(E)^o^?-(E).

E inE ,==o et EI, EseX,

<^(EiuEî)=<?-+-(Ei)-+-?-»-(Eî) , et ^-(EluEs) = ?-(Ei) -+- ç-(Ea).

La démonstration en est classique. Posons

: l î^^—?"-

Alors j cp [, (p"^ et — y sont des charges ^ion négatives. De plus,

Ç=îp+-+-(p-,

dont la démonstration est la même que dans le cas d'une fonction d'ensembles
additive au sens complet.

Nous démontrons maintenant que

(47) \ffd^ ^||/|i.|o|(S),
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quelle que soit la fonction fçB(X). Soit ̂  : fl?o<. ..<^ une suite telle que

M i — e < a o < M i , M2<a/^Mï-4-£.
Alors

»
^a,?(E,) ^( 11/11+6) S |y(E,)[
v=i

^(|| / i l -4-£)(<p(A)-ç(B)),
où

A = ^ E,, B= ^ E,.
Ç(E.)^0 <P(Ey)^0

II s'ensuit que
/t

^avç(E,) ^( ||/|[+£)(9+(S)-ç-(S)),
V==l

ce qui entraîne (47)'
Cette borne supérieure ne peut pas être améliorée. Car, soit e un nombre

positif quelconque. Alors, il y a un A e Jf tel que

?(A)^^(S)-£.
Posons B == S —A. Alors

<p(B)=9(S) -o (A)==ç-<- (S ) -+ -<p- (S ) -ç (A)^y- (S )+£ .

Soit/= CA—^BÎ de sorte que ||/|| = i. Si nous choisissons

i v
< 2 y = = — 1 — — -+-—» O^V^2/ l -+-2 ,

H H '

nous obtenons sans difficulté

y/rfç=<p(A)-.9(B)^<p|(S)-2£.
n

Si S==^A^, où A^çjf etAp.nAv===o pour y-^v, i ^p-, v ̂ n cl si/€B(Jf),
v==l

mv=inf/(a-), Mv= SUD/(a-)
•r€Av .T6»v

et si 9~(S) === o, alors
n n

^w^(A,)^/rf9^^M,9(Av).)^J/rf?^M,9(A,)
V==l V=l

II suffît de démontrer l'inégalité au droit, parée que l'autre s'ensuit en consi-
dérant —y. Puisqu'on a, pour une constante arbitraire c-,

f(f-^-c}df= Ç fd-o -4- f c rf<p,

il suffira de démontrer l'inégalité pour les fonctions non négatives. Soit

ji: ao==o<ai< . . .<^ («*>|!/![),
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une suite quelconque telle que (| jl || < ô et utilisons les mêmes notations qu'aupa-
ravîiiit. Alors,

k k n n k

^CT^<P(EH,)==^ ^<^œ(E^nAv)==^ ^ap.<p(E^nAv).
?•=! P.==l V==l V==l p.==l

Or, si Ep,.nA,^ o, il y a un xç.^ tel que

ay.-t^:f(x)<a^
(le sorte que

'a^ av_i-+.8^/(a?)-»-5^Mv-+-5
et

^ n k n

^ a^ ç(E^) ̂ ^(M,,+ 8)^9(Ep.nAv) ==^(M^-t- 8) ?(A.,).
P.==l v==l ?•=* ^=1

En faisant \\3t\\ tendre vers zéro, nous obtenons le résultat cherché.
Nous pouvons compléter maintenant la démonstration de la linéarité de Fopé-

ration L. Supposons que (p~(S)==o et soient /, ^eB(JE) (/^o, ^^o) et
choisissons une suite quelconque 3^ : o === <Zo •<.. .<; cin telle que ^n>||/||>
a/»> 11^ I I * Posons

E,==/-!(!,), F,==^-i(ï,).
Alors,

et
[j"/rfç-Sa,o(E,) ^4||Jl||.|9l(S)

jy^?-S^ç(F,)[^4||X||.|?|(S),

en^vertu de (4^)- Or? les ensembles E^nFv(fJi, v = = = i , ..., n) constituent une
partition de l'espace S en des ensembles disjoints et pour a*eE^nF,,, on a

a^_i -+• av-i ̂ /(a?) -4- ^(a?) < a^-4- ay,
de sorte que

S(at,-i.4-a^-i)y(E^nFv)^r(/-h^)rf?^S(a^-+-av)<p(Ei,nFv),

c'est-à-dire

Sa^9(Et,)-+-Sav-.i9(Fv)^y(/-+-^)^<p^Sa(,y(E(,)-hS^<p(Fv).

Mais
S^-,o(E^^S(^-||Jt||)y(E(,)==S^9(E^-||A||<p(S)

et, de même, pour Pautre somme. Par conséquent,

[/(f^^^-ffd^-ffr^ ^io||XH.|î|(S).

Puisque ]| 311| est aussi petit que Fon veut, il s'ens.uit que

y</-+- ̂ )rf? ̂ ff^-^fgd^.
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Le cas général se déduit moyennant le théorème de décomposition, après l'addition
des constantes convenables aux fonctions / et g.

Nous avons donc démontré qu'il y a une correspondance biunivoque entre les
fonctionnelles linéaires L€B*(JE) et les charges (&, et si L et <p se correspondent
l'une à l'autre, alors

i ! .L | |= |? | (S) .

Si 9 est une charge et Eo eJE? la fonction

ç o ( E ) = = ? ( E n E o )

est aussi une charge. Nous définissons

f fd^ffd^fc^fd^

II faut maintenant discuter quelques charges spéciales dont Tarski [02] et
Ulam [66] ont fait remarquer la signification. Soit <p une charge qui ne prend que
les valeurs o et i et soit y l'ensemble des E € JE tels que ®(E) === o. Alors, si E 6'|1,
EiçJE, EiCE, on a

o^ç(E i )==ç(E) -<p(E- .E , )^9(E)=o ,

de sorte que Ei € 11. Si Ei, £3 e 11, alors

© ( E l u E a ) == < p ( E i — E s ) - + - ï > ( E i — E i ) - + - ; ? ( E i n E î ) == o.

Si 9 ne s'annule pas identiquement, alors 9 (S) == i et si Ë^lp il faut que

y ( S - E ) = y ( S ) - œ ( E ) = = o ,

de sorte que S —E € H. Ainsi '? est un idéal premier dans l'algèbre booléenne JE*
Réciproquement, si K est un idéal premier dans JE» alors <p(E)== i—cy(E) est
une charge qui ne s'annule pas identiquement et qui ne prend que les valeurs o
et i. Une telle charge s'appelle une charge première.

Une sorte particulière de charge première est triviale. Supposons que Eo esl
un élément atomique de JE, ce qui veut dire que Eo^ o et qu'il n'y a aucun EeJE
tel que ocEcEo, E^o, E^Eo. Alors l'ensemble 11 des EçJE tels que
Er»Eo.== o est un idéal premier. La charge correspondante est définie par

i o si E nEo==o, EeX,
^W-t, s i - E o c E e X .

Nous conviendrons de donner à une telle charge le nom de charge atomique.
Le cas le plus simple est celui où Eo== {xo} est l'ensemble qui ne contient que
l'élément XQ. Dans ce cas, la charge correspondante consiste d'une charge dis-
crète + i placée à a*o. Tarski et Uiam ont démontré que si JE est infini, il y a
beaucoup plus de charges premières non atomiques qu'atomiques. Cependant,
personne n'a construit une charge première non atomique sans l'aide de l'axiome
de Zermelo ou d'autres moyens pareils. Il s'ensuit du travail de Tarski [63] sur
les systèmes déductifs que si JE est une algèbre booléenne de propositions, il y a
une correspondance ^biunivoque entre les idéaux premiers de JE et les systèmes
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déductifs catégoriques^ c'est-à-dire ceux tels que pour chaque proposition^, où p
ou sa négation est un théorème. Il paraît probable, diaprés le théorème de
Gôdel [26], que dans le cas d'un système de logique constructivement défini et
contenant l'arithmétique des nombres entiers, il est impossible de définir par des
moyens constructifs un idéal premier qui contient l'idéal des propositions fausses.
Récemment, notre élève, J. Dekker [19], a démontré qu'aucun idéal premier non
atomique ne peut être défini constructivement dans l'algèbre booléenne des
ensembles de nombres entiers (cf. [59]).

Le théorème suivant sera très utile dans la suite :

THÉORÈME 36. — Si <p est une charge sur Jf, et si Von ne peut trouver plus
de k ensembles disjoints Ei, ..., EA-€JE tels que (p(E,)7^o, alors 9 est une
combinaison linéaire de k charges premières au plus.

Démonstration. — Admettons qu'il y a k ensembles disjoints Ei, ..., E^çjf
tels que

Ç ( E ( ) = A ^ O (i^i^k)
et posons

^ ( E ) = ? ( E n E f ) / A / (i^i^A-).

Alors 9, est une charge première. Car si <P((E) 7^ o, i, alors E^zéo, E/ et
Ei, .... E/-i, E/nE, E,—E, E,-n, . . . , EA sont k +1 ensembles disjoints et,
d'ailleurs,

o ( E f n E ) = A f 9 ( E ) ^ o ,
tandis que

o(E/- E) == A, c<(S - E) == A/<I - ?<(E)) •^ o,
k

ce qui est contraire à notre supposition. Si E€Î, alors Ei. . . ., E/,-, E—^.E/

sont k + i ensembles disjoints dans Jf, de sorte que

/ * \
ç (E-^E , )==o

. <=i ^
et, par conséquent,

k f k \ k

ç(E)==^ç(EnEO-hç^E-^E<)==^^y((E).
i=i \ <=l / <=l

Le théorème suivant montre que, dans) des conditions assez générales, l'inté-
gration des fonctions continues par rapport à une charge première est équivalente
à l'intégration par rapport à une charge atomique.

THÉORÈME 37; Si S est un espace topologique compact et JE.est un corps qui
contient tous les ensembles ouverts dans S et 9 est une charge première^ il y a
un point Xo tel que
(48) j7^=/(^o)=J/^o,

quelle que soit la fonction continue /, où <po est la charge atomique qui cor-
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respond à V atome \ XQ \ de JC. Si S est un espace de Hausdorjff^ le point XQ est
unique.

Démonstration. — Soit H ridéal premier de JC correspondant à (p. Supposons
qu'à chaque point x e S il correspond un ensemble ouvert Ua; € ̂  contenant x.
Alors, on peut déjà couvrir S par un nombre fini de ces ensembles, U^,. . .U.^, et

?(S)=î(^tJ^)^y(U^)===o,
\(=1 / tel

donc cp est identiquement égal à zéro, ce qui est impossible. Il y a donc un
point Xo € S tel qu'aucun ensemble ouvert U qui contient x^ n'appartient à |)(.
Si/' est une fonction continue sur S et e > o, il y a un ensemble ouvert U conte-
nant Xo tel que

[/(•y)— /( ̂ o)|^e pour xe\].
Alors

/(.ro) - 6 == (/(a?o) - £) ?(U) ̂ ffdf ̂ .(/(a-o) + £) ?(U) ==/(-Co) + e,

d'où se déduit le résultat cherché.
Si S est un espace de Hausdorff, il est normal (Lefschetz [44], p. 27), et alors.

si Xt-^- XQ, il y a une fonction continue f sur S telle que f(^o) == o, f(s'i) =-'= i y
de sorte que o == jfd^ ^/(.z-i). L'unicité dn point Xo est ainsi établie.

COROLLAIRE 37 a. — L^ espace S ̂ a/i< localement compacta soit cp ime charge
première telle qu^il n^y a aucun point a-o ayant la propriété (^S)et supposons
que X, contient tous les ensembles ouverts. Soit f une fonction continue telle
qi^ily a un nombre f(oo) avec la propriété qu'étant donné le nombre positif e,
on peut trouver un ensemble compact EcS tel que \f^x)—/(oo)[<:£
pour a? e S — E. Alors on a

y/^=/(oo).
Démonstration. — On peut étendre S à un espace compact Si par l'adjonction

d'un seul point oo. Les fonctions / qui possèdent la propriété ci-dessus sont pré-
cisément celles qui peuvent être étendues à des fonctions continues sur Si. Soitjfi
l'ensemble des EcSi tels que EnSeJîet , pour chaque /€B(JEi), désignons
par/i la restriction de/à. S, et posons enfin

M/)=y/^.
Alors LA € B*(JEi), de sorte qu'il y a une charge 94 sur Si telle que

Li(/)=//^i

et 91, lui aussi, ne prend que les valeurs o et i ; en effet, si Ec Si, on a

<p i (E)=y(EnS) .
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C'est maintenant une conclusion triviale que le point Xo € Si dont l'existence a été
affirmée dans le théorème 37 est précisément oo.

L'existence des charges premières de ce type est facile à démontrer. Car, soitjjf
l'idéal dans X généré par les ensembles compacts et fermés de l'espace S. Alors,
on peut étendre & à un idéal premier y (cf. Stone [61] et Tarski [63]) et la charge
première associée à '|j) possède les propriétés désirées.

Le théorème 37 montre que si S est compact, alors en ce qui concerne l'inté-
gration des fonctions continues, les charges premières les plus générales sont
équivalentes aux charges atomiques. En effet, la démonstration de ce théorème
met en évidence le fait qu'une charge première non atomique correspond à une
répartition d'une charge positive unitaire, qui n'est pas placée exactement à
quelque point XQ, mais est tellement diffusée dans le voisinage immédiat de ce
point qu'un ensemble ouvert quelconque contenant XQ doit contenir la charge
totale. De même, si S est un espace localement compact, une charge première
non atomique correspond à une charge unitaire diffusée ou dans le voisinage
immédiat de quelque point ou dans le voisinage immédiat du « point à l'infini ».
Nous avons trouvé ces images physiques utiles dans l'interprétation de nos
résultats.

CHAPITRE VII.

LES PROBLÈMES EXTREMAUX POUR LES INTÉGRALES.

Dans ce chapitre, nous considérons des problèmes du type suivant : Soit S un
espace et soit JE un corps borélieri de sous-ensembles de S. Soient/i,.. if^f's (AT +1 )
fonctions données dans B(JC), et soient Ci, ..., c/,, k constantes données. Envi-
sageons la classe j(M des charges non négatives p. sur S telles que

L<(^)= Çfidy.=Ct (i^t^A:)

et cherchons la charge dans SU qui donne un maximum ou un minimum à
l'intégrale

L(pt)=J/rf(x.

Si nous ne considérons que les charges non négatives et additives au sens-
complet, c'est-à-dire les mesures et si nous prenons pour S l'ensemble des entiers-
positifs, ce. problème se ramène au problème général du troisième chapitre.
D'autres problèmes de ce genre sont : les problèmes d'interpolation pour les
fonctions harmoniques non négatives, pour les solutions non négatives de l'équation
de la chaleur (cf. Widder [73]) et pour les fonctions absolument monotones dans
l'intervalle (—00,0] ; le problème des moments; quelques généralisations de-
l'inégalité de Tchebyscheff dans la théorie de probabilité (<?/., par exemple,
\Vald [68]); et beaucoup d'autres problèmes dans des parties . différentes de-
l'analyse. Comme nous le verrons, on peut traiter de ces problèmes en suivant
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une méthode commune qui repose sur les principes du sommet et de la défor-
mation.

Dans la suite, nous allons identifier tout simplement les éléments de B*(X)
avec les charges correspondantes.

Ainsi que dans le troisième chapitre, nous étudierons une classe de problèmes
un peu plus générale. .Soient/,, ...,/,,/, c,, ..., c, comme ci-dessus, et
soient e, C et ® une partition des entiers i, ..., A- en classes disjointes.
Soit JM la classe des charges non négatives p. sur S telles que

j f t d ^ ^ c i (l'eC),

Çfid^^ct (i€;C),
i

fftd^ci (t'e^).

Si pour un entier / dans (gujC./K.r) ̂ a >o sur tout l'espace S, alors M est
bornée, car \p.\(S) ̂ a/a. Dans tous les cas, M étant caractérisée par les
conditions ci-dessus et par

j CEO^L^O,

quel que soit Eçj, on voit que M est régulièrement convexe.
Soit p.0 un point extrême de J». Supposons qu'il y a k -+-1 ensembles dis-

joints Eo, .. ., E/, dans X tels que p.o (E;) ̂  o, o ̂  ̂  A-. Posons

E î = S — Ei-...— EA DEo,

de sorte que ^(E,^)>o. A chaque point (a,, .... a^) de l'espace affine
<i k + i dimensions, on peut associer une charge y. telle que

A-n

.u(E)==^a^o(EnE<),
f==i

quel que soit EeJ. Soit ̂  rensemble des points tels que les charges correspon-
dantes appartiennent à J». Alors, 3t est le tronçon défini par

»<^0 (l^l'^À'-H),

k+i

<49)

^i f f,d^^cj (ye«),
(=1 "^
A--H

^aiÇffdy.^c, ( j e € ) ,
^ ^ - -
k^t

V^/'/y^o^cy (./ejC).
î"" '̂E..

Puisque ̂  est un point extrême, alors (i, ..., i) est un point extrême de Jl
Mais en un point extrême de A l'égalité doit avoir lieu dans au moins A + i des
conditions (49), de sorte que a,•== o pour au inoins une valeur de ('.
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Cette contradiction, combinée avec le théorème 36, nous donne le

THÉORÈME 38. — Si p.o est un point extrême de JM, il est une combinaison
linéaire à coefficients constants de k charges premières tout au plus.

COROLLAIRE 38 a. — Si SA est borné et n^ est pas vide, il contient au moins
une telle charge.

Ceci s'ensuit immédiatement du théorème 31.

COROLLAIRE 386. — S i SSi n'est pas vide, il contient au moins une telle
charge.

Démonstration. — Soit ̂  e JM, soit//;_n == i, et soit

Ck^-\ = f fk+\ d\l! -+- î.

Soit JSSti l'ensemble des |UL e JU telles que

î^4-l ( ̂  ) = f ft+t Û?(JL ̂  CÂ.+I .

Alors jBtti est borné, non vide et régulièrement convexe. Il s'ensuit que L^i(p.)
atteint son minimum sur jt(i en un point extrême de JUi, en vertu du
théorème 32. Un tel point extrême est une combinaison linéaire de k + î charges
premières tout au plus. Si c'est une combinaison linéaire des charges p.o, ..., /JL/.,
considérons l'ensemble 5l des points (ao, .. ., a/,) dans l'espace affine à k -{- î
dimensions tels que

k

^ =^,q^f€^Mi.

Alors 3^ est le polyèdre convexe défini par les conditions

S Of^o (o^i^ A:),
k

Zlat 1 //<^ÎJLf== ci (./€^» el ainsi de suite),
(5o) —o J

.k

7, ̂  f fk^-\ dy.i^ CA+I.

Or, le minimum de l'intégrale
À- k

f fk+v d\L ==^a^<(S) =^a<
<=0 (=0

sur 3^ est atteint en un point où au moins k •+-1 des égalités dans ('5o) ont lieu.

Mais ce minimum coïncide avec celui de ffk-^-î. dp. sur JMi, qui est inférieur
à CA-(-I. On conclut qu'en un point de 3^ où le minimum est atteint, au moins un
coefficient s'annule, de sorte que la charge correspondante est une combinaison
linéaire do h charges premières au plus.



— 194 -

Dans la suite, nous supposons que le corps JE est infini, bien que la plupart des
résultats restent exacts si X est fini, mais le nombre de ces éléments est suffi-
samment grand.

COROLLAIRE 38 c. — Si p. est une combinaison linéaire de k charges pre-
mières au plus, et y. 6 JM, si <& == f, == o, et si

(5i) dét(y7^/)^o,

quel que soiç l ) ensemble ̂ i, . .., p.h de k charges premières distinctes y alors y.
est un point extrême de JM.

Démonstration. — Supposons que
À-

^^^^V-h

où a,^: o et p.i est une charge première pour i ̂  i^ À'. Si

.u=^-h(i—<){r (^,^elW, o<<<i)

et Eo, ..., E/,. sont k 4- i ensembles disjoints dans JE? alors y-O^i) == o pour un
entier <, o ̂ i^k et, par conséquent

^(EO^CE^O.

Il s'ensuit que y! et p." sont aussi des combinaisons linéaires de A- charges pre-
mières tout au plus. Si Kli, . . . , |jh sont les idéaux premiers qui correspondent
à p.i, ..., p./s et si j|j( est un idéal premier qui correspond à l'un des composants
premiers de p1 ou /JL", nous allons démontrer que |( se trouve parmi les
idéaux îli, . .., ̂ ' Car, si|( |̂h, (i ̂ i^ k), on a'jjh-—"|l 7^ opour i^^^.
Prenons un ensemble E^II»—^(i^=i^k) et posons

k k

E=)"JE,=S-]^(S-E<).
<=1 <=:!

Alors, Eeldn ... r\^k—tH, de sorte que

^(E)=o^^(E)-+.(i-<)^(E).

Les charges ^/ et y " sont. donc des combinaisons linéaires de ^i, . . . , ^L/;. Mais, en
vertu de (51 ), les nombres «i, . . . , àf, tels que

/ k \ k

ffi ^( ̂  ûW ) ==S a/ //< 6/ÎJL/ == cf (I ̂  l ̂  Â:)
\/=i / /==i

sont uniques, de sorte que y. ̂ ==. y! ==. y " .
Si la condition (5i) est satisfaite, nous dirons que le système des fonc-

tions /i, .. . , fk est régulier. Si nous choisissons pour les p. dans (5i) des
charges atomiques distinctes, nous voyons qu'un système régulier est toujours
Tchebyscheffien.
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Supposons maintenant que S est un espace topologique et que JE contient tous
les ensembles ouverts. Alors, Pespace C(S) des fonctions continues et bornées
sur S est un sous-espace linéaire fermé de B(JC). Son espace conjugué C*(S) est
isomorphe à l'espace quotient B*(Jf)/Z(Jf), où Z(Jf) est Fensemble des charges p.
telles que f fdfi=o, quelle que soiiy€C(S). On peut encore identifier les

éléments de C*(S) avec les charges, mais on doit compter comme identiques
deux charges dont la différence appartient à Z(Jf). Avec cette convention, nous
obtenons le

COROLLAIRE 38 d. — Si S est un espace compact et JE contient tous les
ensembles ouverts, chaque point extrême de JH est une combinaison linéaire
de k charges atomiques au plus.

COROLLAIRE 38 e. — Dans les conditions du corollaire 38 d, si SU est non
vide, il contient une combinaison linéaire de k charges atomiques au plus»

Si S n'est que localement compact, ces deux corollaires restent valides avec des
modifications évidentes pour tenir compte du « point àTinfini ».

COROLLAIRE 38 y. — Si SU est borné et non vide et G (p.) est une fonction
convexe et faiblement semi-continue supérieurement sur SU, alors G(p^) atteint
son maximum,sur SU en quelque point extrême de JEU. Cela vaut, en parti-
culier, si G(,u) =ffdp., oùfçB(X).

COROLLAIRE 38 g. — Si o << a ̂ f(x) ̂  M pour tout x e S et JM n^est pas
vide, alors G (p.) == f f dy. atteint son minimum sur SSt pour quelque combi-
naison linéaire de k charges premières au plus.

La démonstration est essentiellement la même que celle du corollaire 38 6.
Si S est un espace compact ou localement compact, et les fonctions/i, ..., /^,

f sont continues, on doit modifier ces derniers corollaires d^une manière évidente,
d'après les corollaires 38 d et 38^.

Nous dirons qu^un système de fonctions est complètement régulier si chaque
sous-système fini est régulier.

COROLLAIRE 38 h. — Dans les hypothèses du corollaire 38 a, si /€B(JE)
e^ C/i» • • • ? fin f) es^ complètement régulier, la charge dans £ti qui donne
à f fdp. un maximum ou un minimum est unique.

démonstration. — Soit p.o une combinaison linéaire de k charges premières

au plus, qui donne à ffdy. un minimum pour jui€JM. S^il y a une autre
charge p.' e SU telle que

ffd^'-^ffd^
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il y a un ensemble E e JE tel que
^(E)^o(K).

En ver lu du corollaire 38 6, il y a une combinaison linéaire y!' de À' -+- a cl larges
premières <iu plus telle que ^'CJBB,

(52) ff^^ff^^ff^

et

(53) /CE^"=;^(E)=rcE^=/(E)^; j io(E) .

Soient ^.i, . . .. p.,. les charges premières distinctes dont .̂o et p." sont des combi-
naisons linéaires. Considérons l'ensemble 3^ des points (ai, . . ., «/.) dans l'espace

k

affine à r dimensions tels que^a/jm, appartient à JSSi. Alors, 31 est un polyèdre
1=1

convexe et, par le théorème 2, le maximum de la fonction

( r \ .

ffd ^a^)==Sa<y/^
»==i /

sur ^t est atteint en un point unique, ce qui est contraire à (5a) et (o3).

COROLLAIRE 38/. — Dans les hypothèses du corollaire 38 d^ si /i, ..., //.-,/

est c. T. et SU est borné et non vide, alors G(^)== ffdp. atteint son maximum

sur SU pour une distribution unique de k charges discrètes au plus. Si^ n^est
que localement compacta et si les nombres fi( <x))(i^i^.k)etf(ao) existent,
la distribution extrémale est encore uniquey mais l^une des charges peut se
trouver au point à V infini.

Le théorème suivant montre comment l'application du théorème d'unicité
affirmé dans le dernier corollaire est limitée par la structure topologique de
l'espace S.

THÉORÈME 39. — Si S est un espace topologique et (/i^/a) est c. T. sur S,
alors /a//i est une transformation continue et biunivoque de S sur un ensemble
linéaire.

Démonstration. — Puisque le système qui consiste de la seule fonction/i est
Tchebyscheffien, cette fonction ne s^annule pas sur S. Quel que soit le nombre
réel a, la ^fonction —^/i+/a s'annule une, fois tout au plus, ce qui entraîne le
théorème.

COROLLAIRE 39 a. — Dans la même hypothèse, si S est compact, l'appli-
cation /a//i est un homéomorphisme de S sur un ensemble linéaire borné et
fermé. La dimension de l } espace S est donc égale ou à zéro ou à un {cf.
Lefschetz [4-4], p. 25). Si $ est localement compact. Inapplication /s//i est un
homéomorphisme dans un voisinage de chaque point.
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II n'est pas nécessaire que fîlfi soit un homéomorphisme si S n'est que loca-
lement compact. Par exemple, si S consiste des deux intervalles [o, i ) et [a, 3^
et/i == i , tandis que

f (^^ \ x P01111 Q^x<I»
( x — \ pour 2 ̂  x ̂  3,

toutes les conditions du théorème sont remplies, mais/2//i n'est pas un homéo-
morphisme.

Nous ne pouvons donc nous attendre à des théorèmes d'unicité par nos méthodes
lorsque S est compact ou localement compact et les fonctions // et /' ne sont
continues que si S est essentiellement un ensemble linéaire.

Remarquons que l'on peut aussi déduire le corollaire 38 d d'une manière élé-
mentaire du théorème bien connu que chaque point d'un ensemble fermé et
convexe dans un espace affine à un nombre fini de dimensions est contenu dans
un simplexe dont les sommets appartiennent à l'ensemble. En revanche, le corol-
laire 38 d donne, en effet, une démonstration très non élémentaire de cet énoncé.
La démonstration donnée ici peut quand même posséder quelque intérêt, parce
qu'elle rattache ce théorème à des conceptions qui ont paru assez séparées jusqu'à
présent et, d'ailleurs, elle met sous un jour nouveau de telles représentations d'un
point d'un ensemble fermé et convexe comme barycentre d'un simplexe contenu
dans cet ensemble {cf. Bonnesen-Fenchel [9]).

Nous donnons une extension du principe de déformation adaptée aux problèmes
envisagés dans ce chapitre.

THÉORÈME 40. — Soit I l^ intervalle o ̂  t ̂  i, et soient /< (/, -s-)( i ̂  i' ̂  k)
etf(t, s) des fonctions réelles sur I x S telles que pour chaque tçï ces fonc-
tions appartiennent à B(JE) et pour chaque se S elles sont continues sur I.
Supposons qu'il y a une fonction positive a(t) sur I telle que a(t) ̂ /(<, s)
pour (t, s)eï x S. Soient (t, <& et £ une partition des entiers i, . . .„ A-, et
soit Ci(t) une fonction réelle et continue sur ï pour \^i^k. Soit SWi(t)
lî ensemble des charges non négatives y. telles que

M<)(^)==y/<(<, ')^ == ciw (i€o,
Lt(y.)^Ct(t) (i€^),
LiW^Ct(t\ (i€C)

et supposons que (/i, ..., /A, /) est complètement régulier pour t e I. Soit ̂  la
charge unique dans SSl(t) pour laquelle L(t)(p.)=^ //(^» s) dp. atteint son
minimum. Supposons que 90 ^st une combinaison linéaire des chargea pre-
mières /AI, .. ., /JL/.., R ̂  k et que

K

+<==^a<(<)^,

où a,(<) est positive et continue sur I, appartient à SSi(t) pour <el. Sup-
posons enfinque^Q== (ûoet que l'ensemble des entiers i tels qi/eLi(t)(^t)^ Ci(t)
reste constant pour t e I. A lors, ̂  === CE»/ pour tel.
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Démonstration. — Soit o ̂  ̂ o^ i et soient ^i, .... ̂  les charges premières
distinctes qui rentrent dans les charges (j/o et cp^. Soit jl (^) l'ensemble des

r

points (<2i, . . ., <2,.) dans l'espace affine à /' dimensions, tels que^û,^., appar-
/=!

tient à JM(^). Alors, le point P(t) == (ai(t), . . . , ^(^), o, . . . , o)e5l(^)
pour tç, I. En vertu du corollaire 3c, le minimum de

/ r \ r

L(<)( ]^a^)==]^L(<)(pL,)
\<==i 7 <=i

5ur 3t(t) est atteint uniquement au point P(t) pour tçï et, en particulier,
pour t == to. Il suit de là que

L(^)(4'j^L(<o)r <?/.),
de sorte que ^,== <p^.

La même méthode donne les résultats suivants :

COROLLAIRE 40 a.—Si Von omet V hypothèse que f(t, s)^a(t)f mais en
outre des autres hypothèses on suppose que £Si(t) est borné pour tç. I, on a la
même conclusion.

COROLLAIRE 40 b. — Si S est un espace compact, et les fonctions fi et f sont
continues^ et si Ton garde les autres hypothèses, on a la même conclusion^
compte [tenu que deux charges dont la différence appartient a Z»(JE') doivent
être identifiées.

COROLLAIRE 40 c. — Si S est localement compacta et les fonctions fi et f
appartiennent a C(S), et si les nombres fi(t, oo ) et f(t, oo ) existent
pour o ̂  t ̂  i, et si Von garde les autres hypothèses^ on a la même conclusion.

Nous allons appliquer ces résultats maintenant à certaines .classes de fonctions
qui sont représentées par des intégrales. Parmi les cas particuliers de la théorie
exposée ici se trouvent les problèmes d'interpolation pour les fonctions.. abso-
lument monotones dans l'intervalle (—oc, o], pour les fonctions harmoniques
non négatives, et pour les solutions non négatives de l'équation de la chaleur.

Soient X et S des intervalles sur l'axe réel; ils peuvent être finis ou infinis,
ouverts, demi-ouverts, ou fermés. Soit K(.r, s) une fonction réelle, positive et

continue sur X x S, et supposons que pour x\. << x^, Xi, x^ e X, la fonction r,—'1—-
est bornée, et que si So est une extrémité de S (qui peut être le point à l'infini)
qui n'appartient pas à S, alors

<54) lun.1^^-0 .̂,,^,K(;r2, s)

Par un K-/ÎOWC, nous entendons une fonction de la forme

, • • ' • 1 • • . * •
/(^)==^a<K(.r,^),
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ou 5/eS, i ̂ i^k et lésa, sont constants. Si XQ € X, nous désignons par5t(.ro)
l'ensemble des fonctions f de la forme

y(^rK(^)
>" / Js K(a-o,s) ^

où y. est une charge non négative sur S, en prenant JC comme le corps des
ensembles boréliens dans S. Évidemment chaque R-nome à coefficients non
négatifs appartient à 3t ( Xo ).

Nous donnons maintenant quelques conséquences immédiates du théorème 38
et ses corollaires.

THÉORÈME Al. —Si Xi<.. .<iXk<Xk+t€t XfçXpour ^^i^,k-\-1, et Si, £.
eî ® sont une partition des entiers i, ...,k, si £ est V ensemble desfe 3^(xi^^)
telles que

'/(^)==C< (l€C),
f(xt)^Ci (ie;C),
f(si)^ci (ie^)

e^ ̂  ;f n^ est pas vide, le minimum def( Xk+i) pour /ejT ̂  atteint pour un
K-nome dont k coefficients au plus ne s' annulent pas.

Démonstration. — En vertu du corollaire 38^ et du théorème 38, le minimum
de/(*2?A4-i) est atteint pour une combinaison linéaire de k charges premières au
plus, qui peuvent être prises comme atomiques si S est compact, et autrement
Pune d'elles peut être concentrée en la « frontière idéale » de S, tandis que les
autres sont atomiques. Il suffira donc de considérer ce dernier cas. Alors le
minimum est atteint pour une fonction de la forme

/(.)=/,(.)+a/,^^^,

où /i est un R-nome dont au plus k — i coefficients sont différents de zéro et p.
est une charge première concentrée en la frontière idéale de S. Mais il suit de (54)
q\sef(x,)==fi(xi) pour \^i^k et

f(xk+i) =/i(^+i) •+• a ̂ /i(.^.M).

On voit donc que /i € S et la propriété extrémale de / entraîne que a == o.

COROLLAIKE 41 a. — Dans les mêmes hypothèses^ soit £' V ensemble des /e £
tellesquef(xk+i)ï=Ck+i. Alors,pour unx quelconque dans X tel que x < x^
le minimum et le maximum de f(x) pour fef sont atteints pour . des
îi-nomes dont au plus k 4- i coefficients ne s^ annulent pas.

Cela se démontre par la même méthode.
Le noyau R est dit tchebyscheffien sur X x S si, pour un choix quelconque

de points en nombre fini, yi, . .., a^e^ 1e système {R(.ri, s), .. ., R(.TA, s) j
est tchebyscheffien. Il s'ensuit, évidemment, que le système est, en effet, complè-
tement tchebyscheffien. Pour que R soit tchebyscheffien, il faut et il suffit que



pour deux ensembles finis quelconques de points distincts Xi, . . . , . r / , eX
d .^1, . . . . .v/.€S, le déterminant

dët(K(.r<, 5/))^o.

Cela montre que si K^, .r) == K(x, s), alors K est tchebyscheffien sur XxS
si et seulement si K, l'est sur S x X. On trouvera des exemples de noyaux
ichebyscheffiens dans Pôlya-Szegô (vol. II, p. 52)-. Un autre exemple est
K(x, s)==(x+s) S X=(o, oo), S==[o, oo ) qui est le noyau de la transfor-
mation de Stieltjes (cf. Widder [72]).

COROLLAIRE 41 b. — Dans les hypothèses du théorème 41, siK est tchebys-
cheffien, le K-nome extrémal est unique. Dans les mêmes hypothèses, si
x^-x^ .... a -̂n, les fonctions extrémales de J7, dont l'existence est affirmée
<lans le. corollaire 41 a, sont uniques.

On tire maintenant du principe de déformation le

COROLLAIRE 41 c. — Retenons les hypothèses du théorème 41. Supposons
d ailleurs que K est tchebyscheffien. Soit P le K-nome qui donne àf(x^) un
minimumpour /€ J\ soit fi l'ensemble des entiers i tels que P(x.) == c., soient
•i\ <... < x'^, x\ e X et P ( x\ ) == c\ pour i ̂  / ̂  k 4- i et soit J7 V ensemble
des /e 51 {x\^ ) telles que

/(.r;)=c;, (.eCnS),
(J5) fW^c^ (i€€n0),

/(.r;)^c;, (i€en<î).

1/orA le minimum de f{x^ ) pour /ç J7 ̂ ^ atteint pour f ̂  P.

COROLLAIRE 41 a?. -- Conservons les hypothèses du corollaire^ a. Supposons
bailleurs queK est tchebyscheffien. Soit P le K-nome pourlequelle maximum
de f)f(xQ), n == ±: i, pour /€ S est atteint, où xj< XQ < Xj^. Soient fi, x\,
<•;. comme dans le corollaire 41 c et soit S» V ensemble desf'ç.^x\^ )qui satis-
font aux conditions (55) et telles que f{x^)^c^ et soit x}'<x',<x'^
tlors, le maximum de rif(x^) pour /e f" est atteint pour /== P. 7+

Conservant les notations et hypothèses du théorème 41, si K est tchebyschef-
lien, nous appelons le K-nome, pour lequel le minimum de/(^i) est atteint
pour/6^, la fonction principale (f. p.) de f. En vertu du corollaire 41 c, la
f. p. de £ est indépendante de .TA-H-

COROLLAIRE 41 e. — SiK est tchebyscheffien, et ^<...<^.<^.^ et
^€X pour i^^Â-4-i, et £ est la classe des /e 31 ( î) telles que
j{xi)-==c,, I^^Â, et si P est la f. p. de J, quel que soit x'^-> Xk et
^€51 (.r^), la fonction ̂ —P s'annule k fois au plus dans X, à moins qu'elle
ne s'annule identiquement.

La démonstration en est analogue à celle du corollaire 21 6.
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COROLLAIRE 41 /. — Dans les hypothèses du. corollaire AI e, la fonction P
donne à f(x) pour fe£ un minimum lorsque x est dans les intervalles
(xh, x/{+i}, (xi,_î, ^/.-i)» • •., et un maximum lorsque x est dans les intervalles
(^A-I< Xk), (xh_:^ ^Â-a), • • . •

La démonstration suit celle du corollaire 21 c.
Définissons V ordre d'un R-nome P comme le nombre maximum des zéros ^jp

«le/—P pour /€ 3i(xQ ), *ro€X,/7^P et, comme auparavant, nous désignons
l'ordre de P par <»)(P). L'analogue du corollaire 24 d est encore valide. Exposons
maintenant une méthode pour déterminer l'ordre d'un K-nome dans des conditions
convenables.

Nous dirons que K est cartésien si, quels que soient les points ^i, . . . , s/ç
dans S, où .VI< . . .<^A, le système {K(x, Si), . . . , K(.y, su)} est cartésien
sur X. Les exemples donnés dans Pôlya-Szegô (vol. II, p. 5a), sont des noyaux
cartésiens.

THÉORÈME 42. — Si K est cartésien, et

P(^)==^<y/K( ; r , si) (a,->o, i^(^/ - ) ,
f==i

alors c»)(P)==^+2^, où a est le nombre des extrémités de S et b le nombre
des points intérieurs parmi les point'! ^i, . . ., s,..

Démonstration. — Soit À '===0+26 , a?o€X,^'eJ3l(a7o). Supposons que^"—P
s'annule en Xi, . . ., x^i, où Xi € X et Xi -<:..< Xk+i ̂ =Xo. Si g =z= P, il y a un
pointy^a-o tel que g (y) 7^ P(y). Considérons Pensemble £ des fç3t(xo)
telles que

./W)=^"(^) (l^t^Â--+-l)

et
/•0-)=^0').

En vertu du théorème 4l, £ contient un R-nome Q. Soient ^i, . .., ^ les points
de S qui rentrerxt dans les représentations de P et Q comme des K-nomes, où
^ i < - . - < ^ - Or Q—P est une combinaison linéaire des K(.r, ^ ) ( i ^ < ^ v ) ,
dont les coefficients changent de signe k fois au plus. Alors la fonction Q-—P
s'annule k fois au plus, à moins qu^elle ne s'annule identiquement. Mais c^est la
une absurdité, parce que

tandis que
Q(^) - P(.r<) ==0 (i ̂  i ̂  k + l ),

QCr) - fW = sW - P(y) ̂  o.
Il s'ensuit que l'ordre de P est au plus égal à A".

Nous devons montrer .maintenant que l'ordre de P n'est pas inférieur à k. Soit
Si <... <iSr et posons ̂  === x<"h^M ' (i === i, . .., r — i ) et si Si ou s,, est intérieur
à S, choisissons un point io ou ^ dans S tel que tQ<,Si ou ^.>^- Le système
jK(;r,^o)î K(a?, 5i), K(a*., ^i), ..., K(x,Sr), K(a*, tr)} est cartésien sur X et
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l'ordre de P comme combinaison linéaire de ceux-ci est exactement égal à À-, en
vertu du théorème 23, de sorte qu'il y a un /r-nome Q==.2^ R(.z*, ̂ )+^c,R(a1, ti)
aux coefficients non négatifs tel que Q—P s'annule k fois sans s'annuler
identiquement.

Il est facile maintenant de démontrer les analogues des théorèmes 24, 25 et 27
et leurs corollaires. L'énoncé de l'analogue du théorème 28 est assez compliqué,
parce que la détermination des paramètres qui y interviennent dépend, en général,
de certaines équations transcendantes qui sont difficiles à résoudre explicitement.
Le cas K-(.r, s) == e^, S == [o, oo ), X == (—oo, o], donne presque tous les résultats
essentiels de Bernstein [8] sur les fonctions absolument monotones dans l'inter-
valle (—oo, o]. Nous n'entrons pas ici dans les détails, parce que le lecteur
lui-même pourra dès maintenant faire le nécessaire sans difficulté. Le corollaire
curieux qui suit peut posséder quelque intérêt.

THÉORÈME 43. — Soit o^Xo^> Xi^>... une suite telle que ïx^ diverge, et
soient Co, Ci et c^ des constantes données. Alors, pour qu^il existe des constantes
Ça, ..., telles que

[Cf,, 6 ,̂ ..., CJ^O,

quels que soient les entiers non négatifs <o, . .., in, où
fc,,]=c»,

[^...,cd=^...,cd-[^...,c^^
^/n——^/O

// faut et il suffit que Co^ci^cg^o et

[logCo» logci, logea] ̂ o

(cf. Feller [2i ], Widder [72]).
Les méthodes exposées ci-dessus s'appliquent aussi si X et S sont des ensembles

linéaires plus compliqués. De cette façon, nous pouvons discuter des généralisa-
tions de l'inégalité de trois lignes (c/. Dœtsch [20]) aux problèmes analogues
pour les moyennes quadratiques des fonctions presque périodiques dans des
bandes, dont les spectres sont contenus dans un ensemble donné d'avance.

Un de nos collègues, J. A. Honig [78], est en train d'étudier l'application de
cette théorie à quelques problèmes de la Chimie Physique (c/. Sips [81]), où
intervient la transformation de Stieltjes.

Nous espérons revenir sur ces questions et aux autres applications de nos
méthodes dans un autre travail.

APPENDICE.

QUELQUES REMARQUES SUR LES THÉORÈMES DE TROIS ET DE QUATRE CERCLES.

Dans cet appendice, nous voudrons faire quelques observations concernant les
rapports entre le théorème classique de trois cercles de Hadamard et les théorèmes
de trois et de quatre cercles démontrés ici (les théorèmes 27 et 28), et nous
voudrons aussi éclairer quelques théorèmes analogues.
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II y a plusieurs méthodes pour mesurer la grandeur d'une fonction analytique
sur un cercle. Les plus importantes en sont les moyennes intégrales

M^(r)==|-^ F \f{r eî^\Pd^ (o<jo<oo),

le maximum du module

M(r)== rnax j/001 = M»(^) = lim M/,(r),
\z\-==.r p><»

et la moyenne logarithmique de Nevanlinna, que nous ne discutons pas ici. Si/
est analytique sur t ^ ] = = r , alors Mp(r) est croissante comme fonction de p
(cf. Hardy, Littlewood et Pôlya [32]). Si/est analytique dans |-s|^R, ces
moyennesSont des fonctions croissantes de r. Cela s'ensuit de la subharmonicité
de log|/(^) 1 (C/. F. Riesz [54]). Si /est analytique et |/| est uniforme dans la
couronne Ri^l-sl^Rs, alors logMp(r) est une fonction convexe de logr
(Hadamard [28], Hardy [31]). L-'inégalité ainsi obtenue ne peut pas être amé-
liorée et la fonction extrémale est de la forme c^, où ^ est un nombre réel déter-
miné par les valeurs données de Mp(Ri) et M^Rs). Si l'on restreint/de manière
à être uniforme dans la couronne, on peut, en général, améliorer cette inégalité.
Dans le cas p == oo, la fonction extrémale peut s'exprimer par le moyen des
fonctions 6 et elle a été déterminée par Teichmûller [64], Robinson [55] et,
implicitement, par Heins [33]. Dans le cas p == 2, la fonction extrémale est une
onction rationnelle simple qu'a déterminé Carison |[14]. Son résultat est une
légère modification du théorème 27. Le problème n'est pas résolu pour d'autres
valeurs de p.

Si / est analytique dans |^|^R et si les valeurs de Mp(ri) et Mp(r-s) sont
données, où o^ri<:r2^R, il est, en général, assez difficile de déterminer la
plus grande valeur possible de Mp(r) pour r i<r<r2. Dans le cas p=oo,
Heins [34] a discuté ce problème et a obtenu des résultats très intéressants et
très importants. L'inégalité de Carison [14] (notre théorème 27) résoud le cas
p === 2. On n'a guère abordé le problème pour d'autres valeurs de p.

Le théorème 28 donne une inégalité de quatre cercles pour p == 2 et notre
méthode générale nous permet d'obtenir la forme générale d'un théorème de
k cercles pour la moyenne quadratique et de déterminer la fonction extrémale
explicitement pour Â-=4» ^ et 6. Dans un travail pas encore paru, Garabedian [25]
a traité le cas où p =^ oo, k = 4» lorsque le rayon du plus petit cercle est égal à
zéro. Il a trouvé des phénomènes nouveaux, mais il paraît que les méthodes de
Heins sont toujours applicables en ce cas. On en sait très peu à Regard du cas
général.

On est amené à se demander comment Mp(r) varie lorsque les nombres/? et r
varient simultanément. L'inégalité

M.(^M,(R)R{^\^,^
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pour o ̂  r < R, où i ̂ p ̂  ao, p~^ + q~~^ = i, est une conséquence triviale de
l'inégalité de Hôlder. L'inégalité

(56) M.(r)^(i-^^ 'M^R) (o^ r<R)

est la meilleure possible et résulte immédiatement de l'inégalité de Schwarz. Ces
inégalités valent dans la supposition que f est analytique pour | s | ̂  R. D'autres
résultats de ce genre sont dus à Kakeya [39].

Si /est analytique dans [ z \ ̂  R et o ̂  Ri ̂ Ra <; P^ == R, et les valeurs de
Ma (Ri) et Ma(R3) sont données, on peut chercher la plus grande valeur possible
de M»(Ra). Ce problème est un cas particulier d'un problème plus général dans
l'espace de Hilbert, que nous allons traiter maintenant. Nous nous servons des
notations et des désignations usuelles (c/., par exemple, Murray [49] ).

Soit A une transformation bornée, non négative et hermitienne dans l'espace de
Hilbert ̂ , soit/o e S), et soit t une constante donnée. Cherchons la plus grande
valeur possible de |(/»/o)| lorsque l'élément/parcourt l'ensemble de ceux qui
satisfont aux conditions
(37) H/11=I, (A/,/)==T.

Pour résoudre ce problème, nous avons besoin de la forme suivante de l'inégalité
de Schwarz.

LEMNE 44. — Si B est une transformation hermitienne non négative sur f),
alors

|(B/,^)[^(B/,/-)(B^).

Soit maintenant C == ]] A ||, de sorte que o ̂  (A/, /) ̂  C |[/|!2, quel que soit
/€<^. Alors pour *r>C, la transformation xl—A est positive définie, de sorte
que si g^ == (.ri — A^/o, on a

W l.(/,/o) i = 1 ((^ -- A)^o,/) | ̂  v/((^I--A)^o,^o)((.cI-A)/,/)
^•(/O,^)(.P--C)==^F(.*?)(^--C)»

où
FW = (/o, ^o) = (<?o, /o) = ((^1 - A)-*/,, /o).

De même, si x<^o^ la transformation A—x\ est positive, et nous obtenons la
même inégalité.

Si Pon choisit x de façon que la valeur de F (a?) (a?—r) soit aussi petite que
possible, alors

^—fë1)—
Étudions donc cette fonction h. On a

Mais

et

A'(.r)=2-F(^)_F^.
¥\^

F'W=-((^I-A)-t/,,/,)

Ftr(;c)=2((.rI-A^-Vo,/o).
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de sorte que

F'W == ((.ri - A)-i/o, (.ri - A)-</o)s^ ((.ri - A)-i/o, /o)((.rl- A)--/o, (.cl - A)-'/o

^F(.r)F'(.r).

en vertu du lemme et du fait que xi—A est définie pour x^>C ou .x< o. 11
résulte que //<^ o et A est décroissante en dehors de Pintervalle [o, C] (*).

Or, A possède la représentation intégrale

r^
A = = / Arf l î(A),

*'o

où E(À) est une résolution de l'identité, de sorte que F(d?) est la transformée de
Stieltjes

FW=f 1^^^'
où

a(A)==(E(A) /o , /o )

(c/'. Hilbert [37], Murray [49]). La fonction a est non décroissante et a(o) == o,
a(C)== ||/o II3. En général, F(.r) tend vers Pinfini lorsque x-^C^ ou o~. Par
exemple, si a (G) — a(C~') > o ou si

r0"6 ilim / ^——-</a().)=-t-oo,e^o1 J^ t . — A
"»

alors F(.z*) -^ oo lorsque -x -> C4".
Mais on a

F(.r)2= | ((.cl - A)-i/o, /o)21 ̂  I I (^1 - A)-'/o |p ||/o j|2^ Ij/o 11'-1 ̂ (.r) i
==-||/o |p F^^).

d^ù il résulte que
ll/o I I 2 _ !F(^)1 ^^
|F(.r)| - F'(.r) ^ •

Tf / „ \

ce qui montre que si | F (a?) | -^ oo lorsque ^ ->- C4' ou o~~, alors pr^ —^ °-
On voit ainsi que si

(59) lim F(a?)== liai | F(.r) | =4-oo,
.r^C+ .r>o-

alors A décroît de G à To dans [C, + oo ] et de TO à o dans [— oo, o], où

^^-^N^
( l ) Nous supposons que /, n'est pas une fonction propre de A. Si A/,= ̂ /, alors

F^^.r-XplI/oIl2,

et le maxinauni de | (/,/,) | est égal à min / T » ( ^T))» c'est-à-dire - si O^ 'T^A et ^ _ _ _ ^ si
A<T^C.
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Si (5g-) a lieu, O<T^<<C et T^TO, alors il y a un point unique x hors de
l'intervalle [jo., G] tel que h(x) ==T et nous concluons que

l(/,/o)|^(F(^)(.r-T))^== l̂ l .
\/-¥'W

^-rar810'8
||/l|=i et (A/,/)^^0^

Mais
F(.P) = ((.ri - A)^o, 50) = x H ^o II2- (A^o, ^o)

et
F/(.r)=-((.^I-À)-9/o,/o)=-((^I-A)-l^,(.rI-A)^)

=-(^o,^o)=-||<ro[!î,•
de sorte que

et
-^^^rN^^

^^_(^../.)_ w
Nous avons ainsi démontré le

THÉORÈME 45. — Soit A une transformation bornée non négative hermitienne^

soit ||A||===C. Soit /o€;Ç, O<T<C, T^v^i^.f0-^. Supposons que /o

/i'^ /?a^ M/ie fonction propre de A. *̂ (5g) d Z/e^, ^ [|/|| == i , (A/, /) == T,
âZor^

"/•^7%
OÙ

F(.r)=((.rI-A)-i/o,/o),

c^ a* est la racine unique de l'équation

(60) ^^

qui se trouve en dehors de V intervalle [o, C]. L'égalité est atteinte seulement
pour

•̂ îlî r où ^o=(•rI-~A)-l/o•
Si T == To, o/i ne peut pas améliorer V inégalité triviale

|(/,/o)|^||/o||,

oà l'égalité vaut pour /=== e*6 ,-̂ - (1).
n/0!!

Si l'on représente les éléments de ̂  comme des suites /== (/(1), ...,/<") ...)

(1) Le cas où /„ est une fonction propre de A est traité p. 201.
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avec 11/H2 == ̂  \f(tt) |2 et si Fon prend A/== (/<1), a-V-t2), . . . , /i-2/^, . . . ) ,
«==i

tandis que/o est choisi comme ( i, -» . . . , -» ••• ), alors F (a") est essentiellement
cotga? et un calcul facile conduit à Finégalité de Carison [13{] :

COROLLAIRE 45a.

i^^^i^Ct^)-
n=t \n=i / \n=l /

On ne peut pas remplacer la constante 7T2 par une constante plus petite»

Sohf(z) == V a/,5" une fonction analytique dans | z \ <; i telle que

/(==0
ao

||/||î=M2(i)«=^|a,[»<+oo,

Soit A/./==/(r2^), o < r << i, de sorte que G == || A || == i. Alors

(A,/,/)=^|an|^'=M,(r).
n=0

Soit/o==(i—p^)"1, où r^p<; i. Le problème général se réduit à celui de
trouver la plus grande valeur possible [de /(p), étant donné M a ( i ) = = i r
Ms(r)=v/T.

Nous sommes donc conduits à étudier les fonctions

F^)=((^I-A.)-i/o,/o)=^^^
n==o

et ^—m-
Or

et

( 0^^ V^ û2" /oX 3^
^.)= y ^^^=(^) F.(.),

V'^^^^YF^W.

Si r < p < i, alors

G(.)=^F.(.)=2^N^» v / AJ-c—r2"

^_ p-gF(^) _ p-^'W
) (a?-r-2)2 (.r-r-»)

— _ rî V Pg"(I—rîn-t-2)
" ~" pî(/-îa?— i)î _Zj (.r—r2")a < 0>

n=o

existe. On a|
¥WF\(x')-¥^a;)¥'W^-
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<1<? sorte que
.tA.^._ ^..^_ ^(F(^F-.^)-F'(.r)F.W)

r (a')F<l(•^)

A^X^.

11 s\însuit que

'̂̂ .""^-"fêi ••"(..>.
Soit o < < T < < À ( — i ) et soit x==—y la racine de (60), de sorte que o<y< i.

Soit N rentier tel que
i^j7-^'==Y <r-°.

Alors
r^h(- r-s) ̂  /•'N/^-. Y)^ T = A(- ^NY) < /•'NIK- Y) < rîNH(— i )

Ot
logT-logA(—/^-) ̂  ̂  ̂  logT-logH(-i)

2 logr — -- -2log/-
Soit

••<->-%•
Alors L 7 ( A • ) = — ¥ ( x ) h ' ( x ) <o pour .r<o, de sorte que L est décroissante
pour x < o. On a

L(^)^_^N(^-
PN(^)

M-)-.L(.)^'(^-^)

? 2 { F(FF^ - Fir) -»- F^F^ (F - F.)} ^= ——————————pTp;—————————— > o si .r < o.

Par conséquent, si'.r <; o,

\,.,<i^<»^?L)._^.
En particulier,

P^L(-I)^F-NL(_Y)<L(-^Y)<-P^^^<_P.N^^

et
logp logP

( T \1«>»/' (^ /_ . ,—2\2/ . \logr
L<-) HT ĵ) <L(-)=L(-rît•Y)^-§^l)(AF^))

Nous avons démontré le

COROLLAIRE tô b. — Si f est analytique dans \z\<^ieto<^r<^o<ii, alors

^ ïns^
M^p^KÇr^M^r/^M^i) l^'- ,

où K (r, p) ne dépend 'que de r et p. Si Ma(r) << ^h (—T) Ma^i), alors la
meilleure valeur de R satisfait à l'inégalité

-12^ Gr--7-->V> Î28£

L(-I)H(-I) h^ K(r, 0)-^- ^(_\.-i) /<(- ^-•O10^



Si les valeurs de Ma (y1) et Ma( i ) sont données, la fonction pour laquelle la
plus grande valeur de M. (p) est atteinte à la forme

^^ÈG-y--/t=o
où C est une constante et x est déterminé par (60).

De la même façon, on peut obtenir une inégalité de la forme

M,(r)^Ki(r)M2(r)| i + «og^^L
f wî(r))

où Ki(r) ne dépend que de r. On ne peut pas améliorer cette inégalité lorsque
les valeurs de Ma(7*) et Ma(i) sont données^ sauf pour la valeur de la cons-
tanteKt(r).

Au moyen de ce corollaire et dé. l'inégalité (56) ci-dessus, on peut déduire des
théorèmes de k cercles pour le cas p==:oc du cas ^==2. Les inégalités ainsi
obtenues ne sont pas les meilleures possibles, mais elles donnent des bornes dont
Perdre de magnitude est à peu près correcte.

Comme nous Pavons déjà remarqué, la fonction extrémale dans le théorème
de trois cercles de Hadamard est de la forme f(z) == C-s', où C et X sont déter-
minés par les ^valeurs données de M, (Ri) etM^(Ra). Si l'on fixe la valeur de
M» (Ri), on peut assigner à M,(Ra) des valeurs aussi grandes que l'on veut pour
que À soit un entier positif et alors cette fonction est aussi la fonction extrémale
pour le cas où /est supposée analytique dans tout le cercle | z \ ̂  Ra. Il y a donc
des valeurs arbitrairement grandes de M»(Ra) telles que la fonction extrémale
pour le dernier problème ne s'annule qu'à l'origine. Le théorème suivant montre
qu'à cet égard on rencontre un phénomène tout nouveau dans le théorème de
quatre cercles.

THÉORÈME 4?6. — Soit o < ri <: ra <; r3 -< i et o <, (3 <; 27T et soit <xo le maxi-
mum sur \ z \ === r;» de la fonction v(z) qui est harmonique dans le domaine

ft r^
r^ < [ z \ < i, ' <. arg<s << air — L » et qui est égal à i pour \ z \ == i et s'annule
sur le reste de la frontière. Supposons que f est analytique dans \ z \ ̂  i et que

W o<^M,(r,), M.(rî)^6, M. (r,)^ M,(i)»,

où a> ao. Alors il existe deux constantes R et û, qui ne dépendent que des
paramètres a, 6, ri, rs, rs, a et j3, telles que si M^(i)^:K, la fonction f pos-
sède au moins û logM^(i) zéros dans chaque secteur y$ arg-s ̂ v 4- (î ̂ ^ouver-
ture P avec le sommet à F origine.

Pour la démonstration, nous avons besoin de quelques lemmes, dont le premier
est essentiellement connu.

LEMNEiOa. — Sifestanalytiqueet\f(z)\^Mdans\z\^Retsi\f(zo)\^a'>o,
où | ZQ \ == r <i R, alors

1/(,)| ̂  pour \.-^a^^.
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Démonstration. — Posons g (s) ==-L-fl^ZifîJ. On a donc
2— ZQ

\sW\^ ̂ Tr ^Qw \z\=i^

et alors aussi pour [ z \ ̂  R. Il en résulte que

, - / . ../ » , 2 M 1 z — Z Q \ a , , , a ( R — r ),[/(^-/(^)|^—^—^^ si |.-^|^.-L^-2.

LEMME 466. — Supposons que/est analytique et %(/(^)) == u(z)^o dans
|^|^i e<3(/(o))=o, et que \u(z)—i |^e^i pour \z\^r <. i. ^4/or5

!/(^)-iI^Ci(r,p)e^^P)

pour | ,3 [ ̂  p, r << p << i, oà Ci e^ Ça we dépendent que de r et p.

Démonstration. — Sip<^or<<i,ona

|/(^)|^(i-4-£)^<^ pour |zl^

(Pôlya-Szegô[51], vol. I, p. i4o, prob. 287). On a aussi

l%(/(^)-/(o))|^|(M(^)-i)-(K(o)-i)[^2.6 pour M^r.
Alors

|/(^)-I|^|/(^)-/(0)|+|/(0)-I[

^ 2e('-arctgi- )-+-— log3-4-1 ) = Ce pour l a j ^ ^ .

Il s'ensuit que

|/(^)-i|^(C£)A^i+-^y pour l^l^p,

Où
< f f ^ i^/2?^, •o .. , '"(y)•-..«(^ -.<•)

en vertu du théorème de trois cercles de Hadamard. On peut poser

,=L±±;.
2

LEMME 46 cî — Supposons que/est analytique et TH(f(s)) == u(z) ̂  o â?a/̂
/^ domaine D borné et simplement connexe, yî  3(/(^o)) == o ̂  ^we

I M ( 5 ) — i | ̂  £^ i pour \z—ZQ\^r.

Supposons que la distance du point SQ de la frontière deD est au moins égale
à R > r, '-et soit h > o. Alors, il y a des constantes positives Ci et Ça ÇM< Tiff
dépendent que de D, r, î{ et h, telles que

i/(^)-i|^Cts^

en cîiaque point z dont la distance de la frontière de D est au moins égale à h.
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On peut déduire ce lemme du précédent par la représentation conforme du
domaine D sur le cercle-unité.

Nous sommes prêts maintenant à démontrer le théorème. Supposons qu'il ne
soit pas exact. Alors il y aurait une suite de fonctions fn(s) analytiques dans
| z \ ^= I <p11 satisfont aux conditions (61 ), telles que

M«(i)==M,( i , /^ ) -^oo et N^=o( logM^(i , /^) ) ,

où N,i est le nombre des zéros de fn dans le secteur [ arg z \ ̂  [J-- Choisissons r.»,

'•s, rQ et Pi tels que o < Pi < (3, r:» < r4 < i, ri < 7-5 < 7*0 < ra et tels que 7-4, 7',
et Pi sont suffisamment proches des nombres i, 7-3 et [p, respectivement, que le
nombre ai, qui leur correspond comme ao correspond à ceux-ci, est encore infé-
rieur à a. Soient ^i, .. . ,.z^ les zéros de/n dans le domaine E, de la forme d'un

trou de serrure, qui consiste du cercle \z \ ̂  7-0 et du secteur \z ̂  \r-, === ' "h r4,

| arg5 | ̂  ̂ , où ?2 = p-^ • Posons

^-rfâ)
et

^(a)=lo^'
où Pon choisit la détermination du logarithme de façon que —77 ^=3(°'n(so)) <TT
en quelque point ^o sur [ z \ == ri, où |/n(^o) | ̂  a et enfin

h (^ T ê'n(2)—i3(^,.(zo))/^(.)=i- ,^M,(I,/,)-

Or M(^n(^)) ̂ logM,( i, /„) pour |^ | ̂  i (Pôlya-Szegô[51], vol. I, p. 142),
de sorte que TH(hn(z))^o pour |^|^i. D^aiiïeurs, si \ZQ\ ==ri, |/w(^o)|^a,
alors

b^\Mz)\^^ pour |^-^|^îiir__n2.
2 4°

11 s'ensuit que | Zk — Zo \ ̂  a ^ r 7 . ' r l ^ , et

^l1'"^^-"- -5^) ^ I——I^^T^-
On a donc''

11il(^n(-5)) | ̂  max ^ logé — v loge, log^) »

et alors
!m(AnOO)-i|^£.-^o pour \z-^,\^a^——^.

ob

T^ar conséquent,
M^-il^Cie;;*^
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. dans le domaine fermé E< qui consiste du cercle | z \ ̂  r$ et du secteur | z \ ̂ . i\,
Q

| arg5 ] ̂  • » en vertu du lemme 46 c. On conclut que

1l(^(^))^^(^-hloçM.(i,/«))

dans Ei. Si oti est le maximum sur | s | === r:i de la fonction ^i(z) qui est harmo-

nique dans >'o < | -s V 1 r^» Ll <. arg-s < 27; — pl et égale à i sur ] z \ == r.» et égale
2 2. *

îï zéro sur le reste de la frontière, alors

1t(^(^))^(<Xi-^(l—a,)S,,)logM,(i,//,)-h(i—a,)5,^ pour j z \ == r:,.

(Ostrowski [49], Nevanlinna [48]). Mais si Pon choisit z sur [ ^ (==r : t de façon
que |/n(5)|=M.(r3,/n), on a

_. logl/.(^)l . m(^(^)) . , , .
^logM^i./^^logM^i,/,)-011^^1^

D'après la manière employée pour choisir les nombres 7*4, r:, et Pi, on a ai < a,
de sorte que 'nous sommes arrivés à une contradiction. Le théorème est donc
démontré.

Remarquons que

.A
loe^)

iog(^)
ce que l'on montre facilement en considérant la fonction harmonique . •

^{rj
Soit maintenant ^(M) la plus grande valeur de M^r;,) lorsque / parcourt^les
fonctions analytiques dans | z \ <, i qui satisfont aux conditions ,M,( ri ) ̂  a >,o,
M» (ra) ̂  b. M, ( i ) ̂  M. Alors ^(M) est non décroissante. Si Pon considère les
polynômes

Q^(^ )==A-+-B^" ,

où A et B sont déterminés par les conditions Q«(ri)==a, Qn(r2)== b et ri est

tellement grand que ( r î) > -? on trouve que

lo^(M) log(^)
^M ->^

lorsque M tend vers l'infini. Il en résulte que la fonction extrémaleyn telle que
M»(7':i)==^(M) satisfait aux hypothèses du théorème 46 si M est suffisamment
grand.

Dans le Mémoire [58], on trouvera une esquisse d'une autre démonstration du
théorème 46 qui donne des estimations des quantités K et û.
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