BULLETIN DELA S. M. F.

PAUL C. ROSENBLOOM
Quelques classes de problemes extrémaux. IT

Bulletinde la S. M. F., tome 80 (1952), p. 183-215
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1952__80__183_0>

© Bulletin de la S. M. E., 1952, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1952__80__183_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

QUELQUES CLASSES DE PROBLEMES EXTREMAUX (suite);

Par M. Paur C. RosgxsLoox,

Université de Minnesota, Minneapolis (U. S. A.).

CHAPITRE VI.

LINTEGRATION PAR RAPPORT AUX DISTRIBUTIONS DES CHARGES.

Essayons maintenant de généraliser les résultats des chapitres III et IV dans
un autre sens. Dans ce but, nous avons besoin de la théorie de I'intégration par
rapporta une fonction d’ensembles, additive au sens restreint. A. D. Alexandroff [27]
I'a développée dans une série de travaux importants, mais elle est jusqu’a présent
peu connue (1). Etant donné que ces travaux nous sont inaccessibles, nous
donnons dans ce chapitre un exposé concis de ce qu’il nous faut ici, mais nous ne
pouvons pas donner les renvois précis au travail d’Alexandroff. Quelques-uns de
ces résultats avaient déja été démontrés par Fichtenholz et Kantorovitch [22].

Soit S un espace, topologique ou non et soit X un corps borélien des sous-
ensembles de l'espace S, c’est-a-dire que X est une algébre booléenne qui est
fermée par rapport a l'opération de la réunion dénombrable. Par un intervalle,
nous entendons un ensemble de nombres réels de la formea =2 < b, a <2 <5,
a <z <boua<z<b, oi I'une oul'autre ou toutes les deux extrémités peuvent
étre infinies. Nous désignons par B(X) 'ensemble de toutes les fonctions f réelles
et bornées sur S telles que f~1(I) € X, quel que soit 'intervalle I. Il est facile de
voir que B(X) est un espace de Banach avec le norme

i1l =:‘églf(w)l-

Nous caractérisons maintenant 'espace conjugué B*(X).

Soit LeB*(X), |L||=k. Si E€X, la fonction caractéristique cgeB(X).
Posons ¢ (E) =L(cg). Alors ¢ est une fonction d’ensembles sur X additiye au
sens restreint. Soit :

feB(X), Mx=1.ieﬂfsf(¢)7 M:=:‘él§f.(-’€),
et soit A une suite quelconque

<. ..< ap, ou ap< M, an>M,

(') Depuis que cela a été écrit, N. Dunford [82] a publié un autre exposé de cette théorie.
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et soit E, I'ensemble des z €S tels que
f(”)elv:{av—n‘?v) (yv=1,...,n)

et enfin soit g =2avcr~. Alors geB(X) et
v=1
| f— gl £ max(ay— ay—1) = || A ||
de sorte que
|IL()—L(g) | < ki{ A
Nous concluons donc que

L = ]' v EV.
) H;ﬁ;ja #(Ey)

v=1

Cette derniere limite sera la définition de I'intégrale

j‘fd?.

Nous voyons que chaque L € B*(X) peut ¢tre représenté comme une intégrale
par rapport a une fonction d’ensembles ¢'sur X, bornée et additive au sens
restreint. Nous donnerons  une telle fonction le nom de charge.

Réciproquement, si 9 est une charge et

L(f) =ffd9 pour feB(X),
alors LeB*(X). .

Nous démontrons d’abord P'existence de I'intégrale. La fonction f étant élément
de B(X) et My=inff(z), Ma=supf(z), soient A : av<<...<<an et B :
bo<<...<< bm deux suites telles que ao, bo<< My, @n, b >Myet || A |, || B < 3.
Formons la suite €@ = A UM, de sorte que & est un raffinement commun des
suites X et 8. Posons € : co<<...<cret] = [ev—1,€v)- Si

s
v=[ay—i, ay):ZJP, et Fu=/"1(Ju)

w=r
on a
v 9(Ey) — P epe(Fy) = X (av—cp) 2(Fy),
p=r p=r
d'ou
v 9(Ey) — Jep 3 (F) | < L1 D1 9(Fy) | = if 1] (2(Av) — 2(By),
-r p=r
ou
A=Y F, e B= Y Fu
) Z(Fa)20 3 (Fa)<0
11 s’ensuit que
n k 1
- T\
2;"“?(E")_Z"F‘P(Fu)léliﬂﬂ(?(EAv)—?(ﬁBv))
V=1 w=1

éZK “1!]1
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ot K == sup | ¢(E)|. Par conséquent,
re¥

n m

Na, (k)= ¥ by 3(G)

v=1 V=t

Z 43K,

ou
Gy=f=1([bs—1, b)),
ce qui entraine que

existe et
(46) ‘ffdwp — a5 (E)

quelle que soit /'€ B(X). Il est facile de voir que I'on obtient la méme limite si
Pon remplace, dans la somme ci-dessus, a, par @,_. Cela implique que

Srde=—[rds
fafdcp:affd;

pour une constante @ quelconque.
Avant d’achever la démonstration que L e B*(X), obtenons d’abord un théo-
reme de décomposition comme celui de Jordan. Soient

ZS4K A,

et, en général,

;*(h)=Es‘ucpE=r(En) et ?-(E>=El.lgsq>(h:)-
KLEeX EeX
Evidemment
e(E)> 0> 9= (E).
Si
EinE;=o0 et E,, E.eX, .
alors
¢+ (E1 UEy) = ¢+ (E)+9*+(Es), et 37 (E\UE:)=3=(E))+ ¢=(E:).

La démonstration en est classique. Posons

[el=9¢r—3.

Alors | 9|, 9% et — o~ sont des charges non négatives. De plus,
=9 + 97,
dont la démonstration est la méme que dans le cas d’une fonction d’ensembles
additive au sens complet.
Nous démontrons maintenant que

() | [ras|<is1 1515,
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quelle que soit la fonction f€B(X). Soit A : ao<<...<Ca, une suite telle que
Mi—e<a<M, M:< an< My+c.

Alors
}:av?(Ev)| < ([[£ll+e)=[e(Ey)|
v=1
< (NSl +e)(p(A)— o(B)),
ou

A= 2 E,, B= Z E,.

C(Ey)2>0 P(Ev) <0

I1 s’ensuit que

n

Dave(Ey)

v=1

<N+ e)(er(S) —o=(8)),

ce qui entraine (47).
Cette borne supérieure ne peut pas étre améliorée. Car, soit ¢ un nombre
positif quelconque. Alors, il y a un A € X tel que

P(A)> o+ (S) —e.
Posons B=S —A. Alors
?(B)=19(8)—o(A)=¢"(5)+¢=(5) —e(A) = o=(8) +e.
Soit f = c¢,— ¢y, de sorte que || f|| = 1. Si nous choisissons

1 v
ay=—1——+

—y oLvLan + 2,
n n

nous obtenons sans difficulté
ffd?= ?(A)—2(B)>19|(8)—2e.

Si S =2Av, ot A,eXetA,nA,=opour pZv, 1=y, v<=nctsifeB(X),
v=1
my= inf f(2), v=_sup /()

et si 9~(S) = o, alors

Yo [ fds 4'2 My 9(Ay).
v=1

v=1

11 suffit de démontrer I'inégalité au droit, paree que I'autre s’ensuit en consi-
dérant — f. Puisqu’on a, pour une constante arbitraire c,

f(f+c)d-.p=fqu>+fc‘d<p,

il suffira de démontrer 'inégalité pour les fonctions non négatives. Soil

A: ap=o< ay<...< ax (ax> 1111 ),
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une suite quelconque telle que || X || < 6 et utilisons les mémes notations qu’aupa-
ravant. Alors,

n k

ZamEu)—Z Eauo(EpnAv)—Z Yo e(BunAy).

p=1 v=1 v=1 p=t
Or,siE,nA,20,ilyaun z €A, tel que

au_.éf(x) < au)
de sorte que
ay < @y + 8 Z f(x)+ 8 ZMy+ 3
et

k n k n
Do 3(Ep) < X (My+8) Y o(BunAy) = D (My+3) 2(A,).

w=t1 v=t w=t v=1

En faisant || X || tendre vers zéro, nous obtenons le résultat cherché.

Nous pouvons compléter maintenant la-démonstration de la linéarité de i’opé—
ration L. Supposons que ¢=(S)=o0 et soient f, geB(I) (f>o0, g 0) et
choisissons une suite quelconque A : o =a,<<...<<a, telle que a,>|f|,
@n> || g||- Posons ,

= f-'(L), Fy=g—1(Ly).
Alors,

| [ 7 ds—zae(B)| <4l R1191(S)

et

| [eds—2ansma| <1311 2105),
en vertu de (46). Or, les ensembles E,nF, (¢, v=1, ..., n) constituent une
partition de P’espace S en des ensembles disjoints et pour z€E,NF,, ona

ay—1+ ay £ f(x) + g(x) < ap+ ay,
de sorte que

B(api+ a) 9(EgF) £ [ (f + £)dp < E(ap+ ) o(Eu ),
c’est-a-dire
Zay 9(Ey) + Zavs 9(F) £ f (f + £)do < Zay 9(Ep) + Zay 9(Fy).

Mais
Zap19(Ep)> E(ap— || ) 9(Ep) = Zap ¢(Ep) — || Al 9(S)

et, de méme, pour Pautre somme. Par conséquent,
| [+ era0—[rdr—[gas|<rof ARl 015)

Puisque || A || st aussi petit que P'on veut, il s’ensuit que

f(f+g)d9=ffd9+fgd¢-
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Le cas général se déduit moyennant le théoreme de décomposition, apres I'addition
des constantes convenables aux fonctions f et g

Nous avons donc démontré qu'il y a une correspondance biunivoque entre les
fonctionnelles linéaires L € B*(X) et les charges o, et si 1. et ¢ se correspondent

I'une a l'autre, alors
HL[I=19](8).

Si 9 est une charge et E, € X, la fonction
?o(E) = ?(EnEu)

cst aussi une charge. Nous définissons

y/;fdw ——ffd?o=f6:.fdvo

Il faut maintenant. discuter quelques charges spéciales dont Tarski [62] et
Ulam [66] ont fait remarquer la signification. Soit ¢ une charge qui ne prend que
les valeurs o et i ct soit P 'ensemble des E € X tels que 9(E) = o. Alors, si E €P,
EieX,EicE,ona

0<9(E)=09(E)—¢(E—E;)<32(E)=0o,

de sorte que E; e P. SiEy, E, E'ﬁl , alors
2(E1VE,) = 9(E,—Ey) + 2(E:— Ei) + 2(EinEy) =0
Si ¢ ne s’annule pas identiquement, alors ¢(S) =1 ct si E¢P il faul que
(S —E)=19(8)—9(E)=0,

de sorte que S —E €. Ainsi P est un idéal premier dans I'algébre booléenne X.
Réciproquement si P est un idéal premier dans X; alors ¢(E) =1—cp(E) est
une charge qui ne s ‘annule pas 1dent1quement et qui ne prend que les valeurs o
et 1. Une telle charge s’appelle une charge premiére.

Une sorte particuliére de charge premiere est triviale. Supposons que Eo-est
un élément atomique de X, ce qui veut dire que Eo5£ 0 et qu’il n’y a aucun E€ ¥
tel que ocEcE,, Es£0, E5#2E,. Alors l'ensemble P des E€X tels que
EnE,=o est un idéal premier. La charge correspondante est définie par

E) (0o si E nEy=o, EeX,
ou ‘{ 1 si E,cE €X.

Nous conviendrons de donner a une telle charge le nom de charge atomique.
Le cas le plus simple est celui oit Eg={ o} est I'ensemble qui ne contient que
I'élément z,.” Dans ce cas, la charge correspondante consiste d’une charge dis-
créte + 1 placée a zo. Tarski et Ulam ont démontré que si X est infini, il y a
beaucoup plus de charges premiéres non atomiques: qu’atomiques. Cependant,
personne n’a construit une charge premiére non atomique sans I’aide de I'axiome
de Zermelo ou d’autres moyens pareils. Il s’ensuit du travail de Tarski [63] sur
les systemes déductifs que si X est une algebre booléenne de propositions, il y a
une correspondance biunivoque entre les idéaux premiers de X ct les systemes
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déductifs catégoriques, c'est-a-dire ceux tels que pour chaque proposition p, ou p
ou sa négation est un théoréme. Il parait probable, d’aprés le théoréme de
Godel [26], que dans le cas d’un systtme de logique constructivement défini et
contenant I'arithmétique des nombres entiers, il est impossible de définir par des
moyens constructifs un idéal premier qui contient I'idéal des propositions fausses.
Récemment, notre éleve, J. Dekker [19], a démontré qu'aucun idéal premier non
atomique ne peut étre défini constructivement dans l'algeébre booléenne des
ensembles de nombres entiers (¢f. [59]).
Le théoréme suivant sera trés utile dans la suite :

TueorkMe 36, — S7 ¢ est une charge sur X, et si Uon ne peut trouver plus
de k ensembles disjoints E,, ..., E e X tels que ¢(E;) £ o0, alors ¢ est une
combinaison linéaire de k charges premiéres au plus.

Démonstration. — Admettons qu’il y a k ensembles disjoints Ey, ..., Exe X
tels que
e(B)=N#0o (1£igk)
et posons
oi(E)=9(EnE)h, (1gigk).

Alors 9; est une charge premiére. Car si ¢;(E)5£o0, 1, alors Es£0, E; et

Ei, .... By, EinE, E.—E, E.,, ..., E; sont k 41 ensembles disjoints et,
d’ailleurs,
o(EinE)=2%;9(E) 5o,
tandis que
9(Ei—E)=21ci(S— E)= X (1—91(E))# o, \
ce qui est contraire i notre supposition. Si E€ X, alors E,. ..., E, E-—EE;

=1
sont k + 1 ensembles disjoints dans X, de sorte que

g k
?(E ——-2E[> =0
. i=1

et, par conséquent,
& & k
?(E) =Y ¢(EnE;) + ?(E —XE,) =Y Mieu(E).
i=1 =1 =1

Le théoréme suivant montre que, dans| des conditions assez générales, I'inté-
gration des fonctions continues par rapport a une charge premiére est équivalente
a I'intégration par rapport a une charge atomique.

TneoreME 37. Si S-est un espace topologique compact et X.est un corps qui
contient tous les ensembles ouverts dans S et ¢ est une charge premiére, il y a
un point xz, tel que

(48) [rae =z = [ sase,

quelle que soit la fonction continue f, o go est la charge atomique qui cor-
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respond a Uatome {zo} de X. Si S est un espace de Hausdorff, le point z, est
unique.

Démonstration. — Soit P I'idéal premier.de X correspondant a ¢. Supposons
qu’a chaque point z €S il correspond un ensemble ouvert Uz € contenant z.
Alors, on peut déja couvrir S par un nombre fini de ces ensembles, U,,,...U, , et

k k
o(S)= 9(2%,) éZv(st)= o,
1=t =

donc ¢ est identiquement égal 4 zéro, ce qui est impossible. Il y a donc un
point 2, €S tel qu'aucun ensemble ouvert U qui contient z, n’appartient a .
Si f est une fonction continue sur S et ¢ > o, il y a un ensemble ouvert U conte-
nant z, tel que

|f(2)—f(zo)| L € pour zeU,
Alors

J@) == (f(@) = ) 9(U) < [ Fdp £(f(z) + ) 5 (V) = f(w0) + 5,

d’ou se déduit le résultat cherché.
Si S est un espace de Hausdorf, il est normal (Lefschetz [44], p. 27), et alors.
si Z35% &9, il y a une fonction continue f sur S telle que f(zo) = o, f(z1)==1,

de sorte que o =fqu: # f(#1). L'unicité dn point z, est ainsi établie.

Cororraire 37 a. — L’espace S étant localement compact, soit ¢ une charge
premiére telle qu’il n’y a aucun point zo ayant la propriété (48) et supposons
que X contient tous les ensembles ouverts. Soit f une fonction continue telle
qu’tl y a un nombre f(o) avec la propriété qu’étant donné le nombre positife,
on peut trouver un ensemble compact EcS tel que |f(z)— f(o)]|<<e
pour z€S—E. Alors on a

Jraz=rc.

Démonstration. — On peut étendre S 4 un espace compact S, par I'adjonction
d’un seul point . Les fonctions f qui possédent la propriété ci-dessus sont pré-
cisément celles qui peuvent étre étendues a des fonctioris continues sur S,. Soit X,
Pensemble des Ec S, tels que EnS e X et, pour chaque feB(X:), désignons
par fi la restriction de 4 S, et posons enfin

L= [ fids.
Alors L, € B*(X,), de sorte qu’il y a une charge ¢4 sur S, telle que
L= [ fan

et ¢;, lui aussi, ne prend que les valeurs o et 1; en effet, si Ec Sy, on a

?1(E)= ¢(EnS).
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C’est maintenant une conclusion triviale que le point zo € S, dont I'existence a été
affirmée dans le théoreme 37 est précisément co.

L’existence des charges premieres de ce type est facile a démontrer. Car, soit
I'idéal dans X généré par les ensembles compacts et fermés de I'espace S. Alors,
on peut étendre f 4 un idéal premier 3 (cf. Stone [61] et Tarski [63]) et la charge
premidre-associée 3 I possede les propriétés désirées.

Le théaréme 37 montre que si S est compact, alors en ce qui concerne I'inté-
gration des fonctions continues, les charges premieres les plus générales sont
équivalentes aux charges atomiques. En effet, la démonstration de ce théoréme
met en évidence le fait qu'une charge premiere non atomique correspond & une
répartition d’une charge positive unitaire, qui n’est pas placée exactement a
quelque point zo, mais est tellement diffusée dans le voisinage immédiat de ce
point qu’un ensemble ouvert quelconque contenant z, doit contenir la charge
totale. De méme, si S est un espace localement compact, une charge premiere
non atomique correspond i une charge unitaire diffusée ou dans le voisinage
immédiat de quelque point ou dans le voisinage immédiat du « point a l'infini ».
Nous avons trouvé ces images physiques utiles dans linterprétation de nos
résultats.

CHAPITRE VII.

Les PROBLEMES EXTREMAUX POUR LES INTEGRALES.

Dans ce chapitre, nous considérons des problemes du type suivant : Soit S un
espace et soit X un corps borélien de sous-ensembles de S. Soient f, .., fx, f, (k+1)
fonctions données dans B(X), et soient ¢y, ..., ¢k, k constantes données. Envi-
sageons la classe $# des charges non négatives p sur S telles que

L;(p.)=[f,dp.=c, (zizhk)

et cherchons la charge dans # qui donne un maximum ou un minimum 2
Pintégrale

L(w) =ffdu-

Si nous ne considérons que les charges non négatives et additives au sens
complet, c’est-a-dire les mesures et si nous prenons pour S '’ensemble des entiers
positifs, ce probléme se raméne au probldme général du troisitme chapitre.
D’autres problémes de ce genre sont : les problémes d’interpolation pour les
fonctions harmoniques non négatives, pour les solutions non négatives de I'équation
de la chaleur (¢f. Widder [73]) et pour les fonctions absolument monotones dans
I'intervalle (—oo, o]; Ie probléeme des moments; quelques généralisations de
Pinégalit¢ de Tchebyscheff dans la théorie ‘de probabilité (cf., par exemple,
Wald [68]); et beaucoup d’autres problémes dans des parties . différentes de
I'analyse. Comme nous le verrons, on peut traiter de ces probldmes en suivant
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une méthode commune qui repose sur les principes du sommet et de la défor-
mation.

Dans la suite, nous allons identifier tout simplement les ¢éléments de B*(X)
avec les charges correspondantes.

Ainsi que dans le troisi¢me chapitre, nous étudierons une classe de probléemes
un peu plus générale. Soient fy, ..., fi, f, ¢1, ..., ¢ comme ci-dessus, et
soient €, £ et & une partition des entiers 1, ..., k en classes disjointes.
Soit M la classe des charges non négatives p sur S telles que

[fidu=c (i@,
f/zdpé.c, (ief),
ff:dpécx (ie®).

Si pour un entier { dans €U £ fi(z) > @ > o0 sur tout I'espace S, alors M est
bornée, car |p|(S) Lcifa. Dans tous les cas, M étant caractérisée par les
conditions ci-dessus et par

f cedp > o0,

quel que soit E€ X, on voit que M est réguliérement convexe.
Soit po un point extréme de 3. Supposons qu’il y a & -+ v ensembles dis-
joints Eo, ..., E; dans X tels que po (E;) 52 0, 0 <7 < k. Posons

Ek+l= S—E‘—...——EkbEa,

de sorte que po(Ei1) > 0. A chaque point (ay, ..., ¢wy) de Vespace affine
ik + 1 dimensions, on peut associer une charge 1 telle que

k+1

u(E) = aipo(EnEy),

=1

quel que soit E € X. Soit A 'ensemble des pomnts tels que les charges correspon-
dantes appartienncnt 3 3. Alors, A est le trongon défini par

a> 0 (1ZiLk+1),
k+1 .

T [frds=c; (je®),
=1 vE;

k1

Q .
S ffrduse,  (je),
=1 i
k+1

Yaf srdmzer  (Get)

Vi=1

{49)

Puisque po est un point extréme, alors (1, ..., 1) est un point extréme de X.
Mais en un ‘point extréme de A Pégalité doit avoir liea dans au moins £ + 1 des
conditions (49), de sorte que @;= o pour au moins une valeur de 7.
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Cette contradiction, combinée avec le théoreme 36, nous donne le

Taeorene 38. — S7 o est un point extréme de I, il est une combinaison
linéaire & coefficients constants de k charges premiéres tout au plus.

Corovrrare 38 a. — Si $M est borné et n’est pas vide, il contient au moins
une telle charge.

Ceci s’ensuit immédiatement du théoréme 31.

CoroLLaire 38b. — .S¢ M n'est pds vide, tl contient au moins une telle
charge.
Démonstration. — Soit (/' € M, soit fi,.1=1, et soit

Ch1= f Serdp' +1.
Soit M ’ensemble des € M telles que
.l‘k+1(l‘) =ffk+i dF- £ Chite

Alors #M, est borné, non vide et réguliérement convexe. I s’'ensuit que Ly (p2)
atteint son minimum sur #; en un point extréme de M, en vertu du
théoréme 32. Un tel point extréme est une combinaison linéaire de k + 1 charges
premieres tout au plus. Si c’est une combinaison linéaire des charges po, ..., @,
considérons '’ensemble X des points (@, ..., a;) dans Pespace affine & & + 1
dimensions tels que

k
H=Eaime,ﬁl..

=0
Alors A est le polyedre convexe défini par les conditions

a> o (oLi<£k),
k

Ezl,ffi‘dy,é_—.c, (€€, et ainsi de suite),
(50) =0
3

: Zat‘j Skt A Z ciqn.

=0
Or, le minimum de I'intégrale . .
ffk+l dp. =2am(5) =2a:
=0 =0
sur X est atteint en un point ot au moins k + 1 des égalités dans (50) ont lieu.
Mais ce minimum coincide avec celui de [ fi.1 dp sur My, qui -est inféricur

A ¢j+1. On conclut qu’en un point de A ou le minimum est atteint, au moins un
coefficient s’annule, de sorte que la charge correspondante est une combinaison
linéaire de k charges premiéres au plus.
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Dans la suite, nous supposons que le corps X est infini, bien que la plupart des
résultats restent exacts si X est fini, mais le nombre de ces éléments est suffi-
samment grand.

Conovrrairg 38 ¢. — Si p est une combinaison linéaire de k charges pre-
miéeres au plus, et pe M, si ® = £ =o, et si

(51) dét(ff,dp/)‘;é o,

quel que soit Uensemble p4, . .., pxde k charges premiéres distinctes, alors p.
est un point extréme de M.

Démonstration. — Supposons que
x
N .
=2 i,

=1
ou ;> o et p; est une charge premiére pour 1 < ¢ < 4k. Si
p=tp+ (1= (W, e, o<ty

et Eq, ..., E; sont £+ 1 ensembles disjoints dans X, alors p(E;) = o pour un
entier 7, o < ¢ < k et, par conséquent

¥ (E) = p'(Eq) = o.

Il s’ensuit que p' et p’ sont aussi des combinaisons linéaires de A charges pre-
mieres tout au plus. Si Py, ..., P, sont les idéaux premiers qui correspondent
Ay, ..., pgetsi,;PP est un idéal premier qui correspond a I'un des composants
premiers de p'-ou p’, nous allons démontrer que P se trouve parmi les
idéaux Py, ..., Pr. Car, siPEP;, 1 i< k), onaPi—P £ opour 1Zi <k
Prenons un ensemble E; € P;— P (1 < i < k) et posons

k k
E =HE,= s~ (S—E).

i=1 i=1
Alors, E€Puin ... nPi— P, de sorte que
w(E)= o0z tw/(E)+ (1—1)p'(E).

Les charges p' et p” sont donc des combinaisons linéaires de p., ..., p. Mais, en
vertu de (51), les nombres ay, ..., @ tels que

k k .
ffld(zail-‘i) =Ea/f/xdw=cz (1gigk)
=t i=1
sont uniques, de sorte que p = p'=p".
Si la condition (51) est satisfaite, nous dirons que le systtme des fonc-
tions fi, ..., fi est régulier. Si nous choisissons pour les p dans (51) des

charges atomiques distinctes, nous voyons qu'un systéme régulier est toujours
Tchebyscheffien.
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Supposons maintenant que S est un espace topologique et que X contient tous
les ensembles ouverts. Alors, I'espace C(S) des fonctions continues et bornées
sur S est un sous-espace linéaire fermé de B(X). Son espace conjugué C*(S) est
isomorphe a P’espace quotient B*(X)/Z(X), ot Z(X) est’ensemnble des charges p

telles que [ fdp=o, quelle que soit f€C(S). On peut encore identifier les

¢léments de C*(S) avec les charges, mais on doit compter comme identiques
deux charges dont la différence appartient 2 Z(X). Avec cette convention, nous
obtenons le

CoroLLairg 38 d. — Si S est un espace compact et X contient tous les
ensembles ouverts, chaque point extréme de 3 est une combinaison linéaire
de k charges atomiques au plus.

CoroLrairg 38 e. — Dans les conditions du corollaire 38 d, si 3 est non
vide, il contient une combinaison linéaire de k charges atomiques au plus.

Si S n’est que localement compact, ces deux corollaires restent valides avec des
modifications évidentes pour tenir compte du « point & Vinfini ».

Conovrraine 38 f. — Si M est borné et non vide et G(p.) est une fonction
convexe et faiblement semi-continue supéricurement sur 3§, alors G (i) atteint
son mazimum sur 3 en quelque point extréme de 3. Cela vaut, en parti-

culier, st G(u) :ffdp., ou feB(X).

CoroLrLalRe 38 g. — Si 0o < a < f(x) <M pour tout x€S et I n’est pas
vide, alors G(p) = f S dp atteint son minimum sur 3 pour quelque combi-

naison linéaire de k charges premiéres au plus.

La démonstration est essentiellement la méme que celle du corollaire 38 &.

Si S est un espace compact ou localement compact, et les fonctions fy, ..., f+,
J sont continues, on doit modifier ces derniers corollaires d’une maniere évidente,
d’apres les corollaires 38 d et 38 e.

Nous dirons qu’un systéme de fonctions est complétement régulier si chaque
sous-systeme fini est régulier.

CoroLLaire 38 k. — Dans les hypothéses du corollaire 38 a, si feB(X)
et (fi, ..., fu f) est complétement régulier, la charge dans 3 qui donne

a f Sfdup un maximum ou un minimum est unique.

Démonstration. — Soit po une combinaison linéaire de k charges premieres

au plus, qui donne affdy un minimum pour p€ . S’il y a une autre

Sraw = rau,

charge p' € M telle que
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il y a un ensemble E € X tel que
W (E) # po(E).

En vertu du corollaire 38 b, il y a une combinaison lincaire p" de A 4+ 2 charges
» MY = 8
premiéres au plus telle que ‘u.” € m,

(52) [ fatw= [ raw= [ 7du

et

(53) S dw=.Ln'(E):-fcxcz:r——-p'(E);é:io(E).

Soient py, ..., p, les charges premieres distinctes dont po et " sont des combi-

naisons lin¢aires. Considérons 'ensemble X des points (@, . . ., «,) dans Pespace
k

affine 4 » dimensions tels queZa,-p.i appartient a . Alors, X est un polyedre
=1

convexe et, par le théoréme 2, le maximum de la fonction

ffd(ﬁ‘a”q\) = Ea,./‘fdp.g

=1
sur A est atleint en un point unique, ce qui est contraire a (52) et (33).

Corovrairg 38¢. — Dans les hypothéses du corollaire 384d, si f, ..., [i, f
est c. T. et B est borné et nonvide, alors G(p)= f J dp atteint son maximum

sur 38 pour une distribution unique de k charges discrétes au plus. S¢S n’est
que localement compact, et si les nombres fi( o )(1Zi < k) et f( o) existent,
la distribution extrémale est encore unique, mais l'une des charges peut sc
trouver au point & Uinfini. '

Le théoréme suivant montre comment 'application du théoréme d’unicité
affirm¢ dans le dernier corollaire est limitée par la structure topologique de
Iespace S.

TueorkMe 39. — Si S est un espace topologique et (fi, f2) est c. T, sur S,
alors filfy est une transformation continue et biunivoque de S sur un ensemble
linéaire.

Démonstration. — Puisque le systéme qui consiste de la seule fonction f; est
Tchebyscheffien, cette fonction ne s’annule pas sur S. Quel que soit le nombre
réel a, la.fonction — af; + f, s’annule une fois tout au plus, ce qui entraine le
théoréme.

CoroLraire 39 «. — Dans la méme hypothése, si S est compact, Uappli-
cation fi[fy est un homéomorphisme de S sur un ensemble linéaire borné et
Jermé. La dimension de Uespace S est donc égale ou & zéro ou a un (cf.
Lefschetz [44), p. 25). Si S est localement compact, Uapplication f.[fy est un
homéomorphisme dans un voisinage de chaque point.
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Il n’est pas nécessaire que f»/f1 soit un homéomorphisme si S n’est que loca-
lement compact. Par exemple, si S consiste des deux intervalles [0, 1) et [2, 3],
et fy=1, tandis que

x our oLz <1,
f’(z)zstx—i :our 2Lz L3,
toutes les conditions du théoréme sont remplies, mais fo[fy n’est pas un homéo-
morphisme.

Nous ne pouvons donc nous attendre a des théorémes d’unicité par nos méthodes
lorsque S est compact ou localement compact et les fonctions f; et f ne sont
continues que si S est essentiellement un ensemble linéaire.

Remarquons que I'on peut aussi déduire le corollaire 38d d’une maniére ¢lé-
mentaire du théoréme bien connu que chaque point d'un ensemble fermé et
convexe dans un espace affine & un nombre fini de dimensions est contenu dans
un simplexe dont les sommets appartiennent a I’ensemble. En revanche, le corol-
laire 38 d donne, en effet, unc démonstration trés non élémentaire de cet énoncé.
La démonstration donnée ici peut quand méme posséder quelque intérét, parce
qu’elle rattache ce théoréme a des conceptions qui ont paru assez séparées jusqu’a
présent et, d’ailleurs, elle met sous un jour nouveau de telles représentations d’un
pointd’un ensemble fermé et convexe comme barycentre d’un simplexe contenu
dans cet ensemble (cf. Bonnesen-Fenchel [9]).

Nous donnons une extension du principe de déformation adaptée aux problemes
envisagés dans ce chapitre.

Tueorkne 40. — Soit I Uintervalle o <t <1, et soient fi(t, s)(1=¢ k)
et f(t, s) des fonctions réelles sur 1 < S telles que pour chaque tel ces fonc-
tions appartiennent & B(X) et pour chaque s€S elles sont continues- sur 1.
Supposons qu’il y a une fonction positive a(t) sur 1 telle que a(t) < f(t, s)
pour (t,s)€l>xS. Soient €, & et £ une partition des entiers 1, ..., k, et
soit ci(t) une fonction réelle et continue sur 1 pour =i <k. Soit $(t)
Uensemble des charges non négatives p. telles que

L)W = [ fit, ydu=efe)  (ic),
Li(p)>eci(t) (i€®),
L(p)<a(?) (ief)
et supposons que (fy, ..., fr, f)est complétement régulier pour t €l. Soit ¢, la
charge unique dans M (t) pour laquelle L(t)() —_-ff(t, s)dp. atteint son

minimum. Supposons que ¢, est une combinaison linéaire des charges pre-
miéres py, ..., pi, KZk et que

K
"!‘t=2al(t)l-'-b
i=1

ol ai(t) est positive et continue sur 1, appartient & B (t) pour tel. Sup-
posons enfin que Y= v, et que U'ensemble des entiers ¢ tels que Li(t)(4.) 7% ci(t)
reste constant pour t 1. Alors, Y=o, pour tel.
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Démionstration. — Soit 0 < to <1 et soient p,, ..., . les charges premiéres
distinctes qui rentrent dans les charges ¢, et ¢,. Soit A (¢) I'ensemble des
r

points (ay, .... a,) dans I'espace affine a r dimensions, tels quez a;p; appar-
=1

tient & ¥ (¢). Alors, le point P(¢)=(ai(¢), ..., ax(t), 0, ..., 0)€A(¢)
pour ¢€l. En vertu du corollaire 5 ¢, le minimum de

LU)(Z@W) Za:L(t)(m)

=1

sur X (¢) est atteint uniquement au point P(¢) pour t€l et, en particulier,
pour ¢ = Z,. Il suit de la que
L(2) (1) < L(%)(94),
de sorte que ;= ¢,.
La méme méthode donne les résultats suivants :

Corovrraire 40 a.-— Si l'on omet Uhypothése que f(t, s)> a(t), mais en
outre des autres hypothéses on suppose que 3 (t) est borné pour tel, on a la
méme conclusion.

Corovrraire 40 b. — Si S est un espace compact, et les fonctions f; et f.sont

continues, et st lon garde les autres hypothéses, on a la méme conclusion,

" compte ‘tenu que deux charges dont la différence appartient & L(X) doivent
étre identifiées.

CoroLraire 40 ¢. — 87 S est localement compact, et les fonctions fi et f
appartiennent & C(S), et si les aombres fi(t, o) et f(t, o) existent
pour o =t = 1,et si l'on garde les autres hypothéses, on a la méme conclusion.

Nous allons appliquer ces résultals maintenant a certaines classes de fonctions
qui sont représentées par des intégrales. Parmi les cas particuliers de la théorie
exposée ici se trouvent les problemes d’interpolation pour les fonctions.abso-
lument monotones dans Vintervalle (—oc, 0], pour les fonctions harmoniques
non négatives, et pour les solutions non négatives de 'équation de la chaleur.

_Soient X et S des intervalles sur I'axe réel; ils peuvent étre finis ou infinis,
ouverts, demi-ouverts, ou fermés. Soit K(z, s) une fonction réelle, positive et
K(z, s)
K(Zg, 3)
est boraée, et que si s, est une extrémité de S (qui peut étre le point a l'infini)
qui n’appartient pas a S, alors

. K(xh S) —_
o8 hod Yewn i

continue sur X < S, et supposons que pour z; < Z2, ¥1, Za € X, la fonction

Par un K-nome, nous entendons une fonction de la forme

f(=) —Za,mx, st

i=3
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ol s;€S, 1 £ k etles a; sont constants. Si 2o € X, nous désignons par A ()
I'ensemble des fonctions f de la forme )

_ K(x, s)
f(ﬁ)— s K(zo, s)d}’w

ou p est une charge non négative sur S, en prenant ¥ comme le corps des
ensembles boréliens dans S. Evidemment chaque K-nome a coefficients non
négatifs appartienta X (zo).

Nous donnons maintenant quelques conséquences immédiates du théoréme 38
et ses corollaires.

Tueoreme M. — St 2, <. .. <wx< zpret xi€Xpour 1 LiLk+1,et €,
e/ @& sont une partition des entiers 1, . .., k,si £ est ’ensemble des f€ A(x/..1)
telles que

flz)y=c (ie®),
fley<e (ief),
flz)>e (ie®)

et si § n’est pas vide, le minimum de f(z41) pour f€ £ est atteint pour un
K-nome dont k coefficients au plus ne s'annulent pas.

Démonstration. — En vertu du corollaire 38 g et du théoréme 38, le minimum
de f(zk.1) est atteint pour une combinaison linéaire de k charges premiéres au
plus, qui pcuvent étre prises comme atomiques si S est compact, et autrement
Pune d’elles peut étre concentrée en la « frontiere idéale » de S, tandis que les
autres sont atomiques. Il suffira donc de considérer ce dernier cas. Alors le
minimum est atteint pour une fonction de la forme

K(z, s)
K(zrar, )10

- f(@)=fi(@)+a

ot f, est un K-nome dont au plus k —1 coefficients sont différents de zéro et p
est une charge premiére concentrée en la frontiere idéale de S. Mais il suit de (54)
que f(zi) = fi(xi) pour 10 <k et

S( k1) = [1i(@hw1) + @ > f[1(Zrar).
On voit donc que fi € £ et la propriété extrémale de f entraine que @ = o.

ConroLLairg 41 a. — Dans les mémes hypothéses,-soit ' Vensemble des Jeft
telles que f(Zyi1) £ Civr. Alors, pour un z quelconque dans X tel que x << zp.y
le minimum et le maximum de f(z) pour fe f' sont atteints pour .des
K-nomes dont au plus k + 1 coefficients ne s’annulent pas.:

Cela se démontre par la méme méthode.

Le noyau K est dit tchebyscheffien sur X x< S si, pour un choix quelconque
de points en nombre fini, #4, ..., zx€X, le systéme {K (2, 8), ..., K(zg, s)}
est tchebyscheffien. Il s’ensuit, évidemment, que le systéme est, en effet, comple-
tement tchebyscheffien. Pour que K 'soit tchebyscheffien, il faut et il suffit que



— 200 —

pour deux ensembles finis quelconques de points distincts zy, .... z €X
el sy, ..., s, €8, le déterminant

dét(K(zy, 57)) #o.

Cela montre que si K, (s, z) = K(z, s), alors K est ichebyscheffien sur X < S
st et sculement si K, I'est sur S>< X. On trouvera des exemples de noyaux
ichebyscheffiens dans Pélya-Szegs (vol. II, p. 52). Un autre exemple est
K(z,s)=(x+s5)"t, X=(0, ®), S=[o, @) qui est le noyali de la transfor-
wation de Stieltjes (¢f. Widder [72]).

CoroLLaire 41 b. — Dans les hypothéses du théoreme M, si K est tchebys-
cheffien, le K-nome extrémal est unique. Dans les mémes hypotheses, 'si
£FZE Iy, ..y Tia, les fonctions extrémales de §', dont Dexistence est affirmée
dans le corollaire M a, sont uniques. '

On tire maintenant du principe de déformation le

Corovrsire 41 ¢. — Retenons les hypothéses du théoréme 3. Supposons
d'ailleurs que K est tchebyscheffien. Soit P le K-nome qui donne & f(zi.1) un
minimum pour f€ ¥, soit B8 Uensemble des entiers i tels que P(x;) = c;, soient
1< <L Ty, T, €X et P(2)) = ¢ pour 1 £iZLk+1 et soit §' Uensemble
des fe A(x,,,) telles que

f(#)=c; (ie€nd),
(33) f(z) <o, (iefnB),
flz)>¢c), (ie®nB).

llors le minimum de f(x),,) pour f€ §' est atteint pour f=P.

Coroveaire 41 d. — Conservons les hypothéses du corollaire M a. Supposons

d’ ailleurs queK est tchebyscheffien. Soit P le K-nome pour lequel le mazimum

de 0 f(xo), n===1, pour fe £ est atteint, ot x;<< 2o<< Zjs1. Soient B, z,

«; comme dans le corollaire M c et soit §" lensemble des f € A(z},, )qui satis-

Jont auz conditions (55) et telles que f(Z,,) <L c},,, et soit ;< z,< j,,.
tlors, le maximum de 0 f(z,) pour f€ §" est atteint pour f =P.

‘Conservant les notations et hypothéses du théoréme 44, si K est tchebyschef-
fien, nous appelons le K-nome, pour lequel le minimum de f(z,.1) est atteint
pour f€ £, la fonction principale (f. p.) de £. En vertu du corollaire 41 ¢, la
f. p. de £ est indépendante de 4.

CoroLraire M e. — Si K est tchebyscheffien, et z,<...<xi<&iws e
Li€X pour 1ZLik—+1, et § est la classe des fe X(ziv1) telles que
S(xi)=ciy 1ZLiZk, et si P estla f. p. de £, quel que soit x,,> z et
& € A(Z},, ), la fonction g —P s'annule k fois au plus dans X, & moins qu'elle
ne s'annule identiquement.

La démonstration en est analogue a celle du corollaire 21 5.
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CororLarg 4 f. — Dans les hypothéses du corollaire 4l e, la fonction P
donne & f(z) pour f€ § un minimum lorsque z est dans les intervalles
(Zhy Zpaa], (Thay Tha)y - .., €t un maximum lorsque z est dans les intervalles
(b1, Zi), (Lh—yy Thoa)y -« -

La démonstration suit celle du corollaire 21 ¢.

Définissons 'ordre d’un K-nome P comme le nombre maximum des zéros <,
de f—P pour f€ A(x), zo€X, f#P et, comme auparavant, nous désignons
I'ordre de P par w(P). L'analogue du corollaire 21 d est encore valide. Exposons
maintenant une méthode pour déterminer 'ordre d’un K-nome dans des conditions
convenables.

Nous dirons que K est cartésien si, quels que soient les points sy, ..., s
dans S, ou s;<<...<<s, le systtme {K(z,s), ..., K(z, s;:)} est cartésien
sur X. Les exemples donnés dans Pélya-Szego (vol. II, p. 52), sont des noyaux
carlésiens.

Tueoreme 42. — S0 K est cartésien, et

.
P(e)= Y aK(z,s) (a>o0, 1ZiLr),
=1

alors w(P)=a +2b, o a est le nombre des extrémités de S et b le nombre
des points intérieurs parmi les points sy, ..., sp.

Démonstration. — Soit k = a + 2b, zo€ X, g € A (xo). Supposons que g —P
s’annule en Z4, ..., T41, OU Zi€X €L &y <:.. < Tpyp1 <L To. S1 g £ P, ily a un
point y Z z, tel que g(y)#P(y). Considérons I'ensemble £ des fe A (zo)
telles que

flen=g(z)) (LiZLk+)
et
f)=280)

En vertu du théoréme 41, £ contient un K-nome Q. Soient ¢4, ..., ¢, les points
de S qui rentrert dans les représentations de P et Q comme des K-nomes, ou
ti<C...<t,. Or Q—P est une combinaison linéaire des K(z, ;) (10 <v),
dont les coefficients changent de signe & fois au plus. Alors la fonction Q —P
s’annule k fois au plus, & moins qu’elle ne s’annule identiquement. Mais c’est la
une absurdité, parce que

Q(e)—P(zi)=0 (1£LigLk+1),
tandis que
QU)—P)=8)—P()#o.

Il s’ensuit que 'ordre de P est au plus égal a k.

Nous devons montrer maintenant que ’ordre de P n’est pas inférieur a k. Soit
(81 + 8i41)
o
a S, choisissons un point ¢ ou ¢, dans S tel que ¢y << s; ou ¢.>s;. Le sysiéme
{K(z, o), K(z, s1), K(z., t1), ..., K(2, s.), K(=, t,)} est cartésien sur X et

83 <...<s,et posons ¢;= ({=1,...,r—1) et si s, ou s, est intérieur



— 202 —

Pordre de P comme combinaison linéaire de ceux-ci est exactement égal a &, en
vertu du théoréme 23, de sorte qu’il y aun k-nome Q =26, K (z, s;)+ 2 ciK(z, ¢,)
aux coefficients non négatifs tel que Q—DP s’annule k fois sans s’annuler
identiquement.

Il est facile maintenant de démontrer les analogues des théorémes 24, 25 et 27
et leurs corollaires. L’énoncé de Vanalogue du théoréme 28 est assez compliqué.
parce que la détermination des parametres quiy interviennent dépend, en général,
de certaines équatioﬁs transcendantes qui sont difficiles a résoudre explicitement.
Le cas K.(z, s) = e**, S =[o, @ ), X = (— =, 0], donne presque tous les résultats
essentiels de Bernstein [8] sur les fonctions absolument monotones dans I'inter-
valle (— =, o]. Nous n’entrons pas ici dans les détails, parce que le lecteur
lui-méme pourra dés maintenant faire le nécessaire sans difficulté. Le corollaire
curieux qui suit peut posséder quelque intéret.

Tutorenr 43. — Soit 020> 21>>... une suite telle que 2x;"' diverge, et
sotent cq, ¢4 et ca des constantes données. Alors, pour qu'tl existe des constantes
C3y ..., telles que

[cim Clyy 2oy cin] >o,
quels que soient les entiers non négatifs iy, ..., iy, ot
[c,,] = Cp,
lew, ooy et ] —TleCty ooy €1y1]
Clyy «++y C =
[ 18] ) l;.] 1, — &1, ’

il faut et il suffit que co>cy,>ca>o0 et

[loge,, loges, loge:] > 0

(cf. Feller [21], Widder [72]).

Les méthodes exposées ci-dessus s’appliquent aussisi X et S sont des ensembles

linéaires plus compliqués. De cette fagon, nous pouvons discuter des généralisa-
- tions de l'inégalité de trois lignes (¢f. Deetsch [20]) aux problémes analogues

pour les moyennes quadratiques des fonctions presque périodiques dans des

bandes, dont les spectres sont contenus dans un ensemble donné d’avance.

Un de nos colldgues, J. A. Honig [78], est en train d’étudier I'application de
cette théorie a quelques problémes de la Chimie Physique (c¢f. Sips [81]), ou
intervient la transformation de Sticltjes.

Nous espérons revenir sur ces questions et aux autres applications de nos
méthodes dans un autre travail.

APPENDICE,

QURLQUEB nnniouns SUR LES THEOREMES DE TROIS ET DE QUATRE CERCLES.

Dans cet appendlce nous voudrons faire quelques observations concernant les
rapports entre le théoréme classique de trois cercles de Hadamard et les théorémes
de trois- et de quatre cercles démontrés ici (les théorémes 27 et 28), et nous
voudrons. aussi éclairer quelques théorémes analogues.
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11 y a plusieurs méthodes pour mesurer la grandeur d’unc fonction analytique
sur un cercle. Les plus importantes en sont les moyennes intégrales

M"(’)={2foo- | F(re®)|r dﬂ;" (o<p<=),

le maximum du module

M(r)= max | f(z)} = M, (r)=hm Mp(r),
lzl=r P o

et la moyenne logarithmique de Nevanlinna, que nous ne discutons pas ici. Si f
est analytique sur |z|=r, alors M,(r) est croissante comme fonction de p
(c¢f. Hardy, Littlewood et Polya [32]). Si f est analytique dans |5| <R, ces
moyennes sont des fonctions croissantes de r. Cela s’ensuit de la subharmonicité
de log| f(2)| (Cf. F. Riesz [B4]). Si fest analytique et | f| est uniforme dans la
couronne R, <|z|LRa, alors logM,(r) est une fonction convexe de logr
(Hadamard [28], Hardy [31]). Llinégalité ainsi obtenue ne peut pas étre amé-
liorée et la fonction extrémale est de la forme cz*, ou A est un nombre réel déter-
miné par les valeurs données de M, (R, ) et M,(R,). Si I'on restreint f de maniére
A étre uniforme dans la couronne, on peut, en général, améliorer cette inégalité.
Dans le cas p =, la fonction extrémale peut s’exprimer par le moyen des
fonctions 0 et elle a été déterminée par Teichmiller [64], Robinson [55] et,
implicitement, par Heins [33]. Dans le cas p =2, la fonction extrémale est une
onction rationnelle simple qu’a déterminé Carlson |[14]. Son résultat est une
légere modification du théoréme 27. Le probléme n’est pas résolu pour d’autres
valeurs de p.

Si f est analytique dans |z| <R et si les valeurs de M,(r,) et M,,(r,) sont
données, ot 0 L ry<<raZR, il est, en général, assez difficile de déterminer la
plus grande valeur possible de M,(r) pour ry<<r<r;. Dans le cas p= o,
Heins [34] a ‘discuté ce probleme et a obtenu des résultats trés intéressants et
trés importants. L’inégalité de Carlson [14] (notre théoréme 27) résoud le cas
P = 2. On n’a guére abordé le probléme pour d’autres valeurs de p.

Le . théoréme 28 donne une inégalité de quatre cercles pour p =2 et notre
méthode générale nous permet d’obtenir la forme générale d’un théoréme de
k cercles pour la moyenne quadratique et de déterminer la fonction extrémale
explicitement pour A=4, 5 et 6. Dans un travail paé encore paru, Garabedian [25]
a traité le cas o p =, k=4, lorsque le rayon du plus petit cercle est égal a
zéro. Il a trouvé des phénomeénes nouveaux, mais il parait que les méthodes de
Heins sont toujours applicables en ce cas..On en sait trés peu a I'égard du cas
général.

On est amené a se demander comment M, (r) varie lorsque les nombres p et r
varient simultanément. L’inégalité

' 2R 1
M. (r) < M,,(R)R{o—l_j __‘E"__}v,
27 J,

Rel— 7
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pouro=r<<R,od r<p <o, p'4 g~'=1, est une conséquence triviale de
I'inégalité de Holder. L'inégalité

(56) M. (r) /(1—--—) M:(R) (or<R)

est la meilleure possible et résultc immédiatement de I'inégalité de Schwarz. Ces
inégalités valent dans la supposition que f est analytique pour | z| < R. D’autres
résultats de ce genre sont dus a Kakeya [39].

Si f est analytique dans [2| LR et 0o Z Ry ZRa<<Ry=R, et les valeurs de
M, (R,) et M2 (R;) sont données, on peut chercher la plus grande valeur possible
de M, (Rj). Ce probléme est un cas particulier d'un probléme plus général dans
I'espace de Hilbert, que nous allons traiter maintenant. Nous nous servons des
notations et des désignations usuelles (¢f., par exemple, Murray [49]).

Soit A une transformation bornée, non négative et hermitienne dans 'espace de
Hilbert $j, soit f, € $, et soit * une constante donnée. Cherchons la plus grand‘.
valeur possible de | (f, fo)| lorsque Pélément f parcourt ensemble de ceux qui.
satisfont aux conditions

(37) “f”=l, (Afyf)=7'

Pour résoudre ce probléme, nous avons besoin de la forme suivante de I'inégalité
de Schwarz.

Lewws 44. — Si B est une transformation hermitienne non négative sur %,
alors

[(Bf, &)1 < V(BS, /) (Bg, &)-

Soit maintenant C = [|A]l, de sorte que o < (Af, f) <G| f]*, quel que soit
J€%. Alors pour 2> C, la transformation zI— A est positive définie, de sorte
que si go=(zI—A)'fy, ona

(38) LA =1((@T— A)go /)| < V({(ZT—K) g0, &)(ZL=A)f, f)
2 V(e 80 (z— 1) =VF(z)(z—1),

F(z)= (fo: &0) = (&0, fo) = (I — A)'fo, fo)-

ou

De méme, si z<<o, la transformauon A—zl est positive, et nous obtenons la
méme inégalité.

Si l'on choisit z de fagon que la valeur de F(z)(2z—1) soit aussi petite que
possible, alors

Etudions donc cette fonction . On a

k' (z)=2— F(z)F'(z).
F(z)t
Mais
F'(z)=—((zI =AY, fo)
et
F(z)=2((zl = A)fo, fo)
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de sorte que
F'(x): = (2] — A) 1 fo, (@l — A) ' fo)r < (21— A)o, fo) (@1 — A)=2fy, (T — A)~U f,y

£

;F(.«:)F'(.z).

en vertu du lemme et du fait que zI— A est définie pour > C ou x<Co. I

résulte que 2’ < o et k est décroissante en dehors de I'intervalle [o, C] (!).
Or, A posside la représentation intégrale

c .
A =f » dE(L),
]

ou E(2) est une résolution de 'identité, de sorte que F(z) est la transformée de
Stieltjes

C
F(a:)—_-.-f L _da(n).
0

&z — )k
ou
a(2) = (E(X)fs, fo)
(¢f. Hilbert [37], Murray [49]). La fonction a est non décroissante et 2(0) = o,
a(C)=||fo|*>. En général, F(z) tend vers l'infini lorsque z — C+ ou o~. Par
exemple, si 2(C)— a(C~) > o ou si

. G-
E.l-;l:l‘-’ A C—}.da()')=+°°’
alors F(z) — o lorsque  — C+.
Mais on a
F(ap=|(zl—A)fy, o)X | < [(T =AY fo R I Ao 2L N fo 1| F(2)]
=—||fo|*F'().

d’ou il résulte que

Sl |F(2)|

TF(a)] = F(z) =

ce qui montre que si |F(z)|— o lorsque z — C* ou o™, alors E((:)) — 0.

On voit ainsi que si

(59) lim F(z)= lim |F(z)| =2,
x>C+ >0

alors . décroit de C a 7o dans [C, + o ] et de 7o & 0 dans [— =, 0], ol

(AfO) fo).
FA

to=limhA(z)=
T w

(') Nous supposons que f, n’est pas une fonction propre de A. Si A f, =1 f, alors
F(z)=(z—=2" 1Y

:t {e n;azimum de | (/f, /,)| est égal 2 min (;; :—fﬁ{;;)’ c’est-a-dire ;‘si oitZhet T
<:<£C.
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Si (59) a lieu, 0 <<7.<< G et 7541, alors il y a un point unique z hors de
Pintervalle [Jo., C] tel que & (z) =1 et nous concluons que

|F(2)| |
V=F(z)

[/, fo) | < (F(2) (2 — ) =

K alors

Slf__

fll=1 et (Af’f)=(A||2,lgo)"

Mais
F(z)=((z]—A)go, &0) =] &0 |[*— (A &0s &0)
et
F(z)=— (21— A)Y2f,, fo) =— ((x] — A)=t g0, (x] — A) £0)
=— (& &) =—| 8o |1*s
de sorte que
+ F(=) _ (Aga g0)
+ F(2) W =(AL /)
ct

(goyfo) ¥(z)
VI = Tl = Fe

Nous avons ainsi démontré le

Treorexe 45. — Soit A une transformation bornée non négative hermitienne,

soit ||A||=C. Soit foe$h, o<<t<C, T#To_(‘;?’lf:O) Supposons que fo

West pas une fonction propre de A. St (59) a lieu, et || f||=1, (Af, f)=r,

alors

| F(x)]
I(f,fo)l_¢ 7

ou

F(z)=((z1— A)"'fo, fo),

et z est la racine unique de l'équation
F(z) _
(60) Z -+ m—) =T

qui se trouve en dehors de lintervalle [ o, C). L'égalité est atteinte seulement
pour

=t 8% oul =(z]l — A)1f,.
S "go“, &o=( )t fo

Si v =1,, on ne peut pas améliorer U'inégalité triviale
I(f’fo)‘ é“f““y

ou légalité vaut pour f=e® "';.:"( ).
Si I'on représente les éléments de  comme des suites f= (1), ..., fin, ...),

(') Le cas ou f, est une fonction propre de A est traité p. 201.
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avec || f][2= X |/ |* et si Pon prend Af= (fi, a=2f), ..., n2fin), ..2),

n=t
. o o . 1 I * .
tandis que fo est choisi comme (l, 51 gy ee ), alors F (z) est essentiellement

cotgz et un calcul facile conduit a I'inégalité de Carlson [13] :

% ® = .
<n:<};.a,.[=><2'_‘j;g.>.
n=1 n=t1.

On ne peut pas remplacer la constante ©* par une constante plus petite.

CorovrraIrg 48 a.

2
n

n=1

Soit f(z) = 2 ans" une fonction analytique dans |3 | <1 telle que

n=0

I7l=Ma(12 =Y | anlt <+,

n=0
Soit A, f=f(r?z), o<r<1, de sorte que GC=||A||=1. Alors
Arf, )=, |anltrtn=Ma(r).
n=0

Soit fo=(1—ps)!, ot r Lp<<1. Le probleme général se réduit a celui de
trouver la plus grande valeur possible de f(p), ¢tant donné Ma(1)=1,

M, (r)= \/;

Nous sommes donc conduits a étudier les fonctions

F(x)=((zI— A;)"1fo, fo)= _:p_i!-L,-zn
n=0
et
h(z) =2+ g—,((%

Or

N b 2n N

Py = (2)" 3, 755 = (8)

n=—N

et

F(r¥g)= (3 )’N Fi(z).

re
Sir<<p<i,alors

2n
G(2) = lim Fy() = Z;—i‘,‘;ﬁ

existe. On a| -
, 'y —*F —*F'(z)
F(2)Fi(e)— Fi (2) F () =— £ — 278
_ re O P (1 — rint+?)
= pi(rtz—i) 2 (z — riny <o
n=~0
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de sorte que

rth(z)—h(rz)= r(F(=) FF’((.;));’ ]::”()"")Fi(@))

el
h(z)<h(ﬁz)
11 s’ensuit que
et an h(rNz) . h(rtz) G(x)
h(z2)< —5x— < kl;.,—‘ x+G,(z)=H(x).

Soit 0 <<t << h(—1) et soit z=— la racine de (60), de sorte que o<y <1
Soit N I'entier tel que
1ZLyrN=Y < 2,

Alors
PNA(—r ) Z 1N h(—Y)<t=h(—rNY) < r'H(—Y) < r*NH(—1)
et
logt —logh(-— r—2) N logz —logH(—1)
2 logr = 2 logr ‘
Soit
__ F(=p
L(z)= =)
Alors L'(z) =—TF(z) A/ (x) <o pour z<Co, de sorte que I, est décroissante
pour z << o. On a
L(,-zxx)=_?2N£M
Fx(x)

2N T F(e):  Fy(a)
L(rx)— 2 L(x)=¢? (F'(z) F’_i(‘_”—5>

=az{F(FF,—F,Fl‘_")F—‘0,—Fl‘ YW(F—Fy)! siz<o

Par conséquent, si_z <o,

L(z) <

L(r*Nz) < lim L(r"z) LCN
e ko 2 G'(z)
En particulier,

PUL(—1) £ V(= Y) < L(— ) < g G < v BT
t
¢ logp logp
T log r . G( —r— ), Tog 7
l(——l)(m) <L(.’L‘)=L(—I"NY)é~— G,( o ) h(—l"’))

Nous avons démontré le

COROLLAIRE 48 b. — S¢ J est analytique dans |z| <<teto<<r<<o<, alors

logp we(3)
M. (p) < K(r, p) Ma(r)8" Ma(1) &7

ott K (r, p) ne dépend 'que de r et p. St My(r) < Vb (— 1) Ma(1), alors la
meilleure valeur de K satisfait a Uinégalité

logp

— £ log e
L(— ) H(—1) "5 2 K(r, )tz —

G U 4
B =
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St les valeurs de My (1) et Ma(1) sont données, la fonction pour laquelle la
plus grande valeur de M_(p) est atteinte & la forme

f(z)= Ci (.‘ i",-a,,) z",

n=0

ou G est une constante et x est déterminé par (60).
De la méme facon, on peut obtenir une inégalité de la forme
Mg( I ) l ,
Ma(r) )
ou Ky (r) ne dépend que de r. On ne peut pas améliorer cette inégalité lorsque

les valeurs de My(r) et Ma(1) sont données, sauf pour la valeur de la cons-
tante Ky (r).

M,(r)éK,(r)M,(r)s 1 + log

Au moyen de ce corollaire et de;l'inégalité (56) ci-dessus, on peut déduire des
théorémes de k cercles pour le cas p=occ du cas p=12. Les inégalités ainsi
obtenues ne sont pas les meilleures possibles, mais elles donnent des bornes dont
Pordre de magnitude est 4 peu prés correcte.

Comme nous I'avons déja remarqué, la fonction extrémale dans le théoréme
de trois cercles de Hadamard est de la forme f(z) = Cz?, ou G et 1 sont déter-
minés par les valeurs données de M_(R,) et M_(Rj). Si l'on fixe la valeur de
M. (R1), on peut assigner a M_ (R,) des valeurs aussi grandes que I’on veut pour
que A soit un entier positif et alors cette fonction est aussi la fonction extrémale
pour le cas oti f est supposée analytique dans tout le cercle | z|<Ry. Il y a donc
des valeurs arbitrairement grandes de M, (R,) telles que la fonction extrémale
pour le dernier probléme ne s’annule qu’a 1'origine. Le théoréme suivant montre
qu’a cet égard on rencontre un phénoméne tout nouveau dans le théoréme de
quatre cercles.

TueoreMg 46. — Soit o <<ry<<ry,<<ry;<1eto<<f <<am et soit ay le maxi-
mum sur |z|=r, de la fonction v(3) qui est harmonique dans le domaine

B B : 5 ; 5 .
ra<|z|<r, s <argz <<om— o2 et qui est égal a 1 pour |5|=1 et s'annule
sur le reste de la frontiére. Supposons que f est analytique dans|z| <1 et que

(61) o<a<LM_(r), M_(r:)< b, M, (r3)> M_ (1)

ot a> ay. Alors il existe deux constantes K et Q, qui ne dépendent que des
paramétres a, b, ry, ra, r3, a et 3, telles que si M,( 1)K, la fonction f pos-
sede au moins QlogM,, (1) zéros dans chaque secteur ySargs <y + f d’ouver-
ture 3 avec le sommet a Uorigine.

Pour la démonstration, nous avons besoin de quelques lemmes, dont le premier
est essentiellement connu.

Lexne46a. — Sifest analytiqueet|f(z)| <Mdans|z| <L Ret si|f(30)|>a> o,
ou | 30| =r <R, alors
a(R—r).

/() =3 pour |5—s| <oy
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Démonstration. — Posons g(5) = %(L") On a donc

2M
l8(5) < - powr |z|=R

et alors aussi pour | 5| < R. Il en résulte que

r

Leune 46 b. — Supposons que f est analytique et R(f (5)) = u(z) >0 dans
|z|<L1 et I(f(0))=0, et que |u(z)—1|ZLe <L pour |z|Lr << 1. Alors

If(z)"" 1| £ Cy(r, p)ecsl". P -
pour |z| Lo, r<p<i, ot Cy et Cy ne dépendént queder etp.

Démonstration. — Sip<<o<<1,o0na

S <a+e i< & pour |3z

-G 1I—0c
(Pdlya-Szego [51], vol. I, p. 140, prob. 287). On a aussi

[B(f(2)—f(oN| L] (u(z)—1)—(u(0)—1)| L2 pour [z|ZLr.
Alors
[ f(z)—1]|L|f(z)—f(0)| +|f(o)—1]

4 (1 2 _
éze(—;arctg(;)+;log3+x)_Cs pour |z|<L

~

2
Il s’ensuit que

-]

@—1lz@r(1+7)  pour (3120

ou

en vertu du théoréme de trois cercles de Hadamard. On peut poser

I+p

= A
2

Lenxe 46 c§ — Supposons que f est analytique et R(f(5)) = u(z)> o dans
le domaine D borné et simplement connexe, que J(f (z0)) = o et que

lu(zb)—x{éeél pour |z —zo|Lr.

Supposons que la distance du point 5o de la frontiére deD est au moins égale
a R>r, et soit h>o. Alors, il y a des constantes positives C, et C, qui ne
zlcpendeut quede D, r, R et h, telles que

[f(z) —1] < Ciets

en chaque point = dont la distance de la frontié¢re de D est aw moins égale ah.
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On peut déduire ce lemme du précédent par la représentation conforme du
domaine D sur le cercle-unité.

Nous sommes préts maintenant & démontrer le théoréme. Supposons qu’il ne
soit pas exact. Alors il y aurait une suite de fonctions f,(s) analytiques dans
| 5] < 1 qui satisfont aux conditions (61), telles que

M. (1) =M_(1, fa) >o et Np=o(logM,(1, fa)),

a2
ou N, est le nombre des zéros de f» dans le secteur |arg 5| < 1; Choisissons r;,

s, reetPytels que o <Py < B, ry< <1, M << <1<l 1y et tels que ry, 1
et B, sont suffisamment proches des nombres 1, rs et |3, respectivement, que le
nombre a,, qui leur correspond comme ao correspond a ceux-ci, est encore infé-
rieur A . Soient z,, ...,.3, les zéros de f, dans le domaine E, de la forme d’un

. : 7
trou de serrure, qui consiste du cercle |z| < ry et du secteur |z < |r; = _',_‘,

|args | < ?2—’, ou B, = @ Posons

Pa(s) = L](ﬁ)

et

Sn(2)
P,.(z)’

&n(2) = log

ou l'on choisit la détermination du logarithme de fagon que —n < 3(g.(20))<m

cn quelque point 3o sur | 3| =ry, o0 | fa(20)| X a et enfin
o) &n(3)—1i3(gn(30))
(@) == S oe ML G, )

Or R(gn(2)) < logM, (1, fu) pour | 2| <1 (Pélya-Szego[51], vol. I, p. 142),
de sorte que B(%.(5)) > o pour | 5| < 1. Dailleurs, s1 | 50| =ry, | fu(50) |2 a,
alors '

b /a2 pour |z— s < X0,
! i a(r;—ry)
Il s’ensuit que | 2 — z0 | > =), ot
> |Pr(2)|2e’, c= :[E(’i::)) pour |5 — 20| < &"78;;';)_
On a donc!

| B(ga(5))| < max(logb —vloge, logfz),

et alors
a(ry—ry )_
8b

I

I R(hn(z))—1|Len>0  pour |z — z).

Par conséquent,
[hn(3) —1| < Cuefr=2n
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-dans le domaine fermé E, qui consiste du cercle | z| < r; et du secteur |z| < r,,
|args | < %, en vertu du lemme 46 ¢. On conclut que
W(&n(3)) L 8a(=+1logM_ (1, fr))
dans E,. Si a; est le maximum sur | 5| =r; de la fonction v (z) qui est harmo-
nique dans 7y <<|z5 \/ |4, % <args <<a2m— %‘ et égaled 1 sur {5|=r, et égale
a zéro sur le reste de la frontiére, alors
B(gn(3)) < (as+ (1—21)8,) logM,_ (1, fo)+ (1—2)8,%  pour |z|=r.

(Ostrowski [49], Nevanlinna [48]). Mais si l'on choisit z sur | z|=r; de fagon
que | fn(2)|=M.(rs, fn), ona

ae Joglfa(5)] . Mign(s)
= logM. (1, fa) = logM. (1, fa) =

@+ o(1).

D’aprés la maniére employée pour choisir les nombres r,, r; et B4, on a a; < a,
de sorte que nous sommes arrivés a4 une contradiction. Le théoréme est donc
démontré.

Reinarquons que

fog L
ce que I'on montre facilement en considérant la fonction harmonique ( - )
log (;2)
Soit maintenant g(M) la plus grande valeur de M_(r;) lorsque f parcourt!les
fonctions analytiques dans | 5| <C1 qui satisfont aux conditions M_(ri\)>a >0,
M_(ra) < b, M_(1) £ M. Alors g(M) est non décroissante. Si 'on considere les

polynomes

3
w

Qn(z)=A + B3,

ou A et B sont déterminés par les conditions Qn(ry) =a, Qn(r.)= 1= et r est

rq\n b
tellement grand que (;:) > —» on trouve que

lo, (2)
long(M)_> g ra
logM ]'og(‘—l-)
ra

lorsque M tend vers linfini. 11 en résulte que la fonction extrémale fy telle que
M, (r;) = g(M) satisfait aux hypothéses du théoréme 46 si M est suffisamment
grand.

Dans le Mémoire [ 58], on trouvera une esquisse d’une autre démonstration du
théoréme 46 qui donne des estimations des quantités K et Q.
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