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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

_ LE PROBLEME DU GAIN
DANS LA THEORIE GENERALISEE DES JEUX SANS INFORMATIONS ;

Par M. Crauvpr Berar.

1. Introduction. — On a un jeu alternatif lorsque deux joueurs (que nous
désignerons par A et B) choisissent alternativement dans un ensemble donné des
¢léments (que nous appellerons positions du jeu) : A ayant choisi une position z;,
B peut choisir une position z, dans un ensemble I'z; dépendant seulement de 24,
puis A choisit une position z, dans un ensemble I'z; ne dépendant que de z», etc.
Les joueurs- s’arrétent lorsque la position du jeu appartient a un certain
cnsemble K; un nombre f(z), réel, défini sur K, et appelé le résultat, indique
alors le gain du joueur A s'il est positif, ou sa perte s'il est négatif. Le but de A
est d’obtenir un résultat f(z) aussi grand que possible (1).

T est une application multiforme qui caractérise la régle du jeu : c'est par
définition son tranformateur fondamental. On a ‘montré ailleurs que dans
certains cas (jeux alternatifs absolus), une algébre des transformateurs permet de
résoudre aisément et complétement les problemes posés par les rapports entre la
structure du jeu et les ensembles de positions gagnantes (2).

A l'aide de méthodes différentes, Von Neumann avait résolu ce probleme pour
les jeux alternatifs particuliers que sa théorie envisageait (*). Dans cette ¢tude,
nous nous proposons de résoudre le probléme du gain pour une classe de jeux
plus générale. C'est la classe de tous les jeux alternatifs pouvant étre joués avee
une information incompléte. ]

Il est & remarquer que cette classe généralise toutes les formes extensives de

(') Le point de vue exposé ici est celui de notre thése [¢f. C. BERGE, Sur une théorie ensen-
bliste des jeux alternatifs (J. Math. pures et appl., 1933)].

(*) C. BrrGE, C. R. Acad. Sc., t. 232, 1951, p. 294-296.

(}) O. MORGENSTERN et J. Vox NEUMANN, Theory of Games and Economic Behavior, Princeton, 1944.
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jeux envisagées par Kuhn (*), Krentel, Mac Kinsey, Quine (4); et, comme il
arrive souvent en Analyse mathématique, la théorie plus générale se révelera
finalement d’un emploi plus simple que la théorie particuliere.

2. Jeux Neumanniens. — Supposons que deux joucurs A et B jouent un jeu
alternatif, mais ne connaissent pas exactement les choix de I'adversaire; pour
qu’ils puissent choisir des positions, c¢’est-a-direc pour que le jeu ait un sens, il
faut faire certaines restrictions sur la nature des positions du jeu et sur le trans-
formateur fondamental. Nous appellerons neumanniens les jeux pour lesquels ces
restrictions sont minima; ils se décrivent de la facon suivante :

Considérons deux ensembles X* et Y* dont les éléments respectifs x el y sont
par définition les positions des joueurs A et B. Une application donnée o
applique X* et Y* sur X* et Y. z=0(x) et y =o(y) sont par définition les
structures des positions z et y. Le joueur A, connaissant sa position initiale zo
et seulement la structure y, de la position dec son adversaire, choisit une posi-
tion 2, dans un ensemble G(zo,;o) dépendant seulement de z, et de y,. Puis le
joueur B, connaissant sa position y, et la structure ;,, choisit a son tour une
position y, dans un ensemble G(z4, y,), et ainsi de suite.

La position du jeu, qui est constituée par la position des deux joueurs et du
trait (¢), est par définition le produit topologique t=z.y (si le trait est a A)
out=y.z (sile trait est a B).

G est une application multiforme qui décrit la régle du jeu; nous 'appellerons
encore transformateur fondamental, bien qu’il différe un peu du transformateur
proprement dit T'; on a d’ailleurs

M(z.y)=y.G(z.y), l‘(y.x):x.G(;._y).

Remarquons qu'ici, le moment n ot I'on obtient la position z.y ne joue
aucun role : on adopte de ce fait un point de vue global, différent de celui de
Von Neumann et de ses éleves.

La présente description étant plus générale que la description classique, il
convient aussi de remarquer que l'on peut retrouver cette derniére avec les
hypotheéses supplémentaires suivantes : '

H, : Le transformateur G est isovalent.

H, : La structure de x et de y est le moment n od ces choix peuvent étre
cffectués.

H, : La durée du jeu est limitée par un nombre fixé a I'avance.

H, : Les ensembles de positions consécutives a une position donnée sont finis.

(*) H. W. KunN, Extensive Games (Proc. Nat. Acad. Sc., 1350, p. 570-576).

(*) W. D. KRentEL, J. C. Mac Kinsey et W. V. QuiNg, A Simplification of Games in Extensive
Form. (Duke Math. J., vol. 18, 1351, p. 885).

(®) On appelle trait 'indication du joueur qui a le droit de jouer au moment considéré.
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3. Schéma d’information. — Considérons sur Y* une sous-partition D={Y?/,
de la partition d’homomorphisme {s1(z) }.g7.. On a donc

Y250,
zeY", Y*no—1(z)# O entraine Y*co—1(3),
a#E D entraine Y*nY3= 0,

Y*=Y".
Y

On dira que A a D pour schéma d’information si par suite de renscignements
plus ou moins précis sur la position y de son adversaire, le joueur A peut
prétendre a priori connaitre 'ensemble Y# de-D qui contiendra 3 quand B aura
Jjoué.

D' est un schéma d’information plus fin que D si D' est une sous-partition
de D. Le plus fin de tous les schémas d’information est le schéma D, formé de la
partition discréte { y }.ey» : ¢’est un schéma pour la connaissance totale. I¢ moins
fin de tous les schémas d’information est le sciéma 1, form¢ de la partition
{e71(z) },ev- : C’est un schéma pour I'ignorance totale.

Si A possiéde deux schémas d’information

2

D|={Y:‘!}1 et Dg:{\'

e

il possedera aussi le schéma produit
[/
DixD={Y*nY3}, 3.

Les schémas d’information constituent ainsi un demi-groupe abélien avee élément
neutre.

4. Stratégie. — Supposons que le joueur A joue un jeu ncumannien avec un
schéma d'information D. En général, A ne connaitra pas la position du jeu z.y,
mais seulcment un ¢lément z choisi par lui et un certain ensemble Y déterming
par le choix de son adversaire. Y est donc un élément d'une famille £(Y"),
définie par les différents sous-ensembles d’'un quelconque des éléments de D.

Le produit topologique ¢ = z.Y est par définition la situation du jeu pour A
au moment considéré.

Considérons une application 7 de X*. € (Y") dans X*, telle que

=(2.Y)eG(z.Y).

On dira que A adople 7 pour stratégie s'il décide a I'avance de choisir la
position z'= 7 (z.Y ) devant toute situation z.Y qu'il rencontrera.
Il est a remarquer que si A adopte une stratégic = et B une stratégie £, le
déroulement de la-partie est entiérement déterminé, et, par suite, il en résultera
. pour A un gain ne dépendant que de m et de £. En considérant = et { comme les
positions des joueurs A et B, on obtient un jeu neumannicn particuliérement
simple appelé forme normalisée du jeu considéré. -
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5. Fonctions-guides. — On dira que A peut garantir fortement un nombre g
si, quel que soit le nombre positif ¢, il existe une stratégic @ permettant a A
d’obtenir a coup sir un résultat supérieur a g — ¢. En outre, s'il ne peut garantir
fortement aucun hombre fini, on dira que A peut garantir fortement le
gain —oo. On dira de la méme facon que A peut garantir g s'il peut obtenir un
gain supérieur ou égal a g.

En présence de toute situation £, un joueur A donné¢ peut annoncer un gain g,(¢)
qu’il garantit fortement, et qui lui semble le plus intéressant. g, (¢) est par défini-
tion la fonction-guide du joucur A. h(t)= sup 8ga(t) est par définition le

meilleur gain garanti (m. g. g.) du joueur A. Le probléme du gain consiste a
exprimer A(t) en fonction de D, f(z), G. Si k(¢) ne dépend pas du schéma
d’information D, on dira que le jeu est parfait (ce qui généralise la notion de
« strictly determined games » introduite par Von Neumann).

Démontrons dés maintenant le lemme suivant :

Lemnr. — /.(¢) est une fonction-guide.

Montrons cn effct que, si petit que soit ¢, il existe une stratégie permettant a A
d’obtenir un résultat supérieur a A (¢) —e.

Cela provient de ce qu’il existe au moins un gain g que A peut garantir
fortement, et supérieur 3 A(2) —e. n = g—h(t) + ¢ est alors positif, et il existe
une stratégie assurant un gain supérieur a

g§—n=~h(t)—c C. Q. F. D.

6. Dans tout ce qui suit nous ferons une hypothese supplémentaire, a savoir
que la durée du jeu est bornée par un nombre N fixé a I'avance (hypothese H,);
autreément dit, aprés que A ct B aient choisi chacun N fois leurs positions, le jeu
s'arréte. A la position z.y & ce moment la correspond un résultat f(z, y) repré-
sentant le gain (positif ou négatif) du joueur A, et que celui-ci essaie de rendre
aussi grand que possible.

TreoriMe 1. — La condition nécessaire et suffisante pour que g(z, Y) soit
une fonction-guide est que U'on ait

(1) &(=, Y)< sup inf g2, Y)
2'€6(x,Y) ven/6(x,Y)

si la situation t = 2.Y se présente avant le Ni#me coup ;

(2) 8(z, Y) < inf f(z, )
yey

si la situation t = z.y se présente au Ni¢me coup.

La condition est nécessaire : Désignons par D/Z={ZnY*}, la trace de D
sur un sous-ensemble Z de Y. Supposons qu’un joueur A prétende garantir
fortement g(z, Y) devant toule situation z.Y. Cette fonction vérifie ¢videm-
ment (2); elle vérifie également (1), car si A prétend obtenir un gain supérieur
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a g(x, Y)—e en choisissant une certaine position |, il peut obtenir un gain au
moins ¢gal devant toute situation z,. Y’ qu’il rencontrera au coup suivant. D’oi
inf 8(2h, Y) > g(z, Y).
Y'e/6(x,Y)
On en conclut

sup inf  g(2,Y)> g(z, Y). C. Q. F. D.
+'€6(xY) ven/e(w,Y)

La condition est suffisante : Soit g(x, Y) une fonction qui satisfasse aux
relations (1) et (2). D’aprés (2),” A peut la garantir fortement au N*™° coup.
Raisonnons maintenant par récurrence, ct démontrons que si A peut la garantir
fortement au A*™° coup, il peut la garantir fortement au (K — 1)*™° coup. .

En effet, donnons-nous un nombre ¢ petit ; si la situation ¢ = z.Y est rencon-
trée au (k — 1)"®" coup, il existe pour A une position z/, [z’o €G(z, Y)] telle que

inf  g(z, Y)Xx sup inf g(z, Y')—E-
Yy en/6(7h,Y) 2e6(a,¥) Yee(a,y) 2

Quelle que soit la situation #, .Y’ au £**™° coup, on aura donc
, 4 3 3
gy, Y)> g(=, Y)_‘;‘

Or, par hypothése, A peut obtenir un résultat supérieur a g(z,, Y') — g, donc

supérieur & g(z, Y) —c¢. Comme ¢ cst arbitraire, A peut donc garantir fortement
g(z, Y)an (k—1)*™ coup. C. Q. F. D.
Par la suite, on posera

sup. inf. g(z,Y)=Ag(z, Y).
a'e6(x,Y) Yene(a,y)
7. Tneorime 2. — La condition nécessaire et suffisante pour que
hix.Y) soit la fonction m..g. g. et que Uon ail
(1) h(z, Y)y=Ah(x,Y)
sé la situation t = x.Y se présente avant le N¥™ coup ;

(2') hiz, Y)=inf f(z, y)
rev
st la situation t = z.Y se présente au N*™ coup.

Lu condition est nécessaire : La relation (2') étant évidente pour la fonction
m. g. g., démontrons sculement la relation (1').

La fonction m. g. g. ¢tant d’aprés le lemme une fonction-guide, on a
h(z, Y) < Ah(z, Y).
Si I'on avait Iinégalité stricte au A*™° coup pour une situation z.Y, il existerait
un nombre positif x tel que

Ah(z, Y)=h(z, Y)+n,
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A peut dong choisic une position z, telle que

. oy - n
\"enfzg(‘..-;,'\')h(x"’ Y)> h(z, Y)+ .

Quelle que soit la situation ,.Y', on aurait alors

(&, Y)> h(x, V) + :'

Au (A 4 1)¥™ coup, A pourrail garantir un gain g tel que

& I h(x’m Y/)_ /'? >h(.’l‘, Y)+ I;’

Mais alors, dés le A" coup, A peut garantir fortement A(z, Y) + j‘y
4

la borne supérieure de tous les gains qu’il peut garantir fortement étant i (z, Y),
on a une contradiction. La fonction m. g. g. vérifie donc bien (2').

La condition est suffisante : Soit h(x, Y) une fonction vérifiant (1') et (2');
(’apres le théoreme 1, /& est une fonction-guide. AuN*™¢ coup, A ne peut garantir
plus que /h(t) d’aprés (2'). Si au k™" coup A ne peut pas garantir
davantage, il en est de méme au (k-—1)*"° coup; car s'il pouvait garantir
h(zi—1, Y1)+ =0 (n>>0) pour une situation z;_,.Y,_, donnée en jouant z,
on aurait

Ah(@p—ry Yio1) > h(xp—yy Yey) + 1.

On voit donc que k(z, Y) est une borne supérieure des gains que A peut
garantir, donc aussi une borne supérieurc des gains que A peut garantir forte-
ment. C. Q. F. D.

|

Conséquence. — Considérons un jeu dans lequel la position initiale est' zy.3%.
IPour le joucur A, la situation initiale est 2o.571(y0) = 0. Yo. Si ce joueur
poss¢de un schéma d’information D, le meilleur gain qu'il peut garantir forte-
ment avant la partie est
V(D)= h(xo, Yo)= _ sup inf | A(zi, Y1),
,€6(ir,Y,) Y,EN,6(,Y,)
avee
h(ry, Ya,)=  sup inf h(zs, Ys),
2,€6(x,¥,) Y,€n/6(,Y,)

I(Zp-y, Yumr) = sup ‘inf h(xny Yu),
) €6 (g, Vnmy) Va€0/G( 7Y ,—y)

Il(-'/'m Yn) = '25 f(-l'n’ _J'n)~
Yn€Ya

En groupant les deux derniers termes, on voit que

(3) V(D)= sup ... sup inf S (e, )
€6(we¥e) €6 an—i,Tnmi) Va€6(WaY0u—t)

V(D) estappelé la calewr du jeu. On a aussi

() V(D) = AMA* f(,, Yo),
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A Sf(z, Y)=  sup inf  f(z', ).
2+'€6(x,Y) ye6(z,Y)

8. Tutorene 3. — 8¢ D' est une sous-partition de D, on a
V(D)= V(D).
En effet, s'il n’en était pas ainsi, il existerait un nombre positif n tel que
V(D) = V(D) + .

Le joueur A peut déterminer, avec le schéma d’information D, une stratégie
lui assurant un résultat supérieur a

V(D)= = V(D) + 2.

Supposons que le joueur A connaisse les schémas d’information D et D', mais
que la partie s'effectue avec D'; A pourra alors procéder de la fagon suivante :
Au premier coup, il choisira la position z; = (2o, Y,). Il s’en suivra un
ensemble Y',, de D'/G(zi, Yo), qui sera contenu dans un ensemble Y,
de D/G (71, Yo). Au coup suivant, A choisira la position z, = (2, Y4), etc.
Cette stratégie permetira a A d’obtenir un résultat supérieur a V(D) + g avec le

schéma d’information D', ce qui est absurde.

Conséquence. — On dira qu’'un schéma d’information D’ est meilleur que D
si V(D')> V(D). Le théoréme précédent indique donc qu’un schéma & informa-
tion « plus fin » est un schéma d’information « meilleur »; on a ainsi introduit
une relation d’ordre dans un ensemble qui n’était seulement que semi-ordonné,
par prolongation.

9. TutoreMme 4. — La condition nécessaire et suffisante pour que le jeu soit
parfait est que les deux quantités suivantes :

v=  sup inf ... inf ~ f(@a, ya),
1,€6(7Yo) 31€6(TYs)  ¥2€G6(FnYn—y)
w=  sup inf . inf S(Zn, ¥n);
1€6(20Ve)s ViED/G(TLYe)  yn€6(TnYnms

oient égales. De plus, on a toujours v > w.
En effet, d’apres le théoréme 3, on a, quel que soit le schéma d’information D :
0= V(Do) V(D) V(Dy) = w,

on a donc bien le théoréme énoncé.
Chaque fois que le jeu sera parfait, on dira que ¢ est un pseudo-isomorphisme.
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D’apres le théoréme 4 on voit que tout isomorphisme est aussi un pseudo-
isomorphisme. :

Bien entendu, ces résultats sont aussi valables sans ’hypothése H,; seulement
dans ce cas, il faut reformuler le jeu. Le probléme du gain est alors en relation
étroite avec la théorie des nombres transfinis (7).

(Manuscrit regu le 5 décembre 1952.)

(") Cf. C. BERGE, loc. cit., chap. 3.



