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THÉORIE ARITHMÉTIQUE DES ANNEAUX DU TYPE DE DEDEKIND. Il;

PAR M. PAUL JAFFARD.

Cet article fait suite au précédente). Nous y employons les mêmes définitions.
Nous désignerons le premier article par T. A. T. D. Nous avons montré au para-
graphe III de T. A. T. D. comment l'arithmétique des idéaux dans un anneau du
type de Dedekind est profondément liée à celle des surclasses des groupes de
valeurs totalement ordonnés qui lui sont canoniquemcnt associés. Dans le cas où
ces groupes de valeurs sont archimédicns, la structure simple de leurs surclasses
nous a permis, au paragraphe IV, d'étudier en détail la divisibilité des idéaux
dans un anneau de multiplication uniforme du type de Dedekind.

Ici, nous étudions d'abord la structure des surclasses d'un groupe abélien tota-
lement ordonné. Nous en déduisons l'arithmétique de ces surclasses, ce qui nous
permet d'étudier en détail la divisibilité des idéaux dans des anneaux de multipli-
cation du type de Dedekind en ne supposant plus qu'ils soient uniformes. Dans
cette catégorie entrent, par exemple, les anneaux de valuation (commutatifs) les
plus généraux.

Un groupe abélien totalement ordonné peut être considéré comme un groupe
topologique. Nous étudions d'abord la structure du complété d'un tel groupe. Si G
est un groupe abélien totalement ordonné et A une surclasse (ou 5-idéal) de G,
nous montrons ensuite que l'on peut associer à A un sous-groupe isolé bien
déterminé H de G tel que si cp est l'homomorphisme canonique (croissant) de G
sur r = G/H et r le complété du groupe ordonné F, la surclasse A puisse être
définie de l'une des deux manières suivantes :

.reA^<p(.r):^ a (aeF)
ou

.reA ^<p(.r) > a (aef).

Une fois déterminées les formes que peuvent prendre les différentes surclasses
de G, nous étudions les conditions pour que, A et B élant^eux telles surclasses,
il existe une surclasse X" telle que A == B + X.

Nous étudions ensuite, suivant les formes dé A et B, le nombre des surclasses X
qui satisfont à l'égalité A 4- B == A + X.

(1) P. JAFFARD, Théorie arithmétique des anneaux du type de Dedekind (Bull. Soc. Math.,
t. 80, 1902, p. 61-100).



— 42 —

Nous appliquons enfin les résultats obtenus à l'étude des anneaux de multipli-
cation du type de Dedekind. Nous précisons la [structure des idéaux fractionnaires
d'un tel anneau. Nous étudions en particulier le nombre des idéaux r qui satisfont
à l'égalité ûb === nr, Of et b étant deux idéaux d'un tel anneau.

Les groupes ordonnés intervenant ici étant, sauf mention expresse du contraire,
abéliens et totalement ordonnés, nous négligerons de le rappeler à chaque fois c1

nous parlerons seulement de groupe ordonné. Nous supposerons également que
tous les groupes intervenant ici ont plus d'un élément.

1. Soit G un groupe (totalement) ordonné et (Pi)içn l'ensemble de ses sur-
classes premières différentes de G+- (2). Cet ensemble est totalement ordonné par
la relation

Pa^Pp^Pa=>P(3.

On considérera l'ensemble II des indices comme totalement ordonné par

a^p^Pa^P^ .

On voit qu'il existe une surclasse première P(,» inférieure à toutes les autres
c'est celle définie par

-P€ P^^a; > o.

Par contre, il peut ne pas exister de surclasse première supérieure à toutes les
autres.

Si aelï et s'il existe un indice (3 qui soit immédiatement supérieur à 2, on
notera (3 == a -+-1.

Le groupe G est archimédien si et si seulement n === j ûj J.
i étant un indice contenu dans II, on désigne par Hi le sous-groupe isolé (2) de G

engendré par les éléments de G.+. non contenus dans Pi. On posera encore
GI==G/HI. Si (pi est l'application canoniqne de G sur Gi, G( est canoniquement
ordonné par la relation d'ordre

?'.(<ï) ̂  "^ 3^€ H( avec a -+- h ̂  o.

Remarquons que
(i) ? i (ûO>?tW-^>&.
L'ensemble ordonné des surclasses premières de G( est isomorphe à IIi, IIi étant
le sous-ensemble de II défini par

Sen^ç^i .

Si a ̂  (3, on voit qu'il existe une application canonique croissante cp^a de Ga sur Gp.
Si a ̂  (3 ̂  y, on a

îpya = <PYP 9pa-

On définit sur G une topologie canonique en prenant pour système fondamental
de voisinages de o l'ensemble ̂  == (Va)açp^ ainsi défini

xç.\a^\x\<a.

(l) VV. KRULL, AUgemeine Bewertungstheorie (J. Reine angew. Afath., 1.167, 1951, p. 160-196).
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Cette lopologie est compatible avec la structure de groupe de G. Elle est dis-
crète si et si seulement o admet un successeur immédiat, c'est-à-dire si P^ admet
un plus petit élément e, auquel cas P(O == (e).

Remarque. — G étant muni de sa topologie canonique, il faut remarquer que
la topologie canonique de Gi== G/H( n'est pas en général la topologie quotient de
celle de G : on sait, en effet, que pour la topologie quotient 91 ('V) est un système
fondamental de voisinage de o dans G(. Or, si i > &>, H( 3 h > o. Par suite, VA € 'V
et 9 i (VA) = j o (, la topologie quotient est donc discrète, ce qui n'est pas toujours
le cas de la topologie canonique, car la surclasse maximale de G( peut fort bien ne
pas admettre de plus petit élément.

THÉORÈME 1. — Si G est un groupe discret non archimédien^ la surclasse
première maximale Pw admet un sucesseur immédiat Pco-n.

Soit G un tel groupe et P<o== (e). Il est facile de voir que 1 1 Pi est une sur-
l^O)

classe première qui est successeur immédiat de P(,,.

2. .Nous nous proposons maintenant de déterminer la structure du groupe G
complété de G.

Si G est discret, on a évidemment ô == G.
Si G est archimédien (non discret), on sait que G est isomorphe à un sous-

groupe dense de R (groupe additif ordonné des nombres réels ordinaires). Si G
est alors considéré comme plongé dans R, on voit que ô == R. Supposons donc
désormais que G soit non discret et non archimédien.

i" 77 existe une surclasse première P^-n immédiatement supérieure à P(,>. —
Posons alors

H == H(|)̂ .I et G'== G(,)4-i == G/H.

G' et H sont des groupes ordonnés ; on voit, d'autre part, que P(O+I étant immé-
diatement supérieur à P(,», H est un groupe archimédien que l'on peut supposer
dense dans R (puisque G est non discret).

A chaque classe de G suivant H attachons un représentant. 'Si a* € G, a? dési-
gnera la classe à laquelle appartient x (a*€ G').

On établit de la façon suivante une relation biunivoque + entre G et l'ensemble
produit G' x H. Si a? € G et si a est le représentant de la classe *r, on posera

<p(.r)=(ï,^-a),

H étant considéré comme un sous-ensemble de R, G' x H peut être considéré
comme un sous-ensemble de G' x R. On peut maintenant déunir ainsi une loi de
composition a-, y -^x -\-y sur G'x R : si ;r== (<2, r) et y == (&, q^ a,b et c étant
les représentants respectifs de. a, b et a + 6, on posera

x+y= (cf (a+é—c)-l-r-+.y) .
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II est facile de voir que cette loi de composition fait de G' x R un groupe
abélien (fi).

La relation
(a, r ) ̂  o ;=- (<% > o ou a == o et r ̂  o)

en fait un groupe ordonné a condition que l'on ait pris soin de choisir o comme
représentant de la classe o.

Si, par l'application ^i on identifie G à G' x H, G devient un sous-groupe
(ordonné) de (&. Puisque H est dense dans R, on voit qu'à tout élément x stric-
tement positif contenu dans <&, on peut faire correspondre un élément açG tel
que x^a^>o. On en déduit que la topologie canonique définie sur © induit sur
G sa topologie canonique. On voit, de plus, que G est dense dans <&.

Montrons que <& est complet.
Soit ^ un filtre de Cauchy sur ©. Soit H 3 A > o. Il existe Aç ̂  tel que x.

yeA-^| x—y \ << h. On voit alors que si a*,y€Aet si x ==(a, r), y ==(&, q\ on
a a == b. ^ induit un filtre de Cauchy sur la coupe a x R de <& suivant a, d'où
un filtre de Cauchy sur R qui converge vers r, puisque R est complet. On voit
que ^ converge vers (a, r). © est bien complet et l'on voit qu'ici ô == (&.

L'homomorphisme cpto-n de G sur G' se prolonge naturellement en un homo-
morphismc croissant de G sur G' que l'on notera encore cpM.+i. Plus généralement,
si i ̂  co, cpi se prolonge en un homomorphisme de ô sur Gi.

'i° I I ri^existe pas de surclasse première immédiatement supérieure à P. —
Soit II' le sons-ensemble de II formé par les indices strictement supérieurs à w.
IT n'admet pas de plus petit élément. Les groupes (Gi)(çip seront considérés
comme munis de la topologie discrète. A tout couple d'indices a, (3ç]T tels que
a ̂  (3 est attaché un homomorphisme ©3a ^G Ga sur Gp. Comme « ̂  (3 ̂  v
entraîne ÇYa^PYSppa» cette famille de groupes admet une certaine limite projec-
livc <&. Comme pour tout élément a e G, on a pour a ^(3, cppa^a^)) = PpC^) '
on voit qu'il existe 1111 homomorphisme ^ de G dans <&.

Montrons que cet homomorphisme est un isomorphisme.
Soit xç. G, tel que ^(^c) === o. Ceci montre que pour tout i eIF, on a ®i(*y} =o.

Donc x^ \_^ Pi. On peut toujours, en remplaçant au besoin x par —x, supposer
lelP

x^o. Mais I I Pi est une surclasse première P(,)'. Comme &/ est inférieur à tous
l6IP

les indices contenus dans IT, on voit que (»>'== co. Donc x^iP^ et, par suite, x ==o.
' b est bien un isomorphisme. On considérera désormais G comme un sous-groupe
de ©. L'homomorphisme 9» de G sur G( se prolonge en un homomorphisme (que
l'on noiera encore cpi) de (6 sur Gi.

Il est facile de voir que l'on définit sur <& une structure de groupe ordonné en
posant

x e (&4- ̂  ( pour tout i€lT, (pi(.r)^o).

Cette structure d'ordre sur (& induit sur G la structure d'ordre initiale. Elle définit



— 45 —

sur® une topologie canonique. Sio<^a 'e(f i>, 3ieIT tel que cpi(.r)>>o. Soit
i > ÇeIT. Dans Gç il existe un élément 9ç(a) (aeG) tel que 9ç(^) > <pç(a)> o.
(Jl suffît de prendre a € H(, a ̂  Hç). On voit alors que dans (fi) on a x > a >> o.
On en déduit que la topologie canonique définie sur <fi) est compatible avec la
topologie canonique sur G.

Montrons que (fi? est complet.
Soit ^F un filtre de Cauchy sur <& et soit i € II'. 3 a c (fi) tel que 9i(a) == o et

a> o. 3 A €^ tel que .z-, y eA—» j .c—y| < a. Donc si ;z-,yeA, 91(5?)== 9i(y).
Au filtre ^F et à l'indice i çIT correspond donc un élément bien déterminé/i € (&i
tel que tout ensemble contenu dans ^ contienne un élément x avec cpi (a?) =/c

Si a ̂  (3, on a évidemment <ppa(./a) ==/3• P^ suite, les/i définissent un élémeni
/€ ©. Le filtre 5^ converge vers y et © est complet.

Montrons que G est dense dans (6 :
Soit a e © et V un voisinage de a. Par définition, 3^€ (6 tel que .y > o et

j y — a <^ x ^entraîne y € V. [Mais on a vu qu'il existe A" € G tel que x ^> h ̂ > o.
Soit i tel que < p t ( À ) > o et a' çG tel que 9i(a') == 91(0). On a | a—a! \ < h < x,
donc a' e V et G est bien dense dans (fi) ; © est ici le complété G de G.

Remarque. — On voit encore que ô est la limite projcctive topologique des
groupes- Gi, chaque Gi étant considéré comme muni de la topologie quotient de G
par Hi (topologie qui est discrète si i ;> &)).

La considération de ces deux cas, ainsi que celle des cas où G est discret ou
archimédien montre que l'on peut énoncer le

THÉORÈME 2. — Si G est un groupe (totalement) ordonnée son complété G
peut être totalement ordonné. Cette structure d^ordre prolonge celle de G et
définit sur G une topologie identique à sa topologie initiale.

Exemple. — Soit G == ̂  Z/i, somme directe des groupes Z,», où chaque Z/i est
"€Z+

pris isomorphe au groupe ordonné des entiers ordinaires, et G étant ordonné
lexicographiquement (si a€G, a >> o si et si seulement la première composante
non nulle de a est positive). On voit qu'ici P<o n'admet pas de surclasse première
qui lui soit immédiatement supérieure. On a G ==- I 1 Z/i, produit direct lexico-

t6Z+

graphique des groupes Z,i. Ici G -^- G.
On a vu que, quel que soit G et içll, l'homomorphisme 91 de G sur G» se

prolonge en un homomorphisme (encore noté 91) de ô sur G(.

3. Nous allons maintenant déterminer la forme des différentes surclasses du
groupe ordonné G.

Remarquons d'abord que si i€ÏI et si A est une surclasse de G, 91 (A) est une
surclasse de G(. La condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait

. reA; ,±Çi(^)e<pi(A)
est que A + H i C A .
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Soit IT le sons-ensemble de n ainsi défini

•.e^ /^A-+-HlCA

Si i € IT et Ç ̂ i, on a évidemment Ç € IT. D'autre part, û» e n'.

^Soit H == ^1 Hi. H est un sous-groups isolé de G, puisqu'il en est ainsi de
tell-

chaque H». On a évidemment A + H c A. On a, d'autre part, H je. G. En effet, si
l'on avait H == G, l'égalité A 4- G == G impliquerait A =^= G, ce qui est incompa-
tible avec le fait que A, étant une surclasse, est bornée inférieurement. Puisque
H ̂  G, les éléments de G .̂ qui n'appartiennent pas à H forment une surclasse
première Pa (on a H == H,). Puisque H + H, cA, on voit que a €lT et II' admet
un plus grand élément a.

Donc :

THÉORÈME 3. — A étant une surclasse de G, il existe une surclasse pre-
mière Pa telle que

^eA^ça(^)e;pa(A)

et telle que toute autre surclasse première ayant cette propriété contienne Pa,

a sera appelé Vindice. caractéristique de la surclasse A.

COROLLAIRE 1. — a est Vindice caractéristique de la surclasse Pa.

On a, d'une part Pa+HaCPa, car si 3/^cP, A ëHa,avec / ? + A = a ^ Pa,
— À ^ P a entraînerait a—À==/?^Pa, d'où une contradiction. D'autre part.
si (3>a, 3 ^ > €HpnPa. <pp (b) =o entraîne ̂  (Pa) = (o), or o ^ Pa

Le corollaire se déduit alors immédiatement de la démonstration du théorème 3.

COROLLAIRE 2. A et B étant deux surclasses de G et A ayant pour indice
caractéristique a, on a

BcA^pa(B)c?a(A).
En effet, BcA implique évidemment (pa(B)c<pa(A.), Réciproquement, si
<pa(B)c9a(A) et si xçB. on a <pa(^) ecpa(A), donc a*€Aet BcA.

A partir de maintenant, on pourrait passer directement à l'étude de la structure
des surclasses. L'étude de l'addition montrerait que Pa==A+A-1 dans le cas
ou A+A-1^^) et Pa==P(o si A+A-1= (o). Mais ceci peut se montrer direc-
tement et l'on obtient ainsi une nouvelle démonstration du théorème 3.

THÉORÈME 4. — A étant une surclasse quelconque de G, A 4- A~1 est une
surclasse première de G. Si A + A-1 ̂  (o), on a A + A-1 = Pa, a étant l'indice
caractéristique deK. -S/A-f-A-^r^o), A a pour indice caractéristique w.

Montrons d'abord que A + A~1 est une surclasse première :
A+A-1 est entière d'après la définition de A~1. Soient donc x, y€G+ tels

qiie .r+yeA+A-1. On peut écrire x+y== a -{- 6(aeA, 6€A-1). Comme
x^=a-\-{b—y) et aeA, si a-^A+A-*, on a b—y^A-1. Mais alors, par
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définition, 3^6 A avec a1 H-(b—y)< o ouy> a'+6, mais a '+&€A-j-A~1

entraîne y € A + A~1. A -+- A"4 est bien une surclasse première. Si A -(- A"1 == (o),
on a o=a4-6 (a€A, ^eA"1), mais alors on voit facilement que A==(a) et
A-*=(-a).

Si l'on est dans ce dernier cas, on posera Pa==P(o. Sinon, on posera Pa== A +A~1.
Montrons maintenant que a est l'indice caractéristique de A. Pour cela montrons
d'abord que

9a(.y)eyA(A)-^a?eA;

i° Supposons que 9<x(A) n'ait pas de plus petit élément ; alors si cpa (x) e <pa(A),
3^ eA avec cpa^) ^> po^^* On en déduit x ^> a et a*eA. Ceci montre accessoi-
rement que si i est un indice strictement supérieur à l'indice caractéristique,
de A, <pi(A) est une surclasse principale de G(.

2" Supposons que 9<x(A) ait un plus petit élément ®a(a). On peut supposer
açA. Si cpa^) € (pa(A), on a <pa(^)^:?a(^)- Si Q)y.{x) > ^o^^)» Î6 raisonnement
précédent montre que xçA. Si <pa(-y) == ?a(^)» on peut écrire a? == a + h(h eH»).
Si À ̂  o, on a par définition *z'€A. Supposons h <^o. D'après la définition de a,
on voit que—A^A+A- 1 . O r — h === a—d?(a€A) , donc on a néccssairement
— x ̂  A"4 et 3 & € A avec 6 — x << o ou h << .y, ce qui montre encore que a? € A.
Pour montrer que a est l'indice caractéristique de A, il suffit maintenant de mon-
trer que si i est un indice tel que
( 2 ) ï) i(a?)eoi(A)-^€A,
on a i ̂  a.

Soit donc un indice i tel que la relation (2) se trouve vérifiée. Si i == co, on a
évidemment i ̂  a. Supposons donc que i ̂  fx), c'est-à-dire que Hi^ { o j.

Raisonnons par l'absurde et supposons que nous ayons i > a. On a alors
A+A-^Pi. Donc 3aeA eta'eA-1 tels que a+ a'^Pi. Comme a+0^0,
on en déduit h = a-f-â^eHi. Comme Hi^ { o j, ^A'eHi tel que A'< o.

On a
?i(a — À-+-A') = yl(a)e cpi(A ).

Par suite, a — À + h' e A ; a'€ A"1 entraîne alors

h'= a-¥-a'— h •+• h''^. o ou A'^o,

ce qui contredit À'<<o.
Le théorème 4 est donc complètement démontré.
On a montré également le

THÉORÈME 5. — Si A &y< a/ie surclasse de G ayant a. pour indice caractère-
tique et s,i i ;> <x, cpi(A) ̂  lA/ie surclasse principale de Gi.

Les théorèmes 3 et 4 montrent que l'étude de la structure de la surclasse A,
d'indice caractéristique a, se ramène à celle de la surclasse <pa(A) dans Ga. Or
dans Ga la surclasse <pa(A) 4- (<pa(A))~1 est égale, soit à (o), soit à la surclasse
maximale de Ga.

On est donc ramené à étudier la structure des surclasses ayant w pour indice
caractéristique.
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Supposons donc que A admette &) pour indice caractéristique. Si A -4- A~1 == (o).
on a vu que A est une surclasse principale. Sa structure est alors parfaitement
connue.

Supposons donc que A -}- A"4 == P^)^ (o). Si G est le complété de G et si a e G.
on désignera par ((a)) la surclasse de G définie par

(3) ^((aO^^eG et x>a).

Dans le cas où G est un groupe archimédien, on sait (T. A. T. D., § IV) qu'il
existe un élément a € 6 tel que A== ((a)). Montrons qu'il en est de même dans le
cas où G n'est pas archimédien. Deux cas sont alors à considérer :

i" co admet un successeur immédiat w -+-1. — Reprenons lejs notations du
paragraphe 2 :

H = H(.,+I, G'= G(.»-M, G == G'xJl et G == ^ = G'x R.

D'après le lhéorème5, la surclasse cp(ù^i(A)estprincipaIe.Soit(p(ri-t-i(A)==(çp(o-n(a)).
Si 9fa)-t-i(^) >?<ù+i(^)» on a x € A. Si (p,o+i(;a?) < cp^i ( û0, on a.r^A. Comme
ûj 4- i est supérieur à l'indice caractérislique de A, on voit qu'il existe 6, ce G
tels que cp(o-n(6) == opo+i (<*) = ?(ri+i(^) et tels que ^eA, c^A. On voit alors que
la coupe de A suivant a, c'est-à-dire l'ensemble des éléments a? € H tels que
(a, x ) eA est une surclasse F de H. Cette surclasse ne peut être principale, sans
cela A le serait aussi, contrairement à l'hypothèse. Comme H est archimédien, on
en déduit l'existence d'un élément r € R tel que T == ((r)). On a, par définition,
d = {a, r) € ô. On voit alors que A = ((c?)).

2° n'admet pas de successeur immédiat.

Reprenons encore les notations du paragraphe 2 : II' désigne l'ensemble des
indices strictement supérieurs à (*).®== G est la limite projective des groupes
(GO^IT.

Le théorème 5 montre qu'à tout indice i elT correspond un élément Oi € Gi tel
que cpi(A) == (û^). Il est facile de voir que si Ç, f] €lT et si Ç^YI, on a cp^.(aç)==ay;.
On en déduit que A définit sans ambiguïté un élément a de ô tel que
<^(a)= ai(i€lT). La surclasse A étant supposée non principale, on voit immé-
diatement à partir des définitions que A === ((a)).

On voit donc que dans tous les cas possibles si A est une surclasse non princi-
pale admettant (o pour indice caractéristique, il existe un élément a du complété G
de G tel que A == ((a)).

Soit maintenant A une surclasse quelconque de G et a son indice caractéris-
tique, ôa le complété du groupe ordonné Ga. Si G» n'est pas discret, il existe un
élément a» de ô» défini sans ambiguïté et tel que l'on ait, soit 9a(A)== (aa), soit
cpa(A) = ((A»)). Si Ga est discret, il admet un plus petit élément strictement
positif^. En ce cas, il existe encore un élément a,, de Gg tel que <pa(A)==(aa)
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[on a ici cpa(A)= ((ciy.—ea))]• Dans les deux cas, l'élément r/a défini sans ambi-
guïté sera dit Vêlement caractéristique de la surclasse A.

On peut énoncer le

THÉORÈME 6. — Soit A une surclasse de G ayant pour indice caractéristique <x
et Gy, le groupe complété du groupe ordonné Gaç. On peut définir sans ambi-
guïté un élément <Xy, clé G^, qui sera- dit télément caractéristique de A et tel
que Ton ait, soit <pa(-A-) == (a^), soit <0a(A)===((aa))-

Si l'on a ^a(A) == (rta)î on a évidemment ây, e Ga.
Si i >• a» l'élément a^ de G( tel que (pi (A) == («i) sera dit Vêlement caractéris-

tique de A relativement à l'indice i. Dans le cas ou i== a, on dira encore que
l'élément caractéristique a^ de A est Pélément caracléristique de A relativement a
Pindice a.

COROLLAIRE. — Si la surclasse A. admet relativement aux indices ^ et i} (^^vî)
les éléments caractéristiques a^ et a^ on a ̂ r^(a^) === a^.

Ceci est immédiat si Pon remarque que, suivant les conventions failes au 11° 2,
Oy^ peut être considéré comme un homomorphisme de G^ sur G^. a 3, étant Pélément
caractéristique de A, la surclasse A sera dite quasi fermée si <pa(A) == (<'a);
qu asi o uverte sioa(A)==((a,)).

THÉORÈME 7. — Soit a Vindice caractéristique de la surclasse A. AÏ i < a, //
n existe aucun élément ai de G[ tel que F on ait 9i(A) = (^i) o?^ (?t(A)==((<7i)).

Raisonnons par Pabsurde et supposons qu'il existe un tel élément a^. Com.nie
a > i ^ À e H a n P t . Puisque ^^(h)-^éo, en vertu des définitions de (<7.i) et
(( r t t ) )? 3^€A tel que rt;^îpi(6) ̂  «t4- 9i(/<). Comme i est inférieur à Pindice
caractéristique de A, cpi(6 — 2 h) <; Oi implique 6 — a À ̂  A.

Mais 9 a ( 6 — 2 À ) === 9a(^) € cpa(A) et a ne peut ôire Pindice caractéristiqdc
de A, contrairement à Phypothèse. D'où le théorème.

COROLLAIRE 1. — L'indicé caractéristique de la surclasse A est le pins pc l i t
indice i tel que cpi(A)^o/^ de la forme (<Z() ou ((^i)) û?(^c rti€Gi.

COROLLAIRE 2. — Etant donné un indice a <?^ M/< élément Oy, de Ga, /^ existe
toujours une surclasse A de G qui admet a. pour indice caractéristique et a^
comme élément caractéristique.

Soit la surclasse A» de Gy, définie par Aa== (ay.) si a^ € G^ et par Aa== ((^a)) sl

rt^^G^, et soit la surclasse A de G définie par

•r e A ̂  Oa(.sc) e A a.

On a cpa(A) == Aa et, par définition, l'indice caractéristique de A est supérieur
ou égal à a. Il ne peut lui être strictement supérieur en vertu du théorème 7. 11
lui est donc égal, d'où le corollaire.
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Remarque. — Dans le corollaire 2, A est défini sans ambiguïté, sauf dans le

cas où G, n'est pas discret et où a, € G, car on peut alors prendre A, égal à ( a ^ )
ouà( (<^) ) .

COROLLAIRE 3. — Si la surclasse B a un, indice caractéristique |3 strictement
supérieur à l'indice caractéristique de A., on a

B c A ^ ç j 3 ( B ) > ; p p ( A )

c'est-à-dire ?p(B)c:9p(A) et ?p(B)^ (A)).

Supposons Bc A. On a 9p(B)ccpp(A) . Mais, puisque (3 est supérieur à l'indice
caractéristique de A, 3^€G tel que ^(x) €cpp(A) et x^. A.On ne peut avoir
<pp(a?)€cpp(B) , sans cela on aurait xçB et, par suite, xç.K. On a donc bien
?p(B)>9?(A).

Réciproquement, supposons cpp(B) > cpp(A). Si .cçB, 3^€A tel que
9?(a-)>(pp(a). Donc a?>a eta-eA.

En comparant ce corollaire au corollaire 2 du théorème 3, on voit que pour
qu'une surclasse soit entière (c'est-à-dire contenue dans G+), il faut et il suffit
que son élément caractéristique soit strictement positif si elle est quasi fermée et
différente de G+, qu'il soit positif ou nul si elle est quasi ouverte.

4. A et B étant deux surclasses du groupe ordonné G, nous nous proposons
maintenant de déterminer la forme de la surclasse A 4- B = C.

Soient a, (3 et y les indices caractéristiques respectifs de A, B et C.
On remarque que pour tout indice i €ll, on a

< p i ( A - h B ) = ^ ( A ) + ^ ( B ) .

Montrons d'abord que v =± sup(a, (3) :

On voit que si i ̂  sup (a, (3), A + B + Hi c A + B, donc i ̂  y. Par suite
Y^sup(a , (3 ) .

Supposons maintenant i>sup (a, (3) on en déduit l'existence de deux élé-
ment? x et y tels que ^A, y^B, ^(x) e cpi(A) et (p,(y)€cp,(B). On a donc
?t(^+y)ecpi(C). Mais si l'on avait .y+yçC, on aurait x-{-y==a-\-b avec
aeA, 6eB. Comme ^ == a 4-(6— y), x^A. entraînerait 6 — y < o ouy>6 ,
ce qui impliquerait y € B, d'où une contradiction. On voit donc que i > y. On a
bien y == a == sup (a, (3).

C est alors parfaitement déterminé par

ç a ( C ) = = c p a ( A ) - 4 - < p a ( B ) .

On voit alors, comme dans le cas archimédicn, en se reportant au groupe ô», que
cpa(C) est une surclasse principale de G» si et si seulement il en est de même de
cp,(A)etcp,(B).

On voit encore que l'élément caractéristique de la surclasse G est la somme des
éléments caractéristiques des surclasses A et B relativement à l'indice a. D'où
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THÉORÈME 8. — A et B étant deux surclasses de G d'indices caractéristiques
respectifs aet^, A + B a pour indice caractéristique sup(a, p) ==y. L'élément
caractéristique de A 4- B est la somme des éléments,caractéristiques de A et.
de B relativement à F indice y. A 4- B est quasi ouverte si et si seulement Vune
des surclasses A ou B a pour indice caractéristique y et est quasi ouverte.

A et B étant deux surclasses de G, A est dite divisible par B si et si seulement
il existe une surclasse X telle que A== B + X. a et (3 étant les indices caractéris-
tiques respectifs de A et de B, le théorème 7 montre que si une telle surclasse X
existe, on a nécessairement a ̂  (3 et que si 9a(A.) est principale, il en est de
même de î3a(B). Supposons réciproquement que ces conditions soient remplies.

Si ây, et b^ sont les éléments caractéristiques de A et de B relativement a
l'indice a, on considère la surclasse C, d'indicé caractéristique a, admettant Oy,—by.
comme élément caractéristique, telle que <pa(C) === ( < / a — ^ a ) sl A. est quasi fermée
et 9a(C) == ((«a— b^)) ̂ i A est quasi ouverte. On voit alors que A== B 4- C. D'où ;

THÉORÈME 9. — A et B étant deux surclasses de G d'indices caractéristiques
respectifs <x et (3, A est divisible par B si el si seulement les deux conflit ion s
suivantes sont remplies :

i° a^(3;
2° Si a == (5 6*/ si B <?.̂  quasi ouverte, il en est de même de A.

A et B étant deux surclasses de G d'indices caractéristiques respectifs a et |3,
étudions maintenant la forme de A:B==C. Soit y l'indice caractéristique de G.
Deux cas sont a distinguer :

I. ( â ^ a . — ;reA:B ̂  B 4-(a-)cA. Donc en vertu du corollaire 2 du
théorème 3

jce A :B,--h<pa(.r)e?a(A):?a( B).

Posons
Oa(A )=Aa , ?a(B)==Ba cl V^.T)==.T^.

On en déduit donc r^ a.
Soient a» et by, les éléments caractéristiques de A et B relativement à l'indice a.

On voit comme dans le cas d'un groupe archimédicn (voir T. A. T. D., § Ï V )
que Aa:Ba== (<a?a—by,), sauf dans les deux cas suivants :

1° Oy.—— ^a^Gaî

2° A,=:((aa))etBa==(6a) .

Dans ces deux cas, on a Aa:Ba== ( (a»—^a))-
Le théorème 7 montre donc que (3 ̂  a entraîne y == a.

II. a<;(3. — On a encore .r€A:B^B+(.2-)cA. Mais, pu vertu du corol-
laire 3 du théorème 7, on voit que cette dernière relation équivaut a

^(B)-+-(?^))>?a(A).
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Posons
?p(A)=A^, 9g(B)=Bg et ç^(^) ==,

Soient ap et 6p les éléments caractéristiques de A et B relativemeni H l'indice ^.
Ici on a A^== (a^).

Il est facile de voir que B^+ (^p) > (^p), c'esl-àdire Bs+^s) c ((03)). équi-
vaut à .rp € ( (â^p—^?))» sau^ dîins le cas où B^==((bQ)) avec 63 e 63.

On en déduit que dans le cas II, v == p.
On a, en particulier, le

THÉORÈME 10. — Etant données deux surclasses A et B d^ indices caractéris-
tiques respectifs a et (3, Za surclasse C=A:B a pour indice caractéristique
y= sup(a, (3). U élément caractéristique <?y de C e^ /a différence Ov—6y <to
éléments caractéristiques de A ^ B relatifs à Y, sauf dans le cas où, ,S == 7
étant strictement supérieur à a, Gp e^< discret^ auquel cas on a c^= «y—by-^-e.,.
Cj étant l } élément minimal de Gy.

A étant une surclasse quelconque de G, on déduit de ce qui précède la forme
de A~l= G-^:A. Soient a et ây, l'indice et Pélément caractéristiques de A. Deux
cas sont à distinguer :

I. a ==(»). — A~1 a pour indice caractéristique (») el Fon a A^r^—a^), sauf
si 0(0^ G, auquel cas A^^ ((—a^))-

II. œ <; a .—A~ 1 a pour indice caractéristique a. On a (A'"1)»^^^—a^Y)
si A«= (âa) et (A-1),^ (—Œa) si A»== ((a»)) et aa € Ga.

On retrouverait à partir de là que, a étant l'indice caractéristique de A, on
a A + A"~1 == Pa, sauf dans le cas où A est une surclasse principale.

Soit A une surclasse d'indice caractéristique a. Comme <pa(Pa) == ((°))» on

voit que Pa1 est la surclasse ayant pour indice caractéristique a et telle que
^(Pa^^^0)- En vertu du théorème 9, on voit que A divise P»1 si et si seulement A
est quasi fermée. En particulier, Pa divise Pa1 si et si seulement Ga est discret.
On peut donc énoncer les

THÉORÈME 11. — La surclasse A est quasi fermée si et si seulement A
^w<?(A+A-1)-1.

THÉORÈME 12. — a étant Vindice caractéristique de la surclasse A, le
groupe Ga est discret si et si seulement on est dans Vun des deux cas suivants :

i ° A n ̂ est pas principale et A + A""4 divise (A -j- A~~1 )~1 ;
2° A est principale et P(Ù== Pa divise P^1.

5. A, B et X étant des surclasses du groupe G, cherchons quelles conditions
doivent remplir A et B pour que l'égalité

A-f -B == A - h X

implique B == X.
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Désignons par a, (3 et Ç les indices caractéristiques respectifs de A,B et X.
Posons, d'autre part,

Y = s u p ( a , p ) , A Y = = Ç ^ ( A ) , Bv=^(B),

X.^=^(X), C = ( A - + - B ) : A et Cy=^(C).

On voit que y est l'indice caractéristique de C.
Pour que l'on ait B = X, il faut et il suffit que l'on ait j3 === Ç et Bp== Bç. Or, en

vertu du théorème 8, A + B == A -}- X équivaut aux égalités

(4) sup(a, p)==sup(a, 0==ï,

(5) A^-hBv= AY-+-X^~

Pour que X soit déterminé d'nne manière unique, il est donc nécessaire que la
relation (5) détermine Xv d'une manière unique. La relation (4 ) montre queÇ^y,
donc X possède, ainsi que A et B, un élément caractéristique par rapport a
l'indice y. Soient <^v, b^ et x^ ces éléments. La relation (5) montre que l'on
a a"v==^v. En examinant les différents cas qui peuvent se présenter et en
s'appuyant sur le théorème 8, on voit que l'on a B^^X^, sauf dans le cas
où A^==((rtv)) et 6y€ Gv. Dans ce cas, a == Y et A est une surclasse quasi ouverte.
L^tyde faite au paragraphe précédent montre qu'alors CY==(^). A et G ayant
alors même indice caractéristique, A étant quasi ouverte et G quasi fermée, on en
déduit que dans ce cas A ne divise pas G.

Réciproquement, supposons que A ne divise pas G. On déduit alors du
théorème 9 que l'on a a==y, que A est quasi ouverte et G quasi fermée. Puisque G
est quasi fermée, on a b-^çG^. Comme Ay=== ( (a^)^ on en déduit qu'alors Xv
n'est pas déterminée d'une manière unique.

Donc la condition nécessaire et suffisante pour que l'égalité (5) détermine Xy
d'une manière unique est que A divise G = (A +B):A.

Supposons maintenant que celte condition soit vérifiée. On voit qu'alors X est
univoquement déterminée si et si seulement X ne peut avoir un indice caractéris-
tique strictement inférieur à y. En effet, la surclasse B' définie par

( 6 ) reB'^-3v(y)eBY

est telle que A + B == A+ B' et a pour indice caractéristique Y. Donc, si X peut
avoir un indice caractéristique strictement inférieur à y, l'équation A +B==A+X
admet au moins deux solutions. Mais si X ne peut avoir un indice caractéristique
strictement inférieur à y, on aura nécessairement X==B', puisqu'on a supposé Xy
nécessairement égal à B^= Bv.

Or, X étant supposa univoquement détermine, l'indice caractéristique de X ne
peut être strictement inférieur à y que si les trois conditions suivantes sont
simultanément remplies :
(7) û^T =sup(a, P),

(8) B^==(^),

(?) T^<*>.
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En enet, si la condition (7) n'est pas réalisée, l'égalité (4) montre que l'on doit
nécessairement avoir H == v.

Si la condition (8) n'est pas réalisée, puisque X^. est univoquement déterminé,
on a encore Ç == y en vertu du théorème 5.

Enfin, si la condition (9) n'est pas réalisée, on a y == co et l'indice caracté-
ristique de X ne peut être inférieur à y.

Supposons réciproquement que les conditions (7), (8) et (9) se trouvent
réalisées. Soit b e G tel que ̂ (b) = 6v et soit a* € 6-(-H v. On voit que la surclasse
X==(.2") vérifie A + B = A + X. Comme H^ contient une infinité d'éléments,
l'équation en X, A + B = A + X , admet une infinité de solutions. Pour
exprimer simultanément, d'une manière intrinsèque ces trois conditions, nous
sommes amenés à distinguer deux cas :

I. Ga / t ' e s t pus un groupe discret. — Comme on a déjà supposé que A
divisait C, la condition (8) implique . Av== (a^). Comme a==y^(o , on déduit
du paragraphe précédent que (A-i)^= <py(A-1) = ( (—av)) . Donc A-1 ne divise
pasA+B.

Supposons réciproquement que A-1 ne divise pas A + B. Les théorèmes 8 et 9
montrent alors que a ̂  (3, que A + B est une surclasse quasi fermée et A-1 une
surclasse quasi ouverte. A est donc une surclasse quasi fermée. On ne peut
avoir a == &), sans cela A"1 serait aussi quasi fermée (et même principale). Par
suite, les trois conditions écrites plus haut sont vérifiées et l'équation A+ B =A+X
admet une infinité de solutions.

II. Ga est u/t groupe discret. — En ce cas, A et A~ * sont quasi fermées et A~1

divise A + B. Il faut donc trouver une nouvelle condition. Comme a 7^ &), on
remarque que l'on a alors A + A-1 = I\== (e^), ëy. étant l'élément minimal du
groupe Ga. Mais alors s'i n est un entier positif et si l'on pose nP == P 4-. . . -j- P,

/<
on voit que l^/t\\== A^ i si a n'est pas le plus grand indice contenu dans II

^>0

et ^l / îPa== 0 si a est le plus grand indice contenu dans II.
Oo

Comme ici (3 ̂  a, on voit que dans le cas où P^i existe, Pa+i ne divise pas
A+A-^+B+B'^Pa+Pp. Donc si les conditions (7), (8) et (9) sont
réalisées et si Ga est un groupe discret, on voit C{ue^\n(A+A~1 ) = o ou bien

«>0

que f^ n(A + A 1 ) ne divise pas A + A-1 4- B -+- B-1.
/<>0

Réciproquement, supposons que ̂ ^(A+A-1)^^ ou bien que Y^/i(A4-A-1)
n ̂ > o /i '> o

ne divise pas A + A~1 + B + B~1.
En ce cas, on a a>&i). En effet, si l'on avait a = &), on aurait soitA+A-^^^o),

soit A + A-1 = ((o)J. De toutes manières, on aurait f\n^ 4- A-1) = A+A-1.
n>o

Cet ensemble serait donc une surclasse non vide qui diviserait évidemment
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A + A+ B + B-1. On voit, d'autre part, que G, est un groupe discret, sans cela
on aurait encore

cpa(A -h A-i)= ((o)) et f\n(A -+- A-i)= A -+- A-i.
rt>0

Puisque G, est discret, on a <p,(A + A-i) == (^). (Si a +EI n'existe pas, c'est-
à-dire, puisque Ga est discret, si a est le plus grand indice contenu dans H, on a
nécessairement .6 ̂  a. Comme G, est discret, B,== (6,) et les conditions (7) (8)
et (9) sont remplies. L'équation A + B == A + X ne détermine donc pas X
univoquemenl.

Si a + i existe, on a

^/i(A+A-i)=P^^0.
//>o

Les hypothèses impliquent donc que Pa+i ne divise pas A+A-^+B+B-4

donc que (3 < a+ i ou (3 ̂ a. Les conditions (7), (8) et (9) se trouvent encore
remplies et la surclasse X n'est pas déterminée univoquement.

Nous avons donc montré le

THÉORÈME 13. — A et B étant deux surclasses de G, pour que l'égalité
A+ B =A+X implique B=X, il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient remplies :

1 ° A divise (A+B):A;
a" A-1 divise A 4- B ;
3° ^(A+A-i)^0;

/l>0

4" Ç\ n(A + A-1 ) divise A + A-1 + B + B-1.
/l>0

Si l'on remarque que dans un groupe archimédien les conditions 2°, 3° et 4° se
trouvent toujours vérifiées, on voit que ce théorème contient comme cas particulier
le théorème 21 de T. A. T. D.

On a, de plus, le

THÉORÈME 14-. — Si l'équation en X

(1 0) A + B = A + X

n'admet pas une infinité de solutions, elle en admet deux tout au plus.

Soient a et P les indices caractéristiques de A et B etv==sup(a, (3). L'équa-
tion ( id) admet au moins une solution ayant pour indice caractéristique Y : la
surclasse B' définie par la relation (6). L'élément caractéristique de X relativement
à l'indice y est by. Comme il n'y a que deux surclasses d'indice caractéristique y
et d'élément caractéristique 6y, on en déduit que si l'équation (10) admet plus
d'une solution, il en existe/une, soit Y, d'indice caractéristftiue Y) strictement
inférieur à y. On en déduit a ̂  (3. On a aussi c^(Y) = (^). Si b est un élément
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de G Ici que ^^(b)==bv et si ^ € b + Hy, on voit que la surclasse Z = (z ') esl telle
due 9,,(Z) == (6v) = YY. On en déduit que Z est solution de l'équation (10).
Or Y ^> Y} implique Y ̂  îi) et par suite, Hy a une infinité d'éléments. L'ensembhî
^Y+ H- ayant une infinité d'éléments, ( 10) admet une infinité de solutions.

THÉORÈME là. — P o u r que V équation (10) réadmette au plus que deux
solutions quelle que soit la surclasser, il faut et il suffit que A ait pour indice
caractéristique &j. En particulier^ pour que cette équation n^ admette qu^ une
solution quel que soit B, il faut et il suffit que A soit une surclasse principale.

Soit a l'indice caractéristique de A, soit B une surclasse quasi fermée d'indice
caractéristique a. On voit, comme dans la démonstration du théorème 13, que
l'équation (10) admet une infinité de solutions si et si seulement a^o. Si, par
contre, a == co, l'équation (10) ne peut admettre que deux solutions : en effet, quel
que soit l'indice caractéristique (3 de B, une surclasse X ne peut être solution que
si elle admet le même indice caractéristique. Si A admet pour indice caractéris-
tique CD cl est quasi ouverte, on a A== ((a)). Si l'on prend bçG et B == (6), on
voit que la surclasse B'=((&)) est bien telle que A+B ==A4-B'. L'équation (10)
admet alors ces deux solutions. Mais si A est une surclasse principale, on voit que
l'équation (10) ne peut admettre que la solution X==B, d'où le théorème.

THÉORÈME 16. —Pour que Inéquation (10) réadmette au plus que deux
solutions (resp. une solution) quelle que soit la surclasse A, il faut et il suffit
que Von soit dans un des deux cas suivants :

i° G est un groupe archimédien (resp. discret); ou tel que Vêlement carac-
téristique 6(o de B n'appartienne pas à G.

2° L'indice caractéristique (3 de B est maximal dans /''ensemble II et
Isolément caractéristique 63 de B n^ appartient pas à G^.

Si l'on est dans le premier cas, le théorème 15 montre que l'équation (10)
n'admet au plus que deux solutions. Si G est de plus discret, Xest nécessairement
égal à B, puisque toutes les surclasses sont principales. Dans le second cas, les
indices caractéristiques de A et de X sont nécessairement inférieurs ou égaux à j3,
donc A et X admettent des éléments caractéristiques a^ et x^ par rapport à P. On
a x^= b^ et comme 6p^G^, on a 9^(X) == ((6p)) , donc X admet (3 pour indice
caractéristique et X === B.

Supposons maintenant que l'on ne soit dans aucun de ces deux cas. Si (à n'est
pas maximal, ^^ÏIavec i > (3. Soit A une surclasse d'indice caractéristique i.
Si bt est l'élément caractéristique de B relatif à l'indice i et si b est un élément
de B tel que cpi(6)==6i, tout éléments contenu dans 6+Hi est tel que la surclasse
principale (x) satisfasse à l'équation (10) qui admet alors une infinité de
solutions.

Supposons maintenant (3 maximal. D'après les hypothèses, l'élément caracté-
ristique 6p de B appartient à Gp et (3 7^ û) (sans cela G serait archimédien). Soit A
une surclasse d'indice^ caractéristique (3 que l'on choisira quasi ouverte ou quasi
fermée suivant que B est quasi ouverte ou quasi fermée. Si b e G est tel que
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93(^)€G^, on voit que tout élément x contenu dans b -\-: Hp (ensemble qui
contient une infinité d'éléments puisque (î^û)) est tel que A+ B = A4- (x).
L'équation (10) admet donc une infinité de solutions.

Pour achever la démonstration du théorème, il suffit de remarquer que si G
est un groupe archimédien non discret et si l'élément caractéristique bw de B
appartient à G(Û, il suffit de prendre pour A une surclasse quasi ouverte et l'équa-
tion (10) admet alors les solutions (b^) et((ô^)) .

6. G étant un groupe totalement ordonné, 2> l'ensemble des surclasses de G
et A € 3>, cherchons à déterminer un sous-ensemble ® de '§ qui soit le plus grand
possible tel que les éléments de <& forment un groupe par rapport à l'addition et
tel que A € < & .

Supposons qu'un tel ensemble <& existe et soit E l'élément unité du groupe (6.
Il existe de même une surclasse A'eife telle que A+A^E. Si a été sont les
indices caractéristiques respectifs de A et E, l'équation A-l-A^E montre
que £ ̂  a. L'équation A + E === A montre, d'autre part, que a ̂  £. On en déduit
donc e == a et comme dans ce raisonnement on peut remplacer A par toute autre
surclasse contenue dans <&, on voit que toutes ces surclasses oni pour indice
caractéristique a.

L'équation A -4- E == A montre que E admet pour élément caractéristique o et
que si A est quasi fermée, il en est de même de E. L'équation A 4-A'== E montre
que si E est quasi fermée il en est de même de A. Donc E est en même temps
que A quasi ouverte ou quasi fermée. Comme on peut ici remplacer A par toute
autre surclasse contenue dans <&, on voit que toutes ces surclasses sont, en même
temps que A, quasi ouvertes ou quasi fermées. Or, le théorème 8 montre que
toutes les surclasses de G qui ont même indice caractéristique que A et qui sont
«.•n même lemps que A quasi ouvertes ou quasi fermées forment un groupe additif.
Ce groupe est isomorphe à Ga si ces surclasses sont quasi fermées et isomorphe
à Ga si ces surclasses sont quasi ouvertes (ceci n'est d'ailleurs possible que si Ga
n'est pas discret). En résumé :

'IHÉORÈNE 17. — G étant un groupe ordonné et A une surclasse de G
d'indice caractéristique a, parmi tous les groupes additifs de surclasses qui
contiennent A, // en existe un, soit (&A» c^ul contient tous les autres. Il se
compose de toutes les surclasses d^ indice caractéristique a qui sont en même
temps que A quasi ouvertes ou quasi fermées. Inapplication \.->x qui fait
correspondre à toute surclasse contenue dans ©^ son élément caractéristique
est un isomorphe de (6^ sur G» si A est quasi fermée et de <&^ sur ô,, groupe
complété de G», si A^est quasi ouverte.

7. Soit ô un anneau de multiplication du type de Dcdekind ( : l ) , K son corps
des quotients, (Pi) ief i==^ l'ensemble de ses idéaux premiers différents de 0.

(3) Voir T. A. T. D. § III.
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Soit M le sons-ensemble de II tel que i e M si et si s.euleinènt R( est un idéal
maximal. On ordonnera II par la relation d'ordre

(ii) a^ p^VaC^

On sait ( ; i ) que l'on peut définir une famille canonique de valuations de K,
soit "V == ((^)p.€M q^ soit unc famille de définition de 0, régulière, arithméti-
quement utilisable, et formée de valuations deux à deux indépendantes sur 0.
Dans le cas particulier où M se compose d'un seul élément ^JL, <? est un anneau de
valuation et py. la valuation correspondante.

Soit Gp. le groupe de valeurs correspondant à v^ si ^.çM. C'est un groupe
totalement ordonné auquel on peut appliquer les considérations des paragraphes
précédents.

Dans ce paragraphe, lorsque nous parlerons d'idéaux il s'agira de (9-idéaux
fractionnaires. Lorsque nous dirons qu'un idéal h divise un idéal tt, cela signifiera
qu'il existe un idéal (fractionnaire) C tel que Û == bc.

Étant donné un (?-idéal il et un indice p. € M, l'ensemble ('u,(û) est une surclasse
de GU.. On désignera par M((ï) le sous-ensemble de M composé des indices p. tels
que ^y.(tt) soit différent de G^+== (o). On sait que M(d) est fini. On a vu (T. A.
T. D., th. 16) que si à chaque indice ^.€M on associe une surclasse A^ de G^, la
condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un idéal (ï tel que ^(a)==Ap,
pour tout j m e M est qu'il existe un sous ensemble fini M' de M tel que p-^M^
entraîne A^== G^. L'idéal tt est alors défini d'une manière unique par

(1-2) xe.0, ̂ ( pour tout ^u.e M, p^(.r)eA^).

Soit pie ' S . Comme 0 est un anneau du type de Dedekind, il existe un et un seul
indice p. contenu dans M tel que Pp. 3 Pi. p- sera dit l'indice minimal correspondant
A l'indice ï. En considérant comme équivalents deux indices a et (3 auxquels
correspond le même indice minimal, on voit que l'on partage II en classe d'équi-
valence; a et P appartiennent à une même classe si et si seulement Ra et ?3
appartiennent à une môme strie. Chaque classe contient un et un seul élément
de M. On désignera par E( i ) la classe à laquelle appartient l'élément ï.
Si ^ . € E ( i ) n M , on voit que E(i) est isomorphe à l'ensemble des surclasses
premières de G^. Si Pi est la surclasse première de Gp, qui correspond à l'indice ï,
c'est-à-dire si P(==^(P;), on notera G; le groupe quotient de G^ par le sous-
groupe isolé correspondant à cette surclasse première. On voit que si a, (3eII et
si (3 ̂ : a, il existe un homomorphisme canonique croissant cppa de Ga sur Gp. Si ï
est un indice quelconque contenu dans II et si ^ , eE( i )nM, on peut définir une
application P{ de K* (ensemble des éléments non nuls du corps K) sur G; en
posant pour tout a € K*
(i3) ^ t^ t )=î^(^[ jL(r t ) ) .

Il est facile de voir que cette application est une valuation du corps K q.ui
coïncide avec une des valuations précédemment définies dans le cas où i € M .

A tout élément ï € P correspond donc une valuation v., de R par le groupe
totalement ordonné G..
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6 étant un idéal et i€ l ï , on voit que ^ i (û) est une surclasse de G{ : en effet
d'après la relation (12), si / x€E( i ) nM, Vy, û) est une surclasse de G^. Donc
F;(tt) == 9i^(pp.(ft)) est une surclasse de G;.

Si { y . j == E(i) n M, la surclasse ^(tt) de G» a un indice caractéristique a € E(i)
et un élément caractéristique aa€Ga. Si i^a, ^s(tt) admet un élément caracté-
ristique relativement à l'indice i, soit CT{. Nous dirons encore que a est un indice
caractéristique de V idéal (l, que Oy, est un élément caractéristique de û et que a^
est Y élément caractéristique de û relativement à l'indice i. Le corollaire 1 du
théorème 3 montre, en particulier, que pour tout i €ÏI, i est un indice caractéris-
tique de p.., ses autres indices caractéristiques étant des indices minimaux. On
voit que tout idéal tt admet un et un seul indice caractéristique dans chacune des
classes d'équivalence E(i).

On rappelle (T. A. T. D., § III) que si a est un idéal quelconque et si ^ € M ,
l'idéal ûy, défini par

04) ^€Op.^(Pi(.c)^o si t e M et i 7^ (JL; pi(.r)epi(tt))

est appelé la composante de û relativement à l'idéal maximal pp.. La composante dm.
sera dite quasi fermée (resp. quasi ouverte) si la surclasse ^((l)= v^ûn) de Gu,
est quasi fermée (resp. quasi ouverte). L'idéal a sera dit quasi fermé si toutes ses
composantes sont quasi fermées.

Soit C(tt) le sous-ensemble de II formé par les indices caractéristiques de
l'idéal tt. On désignera parC^tt) le sous-ensemble de C(tt) formé par les indices i
tels que la surclasse ^(t t )de G( soit principale, parC"((l) l'ensemble C((ï)—C'(tt).
Si pour tout açC(û) , a^ désigne l'élément caractéristique de tt correspondant,
on voit alors que rt est ainsi défini

(15) jcçû ̂ .{vy,{x) ̂  u y. si aeC'(a) ; Pa(-r) > Hy. si a€C7((l)).

A est quasi fermé si et si seulement d"(a) == 0,
Soient 0 et b deux (9-idéaux. Comme on sait que pour toul / j ieM on a

<V(ftb)=^((i)-+-^(b),

on déduit de la formule ( i3 ) que l'on a pour tout iç II

(16) ^ ( a b ) = ^ ( a ) - + . ^ ( b ) ( t e l l ) .

On sa i t , d'autre part ( : > ) , que pour tout ^çM on a

(i;) ^(ftlb)^^):^) C U € M )

et que û est divisible par b si et si seulement pour tout ^€ M, la composante de il
relative à p. est divisible par la composante de b relative à p.. On déduit alors du
théorème 11 le

THÉORÈNE 18. — U idéal Û est quasi fermé si et si seulement d divise
(aa-)-.

û et b étant deux idéaux appartenant à une même strie maximale pn, on voit
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que l'indice caractéristique de tt correspondant -dp. est supérieur ou égal à l'indice
caractéristique de b correspondant si et si seulement (Ul~1 cbb~1.

Si 0 est un (?-idéal, pour tout indice ^€M, on voit que la composante (aa-1)^
de ûû~1 relative a p. est, soit C?, soit l'idéal premier pa» a étant l'indice caractéris-
tique de d correspondant a l'indice y.. (UT'1 est donc un produit d'idéaux premiers.
On voit facilement à partir du théorème 9 et des considérations qui précèdent
que c'est le plus g'rand produit d'idéaux premiers qui soit divisible par a :

THÉORÈME 19. — (l étant un ô-idéal^ parmi tous les produits d'idéaux
premiers qui sont divisibles par û, // en est un qui contient tous les autres^ c'est
F idéal ùû 1 .

Remarquons encore qu'il résulte du théorème 9 el des définitions le

THÉORÈME 20. — La condition nécessaire ci suffisante pour que le groupe
ordonné G{(I € II) soit discret est que p, divise P('' .

Le théorème 9 et les considérations qui précèdent permettent d'énoncer le
critère de divisibilité suivant :

THÉORÈME 21. — Si il et b sont deux 0-idéaux. pour queb divise rt, il faut et
il suffit que les conditions suivantes soient remplies :

i° (ni^cbb-1;
y0 C'(b)r\C'{û}-==^.

La première condition exprime que pour tout / JL€M, l'indice caractéristique
de b correspondant à fJ. est inférieur ou égal à l'indice caractéristique corres-
pondant de (ï. La deuxième condition exprime que dans le cas où ces deux indices
caractéristiques seraient égaux, b;j. ne peut être quasi ouvert sans qu'il en soit de
même de dp,.

Le théorème 13 permet iminédialeiiient d'énoncer le :

THÉORÈME 22. — il et b étant deux Q-idéaux, pour que l'égalité ûb == ttr
implique b == <*, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient remplies :

i ° il divise ( ûb ) : (l ;
3° rt~1 divise ilb ;
:i" f^((«(l-)"^(oj;

ll'^>0

4" r\(ûa-1)" divise nn ^bb-'.
/»>u

Dcins le cas on l'équation en F
(18) a b = n r

n'admet pas une infinité de solutions, le théorème 14 permet de donner une limite
supérieure du nombre possible des solutions.

Soit /?z(n) le nombre des éléments contenus dans M(tf). Il est facile de voir que
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le nombre des solutions de l'équation (18) est soit infini, soit égal à i , soit borné
supérieurement par 2m(û). En effet, si ^^M(( î ) , tta== ^ et ^=== b;j..

Si / j ieM(a), le théorème 14 montre que les surclasses de G^. satisfaisant à
l'équation ^a(^) + ^(b) == ^a(û) 4- X sont en nombre infini ou sont en nombre
au plus égal a 2. En distinguant le cas particulier où M((ï^=^, c'est-à-dire ((===(9,
on a donc :

THÉORÈME 23. — Soit û un 0-idéal différent de 0 et ïn(a) le nombre des
éléments contenus dans M(d). Si Inéquation en f

(i.S) ab == or

// 'ad m et. pas une infinité de solutions, elle en admet au plus 2m((ï).

Remarque. — On peut encore améliorer cette borne en remarquant que
s i^€M(a) , mais si l'indice caractéristique de ib contenu dansE(,a) est strictement
supérieur à ^JL, Vn(f) est parfaitement déterminé.

Le théorème 15 permet d'énoncer le

THÉORÈME 24. — Pour que F équation (18) n'admette qu'un nombre fini de
solutions [nombre au plus égal à 2w(d)] quel que soit V idéal b, il faut et il
suffit que l^ idéal (ïtt~1 soit égal à 0 ou à un produit d^ idéaux premiers maxi-
maux. En particulier^ pour que Inéquation (18 ) n'admette qu'une solution
quel que soit l} idéal ib, // faut et il suffit que dOr"1 == (9, c'est-à-dire que tf soit
engendré par un nombre fini d } éléments.

Le théorème 17 permet enfin d'énoncer le

THÉORÈME 25. — û étant un ô-idéal, parmi tous les groupes multiplicatifs
de ô-idéaux qui contiennent tt, il en existe un, soit <& (ft), qui contient tous les
autres. Un Q-idéal Jb appartient à <&(tt) si et si seulement C(b)==C(d)
et C'(b) ==C'(tf), c'est-à-dire si l^ ensemble des indices caractéristiques de b est
identique à celui des indices caractéristiques de a et si pour tout p. € M tel
que du, soit quasi fermé, il en est de même de bp,.

®(tt) est un groupe partiellement ordonné isomorphe à la somme

directe ^. r\ où r;= G; s.i û: est quasi fermé et Tt-=. &; si ((; est quasi ouvert.
t€C(a)

En particulier, (&((f>) est le groupe formé par tous les (f>-idéaux finis. Il est

isomorphe à ^1 Gp,.
^ex

(Manuscrit reçu le 18 novembre 1933 ).


