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THEORIE ARITHMETIQUE DES ANNEAUX DU TYPE DE DEDEKIND. Ii;

Par M. PauL Jarrarp.

Cet article fait suite au précédent (*). Nous y employons les mémes définitions.
Nous désignerons le premier article par T. A. T. D. Nous avons montré au para-
graphe 1II de T. A. T.D. comment 'arithmétique des idéaux dans un anneau du
type de Dedekind est profondément liée a celle des surclasses des groupes de
valeurs totalement ordonnés qui lui sont canoniquement associés. Dans le cas o
ces groupes de valeurs sont archimédicns, la structure simple de leurs surclasses
nous a permis, au-paragraphe IV, d’étudier en détail la divisibilité des idéaux
dans un anneau de multiplication uniforme du type de Dedekind.

Ici, nous étudions d’abord la structure des surclasses d’un groupe abélien tota-
lement ordonné. Nous en déduisons I'arithmétique de ces surclasses, ce qui nous
permet d’étudier en détail la divisibilité des idéaux dans des anneaux de multipli-
cation du type de Dedekind en ne supposant plus qu’ils soient uniformes. Dans
cette catégorie entrent, par cxemple, les anneaux de valuation (commutatifs) les
plus généraux.

Un groupe abélien totalement ordonné peut éire considéré comme un groupe
topologique. Nous étudions d’abord la structure du complété d’un tel groupe. Si G
est un groupe abélien totalement ordonné et A une surclasse (ou s-idéal) de G,
nous montrons ensuite que l'on peut associer & A un sous-groupe isolé bien
déterminé H de G tel que si ¢ est ’homomorphisme canonique (croissant) de G
sur T = G/H et T le complété du groupe ordonné T, la surclasse A puisse étre
définie de I'une des deux maniéres suivantes :

reA=9(x)>a (ael)

rzeA=9(x)>a (aef).

Une fois déterminées les formes que peuvent prendre les différentes surclasses
de G, nous ¢tudions les conditions pour que, A et B élantsdeux telles surclasses,
il existe une surclasse X telle.que A =B + X.

Nous étudions ensuite, suivant les formes de A et B, le nombre des surclasses X
qui satisfont a 'égalité A +B =A + X.

(*) P. JAPPARD, Théorie arithmétique des anneaux du type de Dedekind (Bull. Soc. Math.,
t. 80, 1952, p. 61-100).
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Nous appliquons enfin les résultats obtenus a I'étude des anneaux de multipli-
cation du type de Dedekind. Nous précisons la'structure des idéaux fractionnaires
d’un tel anneau. Nous étudions en particulier le nombre des idéaux r qui satisfont
a P'égalité ab = ar, a ct b étant deux idéaux d’un tel anneau.

Les groupes ordonnés intervenant ici étant, sauf mention expresse du contraire,
abélicns et totalement ordonnés, nous négligerons de le rappeler a chaque fois et
nous parlerons seulement de groupe ordonné. Nous supposerons également que
tous les groupes intervenant ici ont plus d’un élément.

1. Soit G un groupe (lotalement) ordonné et (P,).r 'ensemble de ses sur-
classes premieres différentes de G, (*). Cet ensemble cst totalement ordonné par
la relation

Pa< Pp= Py > Pg.
On considérera 'ensemble IT des indices comme totalement ordonné par
1L @;——‘ Po< Pﬁ-

On voit qu’il existe une surclasse premiére P, inférieure a toutes les autres

c’est celle définie par
zx€Py=2>o0.

Par contre, il peut ne pas exister de surclasse premidre supérieure a toutes les
autres.

Si x€ll et s’il cxiste un indice B qui soit immédiatement supérieur a z, on
notera B =2 +41.

Le groupe G est archimédien si et si seulement I = { w |.

¢ étant un indice contenu dans II, on désigne par H, le sous-groupe isolé () de G
engendré par les éléments de G. non contenus dans P,. On posera encore
G,= G/H,. Si g, est 'application canoniqne de G sur G,, G, est canoniquement

ordonné par la relation d’ordre
(e)>0=JheH, avec a+ h>o.
Remarquons que
(1) si(a)> 9u(b)>a>b.

L’ensemble ordonné des surclasses premieres de G, est isomorphe a II,, II, étant
le sous-ensemble de 11 défini par

telli==Ex .

Si a £ B, on voit qu’il existe une application canonique croissante ¢3, de G, sur Gg.
Sia LB Ly,ona
Py2 = vp Ppe-

On définit sur G une topologie canonique en prenant pour syst¢éme fondamental
de voisinages de o I'ensemble ¥ = (V,)a¢p, ainsi défini

rzeVe|z|<a.

() W. KruLr, Allgemeine Bewertungstheorie (J. Reine angew. Math., t.167, 1951, p. 160-196).
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Cette topologie est compatible avec la structure de groupe de G. Elle est dis-
créte si et si seulement o admet un successeur immédiat, c’est-a-dire si P, admet
un plus petit élément e, auquel cas P, = (e).

Remarque. — G étant muni de sa topologie canonique, il faut remarquer que
la topologie canonique de G,= G/H, n’est pas en général la topologie quotient de
celle de G : on sait, en effet, que pour la topologie quotient ¢, () est un systéme
fondamental de voisinage de o dans G,. Or, si t > w, H,3 A > o. Par suite, V, €V
et 9.(Vi) ={o}, la topologie quotient est donc discrete, ce qui n’est pas toujours
le cas de la topologie canonique, car la surclasse maximale de G, peut fort bien ne
pas admettre de plus petit élément.

Tutorene 1. — Si G est un groupe discret non archimédien, la surclasse
premiére maximale Py, admet un sucesseur immédiat P ..1.

Soit G un tel groupe et P, = (¢). Il est facile de voir que U P, est une sur-

[F32)
classe premiere qui est successeur immédiat de P,,.

2. Nous nous proposons maintenant de déterminer la structure du groupe G
complété de G.

Si G est discret, on a évidemment G = G.

Si G est archimédien (non discret), on sait que G est isomorphe a un sous-
groupe dense de R (groupe additif ordonné des nombres réels ordinaires). Si G
est alors considéré comme plongé dans R, on voit que G = R. Supposons donc
désormais que G soit non discret et non archimédien.

1° Il existe une surclasse premiére P,y immédiatement supérieure ¢ P,,. —
Posons alors

H=Hyw et G =Gusi=G/H.

G' et H sont des groupes ordonnés; on voit, d’autre part, que P étant immé-
diatement supérieur a P,,, H est un groupe archimédien que I'on peut supposer
dense dans R (puisque G est non discret).

A chaque classe de G suivant H attachons un représentant.'Si z € G, z dési-

gnera la classe a laquelle appartient z (z € G').
On établit de la fagon suivante une relation biunivoque ¢ entre G et 'ensemble

produit G' < H. Si z € G et si a est le représentant de la classe z, on posera
¥(2)= (2, z—a),

H étant considéré comme un sous-ensemble de R, G'>< H peut étre considéré
comme un sous-ensemble de G’ >< R. On peut maintenant définir ainsi une loi de
composition z, y >z +y sur G'<R:siz= (l_l, r) ety = (Z, q)x a,b et c étant
les représentants respectifs dea,beta—+b,on posera

z+y=(c,(a+b—c)+r+gq).
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Il est facile de voir que cette loi de composition fait de G'>< R un groupe
abélien &.
La relation

(ayr)~o=(a>o0oua=oetr=o)

en fait un groupe ordonné A condition que I'on ait pris soin de choisir o comme

représentant de la classe o.

Si, par l'application ¢, on identifie G & G'>< H, G devient un sous-groupe
(ordonn¢) de &. Puisque H est dense dans R, on voit qu’a tout élément z stric-
tement positif contenu dans @, on peut faire correspondre un élément a € G tel
que £ > a > 0. On en déduit que la topologie canonique définie sur @ induit sur
G sa topologie canonique. On voit, de plus, que G est dense dans &.

Montrons que ® est complet.

Soit & un filtre de Cauchy sur @. Soit Ha 4 > o. Il existe A€ F tel que z.
y€A—>|z—y|<h.Onvoitalors que siz,y € Aetsiz=(a,r), y =(b, ¢), on
aa=~>. F induit un filtre de Cauchy sur la coupe a < R de & suivant a, d’ou
un filire de Cauchy sur R qui converge vers r, puisque R est complet. On voit
que & converge vers (Z, l'). ® cst bien complet et 'on voit qu’ici GC=6.

L’homomorphisme ¢,y de G sur G' se prolonge naturellement en un homo-
morphisme croissant de G sur G/ que 'on notera encore ¢,. . Plus généralement,

sit> , ¢, s¢ prolonge en un homomorphisme de G sur G,.

2° Il n'existe pas de surclasse premiére immédiatement supérieure ¢ P. —
Soit I" lIe sous-ensemble de II formé par les indices strictement supérieurs & w.
I’ n’admet pas de ‘plus petit ¢lément. Les groupes (G,) 11+ seront considérés
comme munis de la topologie discréte. A tout couple d’indices «;, 3 €Il tels que
a < est attaché un homomorphisme ¢g, de G, sur Gg. Comme a < <+
enlraine oy, = 9,89gx, cette famille de groupes admet une certaine limite projec-
tive . Comme pour tout élément @ € G, on a pour o = B, 9g,(0.(a)) = 9g(a).
on voit qu’il existe un homomorphisme ¢ de G dans @.

Montrons que cet homomorphisme est un isomorphisme.

Soit z € G, tel que ¢ () = o. Ceci montre que pour tout t€ll'; on a ¢,(z)=o.

Donc z ¢ U P.. On peut toujours, en remplacant au besoin z par — z, supposer
vell’
. . . ) . o

x> 0. Mais U P, est unc surclasse premiére P,,. Comme o' est inférieur a tous

cwellr
les indices contenus dans I, on voit que o' = w. Donc z ¢ P, ct, par suite, z =o.

1 est bien un isomorphisme. On considérera désormais G comme un sous-groupc
de @. L’homomorphisme ¢, de G sur G, se prolonge en un homomorphisme (que
’on notera encore 9,) de & sur G,.
Il est facile de voir que I'on définit sur @ une structure de groupe ordonné en
posant
z € &= (pour tout tell’, p,(z) > 0).

Cette structure d’ordre sur @ induit sur G la structure d’ordre initiale. Elle définit
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sur @ une topologie canonique. Sio<<ze®, Jiell' tel que ¢,(2) > o. Soit
+ >EeIl'. Dans Gy il existe un élément ¢¢(a) (a € G) tel que g¢(z) > ¢z (a) > o.
(N suffit de prendre aeH,, a ¢ H;). On voit alors que dans @ on a z > a > o.
On en déduit que la topologie canonique définie sur @ est compatible avec la
topologie canonique sur G.

Montrons que & est complet.

Soit & un filtre de Cauchy sur & et soit tell'. Jac @ tel que 9, (a) =0 el
a>o0. JAeF telquez, yeA— |z—y|<a.Doncsiz,y €A, ¢ (z)=09.(y)
Au filtre & et a U'indice ¢ €Il correspond donc un élément bien déterminé f, € &,
tel que tout ensemble contenu dans & contienne un ¢élément 2 avec ¢, (z) = f..

Si a < (3, on a évidemment 9g, (f,) = f3. Par suite, les f, définissent un élément
fe®. Le filire & converge vers f et & est complet.

Montrons que G est dense dans & :

Soit @ € @ ¢t V un voisinage de a. Par définition, Jz € & tel que z > o el
|y — a| <<z eniraine y € V. Mais on a vu qu'il existe k€ G tel que 2>~ > o.
Soit ¢ tel que ¢,(h) > o et a’'€G tel que ¢,(¢') =9, (a). Ona|a—d |<h <z,
donc a' €V et G est bien dense dans @ ; & est ici le complété G de G.

Remarque. — On voit encore que G est la limite projective topologique des
groupes G,, chaque G, étant considéré comme muni dc la topologie quotient de G
par H, (topologie qui est discréte sit > o).

La considération de ces deux cas, ainsi que celle des cas ou G est discret ou
archimédien montre que ’on peut énoncer le

TutoriME 2. — Si G est un groupe (totalement) ordonné, son complété G
peut étre totalement ordonné. Cette structure d’ordre prolonge celle de G et

définit sur G une topologie identique a sa topologie initiale.

Ezemple. — Soit G = 2 Z,, somme directe des groupes Z,, ou chaque Z, est

n€l,
pris isomurphe au groupe ordonné des entiers ordinaires, et G élant ordonné
lexicographiquement (si @ € G, @ > o si et si seulement la premiére composante
non nulle de a est positive). On voit qu’ici P, n’admet pas de surclasse premiére
qui lui soit immédiatement supérieure. On a 6= I l Z,, produit direct lexico-
€l

graphique des groupes Z,. Ici G#G.

On a vu que, quel que soit G et «€H, ’homomorphisme ¢, de G sur G, se
prolonge en un homomorphisme (encore noté ¢,) de G sur G..

3. Nous allons maintenant déterminer la forme des différentes surclasses du
groupe ordonné G.

Remarquons d’abord que sit €Il et si A est une surclasse de G, ¢,(A) est une
surclasse de G,. La condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait

zeA 2 g (r)€0(A)
est que A+ H,cA.
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Soit II' le sous-ensemble de II ainsi défini
cell=A+HcA

Sivell' et £ <, on a évidemment { € II'. D’autre part, w €II'.

Soit H= U H,. H est un sous-groups isol¢ de G, puisqu’il en est ainsi de
ell’ .
chaque H,. On a ¢videmment A +H cA. On a, d’autre part, H3 G. En effet, si

I'on avait H=G, 1’égalité A + G =G impliquerait A = G, ce qui est incompa-
tible avec le fait que A, étant une surclasse, est bornée inférieurement. Puisque
H 5 G, les éléments de G.. qui n’appartiennent pas & H forment une surclasse
premiere P, (on a H=H,). Puisque H+ H,cA, on voit que a €II' et II' admet
un plus grand élément «.

Donc :

TarorkMe 3. — A étant une surclasse de G, 1l existe une surclasse pre-
miére P, telle que
€A 2 co(x)€9a(A)

et telle que toute autre surclasse premiére ayant cette propriété contienne Py,

a sera appelé P'indice caractéristique de la surclasse A.

Cororrare 1. — « est U'indice caractéristique de la surclasse Py,

On a, d'une part Po+H,c Py, carsi JpeP, heH,,avec p+h=ad¢ P,,
—h &P, entrainerait a—h=p&P,, d’ot une contradiction. D’autre part,
sif>a, JbeHgnP,. ¢g (b) = o entraine 93 (P,) = (0), oro & P,

Le corollaire se déduit alors immédiatement de la démonstration du théoréme 3.

CoroLrairg 2. A et B étant deux surclasses de G et A ayant pour indice
caractéristique a, on a
BcA=p4(B)coa(A).
En effet, BcA implique évidemment ¢o(B)c¢q(A), Réciproquement, si
9a(B)Coa(A) etsizeB. ona g, () €9,(A), donc zeAet BCA.

A partir de maintenant, on pourrait passer directement a I'étude de la structure
des surclasses. L'étude de I'addition montrerait que Py= A + A~! dans le cas
ou A+ A~1>£(0) et P,=P,, si A+ At =(0). Mais ceci peut se montrer direc-
tement et I’on obtient ainsi une nouvelle démonstration du théoréme 3.

TurorkMe 4. — A étant une surclasse quelconque de G, A + A~ est une
surclasse premiere de G. St A+ A~15£ (0), on a A+ A—1=DP,, « étant Uindice
caractéristique de A. St A + A~t=(0), A a pour indice caractéristique ».

Montrons d’abord que A + A~ est une surclasse premiére :

A + At est entidre d’aprés la définition de A—1. Soient donc z, y € G.. tels
que z 4y €A+ A~*. On peut écrire z+y =a-+b(a€A, beA*). Comme
r=a+(b—y)et a€A, si z¢gA+ A~!, on a b—y¢A~*. Mais alors, par
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" définition, Ja'€A avec @'+ (b—y)<<oouy>a'+ b, mais a'+beA + A
entraine y € A 4+ A~1. A 4 A~! est bien une surclasse premiere. Si A + A=t = (o),
onao=a-+b(a€A, beA1), mais alors on voit facilement que A = (a) et
At=(—a).

Sil’on est dans ce dernier cas, on posera P,—P,. Sinon, on posera P,—A + A~1.
Montrons maintenant que a est I'indice caractéristique de A. Pour cela montrons

d’abord que
Pa(z)€92(A)>z€A;

1° Supposons que ¢,(A) n’ait pas de plus petit élément ; alors si ¢, (Z) € o (A),
Ja €A avec 9. () > 94(a). On en déduit z > a et z € A. Ceci montre accessoi-
rement que si ¢ est un indice strictement supérieur 4 'indice caractéristique,
de A, ¢,(A) est une surclasse principale de G..

2" Supposons que go(A) ait un plus petit élément g, (a). On peut supposer
a€A. Sig,(z)€gu(A),ona gu(z)>0q(a). Sioq(x) > 9a(a), le raisonnement
précédent montre que z € A. Si ¢, (z) = 9, (@), on peutécrire z = a + h(h € H,).
Si > o, on a par définition £ € A. Supposons £ < 0. D'apres la définition de a,
on voit que — i gA + A-1. Or —h=a—z(ae€A), donc on a nécessairement
—z¢A et JbeA avec b—ax << o ou b <z, ce qui montre encore que Z € A.
Pour montrer que « est I'indice caractéristique de A, il suffit maintenant de mon-
trer que si ¢ est un indice tel que v

(2) o(z)eo(A)>z€A,
onat<La.

Soit donc un indice ¢ tel que la relation (2) se trouve vérifiée. Sit=w, ona
¢videmment ¢ < a. Supposons donc que ¢ 3£ w, c’est-a-dire que H,5£{ o }.

Raisonnons par P'absurde et supposons que nous ayons t>a. On a alors
A+ A-1¢P,. Donc JaeA et a'€ A~ tels que a + o' ¢ P,. Comme a + a'> o,
on en déduit 2 = a + o’ € H,. Comme H,52{o}, J4'€H, tel que ' << o.

Ona ’
! s(a—h+h)=9(a)eq(A)
Par suite, a— % + A'€ A; a’ € A1 entraine alors

K=a+a—h+h>o0 ou k> o,

ce qui contredit &' < o.
Le théoréme 4 est donc complétement démontré.
On a montré également le

TutorkMe 5. — Si A est une surclasse de G ayant « pour indice caractéris-
tique et si v > a, 9,(A) est une surclasse principale de G,.

Les théoremes 3 et 4 montrent que I'étude de la structure de la surclasse A,
d’indice caractéristique a, se ramene a celle de la surclasse ¢, (A) dans Gy. Or
dans G, la surclasse 9, (A) + (92(A))™* est égale, soit a (o), soit a la surclasse
maximale de G,. ' ‘

On est donc ramené A étudier la structure des surclasses ayant  pour indice
caractéristique.
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Supposons donc que A admette o pour indice caractéristique. Si A + A1 = (o),
on a vu que A est une surclasse principale. Sa structure est alors parfaitement
connue.

Supposons donc que A + A=t =P, 3£ (0). Si G est le complété de Getsi ae G.
on désignera par ((a)) la surclasse de G définie par

(3) ze€((a))=(zeG et x> a).

Dans le cas ou G est un groupe archimédien, on sait (T. A.T.D., §IV) qu’il

existe un élément a € G tel que A= ((a)). Montrons qu’il en est de méme dans le
cas ou G n’est pas archimédien. Deux cas sont alors a considérer :

1° o admet un successeur immédiat w + 1. — Reprenons les notations du
paragraphe 2 :

H= H(!I-f—l) G'= Gm+ly G=GxH et G=@ =G x<R.

D’apreslethéoréme3, lasurclasse o4, 1(A)estprincipale. Soit ¢y 1 (A)=(9p+1(a)).
St @ut (£) > 9us1(a), on a z€A. Si 9411 (Z) < 9p+1(a), on a ¢ A. Comme
@ -+ 1 esl supéricur & I'indice caractéristique de A, on voit qu'il existe b, c€G
tels que @1 () = 041 (€) = 9u+1(a) et tels que b€ A, c ¢ A. On voit alors que
la coupe de A suivant a, c’est-a-dire l'ensemble des éléments zeH tels que
(&, x) € A est une surclasse I de H. Cette surclasse ne peut étre principale, sans
cela A le serait aussi, contrairement & ’hypothése. Comme H est archimédien, on
en déduit D'existence d’un élément r €R tel que I'=((r)). On a, par définition,
d=(a, r)eG. On voit alors que A = ((d)). ‘

2° n’admet pas de successeur immédiat.

Reprenons encore les notations du paragraphe 2 : II' désigne 'ensemble des
indices strictement supérieurs 4 ».@® = G est la limite projective des groupes
(Gl)lEH"

Le théoréme 5 montre qu’a tout indice « €II' correspond un ¢élément a, € G, tel
que ¢, (A) = (a,). Il est facile de voir que si§, n€ll' et sif < n, on a gue(ay) =a,,
On en déduit que A définit sans ambiguité un élément « de G tel que
¢.(a) = a,(t€Il'). La surclasse A étant supposée non principale, on voit immé-
diatement a partir des définitions que A = ((a)).

On voit donc que dans tous les cas possibles si A est une surclasse non princi-
pale admettant w pour indice caractéristique, il existe un élément a du complété G
de G tel que A = ((a)). .

Soit maintenant A une surclasse quelconque de G et a son indice caractéris-
lique, G, le complété du groupe ordonné Gg. Si G, n’est pas discret, il existe un
élément a, de G, défini sans ambiguité et tel que I'on ait, soit ¢, (A)= (a,), soit
9a2(A) = ((Aa)). Si G, est discret, il admet un plus petit élément strictement
positif e,. En ce cas, il existe encore un ¢lément a, de G, tel que cpa(A) =(aa)



— 49 —

[on a ici ¢z (A) = ((@x—€,))]- Dans les deux cas, 'élément @, défini sans ambi-
guité sera dit I'élément caractéristique de la surclasse A.
On peut énoncer le

TueoreMe 6. — Soit A une surclasse de G ayant pour indice caractéristique o
et G, le groupe complété du groupe ordonné G,. On peut définir sans amhi-
guité un élément a, de Ga, qui sera dit Uélément caractéristique de A et tel
que lon ait, soit 9, (A) = (a,), soit 9,(A) = ((aa)).

Silon a ¢, (A) = (as), on a évidemmnent a, € G,.

Sit> o, élément a, de G, tel que ¢,(A) = (a,) sera dit 'élément caractéris-
tigue de A relatigement a lindice «. Dans le cas ot 1= «a, on dira encore que
’élément caractéristique a, de A est P'élément caractéristique de A relativement a
P’indice a.

CoroLLare. — Sé la surclasse A admet relativement auzr indices £ et 1 (£ <)
les éléments caractéristiques ag et a, on a Qg (az) = a,.

Ceci est immédiat si Pon rémarque que, suivant les conventions faites au n°® 2,
oy peul étre considéré comme un homomorphisme de GE sur Gy, a5 étant 'élément
caractéristique de A, la surclasse A sera dite quasi fermée si @, (A) = (),
quasi ouverte si 9;(A) = ((a,)).

Tueoreme 7. — Soit « Uindice caractéristique de la surclasse A. Si v << a, il

n'existe aucun élément a, de G, tel que Pon ait o, (A) = (a,) ou o, (A)=((a,)).

Raisonnons par 'absurde et supposons qu'il existc un tel élément «,. Comme
a>tJheH,nP, Puisque ¢,(k)5#0, en vertu des définitions de (a,) ct
((a,)), JbeAtel que a, =< ¢,(b) << @, + ¢,(L). Comme ¢ est inféricur a P'indice
caractéristique de A, 0,(b—24) < a, implique b — 2/ ¢ A.

Mais ¢,(b—2h)=94(b) € 9,(A) et a ne peut éire I'indice caractéristique
de A, contraircment 4 'hypothese. D’ou le théoréme.

Cororratrs 4. — L'indice caractéristique de la surclasse A est le plus petdt
. . . »,
indice « tel que o,(A) soit de la forme (a,) ou ((a,)) avec a,€G,.
4 ) ’ . . Y ’ ) . .
Cororraire 2. — Etant donné un indice o et un élément a, de Gy, il existe

toujours une surclasse A de G qui admet « pour indice caractéristique et a,
comme élément caractéristique.

Soit la surclasse A, de G, définie par A, = (u,) si ¢y € Gy L par Ay = ((ny)) si
@, ¢ G, et soit la surclasse A de G définie par

reA 2 oq(z)€EA,.

On a 9, (A) = A, et, par définition, P'indice caractéristique de A esl supérieur
ouégal a a. Il ne peut lui étre strictement supérieur en vertu du théoréme 7. 11
lui est donc égal, d’ou le corollaire.
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Remarque. — Dans le corollaire 2, A est défini sans ambiguité, sauf dans le
cas ou G, n'est pas discret et ot @, € G, car on peut alors prendre A, égal a (a,)

ou a ((aq))-

Cororiaire 3. — 87 la surclasse B a un indice caractéristique G strictement
supérieur a Uindice caractéristique de A, on a

BcA‘—-‘.%(B)> $8(A)

cest-a-dire ¢g(B) c 9g(A) et 9g(B) £ (A)).

Supposons Bc A. On a 9g(B) c 9g(A). Mais, puisque {8 est supérieur a l'indice
caractéristique de A, Jz€G tel que gg(z)€¢p(A) et z&A. On ne peut avoir
.cpp(x-)e%(B), sans cela on aurait z€B et, par suite, z€ A. On a donc bien
98(B)> 9a(A).

Réciproquement, supposons ¢g(B)>o¢g(A). Si zeB, JaeA tel- que
98(z)>9p(a). Donc z>aetreA.

En comparant ce corollaire au corollaire 2 du théoréme 3, on voit que pour
qu’une surclasse soit entiére (c’est-d-dire contenue dans G..), il faut et il suffit
que son élément caractéristique soit strictement positif si elle est quasi fermée el
différente de G.., qu'il soit positif ou nul si elle est quasi ouverte.

4. A et B étant deux surclasses du groupe ordonné G, nous nous proposons
maintenant de déterminer la forme de la surclasse A + B =C.

Soient «, B et y les indices caractéristiques respectifs de A, B et C.

On remarque que pour tout indice : €I, on a

9. (A +B)=129,(A)+2,(B).

Montrons d’abord que y =sup(«, ) :

On voit que sit < sup («, ), A+ B+ Ht ¢ A + B, donct < y. Par suite
Y > sup (“7 B)-

Supposons maintenant > sup («, B) on en déduit l'existence de deux élé-
ments z et y tels que x A, y¢B, 9. (z)€¢,(A) et ¢,(¥)€9.(B). On a donc
9(z+y) €9 (C). Mais sil'on avait z +y €C, on aurait £ +y =a+ b avec
a€A,beB. Comme x=a + (b—y), ¢ A entrainerait b—y <o ou y > b,
ce qui impliquerait ¥ € B, d’ou une contradiction. On voit donc que ¢ >y. On a
bien y = a = sup (4, ).

C est alors parfaitement déterminé par

¢a(C) = 9a(A) + 9a(B).

_ Onvoit alors, comme dans le cas archimédicen, en se reportant au groupe Ga, que
94(C) est une surclasse principale de G, si et si seulement il en est de méme de
2a(A) et 9a(B).

On voit encore que I'élément caractéristique de la surclasse C est la somme des
éléments caractéristiques des surclasses A et B relativement 4 indice «. D’ou
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TuroreMe 8. — A et B étant deux surclasses de G d'indices caractéristiques
respectifs aet3, A+ B a pour indice caractéristique sup(z, 3)=vy. L'élément
caractéristique de A + B est la somme des éléments,caractéristiques de A et
de B relativement a Uindice y. A + B est quast ouverte si et si seulement lune
des surclasses A ou B a pour indice caractéristique v et est quasi ouverie.

A ct B étant deux surclasses de G, A est dite divisible par B si et st sculement
il existe une-surclasse X telle que A =B + X. a ¢l § ¢tanl les indices caractéris-
tiques respectifs de A et de B, le théoréme 7 montre que si une telle surclasse X
existe, on a nécessairement a > f et que si 94(A) est principale, il en est de
meéme de ¢, (B). Supposons réciproquement que ces conditions soienl remplies.

Si a, et b, sont les ¢léments caractéristiques de A et de B relativement i
Y’indice a, on considére la surclasse C, d’indice carnctéristiqué «, admetlant ¢y —b,
comme élément caractéristique, lelle que 0, (C) = (@,— by ) si A est quasi fermée
et 94(C) = ((@y— b,)) si A est quasi ouverte. On voit alors que A=B 4 (.. D’on;

TueoreMe 9. — A et B étant deux surclasses de G d’indices caractéristiques
respectifs a et B, A est divisible par B si el si seulement les dewx conditions
suivantes sont remplies :

10 axB;
2° St a =3 el si B est quasi ouverte, il en est de méme de A,

A et B élant deux surclasses de G d’indices caractéristiques respectifs a et 3,
étudions maintenant la forme de A:B = C. Soity I'indice caractéristique de €.
Deux cas sont a distinguer :

I. BLa. — z€eA:BaB 4 (2)cA. Done en vertu du (‘()l‘()“ail'e 2 du
théoréeme 3
r€AB2og(z)e€24(A)sa(B).
Posons
2a(A) = Ag, 2¢(B) = Bgy ct 25( ) = xq.
On en déduit donc ¥ a.

Soient a, et b, les éléments caractéristiques de A ct B relativement a U'indice .
On voit comme dans le cas d’un groupe archimédien (woir T. A.T. D., § 1V)
que Ay 1By = (ay,—b,), sauf dans les deux cas suivants :

1° ag— by ¢ Go;

2° Ay=((aa)) et Bo= (ba).

Dans ces deux cas, on a Ay:B,= ((@as— ba)).
Le théoréme 7 montre donc que B < & entraine v = a.

II. « <<f3. — On a cncore z€ A:B = B + (z) cA. Mais, cn vertu du corol-
laire 3 du théoreme 7, on voit que cette derniére relation équivaut a

7(B)+(2g(2)) > 24(A).
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Posons
2g(A)=Ag,  93(B)=Bg et gg(x)==2q4

Soient ag et bg les éléments caractéristiques de A ct B relativement a Uindice 3.
Ici on a Ag= (ag).

Il est facile de voir que Bg—+ (2g) > (ag), ¢’est-adire Bg+(zg) € ((a3)). équi-
vaut & zg € ((ag—bg)), sauf dans le cas od Bg=((bg)) avec bge Gs.

On en déduit que dans le cas IT, y = 2.

On a, en particulier, le

Tusorene 10. — Etant données deux surclasses A et B d'indices caractéris-
tiques respectifs a et B3, la surclasse C=A:B a pour indice caractéristique
y=sup(a, B). L'élément caractéristique cy de C est la différence ay,— by des
éléments caractéristiques de A et B relatifs a v, sauf dans le cas o, 3=~
étant strictement supérieur a a, Gg est discret, auquel cas on a cy= ay,—by--e,.
ey étant U'élément minimal de Gy.

A étant une surclasse quelconque de G, on déduit de ce qui précede la forme
de A== G, :A. Soient « et a, I'indice et 'élément caractéristiques de A. Deux
cas sont a distinguer :

I. «=w. — A=t a pour indice caracléristique w el I'on a A=t =(—a,), sauf
si a, ¢ G, auquel cas A~ = ((— ay)).

II. w<<a. — A~* a pour indice caractéristique a. On a (A1), = ((—a,))
si Ay=(aq) et (A )= (—as) si A= ((aa)) et ay € Gq.

On retrouverait a partir de la que, « étant l'indice caractéristique de A, on
a A + A~1=P,, sauf dans le cas oi A est une surclasse principale.

Soit A une surclasse d’indice caractéristique a. Comme ¢q(Py) = ((0)), on
voit que PZ' est la surclasse ayant pour indice caractéristique a et telle que
9(Pz') =(0). En vertu du théoréme 9, on voit que A divise P;' si et si seulement A
est quasi fermée. En particulier, P divise P3' si et si seulement G, est discret.
On peut donc énoncer les

Tueorkme 11. — La surclasse A est quasi fermée si et si seulement A
divise (A -+ A-*)~L.

Tueonkme 12. — o étant Uindice caractéristique de la surclasse A, le
groupe G, est discret si et si seulement on est dans l'un des deux cas suivants :

1° A n’est pas principale et A + A~ divise (A + A1),
2° A est principale et P,= P, divise Pg}.
5. A, B ¢t X étant des surclasses du groupe G, cherchons quelles conditions
doivent remplir A et B pour que I'égalité
A+~B=A+X

implique B =X.
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Désignons par «, B et les indices caractéristiques respectifs de A,B et X.
Posons, d’autre part,

y=sup(a, B),  Ay=9,(A),  By=19y(B),
Xy =9, (X), C=(A+B)A et Cv=tpY(C).

On voit que v est l'indice caractéristique de C.
Pour que I'on ait B=1X, il faut ct il suffit que I'on ait 8 =¢ et Bg= B. Or, en
vertn du théoréme 8, A +B = A + X équivaut aux égalités

%) sup(a; ) =sup(, £) =7,
) 1\7—0— B‘.’= Ay+ X._,.—

Pour que X soit déterininé d’'nne maniére unique, il est donc nécessaire que la
relation (5) détermine X, d’une maniére unique. La relation (4 ) montre que § <y,
donc X possede, ainsi que A et B, un ¢lément caractéristique par rapport a
Iindice . Soient «y, by et zy ces éléments. La relation (5) montre que l'on
a zy=by. En examinant les différents cas qui peuvent se présenter et en
s'appuyant sur le théoréme 8, on voit que I'on a B,=1X,, sauf dans le cas
o A,=((@y)) et by € G,. Dans ce cas, a =y et A est une surclasse quasi ouverte.
L'étyde faite au paragraphe précédent montre qu'alors Cy=(by). A et G ayant
alors méme indice caractéristique, A étant quasi ouverte et G quasi fermée, on en
déduit que dans ce cas A ne divise pas C.

Réciproquement, supposons que A ne divise pas C. On déduit alors du
théoreéme 9 que I'on a a=1, que A est quasi ouverte et G quasi fermée. Puisque C
est quasi fermée, on a by € Gy. Comme Ay=((ay)), on en déduit qu’alors X,
n’est pas déterminée d’une maniere unique.

Donc la condition nécessaire et suffisante pour que I'égalité (5) détermine X,
d’une maniére unique est que A divise C = (A + B):A.

Supposons maintenant que cette condition soit vérifiée. On voit qu’alors X est’
univoquement déterminée si ct si seulement X ne peut avoir un indice caractéris-
tique strictement inférieur a y. En eflet, la surclasse B’ définie par

(6) ryeB'= . (y)eBy

est telle que A 4~ B= A+ B’ el a pour indice caractéristique y. Donc, si X peut
avoir un indice caractéristique sirictement inférieur a y, I'équation A+B=A+X
admet au moins deux solutions. Mais si X ne peut avoir un indice caractéristique
strictement inférieur a v, on aura nécessairement X =DB’, puisqu’on a supposé X,
nécessairement égal a B, = B,.

Or, X étant supposé. univoquement délerming, l’indicé‘caractéristique de X ne
peut étre strictement inférieur a y que si les trois conditions suivantes sont
simultanément remplies :

(7) ¢=7=5up(’7 Q),
(8) BY=(by):
(9) Y# o
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En effet, si la condition (7) n’est pas réalisée, 'égalité (4) montre que I'on doit
nécessairement avoir £ = vy.

Si la condition (8) n’est pas réalisée, puisque Xy est univoquement déterminé,
on a encore £ = v en vertu du théoréme 5.

Enfin, si la condition (9) n’est pas réalisée, on a vy = et l'indice caracté-
ristique de X ne peut élre inférieur a y.

Supposons réciproquement que les condluom (7), (8) et (g) se trouvent
réalisées. Soit b € G tel que ¢y(b) = by et soit z € b+ H,. On voit que la surclasse
X = (z) vérific A+ B=A + X. Comme H, contient une infinit¢ d’éléments,
Iéquation en X, A+ B=A+ X, admet une infinité de solutions. Pour
exprimer simultanément, d’une maniére intrinséque ces trois conditions, nous
sommes amenés d distinguer deux cas :

L. Gy n'est pus un groupe discret. — Comme on a déja supposé que A
divisait G, la condition (8) implique Ay= (ay). Comme « =1y 3£ », on déduit
du paragraphe précédent que (A1), = @y (A™') = ((— ay)). Donc A~* ne divise
pas A + B.

Supposons réciproquement que A=t ne divise pas A + B. Les théorémes 8 et 9
montrent alors que &> 3, que A + B est une surclasse quasi ferméc et A~! une
surclasse quasi ouverte. A est donc une surclasse quasi fermée. On re peut
avoir a = w, sans cela A~ serait aussi quasi fermée (et méme principale). Par
suile, les trois condilions écrites plus haut sont vérifiées et 'équation A+ B=A+X
admet une infinité de solutions.

L. Gyest un groupe discrel. in ce cas, A et A™! sont quasi fermées et At
divise A + B. Il faut donc trouver une nouvelle condition. Comme a = o, on
remarque que Uon a alors A + A= =DP,=(e,), ¢, ¢lant I'élément minimal du
groupe Gy, Mais alors si o est un entier positif et si 'on pose nP =P 4...+ P,

e
1
on voit que nul’a: Ayst st @ n'est pas le plus grand indice conlenu dans 11
n>0
cl nnl’ = ¢ si « estle plus grand indice contenu dans 1I.

n>o0

Comme ici f < a, on voit que dans le cas o P,y existe, Py ne divise pas
A-+A"'4 B+ B =DP,+ Pg. Donc st les conditions (7), (8) et (g9) sont
réalisées et si Gy est un groupe discret, on voit quenn(A +A~!) =0 on bien

n>o0
que nn(l\. ~+ A~t) ne divise pas A + A~ 4+ B 4 B—1,
>0
Réciproquement, supposons que nn (A+A~")=g ou bicn que n n(A+A1)

n>o

ne divise pas A + A7+ B 4+ B—1.
En ce cas, on a a>>w. En effet, si-I'on avait « = , on aurait soit A 4+ A~t =(g),
soit A + A== ((0)). Dc loutes maniéres, on aurait n n(A +'A—') =A4+ A1,

n>o0
Cet ensemble serait donc une surclasse non vide qui diviserait é¢videmment
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A+ A+ B+ B-t. On voit, d’autre part, que G, est un groupe discret, sans cela
on aurait encore
ou(A +A—1)=((0)) et nn(A +A-)=A -+ A1,
n>o0
Puisque G, est discret, on a g (A + A1) = (e4). [Si « +}1 n’existe pas, c’est-
a-diré, puisque G, est discret, si a est le plus grand indice contenu dans II, on a
nécessairement 3 < «. Comme G, est discret, B, = (b,) et les conditions (7), (8)
et (9) sont remplies. L'équation A + B= A 4+ X ne détermine donc pas X
univoquement.
Si @ 41 existe, on a
nn(A + A1) =Py, # p.
n>0

Les hypothéses impliquent donc que P,.; ne divise pas A+ A~t B4 B,
donc que B <<a+1 ou B <a. Les conditions (7), (8) et (9) se trouvent encore
remplies et la surclassc X n’est pas déterminée univoquement.

Nous avons donc montré le

TueoreMe 13. — A et B étant deux surclasses de G, pour que l'égalité
A+ B=A-+X impligue B=X, il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient remplies :

1° A divise (A + B):A;

2 A~t divise A 4+ B;

3 Yr(A+A) =0
n>o

4 [Yr(A+At) dicise A+ A=+ B+ B
n>o

Si I'on remarque que dans un groupe archimédien les conditions 2°, 3° et 4° se
trouvent toujours vérifiées, on voit que ce théoréme contient comme cas particulier
le théoréeme 21 de T. A. T. D.

On a, de plus, le

Tueorene 14. — Si Uéquation en X
(10) A+B=A+X

rn’admet pas une infinité de solutions, elle en admet deux tout au plus.

Soient a et B les indices caractéristiques de A et B el y = sup(a, ). L’équa-
tion (10) admet au moins une solution ayant pour indice caractéristique y : la
surclasse B’ définie par la relation (6). L’élément caractéristique de X relativement
a l'indice y est by. Comme il n’y a que deux surclasses d'indice ‘caracléristique y
et d’élément caractéristique by, on en déduit que si I'équation (10) admet plus
d’une solution, il en existe_une, soit Y, d’indice caractéiisti'clue 7 strictement
inférieur a . On en déduit @ > 8. On a aussi ¢y (Y) = (by). Si b est un élément
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de G tel que 9y(b)="b et si 5 € b+ Hy, on voit que la surclasse Z = (z) est telle
que 9v(Z)=(by)=Yy. On en déduit que Z est solution de I'squation (io).
Or v > implique v 3£ w el par suite, Hy a une infinité d’éléments. L’ensemble
by+ H, ayant une infinité d’éléments, (10) admel une infinité de solutions.

Tukorkme 15. — Pour que Uéquation (10) n’'admette au plus que deux
solutions quelle que soit la surclasse B, il faut et il suffit que A ait pour indice
caractéristique . En particulier, pour que cette équation n’admette qu’une
solution quel que soit B, il faut et il suffit que A soit une surclasse principale.

Soit o 'indice caractéristique de A, soit B unc surclasse quasi fermée d’indice
caractéristique 2. On voil, comme dans la démonstration du théoréme 13, que
I'équation (10) admet unc infinité de solutions si et si seulement a % w. Si, par
contre, = w, I'équation (10) ne peut admettre que deux solutions : en effet, quel
que soit 'indice caractéristique (3 de B, une surclasse X ne peut étre solution que
si elle admet le méme indice caractéristique. Si A admet pour indice caractéris-
lique w cl est quasi ouverte, on a A= ((a)). Si l'on prend b€ G et B=(4), on
voit que la surclasse B'=(()) est bien telle que A+ B = A+ B'. L'équation (10)
admet alors ces deux solutions. Mais si A est une surclasse principale, on voit que
I'équation (10) ne peut admettre que la solution X =B, d’ou le théoreme.

TutoriMe 16. — Pour que léquation (10) n'admette au plus que deux
solutions (resp. une solution) quelle que soit la surclasse A, il faut et i suffit
que l'on soit dans un des deux cas suivants :

1° G est un groupe archimédien (resp. discret); ou tel que U'élément carac-
téristique b, de B n’appartienne pas a G.

2° L'indice caractéristique 3 de B est maximal dans Uensemble W et
Uélément caractéristique bs de B n’appartient pas a Gg. '

Si I'on est dans le premier cas, le théoréme 15 montre que I'équation (10)
n’admet au plus que deux solutions. Si G est de plus discret, X est nécessairement
égal & B, puisque toutes les surclasses sont principales. Dans le second cas, les
indices caractéristiques de A etde X sont nécessairement inférieurs ou égaux a f5,
donc A et X admeltent des éléments caractéristiques ag et g par rapport a . On
a xg= bg et comme bg & Gg, on a 9g(X) = ((bp)), donc X admet § pour indice
caractéristique et X =B.

Supposons maintenant que I'on ne soit dans aucun de ces deux cas. Si £ n'est
pas maximal, aneﬂlavec t>B. Soit A une surclassc d’indice caractéristique t.
Si b, est I'¢élément caractéristique de B relatif a Tindice ¢ et si b est un élément
de B tel que ¢,(6)="0,, tout élément z contenu dans b+ H, est tel que la surclasse
principale (z) satisfassc & I'équation (10) qui admet alors une infinité de
solutions.

Supposons maintenant 8 maximal.-D’apres les hypotheses, I'élément caracté-
ristique bg de B appartient a Gg et § £ w (sans cela G serait archimédien). Soit A
une surclasse d’indice”caractéristique 8 que l'on choisira quasi ouverte ou quasi
fermée suivant que B est quasi ouverte ou quasi fermée. Si b€ G est tel que
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93(b)€Gg, on voit que lout élément x contenu dans- b + Hg (ensemble qui
contient une infinité d’éléments puisque B 3£ w) est tel que A+ B=A+ ().
I’équation (10) admet donc une infinité de solutions.

Pour achever la démonstration du théoréme, il suffit de remarquer que si G
est un groupe archimédien non discret et si 'élément . caraclcnsthue b, de B
appartient a G,,, il suffit de prendre pour A une ‘surclassé quasi ouverte et 'équa-
tion (10) admet alors les solutions (b,,) et ((by)).

6. G étant un groupe totalement ordonné, § l'ensemble des surclasses de G
et A €S, cherchons a déterminer un sous-ensemble @ de S qui soit le plus grand
possible tel que les éléments de ¢ forment un groupe par rapport a 'addition et
tel que Ae @.

Supposons gqu'un tel ensemble @ existe et soit E 'élément unité du groupe &.
1l existe de méme une surclasse A'e @ télle que A + A'=E. Si « et ¢ sont les
indices caractéristiques respectifs de A et E, I'équation A+ A’=E ‘montre
que ¢ > a. L’équation A + E = A montre, d’autre part, que > ¢. On en dédnit
donc e = a et comme dans ce raisonnement on peut remplacer A par toute autre
surclasse contenue dans @, on voit que toutes ces surclasses ont pour indice
caractéristique .

L’équation A + E = A montre que E admet pour élément caractéristique o et
que si A est quasi fermée, il en est de méme de E. L’¢quation A + A'=E montre
que si E est quasi fermée il en est de méme de A. Donc E est én méme temps
que A quasi ouverte ou quasi ferméc. Comme on peut ici remplacer A par toute
autre surclasse contenue dans @, on voit que toutes ces surclasses sont, ¢cn méme
temps que A, quasi ouvertes ou quasi fermées. Or, le théoréeme 8 montre que

- toutes les surclasses de G qui ont méme indice caractéristique que A el qui sont
en méuze lemps que A quasi ouvertes ou quasi fermées forment un groupe addiuf.
Ce groupe est isomorphe a G, si ces surclasses sont quasi fermées et isomorphe
a G; st ces surclasses sont uasi ouvertes (ceci n’est d’ailleurs possible que si Gg
n’est paé discret). En résumé :

Tutorewe 17. — G étant un groupe ordonné et A une surclusse de G
d’indice caractéristique a, parmi tous les groupes additifs de surclasses qué
contiennent A, il en existe un, soit &,, qui contient tous les autres. Il se
compose de toutes les surclasses d’indice caractéristique « qui sont en méme
temps que A quasi ouvertes ou quasi fermées. L'application X — x qui fait
correspondre a toute surclasse contenue dans &, son élément caractéi'istique
est un isomorphe de &, sur Gq st A est quast fermée et de &, sur (xm, groupe
complété de G, st A el quast ouverte. i

7. Soit © un anneau de muliiplication du type de Dedekind (*), K son corps
des quotients, (P.)eri= & 'ensemble de ses. idéaux premiers différents de O.

() Voir T. A. T. D. § IIL.
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Soit M le sous-ensemble de I tel que t €M si et si seulement P, est un idéal
maximal. On ordonnera II par la relation d’ordre

(11) x> e pacyg

On sait (*) que Pon peut définir une famille canonique de valuations de K,
soit V= (¢, )uen qui soit une famille de définition de O, réguliere, arithméti-
quement utilisable. et formée de valuations deux a deux indépendantes sur @.
Dans le cas particulier ou M se compose d’un scul élément p, @ est un anneau de
valuation et ¢, la valuation correspondante.

Soit Gy le groupe de valeurs correspondant a ¢, si ;.LEM C’est un groupe
totalement ordonné auquel on peut appliquer les considérations des paragraphes
précédents.

Dans ce paragraphe, lorsque nous parlerons d’idéaux il s’agira de O-idéaux
fractionnaires. Lorsque nous dirons qu’un idéal b divise un iddal a, cela signifiera
qu'’il existe un idéal (fractionnaire) ¢ tel que @ = bc.

Etant donné un O-idéal ¢ et un indice . € M, Pensemble ¢, (@) est une surclasse
de Gy. On désignera par M (@) le sous-ensemble de M composé des indices p tels
que v, (@) soit différent de G, = (0). On sait que M(a) est fini. On a vu (T. A.
T. D., th. 16) que si a chaque indice 4 € M on associc une surclasse A, de Gy, la
condition nécessaire el suffisante pour qu'il existe un idéal @ tel que vy(a)=A,
pour tout p€M est qu'il existe un sous ensemble fini M’ de M tel que p¢M’
entraine A, = G,.. L'id¢al a est alors défini d’'une maniére unique par

(12) zea;:*.(y_mur tout peM, o (z)€A,).

Soit p,€ . Comnie O est un anneau du type de Dedekind, il existe un et un seul
indice p contenu dans M tel que p, > P,. i1 sera dit 'indice minimal correspondant
a l'indice . En considérant comme équivalents deux indices « et 8 auxquels
correspond le méme indice minimal, on voit que I'on partage II en classe d’équi-
valence, a et p appaluennent a une meéme classe si et si seulement P et Pa
appartiennent a une méme stric. Ghaque classe contient un ct un seul élément
de M. On désignera par E(1) la classe a laquelle appartient l'élément .
Si pweE(t)nM, on voit que E(t) est isomorphe a I'ensemble des surclasses
premiéres de G,. Si P, est la surclasse premiére de G, qui correspond a I'indice ¢,
c’est-a-dire si P;= 0, (p.), on notera G, le groupe quotient de G, par le sous-
groupe isolé correspondant a cette surclasse premigre. On voit que si @, €l et
si B a, il existe un homomorphisme canonique croissant og, de G, sur Gg. Si ¢
est un indice quelconque contenu dans Il et si p€ E(t) "M, on peut définir une
application ¢, de K* (ensemble des éléments non nuls du corps K) sur G, en
posant pour tout @ € K*

(13) vla)=sgyu(vp(a)).

11 est facile de voir que cette application est une valuation du corps K q,di.
coincide avec une des valuations précédemment définies dans le cas ou € M.

A tout élément t€P correspond donc une valuation ¢, de K par le groupe
totalement ordonné G,.
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a étant un idéal et t€ll, on voil que ¢, (@) est une surclasse de G, : en effet
d’aprés la relation (12), si p€E(¢)nM, ¢, ) est une surclasse de G,. Donc
¢,(@) = 9,y (vu(@)) est une surclasse de G..

Si {u} =E(t)nM, la surclasse ¢, (@) de G, a un indice caractéristique a € E(1)
et un élément caractéristique a, € G,. Si 1> a, ¢,(@) admet un élément caracté-
ristique relativement a I'indice ¢, soit a,. Nous dirons encore que a est un indice
caractéristique de U'idéal a, que a, est un élément caractéristique de & et que a,
est I'élément caractéristique de a relativement & U'indice t. Le corollaire 1 du
théoréme 3 montre, en particulier, que pour tout ¢ €I, ¢ est un indice caractéris-
tique de P,, ses autres indices caractéristiques étant des indices minimaux. On
voit que tout idéal @ admet un ct un seul indice caractéristique dans chacune des
classes d’équivalence E(t).

On rappelle (T. A. T. D., § III) que si @ est un idéal quelconque et si p.€ M,
I'idéal a, défini par

(14) re€ay= (0 () 0si teM et v pu; o (x)€v(a))

est appelé la composante de & relativement a I'idéal maximal p,. La composante @,
sera dite quasi fermée (resp. quasi ouverte) si la surclasse v, (@)=, (a,) de G,
est quasi fermée (resp. quasi ouverte). L'idéal a sera dit quasi fermé si toutes ses
composantes sqnt quasi fermées.

Soit C(a) le sous-ensemble de II formé par les indices caraciéristiques de
I'idéal a. On désignera par C'(a) le sous-ensemble de C(a) formé par les indices ¢
tels que la surclassc ¢,(a) de G, soit principale, par C’(@) 'ensemble C(a)—C/'(a).
Si pour tout « € C(«), a, désigne I'élément caractéristique de & correspondant,
on voit alors que a est ainsi défini

(13) r€a(vo( L) ug siaeC'(a); va()> uysi aeC’(a)).

a est quasi fermé si et si seulement C'(a) = g,
Soient @ et b deux O-idéaux. Comme on sait que pour tout p€ M on a

0 (ab) = pu(8) + vy (b),
on déduit de la formule (13) que 'on a pour tout tell
(16) v(ab) = v (a)+ e (b)  (rell)
On sait, d’aatre part (#), que pour lout . € M on a
() vp(ab) = vp(a)ivg(b)  (neM)

et que a est divisible par b si et si seulement pour tout im€ M, la composante de a_
relative a p est divisible par la composante de b relative a . On déduit alors du
théoréme 11 le

Taroreme 18. — L'idéal a est quast fermé si et si seulement a divise
(aa—1)—t, ‘

aet b étant deux idéaux appartenant & une méme strie maximale Py, on voit
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que l'indice caractéristique de & correspondant a p. est supérieur ou égal a U'indice
caractéristique de b correspondant si et si seulement aa—t c bb—!.

Si @ est un O-idéal, pour tout indice » € M, on voit que la composante (ag—* Ju
de aa~! relative a p est, soit @, soit I'idéal premier P,, « étant P'indice caractéris-
tique de @ correspondant i I'indice p. aa—* est donc un produit d’idéaux premiers.
On voit facilement a partir du théoreme 9 et des considérations qui précédent
que c’est le plus grand produit d’idéaux premiers qui soit divisible par a :

Tueorkme 19. — a étant un O-idéal, parmi tous les produits d’idéaux
premiers qui sont divistbles par 6, il en est un qui contient tous les autres, c’est
lidéal an- 1.

Remarquons encore qu’il résulte du théoréme 9 ¢t des définitions le

TreoriMe 20. — La condition nécessaire et suffisante pour que le groupe
ordonné G, (1 €ll) soit discret est que P, divise p;".

Le théoréme 9 et les considérations (ui précédent permettent d’énoncer le
critere de divisibilit¢ suivant :

Tneorene 20. — Si a et b sont deux O-idéaur, pour queb dicise a, il faue et
i suffit que les conditions suivantes soient remplies :

1° aa—t c bb—1;
20 C"(b)nC'(a)=yp.

La premi¢re condition exprime que pour tout €M, lindice caractéristique
de b correspondant a p est inférieur ou égal a lindice caractéristique corres-
pondant de 4. La deuxiéme condition exprime que dans le cas ou ces deux indices
caractéristiques seraient ¢égaux, b, ne peut étre quasi ouvert sans qu'il en soit de
méme de @,.

Le théoréme 13 permet immédiatement d’énoncer le :

Tutoréne 22. — « et b étant deuzr O-idéauz, pour que Uégalité ab = a¥
implique b = ¥, il faut et il suffit que les conditions suivantes sotent remplies :
10w divise (ab):a;
2° a~! divise ab;
30 () (00=)" 52 | of;
n>o0
4° n(m‘l—‘)“ divise aa thb—t.
n>u
Dans le cas’on Péquation en ¥
(18) ab = a¢
n’admet pas une infinité de solutions, le théoreme 14 permet de donner une limite

supérieure du nombre possible des solutions.
Soit m () le nombre des éléments contenus dans M(a). Il est facile de voir que
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le nombre des solutions de 'équation (18) est soit infini, soit égal & 1, soit borné
supérieurement par 2m(@). En effet, si ugM(a), a,= O et t,= b‘u.

Si peM(a), le théoreme 14 montre que les surclasses de G, salisfaisant a
'équation vy (8) + ¢, (b) = ¢, (a) + X sont en nombre infini ou sont en nombre
au plus égal & 2. En distinguant le cas particulier ot M(a)=g, c’est-a-dire 4=0,
on a donc :

Tueoreme 23. — Soit & un O-idéal différent de © et m(a) le nombre des
éléments contenus dans M(a). St U'équation en €

(18 ab = ar

1’ admet. pas une infinité de solutions, elle en admet au plus 2m(a).

Remarque. — On peut encore améliorer cette borne en remarquant que
si p € M(®), mais si 'indice caractéristique de b contenu dans E(u) est strictement
supérieur a p, ¢, () est parfaitement déterming.

Le théoréme 15 permet d’énoncer le

TueoreMk 24. — Pour que Uéquation (18) n’admette qu’un nombre fini de
solutions [nombre au plus égal a 2m(a)] quel que soit U'idéal b, il faut et il
suffit que U'idéal aa—* soit égal a O ou a un produit d’idéaux premiers maxi-
maux. En particulier, pour que Uéquation (18) n'admette qu’'une solution
quel que soit Uidéal b, il faut et il suffit que a0~ = O, ¢’est-a-dire que & soit
engendré par un nombre fini d’'éléments. '

Le théoréme 17 permet enfin d’énoncer le

TueoreMe 25. — a étant un O-idéal, parmi tous les groupes multiplicatifs
de O-idéaux qui contiennent a, il en existe un, soit & (8), qui contient tous les
autres. Un O-idéal b appartient & & (a) si et si seulement C(b)=C(a)
et C'(b) =C'(a), c’est-a-dire si ’ensemble des indices caractéristiques de b est
identique a celui des indices caractéristiques de & et si pour tout n.eM tel
que W, soit quasi fermé, il en est de méme de h“.

® (8) est un groupe partiellement ordonné 'isomorphe a la somme
directe 2 Toul,= G, si a, est quast fermé et T, = G, s 0, est quasi ouvert.

t€C(a)

En particulier, @& (O) est le groupe formé par tous les O-idéaux finis. Il est
isomorphe a Z G,.

pEM
(Manuscrit regu le 18 novembre 1952).




