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THEORIE ELEMENTAIRE DES GEOMETRIES NON EUCLIDIENNES ;

Parn M. A. Tresse.

PREFACE.

Les pages qui vont étre publiées duns ce Bulletin ne sont pas, comme celles que
Pon y trouve régulierement, une ceuvre originale de science pure; elles relévent
au contraire du domaine de la pédagogie et sont congues comme devant étre
accessibles a I'enseignement secondaire.

Ayant été écrites dans un isolement di surtout aux circonstances de I'époque
actuelle, elles ne comportent guére de références, leur nature ne s’y prétant
d’ailleurs pas. Comme elles reposent principalement sur la théorie de I'inversion,
nous renverrons donc a tous les exposés classiques de cette théorie, et par
exemple, a 'exposé magistral qu’on en trouve dans la deuxiéme édition de la Géo-
métrie élémentaire de M. Hadamard, exposé dont nous aurons a faire une appli-
cation essentielle en y ajoutant toutefois la notion de « point anallagmatique a
Pinfini » (ou point «) que nous avons présentée dans deux articles des « Humanités
Scientifiques » (éditions Hatier, année 1947).

Au nom que nous venons de citer nous ajouterons seulement celui d’Henri
Poincaré¢; c’est le début de son Mémoire sur les fonctions fuchsiennes qui a
fourni les premiéres inspirations du présent travail.

PREMIERE PARTIE.

Origine des Géométries non euclidiennes.
Les déplacements ‘dans le plan.

1. Origine des Géométries non euclidiennes. — Les principes de la Géométrie
euclidienne classique du plan reposent_sur la considération des figures égales,
directement ou inversement (suivant qu’elles ont ou n’ont pas méme orientation),
celles-ci pouvant a leur tour étre considérées comme se déduisant les unes des
autres par une ou plusieurs symétries axiales dont les axes constituent 'ensemble
des droites du plan; si alors, on transforme ces figures par une inversion arbitraire
%, ces symétries se transforment en des inversions J toutes positives et propres, en
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géndral; les cercles d'inversion des J, transformés des droites du plan, forment de
leur coté U'ensemble des cercles, propres ou impropres, passant par un méme
point O,’le pole de I'inversion G, et 'on obtient ainsi une Géométrie plus générale
que la premiére, mais n’en différant pas essentiellement, cette premiére répondant
a son tour au cas particulier ot I'ensemble des cercles d’inversion étant celui des
droites (ou cercles impropres), le point commun O est le point impropre ou point
anallagmatique o .

Considérons ensuite la Géométrie d’'une sphére 2, et la Géométrie plane s'en
déduisant dans une inversion ® ayant son pole S sur cette sphére. X, se transforme
¢n un plarf II,; les figures directement ou inversement égales tracées sur 3, se
déduisent les unes des autres dans les symétries planaires dont les bases sont les
plans diamétraux de cette sphere; I'inversion T transforme I’ensemble de ces plans
I tous passant par le centre C de X, en celui des spheres 2, propres ou impropres
passant par deux points fixes S et I'inverse S' du centre C; les plans I étant tous
orthogonaux & 3, leurs inverses, les sphéres X sont toutes orthogonales au plan II,,,
les points fixes S, S' sont symétriques par rapport a ce plan II,. L’ensemble des
symétries planaires par rapport aux plans II a pour transformé '’ensemble des
inversions X, toutes positives, dont les spheres X sont les spheres d’inversion et
qui, limitées au plan IT de la figure plane, plan diamétral commun a ces sphéres,
restent en géométrie plane les inversions, propres ou impropres, toutes positives
dont les cercles d’inversion ont par rapport au point O milieu de SS', une méme
puissance négative égale 8 — OS? ou se réduisent a des droites issues de O.

Ainsi ces deux géométries planes ne different que par ce fait que la puissance
commune d’un méme point O par rapport a4 un ensemble de cercles formant un
réscau est nulle pour la premiére, négative pour la seconde; ou mieux, le point O
pouvant étre impropre pour la premiére, les inversions J sont orthogonales a un
cercle fixe qui est singulier (réduit a un point) pour la premiére et imaginaire
pour la seconde.

Ce rapprochement conduit alors a concevoir a priori une troisieme espéce de
Géométrie plane faite de I'ensemble des inversions J, toutes positives, dont les
cercles d’inversion ont une méme puissance positive par rapport a un point fixe O
ou mieux, ce point O pouvant étre, en particulier, le point anallagmatique a
I'infini, sont orthogonales a4 un méme cercle, propre ou impropre, mais essentiel-
lement réel.

De la ce que nous appellerons trois especes de Géométries, dites Géométries
non. euclidiennes; définies chacune par un cercle w dit cercle fondamental, la
Géométrie étant de I"® espece si le cercle  est réel (propre ou impropre), de II°
espece s'il est imaginaire et de III° espece s'il est singulier, chacune d’elles étant
formée par l'ensemble des inversions positives J qui sont orthogonales a ce
cercle.

2. Points opposés. Demi-plan en I' espsce. — Dans toutes ces Géométries,
tous les points s’associent par couples de deux points A, A’ dits opposés qui sont
inverses par rapport au cercle fondamental o et toute inversion J qui échange
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entre eux deux points quelconques A et B échange en méme temps leurs inverses
AletB'.

En III° espece, 'un des deux points opposés A, A’ se confond toujours avec le
point O propre ou impropre auquel se réduit le cercle fondamental et la notion
est dépourvue d’intérét.

En II° espece, ot @ est imaginaire, deux points opposés A, A’ sont toujours
distincts, chacun d’eux pouvant occuper toute position dans le plan et variant en
méme temps que l'autre; aucun caractére simple ne permet de les différencier et
toute I'étude concernera donc simultanément un ensemble de points et celui de
leurs opposés, une figure et la figure opposée.

Mais en I'® espece, ol @ est réel, propre ou impropre, un point se confond avec
son opposé lorsqu’il appartient au cercle fondamental ; il en est distinct dans le
cas contraire, et de plus on peut, en outre, les distinguer I'un de I'autre d’une
maniére simple par ce fait qu’ils n’appartiennent pas a la méme région du plan
limitée par le cercle ; dans ces conditions, il est possible de limiter toute étude &
celle d’un ensemble de points et d’une figure placés dans une seule de ces régions
qui sera dite le demi-plan de la Géométrie de I espéce, et 'on convient toujours
qu’il en est ainsi; cecin’interdira pas I'intervention possible des points de la région
écartée, mais elle ne se fera qu’a titre auxiliaire, celui de points opposés & ceux
de la figure étudiée, mais n’appartient pas a celle-ci.

3. Les fa-éléments. — Ces principes posés et dans les trois especes, toute
figure, tout élément de cette figure, toute grandeur attachée a cette figure pourront
prendre simultanément deux significations. La premiére est celle de la Géométrie
euclidienne classique, car toutes nos études, et il est bon d’insister sur ce point,
restent toujours rigoureusement des études de cette Géométrie euclidienne. La
seconde viendra de I'interprétation de faits et de propriétés présentant des analogies
remarquables avec d’autres faits et propriétés de la Géométrie euclidienne classique
et que, pour cette raison, on sera conduit a énoncer dans les mémes termes; mais
pour éviter alors toute confusion, on fera précéder ces termes du préfixe fa, abré-
viation si 'on veut du mot « faux » : par exemple, nous verrons que certains
cercles, propres ou impropres, posseédent des qualités analogues a celles des droites
en Géométrie euclidienne; on les appellera alors « fa-droites », la méme figure
étant donc en méme temps un cercle ou méme une droite, d’une part et une fa-
droite, d’autre part; de méme, nous serons amené a attacher a un systéme de deux
points une qualité qui, d’aprés son analogic avec une distance sera dite la
« fa-distance » de ces deux points, ceux-ci ayant ainsi simultanément une distance,
au sens euclidien proprement dit, et une fa-distance non euclidienne.

Dans certains cas simples, les deux interprétations se confondront et le préfixe
fa sera inutile : ce sera, par exemple, le cas pour les angles, ainsi qu’on le prévoit
d’apres la conservation des angles dans l'inversion; et il n’y aura donc pas de
fa-angles. De méme, il n’y aura pas de fa-point, cette expression devant en prin-
cipe étre réservée, en I' espéce seulement, aux points du demi-plan choisi, mais
pouvant étre abandonnée sans confusion possible; cependant, tout point apparte-
nant au cercle fondamental o sera dit fa-impropre comme étant situé sur la fron-
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tigre du demi-plan de la figure et tout autre point de ce demi-plan sera dit
Ja-propre, de sorte que si  n’est pas une droite, le point o est a la fois fa-propre
dans l'interprétation non euclidienne et impropre dans I'interprétation euclidienne
tandis que inversement tout point de  est a la fois fa-impropre et propre.

Enfin, dans certaines circonstances, lorsqu’un ensemble de points appartiendront
tous a une Géométrie non euclidienne, il pourra arriver que le préfixe fa- soit
supprimé sans que cela préte a confusion.

4. Géométries équivalentes; formes-types. — Un premier point & observer est
que toute Géométrie, ainsi définie par son cercle fondamental w, constitue un
chapitre de I'étude de ce cercle. Or on sait que deux cercles quelconques, pourvu
qu’ils soient de méme esp&ce se correspondent dans au moins une inversion géné-
rale G; par conséquent, deux Géométries de méme espéce peuvent toujours se
déduire 'une de 'autre par inversion et peuvent étre ainsi considérées comme des
Géométries équivalentes; en d’autres termes, & une inversion preés, il n'existe
qu'une seule Géométrie de chacune des trois espéces.

Un cas particulier concerne en I'* espéce les deux demi-plans formés par les
deux régions séparées par le cercle fondamental , lesquelles se correspondent
précisément dans 'inversion ® dont w est le cercle d’inversion et les deux Géome-
tries de ces deux demi-plans se raménent ainsi 'une a Pautre.

Mais, en II° espéce, 'inversion, alors négative définie par , transforme tout le
plan en lui-méme et la Géométrie correspondante également, 4 moins qu'il ne
s'agisse d'une figure dans laquelle on puisse distinguer deux parties opposées
I'une de I'autre, et que I’étude ne concerne qu’une seule de ces deux parties.

On fera de trés fréquentes applications de cette propriété en transformant la
figure par une inversion générale  que 'on pourra choisir arbitrairement et qui,
en particulier, pourra étre I'une des inversions positives J orthogonales a »; en
disposant convenablement de cette inversion ®, la figure prend alors une forme
simple dite forme-type.

C’est ainsi que, en I" espéce, en plagant sur  le pdle de I'inversion transfor-
matrice B, on sera ramené a une forme-type dans laquelle le cercle fondamental »
estune droite; d’une maniére plus précise lorsqu’un point J de » (point fa-impropre)
joue un role remarquable, on pourra toujours supposer que ce point J est le point
impropre «, car s'il ne l'est pas, il suffit de le choisir comme pole de © pour étre
ainsi ramené dans tous les cas 4 une forme-type dans laquelle un point fa-
impropre remarquable est le point o (a la fois fa-impropre et impropre) et ©
une droite.

En II° espéce, ou  est imaginaire, cette forme-type n’existe pas; mais dans les
deux espéces, I' et II°, lorsque la figure présente un point remarquable A,
fa-propre en I, on pourra toujours, si ce point n’est pas le point , le choisir pour
pole de B et étre ainsi ramené dans tous les cas & une forme-type dans laquelle un
point fa-propre remarquable est le point .0 et le cercle fondamental  un cercle
propre centré en l'opposé A’ de ce point remarquable; on pourra aussi et c’est ce
que nous ferons le plus souvent, choisir cet opposé A’ comme pole de B et revenir
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a une forme-type dans laquelle le cercle fondamental w est propre et son centre
le point fa-propre remarquable A.

En III° espéce enfin, on pourra toujours étre ramené au cas ou le point O auquel
se réduit le cercle fondamental  est le point. « en transformant la figure, si c’est
nécessaire, dans une inversion % ayant pour pdle ce point O; toutes les inversions
J sont alors les symétries axiales du plan et 'on revient ainsi, comme on I'a vu
au début de ces pages, a la Géométrie euclidienne, de sorte que toute Géométrie
de III° espéce est équivalente a la Géométrie euclidienne.

Pour cette raison, nous pourrons désormais laisser de coté I'étude de la Géomé-
trie de III® espece, sauf pour en comparer les propriétés avec celles des deux
autres Géométries; on pourrait en faire de méme pour la Géométrie de II° espéce,
puisque, comme on I'a vu, celle-ci se ramene a la Géométrie de la sphere par une
inversion de Pespace transformant le plan de la figure en une sphére; néanmoins,
des analogies comme des oppositions existant entre les deux espeéces; nous étu-
dierons parallélement et simultanément autant que possible les deux Géomeétries.
Nous nous placerons donc tantot alternativement en I ou en II° (abréviation de
1" ou II* espece), tantdt simultanément en I" et TI°.

3. Fa-droites. — En Géométrie euclidienne, les éléments fondamentaux sont
b
les points et les droites, et une droite, axe d’une symétrie, est formée des points
p , ) y ) P
que cette symétrie laisse invariants. Par analogie, en I"® ou II° ou les inversions
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_positives ¢ orthogonales au cercle fondamental » jouent le role des symétries pré-
cédentes, et ou chacune d’elles laisse invariants les points de son cercle d’inver-
sion g, chacun de ces cercles 8 joue le réle d’une droite et sera dit une fa-droite,
les éléments de la Géométrie étant ainsi les points et les fa-droites.

En I', une fa-droite est figurée par un cercle 8, propreu impropre, orthogonal
au cercle fondamental ® en deux points I, J, et limité en ces points a I'arc appar-
tenantau demi-plan de la figure, toute fa-droite d ayant ainsi deux points fa-impropres
I, J; si @ est propre, & est impropre, placé sur un diamétre de », dans le cas parti-
culier ou I, J sont diamétralement opposés; si » estimpropre, ¢ est un demi-cercle
basé sur » ou, en particulier, lorsqu’un des points I, J est le point o, unc demi-
droite perpendiculaire en un point I  la droite w.
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En II°, o2t  est un cercle imaginaire, toujours propre, défini par son centre O,
et son module négatif —R?, ce point O, dont la puissance par rapport a tout
cercle 0 est —R?, est le milieu d’une corde PP’ de ce cercle dont les extrémités
sont aussi celles d’'un diamétre du cercle 8, de centre O et de rayon R : toute fa-
droite ¢ est donc un cercle coupant &, en deux points diamétralement opposés ou,
en particulier, un diametre de d,, cercle que I’on peut définir par son centre C, a
distance finie, ou a l'infini dans une direction déterminée; lorsque G se place en
0, & se confond avec 8y, cercle qui est bien orthogonal a4 », comme étant son
contraire et qui est donc une fa-droite particuliére remarquable.

En II° comme en I, les points A, A’ de chacun de ces cercles &, propre ou
impropre, sont deux a deux opposés placés sur un diametre de » ou symétriques
par rapport a la droite w, avec cette différence qu’en II° ils font tous deux partie
de la figure, tandis qu’en I'® 'un d’eux A’ n’en fait pas partie.

Les premieres propriétés des fa-droites se constatent immédiatement et sont les

Fig. 2.

mémes que celles des droites de la Géométrie euclidienne : Fensemble des
Ja-droites dun plan forme une o? (double-infinit¢), chacun d’elles dépendant
de deux parametres, ceux qui fixent, soit la position des deux points I, J sur o,
soit en I' comme en II°, la position dans le plan du centre C.

De méme, Uensemble des fa-droites issues d'un méme point A forme une «*,
que l'on appelle faisceau de fa-droites de sommet A, car elles sont portées par
les cercles qui passent par deux points, A et son opposé A', et qui forment ainsi
un faisceau; en I, cette propriété s’applique aussi bien 4 un point fa—lmpropre I
de » qu’a un point fa-propre A.

La recherche d’une fa-droite passant par deux points distincts A, B, fa-propres
ou fa-impropres se rameéne a celle d’un cercle ¢ passant par quatre points A, B et
leurs opposés A’, B, probléeme qui admet toujours au moins une solution, ces
pomts appartenant a deux couples de points inverses par rapporta w, et cette solu-
tion donnant bien un cercle ¢ orthogonal & w; mais il y a plus d’une solution et il
y en a une infinité si les deux couples sont formés des meémes points. Cette excep-
tion ne peut se présenter en I, méme si A et B sont fa-impropres, car ils appar-
tiennent au demi-plan de la figure et sont distincts, de sorte que A’ est aussi
distinct de B comme de B’; mais il n’en est plus de méme en II° ou, A et B, restant
distincts, B’ peut se confondre avec A et B avec A’, A et B étant alors des points
opposés. Clest ce que donne aussi la Géométrie de la sphere, ou par deux points
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passe un grand cercle et un seul si ces points ne sont pas diamétralement opposés.
Le résultat, qui généralise en I'*, avec les points fa-impropres, celui de la Géométrie
euclidienne, et qui en différe sur un point en II°, est le suivant : par deuz points
distincts, fa-propres ou fa-impropres en I'°, passe une fa-droite et une seule,
@ moins qu'en 11° ces points ne soient opposés, auquel cas il en passe une *.

Ce probléme se relie a celui de l'intersection de deux fa-droites, laquelle se
ramene & P'intersection de deux cercles orthogonaux a w; en II°, ou le centre O de
o qui appartient a I'axe radical de ces deux cercles est intérieur & chacun d’eux,
ceux-ci se coupent toujours en deux points A, A’ qui sont opposés; en I', trois cas
sont possibles, ou bien les deux cercles se coupent en deux points A, A’ qui sont
opposés et dont un seul fait partie de la figure, ou bien ils n’ont aucun point
commun ou enfin ils sont tangents en un point I qui appartient a w; les conclusions
qui different partiellement de celles de la Géométrie euclidienne sont que deux

p—

Fig. 3.

JSa-droites distinctes se coupent toujours en II° en deux points opposés et en I'
n'ont qu'un seul point commun, fa-propre ou fa-impropre, ou n’en ont aucun;
suivant les trois cas, les deux fa-droites sont alors dites sécantes, ou non-sécantes
ou lorsqu’elles ont en commun un point fa-impropre, paralléles, par analogie
avec le parallélisme euclidien. De la des conséquences différentes de ce qui sc
passe en Géométrie euclidienne et qui se vérifient dans la forme-type ou l'on
place A au centre O de w; en I'* par un ‘point A extérieur a une fa-droite 8
passent deuz paralléles & cette fa-droite, chacune d’elles joignant A a 'un des
points fa-impropres I, J de 8, les sécantes issues de A a 0 sont placées dans U'un
des angles formés par ces paralléles et les non-sécantes dans l'autre angle, un
angle étant ici considéré comme formé de deux angles<proprement dits opposés
par le sommet.

6. Fa-symétrie axiale; axes de fa-symétrie de deux fa-droites ou de deux points.
— Poursuivant les analogies entre fa-droites ct droites euclidiennes, ct obscrvant
que toute inversion d orthogonale & w peut étre regardée. comm® une fa-symétrie
axiale dont P'axe est porté par le cercle d’inversion &, on est amené a chercher la
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transformée dans cette fa-symétrie axiale d’une fa-droite quelconque 8;. Comme
Pinversion 8, orthogonale au cercle fondamental w, laisse celui-ci invariant, 'inverse
du cercle 8, propre ou impropre, est un second cercle d,, également orthogonal
4 o, et se confondant avec le premier 9, lorsque celui-ci est ponctuellement ou
globalement invariant, donc lorsqu’il se confond avec & ou lui est orthogonal; cela
signifie, tout comme dans les symétries axiales euclidiennes; que la transformée
d'une fa-droite 3, dans une fa-symétrie o' axe 8 est une seconde fa-droite d,
distincte en général de la premiére, mais confondue avec celle-ci lorsque 8, et
Uaze 3 sont confondus ou orthogonauz.

Ajoutons, comme tout point fa-propre ou fa-impropre de l'axe & se confond
avec son fa-symétrique que, en II° la fa-symétrique 3, de &, passe par les deux
points opposés ou celle-ci coupe U’axe de fa-symétrie, en 1 elle passe, s'il
existe, par le point commun, fa-propre ou fa-impropre, & 8, et a l'aze d et
ces deux fa-droites sont sécantes, non sécantes, ou paralléles, en méme temps
que Uune d'elles et l'axe 8.

Réciproquement, si I'on considére a priori deux fa-droites quelconques, mais
distinctes 9y, da, on sait que les cercles Qui les portent se correspondent dans deux
inversions positives si d; et d, sont sécants, dans une seule s’ils sont non sécants
ou tangents; le cercle d’inversion de chacune d’elles appartenant au faisceau qui
comprend d; et 9, est comme ceux-ci orthogonal au cercle fondamental » et repré-
sente donc une fa-droite, axe de fa-symétrie de d; et d,; tenant compte enfin de la
position de ces cercles d’inversion, on en déduit gu’'en I deux fa-droites
sécantes, en 11° deux fa-droites distinctes quelconques, ont deux axes de fa-
symétrie qui sont rectangulaires et bissectent leurs angles, et en I'"* deux fa-
droites non sécantes ou paralléles en ont un seul qui est non sécant a chacune
d'elles ou paralléle a chacune au méme point.

De méme, le fa-symétrique d’un point quelconque étant un autre point, cher-
chons si deux points distincts quelconques A, B se correspondent dans une fa-
symétrie axiale. Nous trouverons une solution simple de ce probléme en ayant
recours a4 une forme-type, celle obtenue en ramenant I'un, A, des deux points
donnés au centre O du cercle fondamental w : ceci suppose ce point fa-propre et
écarte ainsi le cas singulier ol les deux points A, B seraient tous deux fa-impropres.

Ce cas réservé, les conditions que doit remplir le cercle cherché 4 sont alors
qu’il soit orthogonal a w et qu’il admiette le couple O, B de points inverses, ceci
signifiant aussi qu’il admet le couple formé par les opposés de O et B, soit le point
o et le point B opposé de B (condition qui aurait pu étre choisie des le début en
-placant A non en O, mais en o, ce qui, en I'®, se rapporte a la figure formée par
la partie du plan qui est extérieure et non pas intérieure i w); le cercle 4, admet-
tant le nouveau couple inverse ; B/, est donc bien défini comme étant centré en
B’ et'orthogonal & w.

En II°, cette construction s’applique_aussi bien qu’en I' ¢t ne comporte aucune
réserve en s’aidant du cercle réel w', contraire au cercle fondamental w. En I*°,
clle is’applique encore lorsque I'un, O, des deux points donnés restant fa-propre,
l'autre B est fa-impropre, en donnant alors un point B confondu avec B et pour



_ 89 —

cercle 8 le cercle singulier réduit & ce point B, ce qui ne constitue plus une solu-
tion du probleme.

Reste donc seulement le cas qui a été réservé, ou en I, A et B sont tous
deux fa-impropres. En rejetant alors en forme-type A en o, w est une droite, B
un point de cette droite, et & qui admet le couple inverse A, B est un cercle réel
arbitraire centré en B, et on a une ! de solutions.

De cette discussion on conclut que deux points distincts A, B ont en général
un azxe o de fa-symétrie et un seul; et il 'y a exception, que lorsque lun au
moins de ces deux points est en I'® fa-impropre, auquel cas ils n’ont pas d'axe
de fa-symétrie si le second point est fa-propre et en ont une «* si ce second
point est fa-impropre comme le premier.

Pour des raisons qui apparaitront plus loin, un tel axe ¢ est dit la fa-médiatrice
des deux points A, B; en raison de son importance, préciscns sa position. Antici-
pant a cet effet sur les notions d’orthogonalité qui vont suivre plus bas pour les
appliquer ici dans une circonstance d’ailleurs immédiate, celle de deux lignes
sécantes a angle droit, la fa-médiatrice de deux points A, B, tout comme celle de
O et B en forme-type, apparait comme étant perpendiculaire a la fa-droite AB
joignant ces deux points, ceci lorsque cette fa-droite AB est unique ce qui a tou-
jours lieu en I'® et se vérifiant aussi, lorsque A et B sont deux fa-impropres, a
toutes leurs fa-médiatrices.

. Un cas remarquable apparait en II° seulement, celui oii A et B points opposés,

par ces points passant alors une oo! de fa-droites; en forme-type o A est
le centre O de ', B en w, B' en O, toutes ces fa-droites sont les rayons de o',
tandis que la fa-médiatrice 3, centrée en B, se confond avec o', et est perpendicu-
laire a tous ces fa-rayons; en ce cas de A et B opposés, il n’y a donc toujours
qu’une seule fa-médiatrice 9, et celle-ci est perpendiculaire & toutes les fa-droites
joignant A et B. En conclusion, toute fa-médiatrice de deux points est perpen-
diculaire ¢ la fa-droite joignant ces deux points, ou a toutes ces fa-droites
lorsquen 1I° ces deux points sont opposés.

Nous rencontrerons plus loin des réciproques de ces propositions et nous nous
contenterons ici pour soulignér leur importance d’en déduire en I', avec un
cercle fondamental  rectiligne, une nouvelle construction simple d’une fa-média-
trice : menant d’abord la fa-droite & joignant A et B, demi-cercle centré sur w a son
intersection avec la médiatrice de AB, la fa-médiatrice ¢, perpendiculaire a 9, eta
®, est le cercle centré a I'intersection de w et de la droite AB et passant par le
point de contact d’une tangente menée de son centre & & ou a tout autre cercle
mené par A et B; plus particuliement si les ‘droites AB et » sont parallélcs destla
droite médiatrice de AB.

7. Angles et perpendiculaires. — Apres les éléments, points et fa-droites, d’une
Géométrie, les principes concernent les propriétés de position et de grandeur
dépendant de ces éléments qui restent invariantes dans toute fa-symétric axiale,
par analogie avec celles que, en Géométrie euclidienne, toute s_)metrlc axiale
laisse invariantes, les angles et les distances par excmple. Or les ancrles se conser-
vent aussi dans une fa—symétme axiale qui est une inversion, un angle étant ici la
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figure formée par deux fa-droites ou mieux deux demi-fa-droités, cotés de I'angle,
issues d’un point A, fa-propre en I**, sommet de I'angle, et en II° celle formée de
deux angles dont les sommets A, A’ sont des points opposés ct dont les colés sont
deux demi fa-droites limitées en ces points; ces angles ne se distinguent pas de
ceux qui se rapportent & 'interprétation cuclidienne de la figure; ils se confondent
méme avec ceux-ci dans la forme-type ot le sommet A est placé au centre du
cercle fondamental o, les c6tés de I'angle étant alors des droites; dans les deux
interprétations, ils ont méme signification : ce sont des grandeurs se mesurant
avec une unité telle que le degré, le grade ou le radian avec lequel I'angle plat a
pour mesure m, et il est inutile de parler de fa-angles. Les notions particuliéres
d’angles opposés par le sommet,d’angles orientés de fa-droites ou de demi-fa-droites,
de bissectrices, de perpendiculaires, sont donc aussi les mémes dans les deux
interprétations, et, en fait, la derniére a déja été appliquée, a ce titre, dans le
paragraphe précédent; on en déduit immédiatement l'extension suivante a toute
Géométrie d’une proposition euclidienne classique : par tout point A, fa-propre
en I'*, d'une fa-droite 8, passe une perpendiculaire et une seule § a cette fa-
droite; nous retrouvons ici une fa-droite ¢ qui reste globalement invariante dans
la fa-symétrie d’axe d,.

Nous allons poursuivre I'étude importante de la perpendicularité en le faisant
successivement, & titre d’exemple, par deux méthodes : la premiére, non eucli-
dienne, consiste une fois les principes fondamentaux acquis, a suivre les mémes
raisonnements que ceux qui s'appliquent au probldme ‘correspondant de la Géo-
métrie euclidienne, la seconde, euclidienne, procéde comme on I'a fait jusqu’ici de
la signification euclidienne de la figure et I'un de ses moyens est souvent le recours
aux formes-type. Dans toutes ces pages et bien que le plus souvent ce sera la
seconde méthode qui sera employée, parce que plus rapide, il sera recommandé a
titre d’exercice et autant que possible, d’appliquer aussi la premiere, plus
expressive.

8. Perpendicularité en I'. — Le premier probléme sur la perpendicularité
consiste, étant donnés une fa-droite d, et un point A extérieur a cette fa-droite, a
mener par A une perpendiculaire 3 a ¢,. Une telle fa-droite 3, devant étre inva-
riante dans la fa-symétrie d’axe d,; doit passer par le fa-symétrique A, de A par
rapport a d, et cette condition est suffisante, car si elle est remplie 9, est la fa-
médiatrice de AA, et & ce titre est perpendiculaire a la fa-droite 9, unique ou non.
joignant ces deux points. Le fait que, en II°, le probléme admet une infinité de
solutions lorsque A et A sont des points opposés, nous conduit a poursuivre
I’étude en restant d’abord en I'®, auquel cas A et A, étant distincts, que A soit fa-
propre ou fa-impropre, tant qu’il reste extérieur a d,, le résultat est que en I'® par
tout point A, fa-propre ou fa-impropre, extérieur a une fa-droite 8, passe une
perpendiculaire et une seule o a celle-ci.

Cette perpendiculaire d se relie aux deux paralleles 35, 6, menées de A a d, (§3).
car la fa-symétrie d’axe 9, qui laisse invariants A et o, échange nécessairement
J; et 0y et O est done une bissectrice de I'angle formé¢ par d; et 8., celle qui
bissecte I'angle contenant d, et les fa-droites issues de A sécantes a d,, ce carac-
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tere s'appliquant méme avec A fa-impropre, auquel cas le terme de bissectrice
prend le sens qui lui a été donné d’axe de fa-symétrie, et par suite la perpend:-
culaire & une fa-droite 3, menée par un point extérieur A est la bisssectrice
de langle contenant 8, formé par les deux paralléles menées de ce point A
@ 0,; le demi-angle qui a pour cotés la perpendiculaire et I'une quelconque des

Fig. 4.

deux paralleles est appelé a un roéle important; il est dit angle de parallélisme
du point A et de la fa-droite 4.

Ces caracteres ont, par exemple, une figuration simple, soit dans la forme type
ou J, et w sont des droites rectangulaires, A étant fa-propre ou fa-impropre soit
dans celle ou A étant fa-propre, se place au centre de . ,

De ces premiéres propriétés, on déduit que, en I'®, deux perpendiculaires a
une méme fa-droite 8, sont non sécantes, car si elles étaient sécantes ou paral-
leles, par leur point commun passeraient deux perpendiculaires distinctes a §,.

Inversement, étant données deux fa-droites non sécantes 9, &', cherchons si elles
admettent une perpendiculaire commune d, : celle-ci doit étre I'axe d’une fa-
symétrie laissant globalement invariantes 8 et &' donc échangeant les points

fa-impropres I, J de & ainsi que ceux I, J' de ¢, et, paf suite, échangeant les
fa-droites II' et JJ', ainsi que IJ' et JI', ces quatre fa-droites ¢tant les paralleles
communes & d et &'. Or, dans ’hypothése de d, &' non sécantes, les deux couples
I,JetI', J' de points sont en non-chevauchement sur le cercle fondamental o et
se succedent dans I'ordre IJI'J' (en permutant s’il y a lieu les notations I', J'), les
fa-droites II', JJ' sont donc sécantes en un point O, et &, axe d’ane fa-symétrie
devant les échanger doit étre une de leurs bissectrices; plus précisément, comme
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Iet], ainsi que I', J' doivent s’échanger, 8, doit étre la bissectrice intérieure des
angles opposés par le sommet formés par les fa-droites II', JJ' et contenant ¢ et &,
P'autre bissectrice 3, échangeant I etJ', J et I et constituant 'axe de fa-symétrie
déja rencontré des deux fa-droites non sécantes 8, §'. Les conditions ainsi remplies
par &, sont manifestement suffisantes; on constate en outre que la fa-symétrie
d’axe 8, échange les points A, A’ de la perpendiculaire commune 3, et la conclusion
est que en I'* deux fa-droites non sécantes 3, 8 admettent une perpendiculaire
commune & et une seule, ainsi qu'un axe de fa-symétrie 3, et un seul, lequel
est la fa-médiatrice des pieds sur 8, &' de la perpendiculaire commune 8.

On observe encore le réle que jouent les quatre paralleles communes & d et
d', d’apres lequel, dans les mémes hypotheses, deux des paralléles communes a
0, d' sont sécantes entre elles et la perpendiculaire commune Jo bissecte celut
de leurs angles qui contient 8 et &', tandis que les deux autres paralléles com-
munes sont non sécantes, et admettent pour perpendiculaire commune laze
de fa-symétrie 8, des deux premiéres et pour aze de fa-symétrie leur perpen-
diculaire commune d,.

Rapprochant enfin .ces résultats de ‘ceux qui concernent deux fa-droites 9, ¢’
sécantes ou paralleles, lesquelles ne peuvent avoir une perpendiculaire commune
do, auquel cas par leur point commun, fa-propre ou fa-impropre, passeraient deux
perpendiculaires & une méme fa-droite d et non une seule, on en conclut que en
I'* deux fa-droites distinctes 3, &' ont toujours ou un point- commun et un seul,
fa-propre ou fa-impropre, ou une perpendiculaire commune et une seule, ces
deuz qualités s'excluant réciproquement.

9. Perpendicularité en II°. — EnII°, reprenant la recherche d’une perpendicu-
laire abaissée d’un point A sur une fa-droite d,, on a vu plus haut-que le probleme
admet ou une seule solution ou une infinité formée de toutes les fa-droites issues
de A; le second cas peut toujours se présenter, quelle que soit d,, avec un choix
convenable de A; en effet, deux perpendiculaires menées & &, par deux quel-
conques B, C de ses points se coupent toutours en deux points opposés P, P/, et
comme de chacun de ceux-ci on peut mener a d, deux perpendiculaires distinctes,
on peut en mener une infinité; il ne peut exister, d’autre part, un second couple
Q, Q' possédant la méme qualité, sans quoi en menant les fa-droites CP, CQ, qui
joignent a P et Q un point C de 3, choisi arbitrairement en dehors de la fa-droite
PQ, on obtiendrait deux perpendiculaires distinctes menées 2 d, en un méme
point C. ’

Ces deux points P, P’ sont, en outre, fa-symétriques par rapport a &,. toute
fa-droite issue de P restant invariante dans cette fa-symétrie et le fa-symétrique
de P étant donc le second point P’ commun a toutes ces fa-droites; puis, pour les
mémes raisons, P et P’ sont les seuls points possédant ces deux qualités d’opposés
et de fa-symétriques par rapport & &q; on les appelle péles de la fa-droite 3.
Ainsi, en II°, toute fa-droite 8, admet deuz péles P, P', points opposés et
Ja-symétriques par rapport a cette fa-droite; et toute perpendiculaire ¢ 3,
passe par ces deux poles; toute fa-droite passant par ces deux poles est
perpendiculaire a d.
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De la on déduit ensuite, revenant au probléeme général, que en II°, par tout
point A, distinct d’'un pole de d,, passe une perpendiculaire et une seule a $,.

Puis le probléme d’une perpendiculaire commune d, a deux droites distinctes
3, &' se résout immédiatement, la solution unique étant la droite joignant les
poles opposés P, P’ de 6 a ceux QQ' de d'; il en résulte que enII° deuz fa-droites
distinctes ont toujours deux points opposés communs et une perpendiculaire
commune; les deux qualités qui s’excluaient en I*® sont, au contraire, simultanées
en II°.

Remarquons que I'on rencontre ici I'une des réciproques annoncées (§ 6) des
propositions sur les fa-médiatrices d’apres laquelle en 1I° toute fa-droite § est la
Ja-médiatrice de deux points opposés, ceux-ci étant les poles P, P’ de cette
fa-droite.

Notons cette autre réciproque, d’ailleurs banale, que en I'® comme en II°, toute
Ja-droite 3 est d'une ©? de maniéres la fa-médiatrice de deux points, I'un de
ceux-ci pouvant, en effet, étre arbitrairement choisi.

10. Perpendicularité en méthode euclidienne. — Reprenons les questions
précédentes sur la perpendicularité pour les traiter en restant en Géométrie
euclidienne. Le premier probléme, la recherche d’une perpendiculaire menée a
une fa-droite 9, par un point quelconque A, est celle d’un cercle réel, passant par
un point A, et orthogonal a deux cercles distincts, J, et le cercle fondamental w,
donc d’un cercle appartenant a un faisceau, celui des cercles orthogonaux a &,
et @, el passant par un point A, ce qui entraine qu'il est réel ou singulier,
probleme qui en genéral a une solution et une seule.

En I'* ou 8, et » ont deux points communs, fa-impropre I, J, le faisceau admet
ces deux points comme points limites, et comprend un cercle &, et un seul passant
par A, cercle qui est réel, sauf lorsque A est I'un des points I, J, auquel cas il est
singulier : on retrouve bien la perpendiculaire unique menée de A a d, que A
appartienne a &, ou lui soit extérieur et la seule réserve est que A ne soit pas un
point fa-impropre de 3,.

En IF%, o0 » est imaginaire, le faisceau orthogonal a J, et » est celui des cercles
passant par deux points fixes P, P', inverses par rapport a d, et 4 w; il comprend
un cercle réel et un seul ¢ passant par A si celui-ci est distinct de P et P, et dans
le cas contraire, tout cercle passant par P et P’ est solution du probléme; on
retrouve bien les résultats déja établis et, en particulier, le role et les caracteres
des points P, P’, poles de la fa-droite &,.

Le second probléme, la recherche d'une perpendiculaire commune  a deux
fa-droites distinctes d, &’ est de méme celle d’un cercle &, réel et orthogonal a
trois autres 8, &' et w; or, ceux-ci n’apparticnnent pas & un méme faisceau, car
en I'*, 4, &' ne peuvent couper orthogonalement » aux mémes points I, J sans
se confondre, et en II°, » qui est imaginaire ne passe pas par les deux points
opposés o se coupent 8, &'; il existe donc un cercle d, et-un seul, orthogonal a 3,
&' et w; en II°, ce cercle est réel, w étant imaginaire; en I, dans le cas général,
auquel on peut toujours revenir, ol w est propre, le centre de &, est a l'intersection
des axes radicaux 1J, de w etd, T'J' de o' et &', joignant les points fa—impropres de
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d ou de ¢, et ce cercle 9, est réel sous condition que IJ, I'}, se coupent en un
point extérieur a w, donc que les couples IJ, I'J soient ou en chevauchement sur u,
ou encore que 8, &' n’aient aucun point commun. On retrouve donc encore, dans
ce second probleme, les résultats donnés par la premiére méthode.

Signalons enfin en reprenant une troisiéme fois ces mémes problémes qu'une
variété de cette méthode euclidienne repose sur le recours aux formes-types. Dans
la recherche d’une perpendiculaire menée par un point A & une fa-droite d,, on
peut ramener A a étre le centre de w, tant que ce point A n’est pas fa-impropre;
la perpendiculaire cherchée est alors une droite qui, orthogonale a ,, joint A au
centre du cercle &, ou, lorsque A est situé sur J,, est la droite perpendiculaire
en A 4 la droite d,; la seule exception est celle ou le centre du cercle d, se confond
avec A, ce qui n’arrive qu’en II° lorsque d, est le cercle w, contraire a w, toute
droite menée par A étant alors une solution du probléme; on retrouve en II° les
résultats établis, les poles de wo, qui sont A et le point o, et par suite, ceuxd’une
fa-droite quelconque qu’une fa-symétrie permet de transformer en w,. En I'°, il
reste 4 étudier le cas ou A est fa-impropre, ce que 'on peut faire avec une autre
forme-type s’appliquant également dans toute position de A, celle ou 'un des
points fa-impropres J de 8, étant rejeté au point o, 8, et @ sont deux droites
rectangulaires; toute fa-droite perpendiculaire a 9, est alors un demi-cercle centré
au point I commun & 3, et w; il y en a un et un seul passant par A, sauf le cas o
A se placant en I, ce cercle étant alors réduit au point I, toutes les circonstances
du probleme sont ainsi retrouvées.

Il en est de méme avec la recherche d’une perpendiculaire commune a deux
fa-droites 8, ¢'. En I'*, une forme-type simple est celle qui vient d’étre employée
ou d et » sont des droites perpendiculaires en I, o' étant alors un demi-cercle basé
sur w, et la fa-droite cherchée 3y, un demi-cercle centré en I et orthogonal-a &',
lequel passe par le point de coniact de la tangente menée de I 4 &, et n’existe que
si ¢ et ¢’ sont non sécantes. :

En II°, la forme-type simple est celle ou 'un des points d’intersection de d et o'
est placé au centre O de w et de son contraire w,, &' et ¢” étant alors des droites
sécantes en ce point O, et d, le cercle centré en O et orthogonal a w, donc le
cercle wy; on vérifie que ce cercle passe par les poles P, P/ de ¢, Q, Q' de ¢,
lesquels sont les extrémités des diameétres de w, perpendiculaires l'un a g,
Pautre a ¢'.

11. Notion d’invariant; invariants de deux points. — Les propriétés de la
perpendicularité font apparaitre I'existence de grandeurs invariantes attachées a
certaines figures, grandeurs qui gardent la méme valeur lorsque la figure est
transformée par une ou plusieurs fa-symétries successives : ¢’est ainsi que deux
fa-droites sécantes on mieux deux demi-fa-droites de méme point origine ont un
invariant, leur angle.

La figure simple réduite a un seul point, ou a une seule fa-droite ne peut avoir
d’invariant, car deux points quelconques A, A; ou deux fa-droites ¢, d, pour
lesquels cet invariant n’aurait pas la méme valeur, ne pourraient pas se déduire
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P'un de l'autre par une ou plusieurs fa-symétries, ce qui serait en contradiction
avec l'existence de leur fa-médiatrice ou de leur axe de fa-symétrie.

Mais avec la figure formée par deux points distincts A, B, on connait un tel
invariant : en II° ¢’est 'angle 6, compris entre o et «, form¢é par les demi-fa-droites
PAP', PBP’, perpendiculaires 'en A.ct B a la fa-droite AB et limitées aux poles
P, P’ de celle-ci, angle qui est nul avec A et B confondus et qui reste défini, étant
alors égal & 7, lorsque A et B étant points opposés, la fa-droite AB est indéter-
minée; en I'*, c’est angle de parallélisme ¢ compris entre o et = de 'un A des
deux points et de la perpendiculaire menée par I'autre point B a la fa-droite AB;
cet angle est bien défini & condition qne B soit fa-propre, il ne change pas par
fa-symétrie autour de la fa-médiatrice de AB, lorsqu’on permute A et B supposés
tous deux fa-propres; il reste défini étant alors nul, lorsque A, mais non B, est
fa-impropre. ’ ‘

Cet angle, 0 ou o, a la méme valeur, pour le couple de points A, B, et pour tous
ceux qui s'en déduisent par une ou plusieurs fa-symétries; réciproquement,
considérons deux couples de points A, B et Ay, B, pour lesquels cet angle a la
méme valeur; en supposant, si I'on est en I'°, que les quatre points soient tous
fa-propres, on peut d’abord, par fa-symétrie autour de la fa-médiatrice de AA,,
amener Ay en A, ce qui améne B, en un point B, puis par fa-symétrie autour de
la bissectrice' des demi-fa-droites d’origine A, AB,, AB,, amener B, en un point
B, de la demi-fa-droite AB,, en laissant fixe A; 'égalit¢ des angles 0 ou ¢,
s’appliquant aux couples AB et AB;, portés par la méme demi-fa-droite d’origine A,
entraine alors que B, coincide avec B. Le raisonnement et son résultat subsistent
en I' lorsque I'un des ¢ouples comprend un point fa-impropre et un seul, B par
exemple, auquel cas I'angle o est nul, ce qui entraine que I'autre couple a égale-
ment un point fa-impropre et un seul que on peut désigner par B;. D’ou cette
conclusion qui montre I'importance de cette notion d’invariant, d’aprés laquelle
la condition nécessaire et suffisante pour que deux couples de points A, B et
Ay, By comprenant chacun en I'® un seul point fa-impropre au plus, puissent
se déduire Uun de U'autre par unc ou plusieurs fa-symétries, est qu’ils aient le
méme invariant 9 ou o.

Par exemple, considérons en I'°, deux couples ‘Al, BI portés par une méme
fa-droite ¢ et ayant en commun un point fa-impropre T de celle-ci; dars la forme-
type ou le second point fa-impropre J est rejetée en w, ¢ étant une demi-droite
perpendiculaire en I a la droite », ces couples ont le méme invariant ¢ = o; ils
se déduisent 'un de I'autre dans ’homothétie de centre I transformant A en A,
laquelle se décompose en deux inversions positives de péle I qui sont bien deux
fa-symétries.

Une conséquence de cette proposition est qu'un couple de points ne peut avorr
un second invariant indépendant du précédent, c’est-a-dire dont la valeur ne
soit pas fonction du premier car, ainsi que nous I'avons dit plus haut & propos
d’un seul point, s’il en existait un second, deux couples A, B et Ay, By pour
lesquels le premier invariant aurait la méme valeur, et le second des valeurs
différentes ne pourraient se déduire I'un de I’autre par une ou plusieurs fa-symé-
tries, contrairement a la proposition précédente.
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Par contre, on pourra toujours substituer & I'invariant § ou ¢ toute fonction de
celui-ci, continue ou discontinue, pourvu qu’elle soit bien définie pour toute

1 i t t o tZ t qu’ell d
vaieur compr se entre o e ponr , O € ; pOul‘ qJ, e qll elle ne passe pas eux

fois par une méme valeur, de sorte que 6 ou ¢ en est une fonction inverse; d’une
maniére simple, et c’est ce que nous ferons souvent, on pourra prendre comme
nouvel invariant une fonction continue de 6 ou ¢ variant constamment dans le

méme sens pour 0 croissant de 0 A w, ¢ de o a g, et par exemple, les fonctions

. . . . 0 9 [] ERT
circulaires cos9, sino, coso, tgg, sin =, €os oy Lg -5 en particulier, en I, pour

donner plus d’unité dans cette étude, nous substituerons & o l'angle 0 =n—29
qui, comme 'angle 0 en II°, est compris entre o et « et s’annule avec deux points
confondus, et qui représente celui des angles des deux paralleles menées de A a
“la perpendiculaire en B a la fa-droite AB qui ne contient ni cette perpendiculaire
ni cette fa-droite.

12. Fa-distance de deux points; fa-distances égales ou inégales. — Par ana-
logie avec la distance euclidienne de deux points, ceci conduit 4 la notion de
Sa-distance de deux points que nous restreindrons d’abord, pour la préciser plus
tard, a celle de I'égalité et de l'inégalité de deux fa-distances en disant que deux
couples de points A, B et A,, B, ont des fa-distances égales, ou encore que les
segments de fa-droites AB et A,B; ont des fa-longueurs égales et écrivant
[AB]=[A4B,], lorsqu’'on peut déduire I'un de I'autre par une ou plusieurs
fa-symétries, donc lorsqu’ils ont le méme invariant ; en particulier, on dira que
deux points A, B ont une fa-distance nulle ou que la fa-longueur [ AB] est nulle
et écrivant [AB] = o lorsque A et B sont confondus et 0 =o; ces égalités sont
indépendantes de Pordre des points de chaque couple et peuvent s’écrire aussi
bien [AB] =[Bi1A,] ot [BA] = o; elles sont telles que deuz fa-distances égales
a une troisiéme sont égales entre elles.

Plus généralement, en observant que si B décrit une demi- fa-droite en s'¢loi-
gnant de son origine A, I'angle 0 va en croissant de o & « (en I'* comme en II°)
on dira que deux couples A, B et A;B, ont des fa-distances inégales ou que
les fa-longueurs [AB], [ A, B, ] sont inégales, que la premiére est plus grande que
la seconde, la seconde plus petite que la premiére et I'on écrira [AB] > [A,B,]
et [A4B,] <<[AB] lorsque l'on a, avec les valeurs correspondantes de 0, 6 > 60,;
il en résulte que deux inégalités successives de méme sens [AB] > [A,B,],
[A4Bi]>[A,B,] en entrainent une troisi¢me [AB] > [A,B,).

En particulier, avec 0 ==, tous les couples de points opposés ont en II° des
Jfa-distances égales, et tout autre couple a une fa-distance plus petite; enI'
tous les couples de points comprenant un point fa-impropre et un seul ont des
Sfa-distances égales et tout couple de deux points fa-propres a une fa-distance
plus petite.

13. Endocycle. — La notion de fa-distances égales conduit aussi, par analogie
avec celle de distances euclidiennes égales, a 'étude du lieu des points B dont les
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Sa-distances @ un méme point fize A sont fa-égales entre elles. En I', le
probleme n’a de sens que si A est fa-propre, car lorsqu’il est impropre, la
fa-distance [AB] est égale quel que soit B a la valeur maximum de toutes les
fa-distances, et le lieu serait alors tout le plan. Cette réserve. faite, le lieu existe,
quelle que soit la fa-distance commune choisie; sur chaque fa-droite issue de A,
il a deux points C, C4, placés de part et d’autre de A, ceux pour lesquels les
fa-distances [AC], [AC,] sont égales a la fa-distance choisie. On peut aussi en
interprétant I'égalité [AG] = [AC,] appliquée & deux de ces points, 'un C fixe
arbitrairement choisi, l'autre C, variable, définir ce lieu comme celui des
fa-symétriques C; d’un point fixe G par rapport aux diverses fa-droites & issues
de A. Pour préciser sa forme et sa position, il est nécessaire de revenir a l'inter-
prétation euclidienne de la figure, toute fa-droite 0 étant portée par un cercle
variable du faisceau ayant deux points fixes distincts A et son opposé A/, C et Gy
étant inverses par rapport & ce cercle; on sait que ce lieu. est le cercle bien déter-
miné passant par G et appartcnant au faisceau orthogonal dont A et A’ sont les
points limites et qui se réduit a un point lorsque C se confond avec A en I®, avec
A ou A’ en II°, soit lorsque la fa-distance constante [AC,] =[AC]est nulle enI*,
nulle ou égale a celle de points opposés en II°.

Un tel cercle y sera appelé fa-cercle de fa-centre C et de fa-rayon [AC],
ou encore endocycle, comme formant une courbe fermée; tous les points appar-
tenant au lieu étudié sont donc en I', situés dans le demi-plan de figure; on le
vérifie d’ailleurs, car ce cercle et le cercle fondamental w appartiennent tous deux
au faisceau de points limites A et A/, ils ne se coupent donc pas, et le premier se
place par rapport & w dans la méme région que A.

Ces propriétés peuvent aussi s’établir, en prenant une forme, simple dans la
forme type ou I'on place A au centre de w; toute fa-droite & est alors une droite
issue de A, la fa-symétrie d’axe 9 est une symétrie proprement dite; le lieu de Gy
est donc le cercle y centré en A et passant par C; il est concentrique & w et lui
est intérieur en I'*; leurs points inverses communs sont A et son opposé le
point .

Tout endocycle v posséde un autre caractére; si un point M décrit une demi-
fa-droite & partant de A, la fa-distance [AM] va en croissant, étant égale au
fa-rayon lorsque M se place sur v, et par suite, la fa-distanve [AM] d’un point
quelconque M au fa-centre A d’un endocycle  est inférieure au fa-rayon de y
lorsque M se place par rapport a ¢ dans la méme région que le fa-centre A et
supérieure dans le cas contraire.

On observera que ces deux régions, dites fa-intérieure et fa-extérieure a v,
peuvent ne pas étre les mémes que les régions euclidiennes intérieure et exté-
rieure; c’est le cas en II* pour ceux des cercles qui, appartenant au faisceau dont
les points limites sont A et son opposé A’, contiennent A’ et non A dans leur
région intérieure; en I, cette circonstance ne se présente que dans le cas,
que nous éviterons géncéralement, ol le demi-plan de la figure est la région exté-
rieure au cercle propre w, A étant alors extérieur et A’ intérieur, et lorsque, des
deux cercles y et w, qui appartiennent tous déux au faisceau de points limites A,
A, o est intérieur & v.
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Ces simples notions de fa-distances égales ou inégales, de régions intérieures ou
extérieures 4 un cndocycle conduisent a une interprétation concréte de la
fa-médiatrice 6 de deux points A, B, supposés en I'® tous deux fa-propres; la
fa-symétrie d’axe 9, échangeant ces deux points en laissant invariant tout point C
de cet axe, entraine d’abord I'égalité de fa-distances [AC] = [BC]; si 'on considére
ensuite un autre point quelconque G extéricur a cet axe 4 et situé, par exemple,
du meéme coté que B, I'endocycle v de fa-centre A et passant par G coupe ¢ en
deux points par-lesquels passe aussi I'endocycle y; fa-symétrique de + par rapport
a 9, lequel a pour ta-centre B et un fa-rayon égal au fa-rayon [AC] du premier;
C est intéricur a cet endocycle y,, sa fa-distance [BC] au fa-centre B est donc
inférieure au fa-rayon [AC] et des fa-distances de C aux points A et B, la premiére
[AC] est plus grande que I'autre [BC]. D'ou la signification essentielle d’une
fa-médiatrice d’apreés laquelle la fa-médiatrice de deux points est le lieu des
points dont les fa-distances & ceuz-ci sont égales, avec cette seconde qualité
que les points C situés a une fa-distance [BC] de B plus petite que leur
Sfa-distance [AC] de A sont ceuzx de la région située du méme coté que B par
rapport a la fa-médiatrice. '

14. Distribution des endocycles. -—— L’endocycle donne une interprétation non
euclidienne de certains cercles y;:en I®, celle-ci ne peut s’appliquer a tout cercle

Y

Fig. 6.

car elle exclut les cercles sécants ou tangents au cercle fondamental » mais tout
autre cercle appartient avec » 4 un faisceau ayant deux points limites dont un et
un seul A est situé dans le demi-plan limité par w et constitue donc un endocycle
de fa-centre A; donc en I'® tout cercle y situé dans le demi-plan de la figure
sans étre ni sécant, ni tangent au cercle fondamental est un endocycle. Par
exemple, lorsque » est une droite, A est placé sur la perpendiculaire CI abaissée
sur o du centre G de 7 et 4 son intersection avec un demi-cercle quelconque 6,
basé sur w et orthogonal a y ayant, par exemple, pour centre I; on reconnait dans
ces deux lignes deux fa-droites dy, 0; jouant le réle de fa-diamétres de v et ortho-
gonales a ce fa-cercle y.

En II°, ot » est imaginaire, quel que soit le cercle v, propre ou impropre, le
faisceau comprenant w et vy a toujours deux points limites A, A', lesquels sont
opposés et y est de deux manidres différentes un endocycle, son fa-centre étant
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aussi bien A’ que A, En particulier, et contrairement a ce qui se passc en I,
v peut représenter une fa-droite 8, auquel cas ses deux fa-centres sont ses poles
P, P’ (§9) et son fa-rayon égal a la fa-distance constante, la méme pour toutes les
fa-droites du plan, répondant & 6 = 2 Ceci permet de distinguer entre les deux

, . . . .. ,

b .

fa-centres A, A’ de tout autre endocycle v; le faisceanu de points limites A, A
comprend en effet y et la fa-médiatrice ¢ de ces deux points, de sorte que y se
place par rapport a ¢ dans la méme région que I'un d’eux, A par exemple, et que

son fa-rayon, associé a ce fa-centre A, répond a 0 <C g, tandis que son second
fa-rayon, associé a A, répond a 6 > %e
Ainsi en II° tout cercle réel v du plan, propre ou impropre, est de deux

maniéres différentes un endocycle, et admet deux fa-centres distincts A, A’
qui sont des points opposés; ses deux fa-rayons associés respectivement & ces

()
>

-

Fig. 7.

deux fa-centres sont égaux lorsque y est une fa-droite, les fa-centres étant
alors les péles de celle-ci et le fa-rayon commun ayant une valeur constante

5 3 T, 3 , 4 . . 5
répondant & 0 =7 ; pour tout autre endocycle v, Uun des fa-rayons est infé-

rieur et U'autre supérieur & cette valeur constante.
Le plus souvent, on retiendra le fa-centre A associé au fa-rayon le plus petit,

répondant a 0 < %

Supposons, par exemple, que y soit une droite, un de ses points étant ainsi
placé au point w, @ étant représenté par son centre O et son cercle contraire w,;
on construit A, A’ a Dintersection de deux cercles particuliers orthogonaux a
et v, 'un qui est la perpendiculaire OC menée de O a y, I'autre centré en C et
passant par les extrémités B, B’ du diametre de w, parallele a y; I'un des deux
points, A’ est intérieur a w, et I'autre A extérieur; la fa-droite J, fa-médiatrice de
AA', est le cercle qui, orthogonal & » et aux cercles précédents, coupe orthogona-
lement en B et B’ le cercle centré en G; son centre C' s’obtient en menant la
droite BC' perpendiculaire 2 BC; A et y sont placés dans la méme région par
rapport a cette fa-médiatrice &; A est le fa-centre de | associé au fa-rayon le
plus petit.
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Dans une autre forme-type plus simple, I'un des deux fa-centres A est placé au
centre de w, A’ étant le point < ; y est un cercle quelconque de méme centre A,
la fa-médiatrice d est le cercle wo contraire & w; le fa-centre A est associé au plus

/ \\u’o
\
|
/

petit fa-rayon ou au plus grand suivant que <, concenlrique a wo, lui est intérieur
ou extérieur.

Terminons en signalant seulement, parmi les propriétés de I’endocycle,
lesquelles sont les analogues de celles du cercle euclidien, la suivante qui résulte
de la définition méme de ’endocycle, d’apres laquelle tout fa-diametre est un
aze de fa-symétrie de Uendocycle et le coupe orthogonalement en ses deux
extrémités.

13. Fa-distance d’un point et d’une fa-droite. — Les propriétés de I’endocycle
s’appliquent dans I'6tude comparée des fa-distances [AM] d’un point fixe A aux
divers points M d’une fa-droite ¢; une telle fa-distance est le fa-rayon d’un endo-
cycle v de fa-centre A sécant ou tangent 4 ¢. En s’aidant, par exemple de la forme-
type ott'on place A au centre O de w,  étant alors un cercle centré en ce point fixe
et de rayon variable, on constate de suite, en I', o0 A est extérieur au cercle
portant &, que le fa-rayon variable de ¥ a un minimum qui répond & M placé au
picd B de la perpendiculaire abaissée de A sur 8, que tout autre endocycle v

'

coupe 3 en deux points M, M, fa-symétriques par rapport a cette perpendiculaire

Fig. 9.

et répondant donc aux deux égalités [AM]=[AM, ], [BM]=[BM, ], puis que
lorsque M décrit 8, les deux fa-distances [AM] et [BM] dont la premiére est le
fa-rayon variable de 7 vont simultanément en croissant; enfin que lorsque M tend
vers l'un des points fa-impropres I, J de J, ces deux fa-distances tendent toutes
deux vers le maximum extréme répondant & 0 =m de loute fa-distance. On
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retrouve les mémes propriétés qu’en Géométrie euclidienne, d’aprés lesquelles
en I, la fa-distance [ AM] d’un point M variable d’une fa-droite 3 ¢ un point
Jixe A extérieur a celle-ci passe par un minimum lorsque M se place au pied
B de la perpendiculaire abaissée de M sur 9, elle a des valeurs égales pour
deux points M, My fa-équidistants de ce pied B, va en croissant en méme temps
que la fa-distance [BM] de M a B, et tend en méme temps que celle-ci vers le
maximum extréme répondant @ 9 = de toute fa-distance.

a

En 1I¢, ces propriétés se modifient du fait que & est un cercle qui n’est plus
limité en deux points I, J et que A cst intérieur a ce cercle et non plus extérieur.
Un cas particulier simple se distingue, celui ot dans la forme-type ¢ est précisé-
ment le cercle centré en A et orthogonal a w, donc le cercle réel w, contraire a w,
I'un de ses poles étant A : on sait qu’alors la fa-distance [AM] est constante et

répond a 0 = 2: Ce cas écarté, un endocycle y de fa-centre A (cercle centré en A

dans la forme-type) ne coupe é que si son fa-rayon est compris entre un minimum
¢t un maximum qui sont respectivement les fa-rayons de deux endocycles tangents
4 5 aux points opposés B, B/, pieds de la perpendiculaire unique abaisséc de A
sur ¢, le minimum [AB] répondant & 6 < ;E ct le maximum [AB'] 4 0> %; les
autres qualités, relatives ‘aux variations de méme sens du fa-rayon [AM] et de la
fa-distance [BM] sont les mémes qu’en I', la conclusion en est que en II° la
Ja-distance [AM] d’un point variable M d’une fa-droited ¢ un point fixe A qui
n'est ni un point ni un pole de cette fa-droite 3 passe par un minimum lorsque
M se place en l'un des pieds B de la perpendiculaire abaissée de M sur ¢ et par
un maximum lorsqu’il se place en Uautre pied B'; elle a des valeurs égales
pour deux points M, My fa-équidistants de B comme de B', et va en croissant
en méme temps que la fa-distance [BM] de M au premier B.

Quelques remarques se présentent : c’est d’abord que, la fa-distance maximum
[AB'] n’a pas le méme caractére que le maximum extréme en I", n’étant pas le
meéme quels que soient A etd; les deux pieds B, B’ se distingucnt cnsuite par les

grandeurs des deux fa-distances [AB], [AB'], la premiére répondant a 0 < % ctla

secconde a 0 > ; D’autre part, si I'on permute A et son opposé A’ sans changer 9,

la perpendiculaire abaissée sur & ne change pas, mais ses pieds B, B’ s’échangent,
B répondant au maximum et B’ au minimum de la fa-distance a A’, tandis que les
minima des fa-distances & A et A’ sont égaux, [AB]=[A'B'], de méme quc les
maxima [AB'] =[A'B]; de plus [AM] et [A'M] variant ¢n sens contraires, il
existe deux positions intermédiaires G et C/ du point M pour chacunc desquelles
ces fa-distances sont égales [AC]=[A'C] et [AC'] =[A'C'], ces fa-distances

répondant toutes a 6 = -:—, de méme que les fa-distances a B et B/, [BC'], [B'C],

[BC], [B'C']; on en retiendra que, en TI¢, parmi les obliques mendes @ une
Ja-droite é par un point A distinct des péles de cette fa-droile, il en est dew
placées sur la perpendiculaire en A la perpendiculaire mende & 3, dont les
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Ja-longueurs [AC], [AC'] ainsi que les fa-distances de leurs pieds G, C' a ceux
B, B’ de la perpendiculaire répondent toutes a 9 = g

Ces diverses propositions conduisent a la notion de fa-distance d'un point A
(fa-propre en I'*) & une fa-drotte 3, définie en I'® et en II* comme la fa-distance
minimum de A aux différents points de ¢; cette notion n’a jusqu’ici qu'un sens
relatif de comparaison entre fa-distances, mais elle se traduit aussi par P’existence
d’un invariant d'un point A et d’une fa-droite 8 qui est le méme que celui de A
ct du pied B de la perpendiculaire et se représente de méme par une valeur de
Pangle 0-ou encore, cn I'*, de I'angle ¢ qui est précisément 'angle de parallélisme
de A et 9; et de- méme que pour les couples de points, I'égalité de leurs invariants
exprime la condition nécessaire et suffisante pour que deux figures formées
chacune d’un point A et-d’une fa-droite d puissent se déduire I'une de I'autre par
une ou plusieurs fa-symétries successives.

Diverses conséquences résultent de cette notion : la premiére, simple et immé-
diate, traduit la position du point B sur ¢ et donne une nouvelle interprétation de
I'endocycle d’apres laquelle I'enveloppe des fa-droites & dont les fa-distances
a@ un méme point fixe A (fa-propre en I'®) sont fa-égales entre elles est un
endocycle de fa-centre A.

16. Exocycle en II°. — Ce résultat conduit au probleme inverse, la recherche
du lieu des points dont les fa-distances & une fa-droite fixe é sont fa-égales
entre elles; le probléme est analogue a celui de 'endocycle; mais ici comme
toute perpendiculaire a § porte deux points du lieu, situés de part et d’autre de 6
ct fa-symétriques par rapport a celle-ci, le lieu se décompose en deux parties
distinctes et il suffit d’en chercher une seule qui sera dite un ezocycle, ¢ étant sa
base et la fa-distance constante de ¢ a chacun de ses points son fa-rayon. Le
probleéme se traite de la méme manitre que celui de 'endocycle; si I'on considére
deux points quelconques C, C; de cet exocycle, ils sont placés sur les perpendi-
culaires &4 & en deux points B, B, et sont comme B et B, fa-symétriques par
rapport a la fa-médiatrice de BB,, laquelle est aussi perpendiculaire a 3; en
laissant fixe C et faisant varier C;, on est ainsi ramené a la recherche du lieu
décrit par les fa-symétriques C; d’un point fixe G par rapport aux diverses
fa-droites &, perpendiculaires a d.

La solution est immédiate en II°® ou ces perpendiculaires 8, sont les fa-droites
passant par deux points fixes opposés P, P, les péles de 3, le lieu étant donc
I'endocycle y de fa-centres P, P’ et passant par C et 'exocycle ne se distingue pas.
si ce n’est dans son interprétation, de I'endocycle.

Par suite, inversemerit, tout cycle 1 du plan propre ou impropre, déja inter-
prété comme un endocycle avec ses deux fa-centres P, P’ dont I'un P associé & un

fa-rayon répondant a 6 < g est donc aussi un exocycle; sa base § est la fa-média-
trices des fa-centres P, P’; le premier P, avec 0 < z est situé par rapport a la base

du méme coté que y.et le fa-rayon de y considéré comme exocycle répond a
'angle Z — 0 complément du précédent.
2
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T N . . ., T
Dans le cas particulier oit 7 est une fa-droite, ce qui répond a § = —, les deux

fa-centres P, P’ ne se distinguent plus par les valeurs de 0, le fa-rayon de y, consi-
déré comme exocycle, est nul, et 'exocycle se confond avec sa base d.

Si avec une base déterminée & on considére les deux exocycles y, y' situés de
part et d’autre de cette base pour lesquels les fa-distances de leurs points a cette
base sont égales et dont les fa-rayons, rapportés a cette base, sont donc égaux, ces
deux exocycles sont a la fois fa-symétriques par rapport a la base d et fa-opposés;
considérés comme endocycles, ils ont les mémes fa-centres P, P’ et des fa-rayons
égaux deux a deux, mais les fa-rayons répondant a 0 <C 2 sont associés a des fa-
centres opposés.

On retiendra surtout que en II° tout cercle y est simultanément un endocycle
et un exocycle.

Au reste ces considérations conduisent a rapprocher en II° les fa-distances d’un
point A a une fa-droite d et aux poles P, P’ de celle-ci : ces poles sont placés sur
la perpendiculaires menée de A a §; en désignant par P celui qui se trouve du

méme coté que A par rapport a 4, les divers points de la perpendiculaire sc
succédent dans l'ordre B, A, P, B/, A, P’ et les fa-distances [AB], [AP] de A 4 ¢

et a P répondent a des valeurs de 0 inférieures a g et complémentaires, 0 et g —0;

ces fa-distances peuvent aussi étre dites complémentaires, de sorte que la fa-
distance d’un point A a une fa-droite é est complémentaire de sa fa-distance
au pole P de o situé par rapport a celle-ci du méme coté que A. SiTl'on fait
varier A de fagcon que la premiére reste constante, il en est de méme de la seconde
et I'on retrouve qu'un exocycle de base ¢ est aussi un endocycle de fa-centre P.
Plus généralement, tout probléme concernant la fa-distance d’un point & une fa-
droite peut se ramener & un autre sur la fa-distance de deux points : par exemple,
le lieu des points fa-équidistants de deux fa-droites 3, 3, est anssi celui des
points fa-équidistants soit de deux poles P, P, de ces fa-droites comme de leurs
opposés P', P, soit de deux autres poles P’, P; comme de P et P}; on obtient
ainsi comme en Géométrie euclidienne, un lieu formé de deux fa-droites, les
bissectrices de 0 et 9,.

17. Exocyle en I'*. — En I*, les caracteres de I'exocycle ont, au contraire, une
forme nouvelle. Les fa-droites 8, perpendiculaires a la base ¢ ne passent plus par
deux points fixes et sont, au contraire, deux a deux non sécantes; elles forment
dans l'interprétation euclidienne de la figure le faisceau de cercles orthogonaux
aux deux cercles réels et sécants w et 9, faisceau ayant donc deux points limites I,
J. les points fa-impropres de &; le lieu décrit par C,, da-symétrique de C par
rapport a ces fa-droités 9, est alors le cercle passant par C du faisceau orthogonal,
donc le cercle, propre ou impropre, passant par les trois points distincts G, I, J
ou mieux l'arc limité en I et J de ce cercle, lequel est bien défini, puisque G,
point fa-propre, est distinct de I et J.

De 1a, le terme d’ezocycle, ligne ouverte d’extrémités I, J ef non ligne fermée
comme l'endocycle. La réciproque cst imméddiate ct tout arc de cercle v, limité
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& deux points 1,'J du cercle fondamental w est un exocycle dont la base § est
la fa-droite joignant ces deux points.

Ces résultats se représentent d’une maniére simple en méme temps qu'ils se
retrouvent et se précisent dans la forme-type ou J étant rejeté au point 0, o est
une droite, ¢ la demi-droite qui lui est perpendiculaire en son origine I; la
perpendiculaire abaissée de G sur & est le demi-cercle I, CJ; passant par C, de
centre I et de base I, 1J, placée sur w; la fa-droite paralléle en J a ¢ et passant par
C est la parallele menée par C a &; I'angle de parallélisme ¢ de C et ¢ formé par
ces deux lignes est égal & 'angle aigu CII, de leurs perpendiculaires; et si C se
déplace d’un meéme c6té de & de fagon que sa fa-distance a J reste constante, cet
angle CII; reste invariable et C décrit la demi-droite v issue de I, qui fait avec ¢

) . . ..
angle complémentaire - = = —¢. On retrouve bien, en précisant sa position,
27 2

|t
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L
Fig. 10.

un arc de cercle, limité aux points fa-impropres I et J de d: un exocycle  fait
avec sa ba{e 9, auz points fa-impropres 1, J de celle-ct, des angles égauz & g,
0 étant I’angle associé au fa-rayon de cet exocycle.

En particulier, dans la forme générale comme dans la forme-type, si le paint C
appartient a la base 8, ou encore si le fa-rayon de I'exocycle est nul, I'exocycle se
confond avec la fa-droite d; par suite, alors contrairement a4 ce qui a lieu en
1I¢, une fa-droite n’est pas en I'* un endocycle, mais est un exocycle particulier
de fa-rayon nul.

Ceci établi, I'étude de 'exocycle et de ses applications se poursuit comme celles
de I'endocycle sans qu’il soit besoin d’en répéter tous les termes. C’est d’abord
(ue, aussi bien en II° qu'en I'®, la partie du plan qui, limitée a la base 4 d'un
exocycle v, contient celui-ci est divisée par I'exocycle en deux régions, l'une
intérieure, limitée par § et y, 'autre extérieure, limitée par y et w, la premiére
contenant les points du plan dont la fa-distance a la base ¢ est inférieure au fa-
rayon de I'exocycle, la seconde ceux pour lesquels elle est supérieure.

On en déduit, de méme qu'on I'a fait & propos de la fa-médiatrice de deux
points et en se placant successivement lorsque 4 et d; sont sécantes dans chacun
des angles formés par ces fa-droites que le lieu des points dont les fa-distances
& deux fa-droites o, 8, sont égales est leurs deux axes de fa-symétrie si elles
sont sécantes, leur axe de symétrie si elles sont non sécantes ou paralléles et
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que les points dont la fa-distance a 9 est plus petite que leur fa-distance a 8,
sont ceux de la région limitée par cet ou ces axes de symétrie qui contient o.

De méme encore, en observant que toule perpendiculaire a la base & est Paxe
d’une fa-symétrie qui, échangeant les points fa-impropres I, J de cette base, la
laisse invariante ainsi que 'exocycle vy, tout fa-rayon est un axe de fa-symétrie
de l'exocycle et le coupe orthogonalement.

18. Fa-distance de deux fa-droites non sécantes. — Une autre application
plus importante, analogue, & celle du § 15, concerne les fa-distances a une
fa-droite fixe 8, d’un point M variable sur une autre fa-droite &; I’étude ayant
pour but de conduire a la notion d’invariant des deux fa-droites, alors que I'on en
connait déja un, leur angle, lorsque celles-ci sont sécantes ou paralleles, nous ne
traiterons pas la question, qui est facile et dont les résultats sont simples, dans
ces deux cas, et nous nous placerons donc seulement en I'°, avec deux fa-droites
non sécantes 9y, 0.

L’étude peut s’aider de la forme-type dans laquelle w cst une droite, d une
demi-droite Iod, perpendiculaire en I, & @, 'un demi-cercle d’extrémités I, J

]

Fig. 11.

placées sur o d'un méme coté de Io; elle consiste a suivre la variation d’un
exocycle v de base ¢, passant par un point M mobile sur ¢, représenté dans la
forme-type par la demi-droite joignant I, & M; I'un de ces exocycles, v,, est
tangent a ¢ au pied B de la perpendiculaire commune B,B aux deux fa-droites
non sécantes d,, 9, ei tout autre y coupe & en deux points M, My, placés de part
et d'autre de B; la perpendiculaire commune BoB est un axe de fa-symétrie
commun & &g, 6, ¥,, v et au couple de points M, My; on cn déduit les propriétés
suivantes, analogues a celles des fa-distances d’un point A a un point variable M
d’une fa-droite: en I'*, la fa-distance & une fa-droite 3, d’un point M mobile
sur une autre fa-droite é non sécante @ la premiére 8, passe par un minimum
lorsque M se place au pied B sur & de la perpendiculaire commune ¢ ces
deuz fa-drottes; elle a des valeurs égales pour deux points M, My fa-équi-
distants de ce pied B, va en croissant en inéme temps que la fa-distance [BM]
de M a B et tend en méme temps que celle-ci vers le maximum extréme de
toute fa-distance.

Ces propriétés en entrainent une autre, la fa-distance de M a &, étant & son tour
la plus petite des fa-distances [MM,] de M a tout point M, de ,; de 1a, la notion
de fa-distance de deux fa-droites non sécantes 3, 8,, définie comine la fa-distance
minimum de l'une aux différents points de 'autre, aussi bien que la fa-distance
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minimum des différents points de 'une aux différents points dé I'autre; en raison
de ce second caractere, elle ne change pas si 'on intervertit les deux droites, étant
d’ailleurs égale a la fa-distance [B,B] des pieds de la perpendiculaire commune.
De plus, elle est un invariant des deux droites, et en posséde les qualités, de
méme que U'invariant [BoB] des deux points B,, B, concernant les transformations
par fa-symétrie.

Enfin et de méme que pour I'endocycle, on en déduit une nouvelle interprétation
de l'exocycle d’apres laquelle en I'* Penveloppe des fa-droites & dont les fa-

Y

distances & une fa-droite fize 8y sont fa-égales entre elles est un exocycle de
base 9.

19. Horicyele. —— Aprés I'endocycle et I'exocycle, considérés comme lieux des
fa-symétriques d’un point fixe C par rapport aux fa-droites représentées par des
cercles formant un faisceau ayant ou deux points fixes opposés A, A’ ou deux
points limites fa-impropres I, J, il y a lieu, toujours en I*, d’étudier le cas limite
d’un faisceau de 3° espece formé des cercles tangents entre eux en un méme
point fa-impropre I ou ils coupent orthogonalement w, cercles qui représentent
les fa-droites & paralleles entre elles au méme point fa-impropre I; le lieu
correspondant est alors'le cercle y passant par C et qui, appartenant au faisceau
orthogonal, est tangent en I & w; dans la forme-type ou I est placé au point o,
® étant une droite, toutes les fa-droites & sont les demi-droites 8. paralleles et de
méme sens perpendiculaires & w en leurs origines 4y, la fa-symétrie par rapport &
chacune d’elles est une symétrie proprement dite, et le fa-symétrique de G décrit
la parallele &  issue de ce point C, droite qui est bien un cercle y, impropre.
tangent & w au point o ; on constate de plus dans la forme générale comme dans
la forme-type, que ce lieu y ne change pas lorsque, sans changer 1, on remplace
C par I'un quelconque des points de ce méme cercle. Ce lieu est appelé horicycle
il répond ainsi a la définition et & la qualité non euclidienne suivantes : I'horicycle
est le lieu des fa-symétriques d’un méme point fa-propre C par rapport aux
Sa-droites & paralléles entre elles en un méme point fa-impropre 1, et ce lieu
qui passe par G est indépendant du choix de ce point C sur ce méme lieu;
le point fa-impropre I est dit fa-centre de 'horicycle.

Inversement et immédiatement, tout cercle y tangent au cercle fondamental
w est un horicycle dont le fa-centre est son point de contact avec w, & condition
que ce cercle v soit placé dans le demi-plan de figure limité par w.

On peut alors interpréter un cercle quelconque et en I tout cercle appartenant
en totalité ou en partie au plan de la figure, est un endocycle s’tl ne coupe
pas le cercle fondamental w, un exocycle s'il le coupe en deuzx points, un
horicycle s’il lui est tangent. Rappelons que, en particulier si le cercle est
orthogonal a w, il est & la fois une fa-droite et un exocycle.

Mais alors que les endocycles comme les exocycles se distinguent par la
valeur de leurs fa-rayons, ce caractére ne peut s’appliquer a I'horicycle, car on
sait que les fa-distances d’un point fa-impropre I aux différents points du plan sont
toutes égales entre elles (§ 12), que ces points soient ou ne soient pas situés sur un
méme horicycle de fa-centre I. D’une maniére plus précise, si I'on considére deux



— 107 —

horicycles v, v1 de facentres distincts I, Iy, on voit que les cercles v, v, tangents
a o, I'un en I, l'autre en I; et situés d’'un méme coté par rapport a w, se corres-
pondent dans une inversion positive orthogonale a w; le fait s’établit immédiate-
ment en recourant 4 la forme-type utilisée plus haut o, I étant placé au point o,
w ety sont des droites paralléles, v; un cercle tangent & » en un point I; et situé
du méme c6té que y par rapport & w, y et 1y se correspondant alors dans une
inversion positive de pole I, donc dans une fa-symétrie dont I'axe est le cercle
d'inversion de celle-ci. Dans le cas particulier de deux horicycles ayant méme fa-
centre I, il suffit pour revenir au cas précédent, de transformer 'un d’eux par
une fa-symétrie arbitraire, de sorte que deuz horicycles quelconques sont égaux
et admettent un aze de fa-symétrie st leurs fa-centres sont distincts, et se
déduisent U'un de U'autre par le produit de deux fa-symétries dans le cas
contraire.

Cette circonstance explique aussi pourquoi la premiere définition de 'endocycle
ou de I'exocycle par un fa-rayon constant ne peut s’étendre a 'horicycle; elle
montre aussi que les deux régions séparées par I'horicycle ne se distinguent plus
par des inégalités entre fa-distances au centre.

Seule subsiste la derniére qualité, qualité de position plutdt que de grandeur,
qui se vérifie immédiatement lorsque en forme-type w et y sont des droites
paralleles, et d'apres laquelle tout fa-rayon d’un horicycle en est un axe de
Ja-symétrie et le coupe orthogonalement.

Le cas particulier rencontré dans ce qui préceéde de deux horicycles concentriques
posséde, d’autre part, des qualités remarquables que l'on constate de suite,
dans la forme-type ou le centre commun J étant rejeté en o, ces horicycles v, vy
et le cercle fondamental w sont trois droites paralleles; ils ont d’abord, en position
les mémes fa-rayons portés par des droites IBy B perpendiculaires & w, alors que
deux horicycles non concentriques n’en ont en commun qu’un seul, la fa-droite
Jjoignant leurs centres; puis deux quelconques de ces fa-rayons IB, B, et I'B, B et
leurs extrémités By, B et B/, B’ se correspondent par fa-symétrie autour d’une
fa-droite représentée en forme-type par la fa-médiatrice des paralleles IB, B, I'B, B/,
la fa-symétrie se confondant ici avec une symétrie euclidienne; on en déduit, en
forme générale comme en forme-type que les fa-distances [ByB], [B;B’] sont
égales, et par suite, que la fa-longueur [B, B] interceptée par deuz horicycles
concentriques sur chaque fa-rayon commun reste constante.

On retrouve ici une propriété connue des cercles euclidiens ct que 'on vérifie
aussi de suite avec des endocycles et des exocycles; elle entraine que deux
horicycles concentriques ont un invariant qui est cette fa-longueur constante,
alors qu'un seul horicycle n’en a pas.

20. Détermination ®'un fa-cercle. — Les trois fa-cercles jouent en Géoméirie
non euclidienne le réle des cercles de la Géométrie euclidienne; et d’abord chacun
d’eux étant figuré par un cercle quelconque, propre ou impropre, est défini par
trois de ses points, fa-propres ou fa-impropres, mais distincts. Il est utile de
reprendre ce premier fait dans son sens non euclidien; supposant d’abord les
trois points A, B, C tous fa-propres, on observe que sile fa-cercle est un endocycle
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ou un horicycle, son fa-centre O ou I en I, ses fa-centres O, O’ en II° sont situés
sur la fa-médiatrice de deux quelconques de ces trois points A, B, C, et s’il est un
cxocycle, ou considéré comme tel en II°, il admet cette fa-médiatrice comme
axe de fa-symétrie, et celle-ci est perpendiculaire a sa base §; dans tous les cas,
on est donc conduit & mener les fa-médiatrices de deux des couples, A,Bet A, C
formés par les trois points; si clles sont sécantes, ce qui est toujours le cas en II°,
Pendocycle qui, passant par A, a pour fa-centre le ou leurs points d’intersection
est la solution unique du probléme; en I', si elles sont non sécantes, elles ont
une perpendiculaire commune 4 et I'exocycle passant par A qui a pour base o est
la solution, ce résultat s’appliquant ¢galement en II°, mais en donnant la méme
solution que dans le cas précédent, ce qui résulte de ce que un meéme fa-cercle est
alors aussi bien un exocycle qu'un endocycle; enfin en I'¢, si les fa-mddiatrices
de AB et AC sont paralléles en un point fa-impropre I, la solution, toujours
unique, est '’horicycle passant par A de fa-centre I.

Remarquant que cette solution ne change pas si ’on remplace 'une des deux
fa-médiatrices par la troisiéme, celle de BGC, on en déduit que les trois fa-
médiatrices de trois points A, B, G distincts et fa-propres en I'* pris deux a
deuzx concourent en II° en deux points opposés, O, O', fa-centres du fa-cercle
un[que passant par ces trots poilzts, et en I'® sont ou concourantes en un poz'nt
Ja-propre O, ou perpendiculaires & une méme fa-droite d,, ou paralléles en
un méme point fa-impropre 1, le fa-cercle unique passant par A, B, C étant
suivant les cas un endocycle de fa-centre O, ou un exocycle de base d,, ou un
horicycle de fa-centre 1.

On observera que en I' un exocycle est aussi défini soit par ses deux points
Ja-impropres 1,J et U'un de ses points fa-propres A, soit par un point fa-
impropre 1 et deux points fa-propres distincts A, B, sa base ¢, joignant les
points fa-impropres I, J et J étant dans le second cas le fa-symétrique de I par
rapport a la fa-médiatrice de AB; de méme, un horicycle est défini par son
point fa-impropre I et U'un de ses points fa-propres A.

Mais on peut aussi chercher a définir un horicycle par deux de ses points
fa-propres el distincts A, B; la fa-médiatrice de ceux-ci coupe w en deux points I, J
qui peuvent chacun étre le fa-centre de I’horicycle; on retrouve la solution du
probleme classique d’un cercle tangent & un autre » et passant par deux points A\,
B situés dans la méme région par rapport & w. Dans la forme-type ot J étant le
point ©, » et la fa-médiatrice 1J, sont deux droites rectangulaires en I, A et B
étant symétriques par rapport a la seconde, 'un des horicycles v est la droite AB,
parallele & w, et I'autre v, le cercle tangent en I 4 w et passant par A et B.

L’angle en A ou B de ces deux horicycles v, y; est un nouvel invariant, dépen-
dant de ceux déja connus, des deux- points A, B; on le vérifie en menant par A
les deux fa-droites paralleles a la fa-médiatrice 1J, 'une & passant par J qui est la
droite paralléle & IJ menée par A, autre d; passant par I, qui estle cercle ortho-
gonal en A et I an cercle v, ; les deux horicycles y, y; sont donc respectivement
perpendiculaires en A aux deux fa-droites d, d; ; ils forment le méme angle que
celles-ci et admettent les mémes bissectrices dont 1'une est le cercle centré en I
passant par A et B.
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On retiendra principalement que par deux points fa-propres et distincts A, B
passent en I'® deux horicycles et ceux-ci sont respectivement orthogonauz en
chacun de ces points aux paralléles menées par ce point ¢ la fa-médiatrice
des deuz points A et B.

Les conséquences de ces propositions concernant lintersection de deux
fa-cercles sont analogues a celles de la Géométrie classique ; la premiére est que
deux fa-cercles distincts ne peuvent se couper en plus de deux points; mais
dans la discussion, il y a lieu de distinguer en I' entre deux fa-cercles ayant un
axe commun de fa-symétrie, axe passant par leurs fa-centres ou perpendiculaire a
leurs bases, et deux exocycles & bases sécantes ou paralleéles qui n’en ont pas et
I'on constate alors, directement ou sur forme-type que, en I'* deux exocycles &
bases sécantes se coupent en un point et un seul et deux exocycles ¢ bases

Fig. 12.

paralléles en un point au plus; dans tout autre cas, en I'® et en 11°, deux fa-
cercles n’ayant pas méme fa-centre ou méme base ont un axe commun de
Ja-symétrie et ou bien se coupent en deux points fa-symétriques par rapport a
cet axe, ou bien sont tangents en un point de cet axe, ou bien n'ont aucun
point commun.

21. Fa-déplacements. — De méme que les cercles en Géométrie classique, les
fa-cercles interviennent dans de nombreux problémes ; c’est ainsi qu’ils vont per-
mettre, par analogie avec les fa-déplacements euclidiens, de préciser la notion
de fa-déplacement en la faisant reposer seulement sur celle utilisée jusqu’ici de
fa-distances égales ou inégales et en appelant fa-déplacement toute transformation
ponctuelle du plan qui a chaque point M, fa-propre en I, en fait correspondre
un et un seul My de fagon que, quels que soient les deux points A et B et leurs
transformés A,B, les fa-distances [AB] et [AyB,] soient toujours égales.

Un cas particulier banal, dit fa-déplacement nul ou transformation identique
est celui ot chaque point M se confond avec son transformé M,.

Un autre, plus important, est conime on sait une fa-symétrie axiale ou, plus
généralement le produit de plusieurs fa-symétries axiales effectuées successive-
ment dans un ordre déterminé.

En 1P, Tégalité [AA']=[A,A] montre que les transformés Ay, A| de deux
points opposés A, A’ sont aussi des points opposés; pour la méme raison en I'® le
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transformé d’un pointifa;-impropre ne pourrait étre qu’un point fa-impropre ;
mais il est préférable de ne pas étendre tout de suite cette notion de fa-déplacement
~ aux points fa-impropres et de ne le faire que pour un produit de fa-symétries.

Tout fa-déplacement est une transformation continue, possédant la qualité de
continuité, car I'égalité [AB]=[A,B;] montre que si B reste intérieur & un
endocycle de fa-centre Ay, son transformé B, reste aussi intérieur a Pendocycle
correspondant de fa-centre A,, le fa-rayon commun de ces deux endocycles pou-
vant, d’autre part, étre aussi petit qu’on le veut.

On prévoit que les fa-déplacements forment un groupe de transformations,
car le produit de plusieurs fa-déplacements successifs et, par exemple, celui d’une
fa-symeétrie axiale et'd’un fa-déplacement dans un ordre quelconque est aussi un
fa-déplacement.

Cherchons si un fa-déplacement peut étre déterminé par un nombre limité de
points A, B, G, ... et de leurs transformés Ay, By, Gy, .... Choisissant d’abord
arbitrairement un premier point A, fa-propre en I'*, s’il se confond avec son
transformé A4, le probleéme scra celui de la recherche d’un fa-déplacement laissant
fixe un point particulier A ; dans le cas général contraire, A et A, étant distincts,
la fa-symétrie ayant pour axe leur fa-médiatrice, échange ces deux points et le
fa-déplacement cherché se décompose en un fa-déplacement laissant fixe soit A,
soit A4, suivi dans le premier cas ou précédé dans le second par cette fa-symétrie,
ce qui rameéne la recherche au cas particulier précédent.

Cela fait, choisissons de méme arbitrairement un second point B fa-propre
en I, distinct du point fixe que nous supposerons étre A et en II° distinct aussi
de son opposé également fixe A’; en général B ne se confond pas avec son trans-
formé B,, mais d’apres la condition [AB] == [ABi], la fa-médiatrice de BB, passe
par A et la fa-symétrie ayant pour axe cette fa-médiatrice laisse A invariant, ce
qui permet comme précédemment, en-décomposant le fa-déplacement cherché en
un produit de deux facteurs dont I'un est cette fa-symétrie, de ramener & nouveau
la recherche a celle d’un fa-déplacement laissant fixes deux points A, B, distincts,
fa-propres en I'® et non opposés en II°.

Poursuivantalorsleméme procédé en'choisissantarbitrairement un troisi¢me point
fa-propre C distinct de A et B et de leurs opposés, son transformé C,, répondant aux
conditions [AC] =[AC,], [BC] = [BC4], est commun aux deux endocycles passant
par G de fa-centres A et B; deux cas sont alors possibles : dans le premier, G, se
confond avec G, ce qui a toujours lieu lorsque C est situé sur la fa-droite AB;
dans le second, C; est le fa-symétrique de G par rapport a cette fa-droite, auquel
cas en décomposant & nouveau le fa-déplacement cherché a l'aide de la fa-symétrie
d’axe AB, on est ramené au méme probléme que dans le premier cas, celui d’un’
fa-déplacement laissant fixes trois points distincts A, B, C, fa-propres et non
opposés, et suppbsés, en outre, comme le permet le choix arbitraire de C, non
situés sur une méme fa-droite.

Dans ce fa-déplacement, si M est un point quelconque, fa-propre en I'*, la
condition [ AM] = [AM,] et ses analogues montrent que son transformé M, est
commun aux trois endocycles passant par M de fa-centres A, B, C; mais comme
ceux-ci ne sont pas fa-alignés, les endocycles n’ont pas d’autre point. commun
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que M; M, et M sont confondus et le fa-déplacement se réduit a la transformation
identique.

Les conclusions se pressent nombreuses : comme on a séparé successivement
dans les opérations précédentes des fa-symétries en nombre au plus égal a trois,
la premiere est que tout fa-déplacement et, en particulier, tout produit de fa-
symétries axiales en nombre et en ordre quelconques se réduit a un produit
de trots fa-symétries au plus ou & la transformation identique.

Cette qualité permet d’étendre en I la notion de fa-déplacement aux points
fa-impropres, ces points se transformant entre eux dans un fa-déplacement de la
méme maniére que dans le produit de fa-symétries auquel il se réduit.

Puis, comme l'opération inverse d’un tel produit en est un autre, formé des
mémes fa-symétries'se succédant dans 'ordre contraire, il en résulte que I'opéra-
tion inverse d’un fa—déplacement est aussi un fa-déplacement et que, ainsi qu’on
I'avait prévu au début, l'ensemble des fa-déplacements forme un groupe.

22. Une autre conséquence est que, tout comme un produit de fa-symétries,
tout fa-déplacement transforme toute fa-droite en une fa-droite. Ceci permet
de lever partiellement la restriction imposée plus haut a des points fixes A, B,
de certains fa-déplacements d’étre fa-propres en I'®; considérons, en effet, un
fa-déplacement laissant fixe en I'® un point fa-propre A et un point fa-impropre I;
il laisse invariant la demi-fa-droite bien déterminée limitée en A et I, et trans-
forme tout point fa-propre B de celle-ci en un autre B, qui, placé sur la méme demi-
fa-droite et répondant a [AB, ] =[AB] se confond avec B, et I'on est ainsi dans
le cas de deux points fixes A, B tous deux fa-propres. Mais il n’en serait plus de
méme avec un fa-déplacement laissant fixes deux points fa-impropres distincts I, J,
car si ce fa-déplacement laisse bien invariante la fa-droite IJ, on peut toujours
choisir sur cette fa-droite des points fa-propres distincts A, B, A,, B, répondant
a [AB]=[A,B,] et définir ainsi un fa-déplacement qui, transformant A et B en
A, et By, laisse la fa-droite 1J invariante globalement, mais non ponctuellement
comme dans les cas précédents.

En revanche, considérons un fa-déplacement, un produit de fa-symétries lais~
sant invariants trois points fa-impropres distincts I, J, K ; 1l laisse invariantes, au
moins globalement, la fa-droite 1J, puis la perpendiculaire unique abaissée de K
sur celle-ci; le point fa-propre A, pied de cette perpendiculaire est donc invariant;
il en est de méme de tous les points des deux fa-droites distinctes IAJ, AK issues
de ce point A et le fa-déplacement se réduit donc a la transformation identique.

De la, en se reportant aux réductions successives effectuées plus haut, les
conclusions suivantes :

Tout fa-déplacement larssant invariants trois points A, B, G, non fa-alignés,
distincts de leurs opposés en I1°, fa-propres ou fa-impropres en I', se réduit a
la transformation identique; :

Tout fa-déplacement laissant invariants deuz points distincts A, B, non
opposés en II° dont U'un au motns est fa-propre en I'*, se réduit & la fa-symétrie
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ayant pour axe la fa-droite joignant ces deux points ou & la transformation
identique;

Tout fa-déplacement laissant invariant un point A, fa-propre en 1, se
réduit & un produit de deux fa-symétries ou & une seule, dont les axes passent
par ce point, ou a la transformation identique.

23. Fa-déplacements directs; fa-rotations. — Il n'y aura plus lieu désormais
de distinguer fa-déplacement et produit de fa-symétries ; en revanche, si 'on
observe qu'une fa-symeétrie renverse I'orientation d’une figure et qu’un produit de
deux fa-symeétries la conserve, une distinction essentielle doit se faire entre un
Ja-déplacement direct, qui conserve I'orientation et un fa-déplacement indirect
qui la renverse, le premier étant le produit d’un nombre pair de fa-symétriess, le
second celui d’un nombre impair; en particulier, la transformation identique est
un fa-déplacement direct, et une fa-symétrie axiale un déplacement indirect.

On a rencontré plus haut un exemple de ces caractéres a propos des fa-déplace-
ments laissant invariants deux points A, B, satisfaisant aux réserves énoncées ; si
Ion considére un troisi¢me point quelconque C, non situé sur la fa-droite AB, et
le transformé Cy, il y a lieu de distinguer deux cas suivant que le triangle ABC et
son transformé ABC, ont la méme orientation ou des orientations différentes; dans
le premier cas, C et C, se confondent, et le fa-déplacement est nul; dans le second,
C et C; se correspondent dans la fa-symétrie ayant pour axe la fa-droite AB et le
fa-déplacement se réduit a cette fa-symétrie axiale.

Etudiant d’abord les fa-déplacements directs, les propositions générales des
paragraphes précédents se réduisent aux suivantes :

Tout fa-déplacement direct se réduit au produit de deux fa-symétries
axiales ou & la transformation identique;

Tout fa-déplacement direct laissant invariant deux points distincts A, B.
non opposés en II°, et dont U'un au moins est fa-propre en I', se réduit a la
transformation identique;

L’ensemble des fa-déplacements directs forme un groupe.

Ajoutons encore, d’aprés les constructions des deux paragraphes précédents,
que tout fa-déplacement direct est bien défini par deux points quelconques A,
B, fa-propres en I®, et leurs transformés A,, Bi, également fa-propres et
répondant & la seule condition que les fa-distances [AB] et [AyB,] soient
égales; et qu'il est aussi en I'® par trois points fa-impropres quelconques 1, J,
K, et leurs transformés 1y, J,; Ky, également fa-impropres et quelconques.

On distingue ensuite suivant 'espéce du faisceau comprenant les axes 3y, da des
deux fa-symétries, trois espéces correspondantes de fa-déplacements directs non
nuls : dans la premiére, la seule qui se présente en II°, les axes d;, d; sont sécants,
leur point d’intersection G en I'*, ou leurs points d’intersection opposés G, C' en
IT°, restent donc invariants et sont les seuls points invariants; par analogie avec la
rotation ceuclidienne, ce fa-déplacement est appelé fa-rotation de 2° espéce ou



— 113 —

Sa-rotation fermée, G est le centre de fa-rotation en I'*, C et C' en sont les
centres en 1I°.

En I, il y a deux autres espéces : dans I'une, les axes d;, 31 sont non-sécants,
ils ont une perpendiculaire commune & qui reste invariante dans les deux
fa-symétries et dans leur produit; les points fa-impropres I, J de  s’échangent
dans chacune de ces fa-symétries et restent donc invariants dans Uopération et ce
sont les seuls points invariants, puisque le fa-déplacement n’est pas nul ; celui-ci
est appelé fa-rotation de 1™ espéce (ou fa-rotation ouverte), I et J en sont les
centres fa-impropres et la fa-droite d qui joint ces points en est la base.

Dans un dernier cas d,, d, sont des fa-droites paralleles en un point
fa-impropre I; cc point reste invariant dans 'opération ; on sait qu’il n’y en a pas
d’autre, fa-propre ; il ne peut y en avoir non plus un autre J, fa-impropre, car
dans le cas contraire, ou bien chacune des fa-symétries d’axes d;, d,, laisserait
invariant ce point J, ainsi que I et la fa-droite 1J, ou bien chacune échangerait J
avec un second point fa-impropre K, et laisserait invariante la fa-droite JK, et
dans tous les cas, les axes, tous deux perpendiculaires 4 une méme fa-droite 1J
ou JK, ne pourraient étre paralléles : le fa-déplacement est alors une fa-rotation
de 3° espéce ou fa-translation; I en est le centre fa-impropre unique.

A chacune de ces trois especes correspond une forme-type simple; si la fa-rota-
tion est de 2° espece, on peut placer le centre C au centre du cercle fondamental,
réel ou imaginaire w; &, 8, sont alors des droites issues de C, les fa-symétries
sont des symétries proprement dites ayant ces droites pour axes, et le fa-déplacement
est alors une rotation proprement dite de centre C.

Si la fa-rotation est de 1™ espéce, on peut placer 'un des centres J au point « ;
le cercle fondamental w est une droite, la fa-droite IJ une demi-droite perpendi-
culaire en I 2 w; d,, 9, sont des demi-cercles centrés en I et basés sur w; les deux
fa-symétries sont des inversions positives ayant ces cercles pour cercles d’inver-
sion et le fa-déplacement est alors une homothétie de centre 1 et de rapport
positif.

Si la fa-rotation est de IIi° espece;en plagant de méme son centre I au point «,
81, 8, sont deux demi-droites perpendiculaires a la droite w; les deux fa-symétries
sont des symétries ayant pour axes ces deux demi-droites paralltles, et le
fa-déplacement est alors une translation paralléle a la droite .

Les diverses propriétés des trois fa-rotations apparaissent simplement sur ces
diverses formes-types et pourraient s’énoncer de suite. Mais il est intéressant de
les retrouver en Géométrie non euclidienne et sous une forme générale.

24. Considérons d’abord les transformés d’un point quelconque A fa-propre
en I* dans la fa-rotation ainsi que dans chacune des deux fa-symétries d’axes 4,
et 8, qui la composent. La signification des divers fa-cercles montre que si la fa-
rotation est de 2° espéce, ce point A et ses trois transformés sont situés sur un
méme endocycle v ayant le ou les mémes fa-centres G, C' que la fa-rotation; de
méme, en I" suivant que la fa-rotation est de 1" ou.de 3° espéce, tous ces points
sont situés sur un méme exocycle ou horicycle y dont les points fa-impropres I, J
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ou le point fa-impropre unique I sont les fa-centres ou le fa-centre impropres de
la fa-rotation.

Rappelons que si 'on fait varier A, tous ces fa-cercles y appartiennent a un
méme faisceau, celui des fa-cercles orthogonaux aux deux axes dy, d; et que dans
deux cas, celui ou I'on est en II° et celui ot en I'® §, et d; sont non sécants et la
fa-rotation de 1™ espece, ce faisceau comprend en particulier une fa-droite y,, la
perpendiéulaire commune i 0, et d,.

En résumé, toute fa-rotation laisse globalement invariants les fa-cercles -
d’un méme faisceau, celui des endocycles ayant mémes centres que la fa-
rotation ou des exocycles ou horicycles dont les points fa-impropres sont les
centres ou le centre fa-impropre de la fa-rotation.

Une seconde propriété résulte immédiatement de ce que dans une fa-symétrie
d’axe 9y la fa-symétrique d’une fa-droite ¢ est une fa-droite appartenant au faisceau
qui comprend &, et d, ce qui entraine que dans une fa-rotation produit de deux
Ja-symétries d’axes 31, 3s la transformée d’une fa-droite & appartenant avec
ces azes & un méme faisceau est une fa-droite de ce méme faisceau.

Etudions ensuite les diverses mani¢res de représenter par un produit de deux
fa-symétries une fa-rotation définie initialement comme produit de deux fa-symé-
tries d’axes donnés 8y, 8,. Considérant i cet effet un point arbitraire A, fa-propre
en I"® et son transformé A, lesquels sont situés sur un méme fa-cercle y orthogonal
405 et 8y, on a vu (§ 21) que la fa-rotation inverse qui transforme A, en A se
décompose en une premiere fa-symétric dont I'axe &’ est la fa-médiatrice de AA,
suivie d’une seconde dont I'axe & passe par A; comme la premiere laisse invariant
le fa-cercle y et qu’il en est de méme pour la fa-rotation, il en est aussi- de méme
pour la seconde fa-symétrie dont I'axe & est alors orthogonal en A a y et, par
suite, appartient comme P'autre axe ¢’ au méme faisceau comprenant les premiers
axes donnés 9y, 0s.

Revenant a la fa-symétrie proposée avec laquelle les fa-symeétries se succédent
dans P'ordre ¢, ¢’ et rappelant que le choix du point A est arbitraire et que la
réduction précédente peut aussi se faire dans 'ordre contraire, on en déduit que
toute Sga—rotation peut se réduire d’une o' de maniéres a un produit de deux
fa-symétries dont les axes appartiennent tous a un méme faisceau, l'azxe de
l'une pouvant étre choisi arbitrairement dans ce faisceau, l'azxe de U’ autre
étant alors déterminé.

25. Invariant d’une fa-rotation. — Comparons deux de ces réductions, la
premiére répondant aux axes d, &' et aux points A, A, précédemment définis, la
seconde répondant de méme a deux axes dy, &, et & deux points B, By, ces derniers
pouvant, en outre, étre choisis sur le méme fa-cercle invariant y que A et A;.
Comme la fa-rotation est un fa-déplacement direct qui transforme A et B en A,
et By, les fa-distances [AB] [A4B,] sont égales et, de plus, de méme sens : cette
seconde qudlité qui n’a pas besoin d’étre précisée lorsque y est un exocycle se
parcourant d’un point fa-i -impropre [ 4 l'autre J, signifie, lorsque y est un horicycle
que ceux des arcs de y qui ne comprennent pas'le point fa-impropre I et sont
limités I'un & A et B, I'autre 2 A, et B, sont de méme sens, et enfin, lorsque vy est
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un endocycle, qu’il en est de méme pour ceux de ces arcs qui sont au plus égaux
‘au demi-fa-cercle, donc ne traversent pas le fa-diameétre mené par I'une de leurs
extrémités.

Cela posé et en s’inspirant de ce qui se passe avec des points d’une méme droite,
ou I'égalité en grandeur et sens AB = A, B, entraine AA, = BB, on observe cn
renversant le sens de I'une des fa-distances que ’hypothese signifie que les quatre
points étant toujours sur un méme fa-cercle vy, les fa-distances [AB] et [ByA]
sont égales mais de sens contraires, et par suite, que les deux couples de points A,
B, et B, A, ont en général une fa-médiatrice commune placée sur un fa-diametre
de ~ et, dans tous les cas, I'un de ces couples pouvant-avoir ses deux points
confondus, ont avec y un axe commun de fa-symétrie; il en résulte dans cette
méme fa-symétrie que [AA,] et [B4B] qui se rapportent respectivement a deux
réductions de la fa-rotation a deux fa-symétries sont aussi égales et de sens
contraires, et enfin que [AA,] et [BB,] sont égales et de méme sens, donc que
dans une fa-rotation les points d’un méme fa-cercle incariant v ont tous des
déplacements égaux et de méme sens.

Que l'on compare ainsi un point A et son transformé Ay, ou les axes 8, ' on a
ainsi diverses manieéres d’attacher un invariant a une fa-rotation. Si celle-ci est
de 2° espéce, en considérant les demi-fa-droites CA, CA, issues du fa-centre C,
unique ou non, de la fa-rotation, I’angle orienté (CA, CA,) formé par une demi-
Ja-droite variable CA issue du fa-centre C et sa transformée CA, est constant;

Fig. 13.

il est dit angle de fa-rotation; d’autre part, I'axe 6 étant placé sur CA et &' sur
la bissectrice de 'angle précédent, mais d et &' étaient alors des fa-droites et non
des demi-fa-droites et leur angle (8, ¢') ayant toujours un c6té origine 8 et un
coté extrémité &', l’'angle orienté (8, 8') formé par les azes de deux fa-symétries
dont le produit est la fa-rotation est indépendant du choizx de ces axes et égal
au demi-angle de fa-rotation.

Si la fa-rotation est de 1™ espece, on peut choisir comme fa-cercle y la fa-droite yo
perpendiculaire commune a tous les axes de fa-symétrie d; la fa-distance [AA, |
est alors celle de ceux de ces axes 8, 8" qui sont perpendiculaires en A et A i vo;
d’autre part, la fa-rotation qui transforme A en A, transforme aussi & en &, et
comme elle se décompose en un produit de deux fa-symétries dont les axes sont ¢
pour la premiére et la fa-médiatrice &' de AA, pour la scconde, 8" est la transformée
de ¢ dans cette seconde fa-symétrie ou encore &' est Paxe de fa-symétrie des deux
fa-droites non sécantes ¢', 8"; par conséquent, dans une fa-rotation de 1*° espéce,
la fa-distance d’une fa-droite variable &' du faisceau comprenant les azxes
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iniliauz oy, o, et de sa transformée d” et celle des axes 3, &' de deux fa-symétries
dont le produit est cette fa-rotation sont toutes deux constantes en grandeur
et sens; on verra plus loin a propos de la mesure des fa-distances que la seconde
est moiti¢ de la premiere.

Si la fa-rotation est de 3¢ espece il n’y a pas de choix remarquable a faire
parmi les fa-cercles vy, tous horicycles de méme fa-centire fa-impropre I; deux
fa-droites quelconques &, toutes deux paralleles en [, n’ont plus, d'autre part,
d’invariant les distinguant de deux autres, les qualités d’invariance se rappor-
teront donc 4 I'un quelconque des horicycles v, la fa-distance [AA,] d’un point A
et de son transformé A, lorsque le premier varie sur un horicycle v de méme
Ja-centre fa-impropre que la fa-rotation reste constante et il en est de méme
de la fa-distance [AA,] des deux points A, Ay o Y est coupé par les axes 3, o'
de deux fa-symétries dont le produit est la fa-rotation.

26. Fa-symétrie centrale. — Parmi les fa-rotations, il y a lieu de distinguer
celles qui comme une fa-symétrie axiale sont des transformations réciprogues
se confondant avec leurs inverses et, par conséquent, ne changeant pas. si l'on

A,

So

Fig. 14.

permute les deux fa-symétries qui les.composent et leurs axes 9, d; : le probleme
est le méme que pour un produit de deux inversions de sorte que toute fa-rotation
réciproque est une fa-rotation de 2° espéce produit de deuxr fa-symétries
d’axes rectangulaires et d’angle de rotation égal & deux droits.

Il est intéressant de retrouver cette proposition en application des propriétés
générales qui viennent d’étre établies; la réciprocité signifie, en effet, que en
échangeant A et Ay, les fa-distances [AA,], [A1A], déja égales et de sens con-
traires sont aussi de méme sens, ce qui est impossible en I" si y est un exocycle
ou un horicycle et ne se réalise que si ces fa-distances ont leur valeur maximum
obtenue avec A et A; extrémités d'un fa-diametre de 'endocycle y d’ott un angle
de rotation (CA, GA,) égal a deux droits.

Dans cette transformation, les points homologues A, A, sont alignés avec le ou
les fa-centres G, C' qui restent invariants et répondent a [ CA] = [ CA,]; Popération
est dite fa-symétrie centrale, A et A, sont fa-symétriques par rapport a G (ou
Cea ).

Celte question se relie a celle des fa-droites invariantes dans une fa-rotation.
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Si &, est une telle fa-droite, I'un de ses points A, choist arbitrairement, a son trans-
formé A, sur cette méme fa-droite d,; des deux fa-symétries en lesquelles on peut
décomposer la fa-rotation, la seconde, ayant pour axe la fa-médiatrice 3, de AA,
est perpendiculaire a 3, ct la laisse invariante; il en résulte que la premiere laisse
aussi §p invariante et comme son axe passe par A, cel axe est ou bien la fa-droite d,
clle-méme ou bien sa perpendiculaire & en A; dans le premier cas la fa-rotation
est une fa-symétrie centrale de centre placé sur dp, dans le second, elle ¢st une
fa-rotation de I'® espece, produit de deux fa-symétries d’axes tous deux perpendi-
culaires a do. On distingue ces deux cas en observant que chaque fa-syméirie d’axe &
ou 0, laisse 3, globalement invariante en renversant son sens, deux points homo-
logues variant sur 8, en la parcourant en sens contraires, tandis qu’avec le produit
de ces deux fa-symétries les points homologues parcourent ¢, dans le méme sens;
9o est dite indirectement invariante dans le premier cas et directement inva-
riante dans le second.

On rencontre ici une notion nouvelle, d’invariance indirecte ou directe,
voisine de celle de fa-déplacement indirect ou direct, mais qui s’en distingue par
son caractere, la premiére concernant seulement les points d’une fa-droite et se
définissant, par exemple, par la position de deux points de celle-ci et de leurs
transformés, tandis que la seconde concernc tous les points du plan et se définit
par la position de trois points non fa-alignés et de leurs transformés ; la distinction
se retrouve aussi dans les propriétés, une inversion négative, par exemple, consti-
tuant une transformation indirccte du plan alors quelle laisse directement
invariant tout cercle qui lui est orthogonal.

Les conclusions sont les suivantes : en II° toute fa-rotation et en I'* toute
Ja-rotation de 1*° espéce admet une fa-droite directement invariante et une
seule, la fa-médiatrice de ses fa-centres G, C' en1I°, la fa-droite 1] joignant ses
fa-centres fa-impropres en 1", et toute fa-rotation de 2° ou 3° espéce en 1°
n’en admet aucune.

En I et en 1I° une fa-rotation n’admet de fa-droite indirectement inva-
riante que si elle est une fa-symétrie centrale et en admet alors une !, toutes
les fa-droites issues de son ou de ses fa-centres.

27. Fa-déplacements indirects. — Passant a l'étude des fa-déplacements
indirects et leur appliquant la proposition générale du § 22, cclle-ci signific
que tout fa-déplacement indirect laissant invariant un point A, fa-propre en
I, se réduit ¢ une fa-symétrie dont I’axe passe par ce point.

De méme, d’apreés la proposition du § 21, tout fa-déplacement indirect
qui ne se réduit pas & une fa-symétrie azxiale est le produit de trois
Sa-symétries dont les gzes sont indépendants et dont le premier ou le troisiéme
peut étre choisi arbitrairement; si, en effet, les trois axes successifs 9, 8,, 1 étaient
dépendants, doncappartenanta un méme faisceau, on pourrait transformer le produit
des deux dernilres fa-symétries en un autre dans lequel 'axe de la premidre qui peut-
¢tre une fa-droite quelconque du faisceau comprenant 8, ct 9, serait d ct le fa-dépla-
cement se réduirait alors a la derniére fa-symétrie; on a vu, d’autre part, que la
réduction & trois fa-symétries peut se faire en faisant passer soit le premier axe 9,
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soil le dernier 4, par deux poinls fu—proprcs arbitraires A, B, donc que cet axe peul
bien étre choisi arbitrairement; ce dernier fail sc justifie aussi en observant que
s1. @ est une fa-symétrie d’axe arbitraire 8, le produit MJC de cette fa-symétrie
¢t d'un fa-déplacement indirect ¥ est un fa-déplacement direct réductible au
produit @, @, de deux fa-symétries, distinctes ou confondues d’axes. 8y, 81, ce
(ui cntraine que J€ se réduit bien au produit M, A, de trois fa-symétries dont
I'axe 6 de la premiere @ est arbitrairement choisi, ce caractére n’excluant pas le
cas ou J€ se réduit a une seule fa-symétrie, les trois axes 8, 3, 8, n’étant pas alors
indépendants.

Comparant ces propositions générales a celles qui concernent les fa-déplacements
directs, on notera que, contrairement & ces derniers, {'ensemble des fa-déplace-
ments indirects ne forme pas un groupe, car le produit de deux quelconques
d’entre cux est un fa-déplacement direct qui n’appartient pas a cet ensemble;
mais la réduction précédente ou (D cst arbitraire montre que cet ensemble se
déduit du groupe des fa-déplacements directs en faisant suivre ou précéder
chacun de ceuz-ci d’'une méme fa-symétrie axiale arbitrairement choisie.

Poursuivant la réduction € = @@, @» d’un fa-déplacement indirect H a trois

Fig. 15.

fa-symétries axiales, les arbitraires dont on dispose permettent de lui donner
diverses formes simples présentant principalement des axes rectangulaires.
Considérant d’abord un point fa-propre arbitraire A et son transformé A,, la
premiére fa-syméirie ), que l'on peut choisir arbitrairement, peut transformer A
en A,, son axe ¢ étant la fa-médiatrice de AA, ou, dans le cas particulier de A
et A, confondus, une fa-droite quelconque issue de A; le produit @, B, des deux
autres fa-symétries est alors un fa-déplacement direc_t Jaissant A, invariant, donc
une fa-rotation fermdée de centre A, dans laquelle on peut disposer de l'axe d,
de My, parmi les fa-droites issues de Ay, de fagon qu'il soit la perpendiculaire,
unique ou non, menée par A, a I'axe de @), cet axe 8; passant ainsi par A et Ay,
ct 'axe 8, de la troisitme fa-symétrie @, ¢tant alors une fa-droite déterminée
issue de A,. Dans ces c()nditions, 4 et 8, étant rectangulaires, le produit R R,
des deux premieres fa-symétries axiales est la fa-symétrie centrale qui échange A
et Ay, et comme toutes ces réductions peuvent aussi se faire dans I'ordre inverse,
(D: jouant alors le role tenu dans ce qui préceéde par (@, une premiere conclusion
est que fout fa-déplacement indirect peut d’une infinité de maniéres se réduire
au produit dans un ordre quelconque de deux fa-symétries Uune centrale,
Uautre axiale, Uaze de la seconde pouvant passer par un point fa-propre
arbitrairement choisi.
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On peut donner une autre forme a cette réduction ; poursuivant nos premiéres
opérations dans lesquelles le produit (D@, est une fa-symétrie centrale dont le
centre C est le fa-milieu de AA,, on peut & nouveau disposer des axes ¢ et 8, de
fagcon que ¢ soit la perpendiculaire, toujours unique ou non, menée par le centre C.
au troisiéme axe d, et, par suite, soit perpendiculaire commune aux deux autres
axes 04, 0y; séparant alors la premiere fa-symétrie @ du produit R = M, M. des
deux autres, ce produit correspond & deux axes 9y, d; qui, tous deux perpendicu-
laires 4 ¢ sont non-sécants en I*°, sécants en II° et paralleles en III°, toute cette
étude s’appliquant, en effet, en III° et en Géométrie euclidienne sans qu'il soit
besoin de I’étudier particuliérement; cette opération R est une fa-rotation de
méme espéce que la Géométrie dans laquelle on opére, et comme, d’autre part,
d ¢étant orthogonale a 9, et & 3,, on peut permuter successivement 3 avec Dy et D
et réduire J€ aux diverses formes

H=0R =R Ry= R Dy P = RD,

$
A S

%
Fig. 16.

les deux opérations partielles D et R sont permutables et la seconde conclusion
est que tout fa-déplacement indirect se réduit au produit d’une fa-symétrie
aziale et d’une fa-rotation permutables entre elles, la fa-rotation étant de
méme espéce que la Géométrie.

28. Axe et invariant d’un fa-déplacement indirect. — Cette réduction fait
apparaitre un caractére remarquable de la fa-droite d; elle est directement inva-
riante dans la fa-symétrie @, indirectement dans chacune des deux autres (@, Ma,
donc aussi directement dans le fa-déplacement J€.

Cherchant s’il peut exister d’autres fa-droites possédant cette derniére qualité,
considérons a priori une telle seconde fa-droite &'. Nous plagant d’abord en I
trois cas sont possibles; sid et &' sont sécantes, leur point commun S est fa-propre
et invariant, J€ se réduit & une fa-symétrie d’axe passant par S et ne peut admettre
deux fa-droites distinctes directement invariantes, d’ou contradiction; si ¢ et &'
sont non-sécantes, elles ont une perpendiculaire commuire unique qui est donc
aussi invariante ainsi ¢i;e ses pieds S; et S, sur d et &' et on rencontre la méme
contradiction; si enfin § et ¢’ sont paralleles en un point fa-impropre I, ce point
qui est leur seul point commun est aussi invariant, il en est de méme des seconds
points fa-impropres J et J' de ¢ et &, et JC qui laisse invariant trois points
fa<impropres distincts se réduit a la transformation identique cé qui est encore
impossible pour un fa-déplacement indirect.
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Nous placant de méme en II°, les deux fa-droites distinctes &, ¢’ se coupent
toujours en deux points opposés S, S' et deux cas se présentent : dans-le premier,
chacun de ces points est invariant, J¢ se réduit encore 4 une fa-symétrie axiale et
Pon rencontre la méme contradiction; dans le second, &€ échange ces deux
points S, S’ et, ne pouvant se réduire a la fa-symétrie ayant pour axe leur
fa-médiatrice d;, il est le produit de cette fa-symétrie par un fa-déplacement
direct qui laisse d’abord invariants S et S' et qui, de plus, laisse indirectement
invariantes chacune des deux fa-droites 3, &' que la fa-symétrie précédente laisse
déja indirectement invariantes; ce fa-déplacement direct est donc la fa-symétrie
centrale de centres S et S'. Ici il n’y a plus contradiction, et en décomposant
cette derni¢re fa-symétrie ou deux fa-symétries axiales dont les axes sont deux
fa-droites rectangulaires quelconques issues des points opposés S, S', poles de leur
fa-médiatrice, J€ estle produit de trois fa-symétries axiales d’axes deux &
deux rectangulaires.

Ce fa-déplacement a des caractéres simples : chacun des trois axes a pour poles
les points d’intersection des deux autres; comme ils sont deux & deux rectangu-
laires, on peut intervertir dans un ordre quelconque les trois fa-symétries et le
fa-déplacement est une opération réciproque; 1’opération laisse directement
invariante non seulement toute fa-droite issue des points S, S', péles de 3,, mais
aussi toute fa-droite issue de chacun des autres couples B, B’ et C, C' de point
d’intersection des trois axes; en joignant alors respectivement ces trois couples a
deux autres points opposés quelconques D, D’ on obtient trois fa-droites, dont
deux au moins sont distinctes, qui sont toutes directement invariantes et, 'opé-
ration n’étant pas la transformation identique, elle transforme tout point D en son
opposé; enfin comme ces points opposés se déplacent en méme sens sur toute
fa-droite I’opération laisse directement invariante toute fa-droite du plan.

Or on connait un fa-déplacement indirect possédant cette qualité; c’est en II°
I'inversion fondamentale w qui est bien un fa-déplacement comme transformant
chaque couple de points opposés en ce méme couple; d’ou ce résultat important
que nous allons commenter d’aprés lequel le seul fa-déplacement indirect
laissant invariante plus d’une fa-droite existe en II° ou il se confond avec
Uinversion fondamentale.

En résumé, tout fa-déplacement indirect, qu’il soit réductible ou non a une
Ja-symétrie aziale, laisse directement invariante une fa-droite et une seule,
qui sera dite ’axe du fa-déplacement, @ moins que, se confondant en I1* avec
Uinversion fondamentale, il ne laisse aussi invariante toute fa-droite du
plan.

Ceci permet de compléter les conclusions du paragraphe précédent ou la
réduction 3¢ = DR = RA dans laquelle I'axe d de la fa-symétrie &, directement
invariant dans ce fa-déplacement JC est donc unique en général de sorte que
la réduction d’'un fa-déplacement indirect distinct de Uinversion fonda-
mentale au produit d’une fa-symétrie axiale et d’une fa-rotation permutables
entre elles n'est possible que d’une seule maniére et Uest d’une infinité de
manicres pour Uinversion fondamentale.

Il en résulte que, de méme que pour la fa-rotation R, tout fa-déplacement
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indirect a un invariant, celut de la fa-rotation précédente : ce sera en I la
fa-distance des axes variables dy, 8. des deux fa-symétries @,, (@, en lesquelles
peut se décomposer la fa-rotation de 1™ espéce R; en II° ce sera I'angle de ces
deux axes, R étant de deuxieme espéce; si IC se réduit 2 une seule fa-symétrie
axiale, cet invariant est nul en I'* et en II°; et si en II° JC est I'inversion fonda-
mentale, il est égal a un droit, R étant alors une fa-symétrie centrale.

Quant a l'autre réduction de € a deux fa-symétries, 'une centrale, I'autre
axiale laissant toutes deux indirectement invariante la perpendiculaire abaissée
d’un fa-centre de la premiére sur 'axe de la seconde, leur produit la laissant ainsi
directement invariante, on voit de méme que la réduction d’'un fa-déplacement
indirect distinct de l'inversion fondamentale au produit de deux fa-symétries
lune centrale et I'autre axiale est possible d’une o' de maniéres, le lieu du
Sfa-centre C de la premiére étant U'axe du fa-déplacement et la fa-distance
de ce fa-centre G a l’axe de la seconde étant son invariant; la méme réduction
pour Uincersion fondamentale est possible d’une ©® de maniéres, les fa-centres
opposés C, C! étant arbitraires et I'axe correspondant de la fa-symétrie axiale
étant leur fa-médiatrice.

29. Fa-déplacement indirect et réciproque. — Arrétons-nous sur le cas remar-
quable de I'inversion fondamentale en considérant a priors, en II°, une décompo-
sition quelconqué H=0PR, D, de l’opération en trois fa-symétries d’axes 8, dy, 0s;
le premier axe ¢ étant directement invariant dans le fa-déplacement J¢ comme
dans la fa-symétrie @ l'est aussi dans la fa-rotation de 2° espéce produit des
fa-symétries @, M, et, par conséquent, est perpendiculaire aux axes 8, 8, de
celle-ci : de méme, en procédant dans P'ordre inverse, 8, est perpendiculaire & o
et d; et, par suite, dans toute décomposition en II° de l'inversion fondamentale
en un produit de trois fa-symétries axiales les axes de celles-ci sont deux &
deux rectangulaires : ce résultat complete par son caractére nécessaire celui
déja signalé plus haut.

Un autre probleme est de chercher s’il existe des fa-déplacements indirects et
réciproques autres que ceux que I'on connait déja, les fa-symétries axiales et en 11°
Iinversion fondamentale, les diverses réductions établies en donnant des solutions
qui soulignent en méme temps les roles et caracteres des opérations permutables.
Si d’abord I'on réduit ce fa-déplacement J€ au produit J€ = A€ d’une fa-symé-
trie 02 d’axe ¢ par une fa-symétrie centrale C de fa-centre G (ou C et (), comme
chacune de celles-ci est elle-méme une opération réciproque, I'opération inverse
de € est le produit C® et la condition pour que I soit réciproque est donc
que @ et C soient permutables, que chacune laisse I'autre invariante, ou encore
que, en I, P'axe d passe par le fa-centre G, et en II¢, q’il passe par les deux
fa-centres C, C' ou qu’il soit leur fa-médiatrice.

De méme, si I'on réduit ¢ au produit I = DR = RA de deux opérations
permutables, une fa-symétrie axiale 0D qui est une opération réciproque ct une
fa-rotation R qui, en général, ne l'est pas, Popération inverse de (DR est non
plus RM, mais R'AD ou R! est la fa-rotation inverse de R et la condition
cherchée, pouvant s’écrire R/ = DR = R A est que la fa-rotation R soit clle-
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méme réciproque, donc en I ou elle est de 1™ espéce qu’elle soit la transformation
identique et en II° ou elle est de 2° espece, qu'elle soit encore la transformation
identique ou une fa-symétrie centrale € permutable avec @ et I'on retrouve bien
les mémes solutions que précédemment.

Enfin en appliquant la notion d’invariant, on peut dire encore que la condition
est que l'invariant du fa-déplacement soit le méme que celui de son inverse ce
qui n’a lieu que si cet invariant est nul en I'® et en II° ou, en II° seulement, égal a
sa valeur maximum répondant & une fa-rotation d’angle égal a deux droits.

Ainsi les seuls fa-déplacements indirects et réciproques sont en I' les
Ja-symétries axiales et en 11° ces fa-symétries et l'inversion fondamentale.

Remarquons enfin pour terminer que, en II°, 'inversion fondamentale est un
fa-déplacement indirect, non pas parce que, de méme qu’une fa-symétrie, elle est
une inversion, car cette inversion est alors négative, mais parce qu’elle se rameéne
a un produit de trois inversions positives; en I™, au contraire, quoique inversion
positive, elle n’est pas un’ fa-déplacement puisqu’elle transforme le demi-plan de
la figure en un autre qui n’en fait pas partie.

30. Symétries de deux points; fa-cercles passant par deux points. — Les notions
précédentes de fa-déplacements et de fa-symétries permettent de revenir pour les
préciser sur les symétries que présentent les figures simples formées par deux
points ou deux fa-droites.

Reprenant d’abord la figure constituée par deux points distincts quelconques
mais fa-propres en I" et non opposés en II°, on sait qu’elle admet deux fa-symétries
axiales dont les axes sont la fa-droite &, joignant ces points A, B pour I'une, et
leur fa-médiatrice 8, pour I'autre, et une fa-symétrie centrale dont le centre F estle
fa-milieu de AB, point d’intersection des deux axes précédents do, d,; la premiére
de ces fa-symétries, d’axe d,, laisse invariant chacun des deux points A, B, tandis
que les deux autres échangent ces points.

Ces fa-symétries, qui se rattachent aux points fa-équidistants de A et B, per-
mettent aussi de trouver les fa-droites fa-équidistantes de ces points. Considérons
a priori une telle fa-droite y : les perpendiculaires, uniques ou non, [AP], [BQ],
abaissées de A et B sur cette fa-droite y sont fa-égales ; écartant le cas particulier
ou P et Q étant confondus alors que A et B sont distincts, y serait la fa-médiatrice
de AB, deux cas généraux sont a distinguer suivant que A et B sont d'un méme
coté de v ou de cotés différents. Dans le premier, la fa-symétrie ayant pour axe la
fa-médiatrice de PQ laisse invariante cette fa-droite y, et échange d’abord les points
P et Q, puis les fa-droites PA, QB perpendiculaires en-ces points a v, et enfin les
points A et B, placés sur ces perpendiculaires a des fa-distances de P et Q égales
et de méme scns, I'axe de cette fa-symétrie est donc 9y, fa-médiatrice de AB, et v
est perpendiculaire a cette fa-médiatrice. Dans le second cas, en raisonnant -de
meéme sur la fa-symétrie ayant pour centre le fa-milieu de PQ, on constate que ce
centre est aussi le fa-milieu F de AB et que y passe donc par ce point F. Ces con-
ditions, qui se préséntent comme nécessaires, sont d’ailleurs manifestement suf-
fisantes, et comme le second cas comprend, en particulier, celui qui avait été
écarté ol v est la fa-médiatrice de AB, la coriclusion générale est que les fa-droites
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v fa-équidistantes de deux points distincts A, B, fa-propres en I'*, non opposés
en II°, forment deux familles, suivant quelles ne séparent pas o qu’elles
séparent ces deux points, les premiéres étant les perpendiculaires a la fa-
médiatrice d de ces deux points, les secondes étant les fa-droites issues du fa-
milieu ¥ de ces deux points. On remarquera que chacune de ces familles consti-
tue un faisceau; en I, les deux faisceaux sont d’espaces différentes et le premier

‘\‘51 .

So

Fig. 17. Fig. 18.

a pour points limites les points fa-impropres I, J de la fa-médiatrice 8, lesquels
correspondent a des fa-droites limites y réduites chacune a I'un de ces points I, J;
en II°, ces deux faisceaux sont de méme espece : les fa-droites du second passant
par les deux points opposés F, F', sont aussi celles qui sont perpendiculaires a
une méme fa-droite 6 de poles F, F' et de méme les fa-droites du premier, perpen-
diculaires a la fa-médiatrice  de AB sont aussi celles qui passent par les deux
points opposés Fy, F, poles de 9;, ceux-ci étant, comme F et F' situés sur la fa-
droite AB, qui est une fa-droite particuli¢re passant par F et F'.

On aurait pu d’ailleurs, toujours en II° traiter plus simplement la question et

Fig. 19.

ramener les deux problémes I'un a I'autre en observant que deux points opposés
quelconques sont toujours fa-¢quidistants d’une fa-droitesquelconque y et séparés
par celle-ci, de sorte que si A’ et B’ sont les opposés de A et B les fa-droites
fa-équidistantes de A et B et séparant ces points sont aussi celles qui sont fa-équi-
distantes de A’ et B sans les séparer; les points fixes, deux a deux opposés, qui
interviennent ici sont les uns les fa-milieux F de AB, F' de A'B’, les autres les
fa-milieux F, de AB/, F, de A’B.

On remarquera encore, en I' et en II°, que les deux familles ont une fa-droite
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commune et une scule, la fa-droite d, joignant les deux points A et B, laquelle
répond a des fa-distances nulles de A et B a cette fa-droite.

La proposition établie peut enfin s’'interpréter autrement en considérant les fa-
distances égales de A et B a un point O ou & une fa-droite y ne séparant pas les
points A et B comme les fa-rayons terminés en A et B d’un endocycle de fa-centre
O ou d'un exocycle d’axe y; elle concerne ainsi la distribution des fa-cercles
passant par deuzx points fa-propres distincts A, B et signifie que les fa-centres
des endocycles et les bases des exocycles passant par A etB sont les points de leur
Ja-médiatrice 8, et les perpendiculaires & cette fa-médiatrice; mais alors qu'en
I, ces fa-centres et ces bases se rapportent a des fa-cercles différents, en II° ils s¢
rapportent aux mémes fa-cercles, chacun de ceux-ci pouvant étre considéré simul-
tanément comme un endocycle avec ses deux fa-centres situés sur ¢, ct comme un
exocycle avec sa base perpendiculaire a 9, ; d’autre part, en I' les deux familles de
fa-cercles ont en commun ‘deux fa-cercles limites constitués par deux horicycles
dont les fa-centres I ou J sont les points fa-impropres de d;, et qui peuvent étre
aussi regardés comme des exocycles dont les bases se réduisent a ces points : on
retrouve ici les deux horicycles passant par deux points.

Reste nn second cas général, celui d’une fa-droite yséparant A et B, qui s'inter-
préte de la méme maniére a condition d’envisager simultanément deux exocycles
fa-symétriques par rapport & leur base commune y et a ce titre fa-égaux, la propo-
sition générale signifiant alors en I*® et en II° que les bases communes & deux
exocycles fa-symétriques par rapport a lune d'elles et passant Uun par A,
lautre par B sont les fa-droites issues du fa-milieu ¥ de ces points A, B.

En dernier licu, on constatera immédiatement que ces diverses propositions
sont aussi valables en TII® ou clles constituent des propositions classiques de la
Géométrie euclidienne.

31. Symétries de trois points; fa-cercles circonscrits et ex-circonscrits 4 un
triangle. — Appliquons ces diverses propositions & un systéme de trois points A,
B, C, tous fa-propres en I'® et distincts de leurs opposés en II°. On retrouve d’abord
les propriétés déja établies (§ 20) concernant soit P'existence d'un fa-cercle
unique passant par ces trois points, soit celle d’un point O ou d’une fa-droite
équidistants des trois points, la fa-droite ne séparant pas ces points, soit la qualité
des fa-mdédiatrices des trois points deux a deux d’appartenir & un méme faisceau
de fa-droites concourantes en. O ou perpendiculaires & v ou paralleles en un -
méme point fa-impropre.

Il y a lieu ensuite de rechercher s'il existe d’autres fa-droites ¢quidistantes mais
non d’un méme coté de A, B, C; une telle fa-droite v, sépare, par exemple, A des
deux autres points B, G, elle passe donc par les fa-milieux F de A et B, E de A et
C; elle est ainsi déterminée car F et E ne peuvent étre confondus pas plus que B
ct G et en II° ne peuvent étre opposés car s’il en était ainsi B, qui est fa-symétrique
de A par rapport & F aussi bien qu’a son opposé F' se confondrait encore avec C;
les points B et C sont alors fa-équidistants et d’un méme coté de cette fa-droite ¥,
et celle-ci est donc pei'pendiculairc a la fa-médiatrice de BC. Il existe de méme
deux fa-droites analogues, ya qui sépare B de A et G, et v, séparant C de A et B;
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ces trois fa-droites vy, ya, T3 sont généralement distinctes, v, par exemple, qui ne
sépare pas B et C ne pouvant se confondre avec y, qui les sépare que dans le cas
extréme ou A, B, C se placent sur ces fa-droites et sont donc fa-alignés. Ecartant
ce cas banal, A, B, C sont les sommets d’un fa-triangle non aplati et la conclu-
sion est dans les trois espéces que dans tout fa-triangle ABC de sommets fa-
propres en I' et non opposés en 1I° la fa-droite EF qui joint les fa-milieux E,
F de deux cotés AB, AC est perpendiculaire a la fa-médiatrice du troisiéme
coté BC et est la seule fa-droite équidistante des trois sommets et séparant des
-deuz autres le sommet A opposé a ce troisiéme coté BC.

On obtient ainsi dans un fa-triangle ABC trois fa-droites y1, 2, 73 équidistantes
des trois sommets et séparant ceux-ci, alors qu'il en existe aussi une quatrieéme ¥,
ne séparant plus les sommets, dans tous les cas en II** et en I'® lorsque les trois fa-
médiatrices ont une perpendiculaire commune vy et non un point commun fa-prope
ou fa-impropre.

On relie ainsi un fa-triangle quelconque ABC a un autre DEF dont les sommets
sont les fa-milieux du premier et dont les fa-hauteurs (perpendiculaires abaissées
de chaque sommet sur le coté opposé) sont les fa-médiatrices de ce premier; mais
inversement, ainsi qu’on peut le voir immédiatement, un fa-triangle DEF quel-
conque, donné a prior: peut ne pas correspondre a un premier ABC; nous verrons
plus tard a quelle condition il en est ainsi en retrouvant ce fa-triangle DEF a
propos d’autres problemes.

De méme qu’avec deux points, ces divers résultats s'interprétent aussi en les
rattachant a des fa-cercles; c’est ainsi que le faisceau des trois fa-médiatrices cor-
respond au fa-cercle ' passant par A, B, C,.dit circonscrit au fa-triangle ABC
et qui est suivant les cas, un endocycle centré au point fa-propre commun aux
trois fa-médiatrices, ou un exocycle ayant pour base leur perpendiculaire commune,
ou un horicycle centré en leur point fa-impropre commun.

Pour les mémes raisons, la fa-droite v, qui sépare A de B et C est la base d'un
exocycle I'y passant seulement par les deux sommets B, C, le troisieme sommet A,
dont la fa-distance a y, est encore égale a celle de B et G, étant situé sur 'exocycle
T',, fa-symétrique de T, par rapport & leur base commune v;; dans ces conditions,
on dira que I'y, mais non Ty, est le fa-cercle ex-circonscrit au fa-triangle ABC
par rapport au sommet A; il en existe de méme deux autres I'y, Ty, de bases va,
s, par rapport aux sommets B, C; la conclusion est que tout fa-triangle ABC
admet un fa-cercle circonscrit qui en 1" peut étre un endocycle, un exocycle
ou un horicycle, et trois fa-cercles ex-circonscrits qui en 1™ sont tous des
exocycles.

En II*, ces conclusions ont une forme particuliére simple : Ty et T, sont en effet,
deux fa-cercles opposés qui appartiennent alors tout entiers a la figure non eucli-
dienne en méme temps que les opposés A, B, C' de A, B, C, I, passantdonc par
les trois points A/, B, C et I, par A, B/, C/, le premier est ainsi le fa-cercle cir-
conscrit au fa-triangle A'BC et son existence résulte plus simplement de celle du
fa-cercle circonscrit.

On peut aussi, toujours en II°, donner une interprétation particuliére des bases
Y Y1, Y2, Ta des quatre fa-cercles, circonscrit et ex-circonscrits, considérés comme
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des exocycles. Ainsi qu'on I'a vu a propos des fa-cercles passant par deux points
A, B, la base y du fa-cercle circonscrit I' passe par les fa-milieux deux a deux
deux opposés Fy, F, de AB' et BA/, E,, E| de AC’ et CA’, Dy, D, de BC' et CB’;
cela signifie que en II° les fa-milieux des six couples de points formés chacun
par un sommet d’'un fa-triangle et Uopposé d'un autre sommet forment un
systéeme de siz points fa-alignés et deux & deux opposés et la fa-droite d’ali-
gnement est la base du fa-cercle circonscrit au fa-triangle; les autres bases v,
Y2, Ys ont des interprétations analogues od, pour y, par exemple on remplace le
fa-triangle ABC par A'BC et od, sur les six points fa-alignés, on retrouve les
quatre fa-milieux de deux cotés AB, AC du fa-triangle. -

Revenant en I ou I'opposé A’ d'un point A n’appartient plus a la figure non
euclidienne et ot un exocycle I', n’est qu'un arc de cercle qui se complete d’un
second arc extérieur a cette figure, on remarquera d’aprés les mémes raisons que
en I' un exocycle ex-circonscrit & un fa-triangle ABC est porté par un cercle
passant par deux sommets de ce fa-triangle et Uopposé du troisiéme.

- 32. Symétries de deux fa-droites.
lieu d’étudier les fa-symétries, axiales et centrales, que peut posséder un systeme
de deux fa-droites distinctes quelconques «, 3. Parmi ces fa-symétries on relévera
d’abord celles qui laissent invariante chacune des fa-droites a, 8 et qui sont,
comme on le voit immédiatement la fa-symétrie ayant pour centre le ou les. points
opposés ot se coupent « et 3 sien I' celles-ci sont sécantes, puis la fa-symétrie
ayant pour axe la perpendiculaire commune a « et 3 si en I" celles-ci sont non
sécantes, et enfin dans le cas particulier ot et 8 sont des fa-droites rectangulaires,
les deux fa-symétries ayant pour axes ces fa-droites.

Mais on n’entend par fa-symétries de deux fa-droites que celles qui échangent
ces fa-droites; on a déja rencontré a ce titre (§ 6), lorsque « et 8 sont sécantes, les
fa-symétries ayant pour axes les fa-bissectrices de leur angle ; mais reprenant cette
étude, considérons la fa-symétrique B d’une fa-droite quelconque a par rapport a
un axe 0, donné a priori : si0 est sécante a «, ce qui est toujours le cas en II°, 3
coupe « aux mémes points et 6 bissecte leur angle; si 6 et « ont une perpendiculaire
commune 9, ce qui est encore le cas en II°, § est aussi perpendiculaire commune
A « et B en des points P et Q, et § passe par le fa-milieu de PQ; enfin en I
si 0 et « sont paralléles en un point fa-impropre I, 3 est aussi paralléle & « en
ce méme point I. Considérons, de meéme, la fa-symétrique B de « par rapport
a un centre T donné a prior: : écartant les cas particuliers ou T serait un point
de « ou en II°un péle de «, 3 étant alors confondue avec «, f8 et « ont une perpen-
diculaire commune d qui est la perpendiculaire, unique méme en II°, abaissée de
T sur «, et T est le fa-milieu de PQ, P et Q étant les pieds de cette perpendicu-
laire commune 9. ‘

De la des résultats qui différent suivant que I'on est en I'* ou en II°: en II° deux
fa-droites distinctes a, B admettent quatre fa-symétries et quatre seulement,
deux axiales dont les axes sont rectangulaires et deux centrales dont les
centres sont les poles des axes des premiéres; ces azes sont les bissectrices de
Uangle des deux fa-droites et ces centres sont les fa-milieux des pieds pris

De méme que pour deux points, il y a



— 127 —

deux a deux de leur perpendiculaire commune (nous figurons ces résultats,
sans autre commentaire dans deux formes-types ou 'on place au centre du cercle
fondamental, soit un point d’intersection de a et 3, soit un centre de fa-symétrie);
en I'® deux fa-droites sécantes a, B admettent seulement deux fa-symétries,
toutes deux axiales dont les azxes sont rectangulaires et bissectent l'angle de
ces fa-droites a, B, deux fa-droites non sécantes a, 3 admettent deux fa-symé-
tries lune axiale, I autre centrale dont 'axe et le centre sont unis, ce centre T
et cet axe 0 étant le fa-milieu T et la fa-médiatrice 8 de la perpendiculaire
commune PQ aux deux fa-droites a«, B; deux fa-droites paralléles a, B
n’admettent qu'une fa-symétrie, qui est axiale, et dont U'axe est paralléle a ces

Fig. 21.

deuz fa-droites en leur point fa-impropre commun (nous figurons, pour chacun
de ces trois cas, une forme-type simple, le centre du cercle fondamental étant le
point commun a a et 3 dans le premier cas, le centre T de fa-symétrie dans le
second, et le point o étant dans le troisieme cas le point fa-impropre commun a
aetf).

Une premiere application, immédiate concerne les points fa-équidistants de
deux fa-droites a, 3, ou encore la détermination par leurs fa-centres des endo-
cycles en I'®, de tous les fa-cercles en II° qui sont tangents a « et 3; le résultat
est que en II° deux fa—drot'(és distinctes o, B8 admettent deux familles de
Sa-cercles tangents a ces deux fa-droites, le lieu de leurs fa-centres étant
pour chaque famille Uun des azxes de fa-symétrie des deux fa-droites; en I'*,
et B admettent deux familles d’endocycles tangents & ces deuz fa-droites
lorsque celles-ci sont sécantes et une seule famille lorsqu’elles sont non sécantes
ou paralléles, le lieu des fa-centres dans chaque famille étant un aze de fa-
symétrie des deux fa-droites; on observera que en II° chacun de ces lieux géomé-
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triques est une fa-droite tout enti¢re constituée au sens euclidien par un cercle
entier ou une droite, tandis qu’en I™ ce lien qui est toujours, au sens non euclidien
une fa-droite entiére, n’est plus au sens euclidien qu’un arc de cercle intérieur au
cercle fondamental.

33. Fa-droites isogonales ou équidistantes 4 deux autres; fa-cercles tangents a
deux fa-droites. — Dans une seconde application, étudions de méme, non plus
les points, mais les fa-droites & qui restent invariantes dans une fa-symétrie de
deux fa-droites a, B. En raison de leurs caractéres qui différent suivant I'espéce
de Géométrie, nous nous placerons d’abord en I®, auquel cas une telle fa-droite
invariante ¢ est perpendiculaire a4 un axe 0 de fa-symétrie de « et 3, ou passe par
un centre T de fa-symétrie.

Le premier cas se subdivise a son tour en tiois autres; si d est sécante a a, elle
Test aussi, a 3 et de plus d’apres la fa-symétrie axiale qui inverse les sens, elle
forme avec a et 3 des angles égaux et de sens contraires, elle est dite indirectement
isogonale a « et 3 : si1 d est non sécante & a, pour les mémes raisons, elle I'est
aussi 4 3, ses fa-distances a « et 3 sont égales, et elle ne sépare pas celles-ci qui
sont tout entidres situées d’un méme coté de 3, cette fa-droite 3 est équidistante
non séparatrice de a et (3, ou encore elle est la base d’un exocycle tangent a a
et B; si enfin dans un cas limite J est parallele & «, ses deux points fa-impropres,
fa-symétriques par rapport a 0, appartiennent I'un & «, l'autre a 3, & est aussi
parallele a 3, elle est donc une paralléle commune en des points distincts et non
séparatrice & a et 3; on peut dire aussi dans ce cas limite et bien que les termes
d’angle et de fa-distance soient alors illusoires que & forme encore avec « et 3 des
angles égaux et de sens contraires, et que « et 3 se placent d’'un méme c6té de d a
des fa-distances égales.

Le second cas, de d passant par un centre T de fa-symétrie de « et 3, s’étudie
et se subdivise de la méme maniére avec cette circonstance qu'une fa-symétrie
centrale est un fa-déplacement direct qui conserve les sens; ou bien d, dite alors
directement isogonale A a et (3, est une sécante commune a ces fa-droites et
forme avec elles des angles 6gaux mais de méme sens; ou bien, non sécante a
chacune des deux fa-droites a, 3, elle leur est équidistante séparatrice; ou enfin
dans un cas limite, elle leur est une parallele commune en des points distincts
et séparatrice, ce cas limite s’interprétant comme le précédent.

On rencontre ici des circonstances différentes avec des qualités dont on établit
aisément toutes les réciproques; n'en développant que quelques-unes, considérons
par exemple, donnée @ priori une fa-droite & équidistante de « et f; cette fa-
droite ¢ est non sécante a « et a (3, elle admet avec o une perpendiculaire com-
mune AP, avec 8 une autre BQ, A ¢étant sur «, B. sur B, P et Q sur 9, et les fa-
distances [AP], [BQ] sont égales; si d ne sépare pas a et B3, il en est de méme
pour A et B, et alors la fa-symétrie ayant pour axe 0 la fa-médiatrice de PQ laisse
invariante et échange P et Q, puis les perpendiculaires en P et Q 4 8, les points A
et B placés sur ces perpendiculaires a des fa-distances égales et de méme sens
de A et B et enfin les fa-droites « et B perpendiculaires en A et B aux fa-droites
précédentes; ¢ est donc bien perpendiculaire a un axe 0 de fa-symétrie de « et B;
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si ¢ sépare a et 3, le raisonnement est le méme en y remplacant la fa-symétrie
d’axe 0 par celle qui a pour centre le fa-milieu T de PQ et & passe bien par un
centre T de fa-symétrie de « et 8.

Soit encore, donnée a priori, une fa-droite § parallele a « et B en des points
distincts; dans le cas général ou « et B ne sont pas paralleles, les points fa-
impropres I, J de «, I, J, de 8 sont distincts et il n’existe que quatre fa-droites
Iy, Iy, ItJ, 1), possédant la qualité énoncée; dans le cas contraire, « et f3 ont
un point fa-impropre commun I, les autres J et J, sont distincts et la fa-droite JJ,
posséde seule cette qualité; & est donc l'une de ces quatre fa-droites ou cette
fa-droite unique, et comme on sait que chacune de celles-ci reste invariante dans
l'une des fa-symétries existant entre « et {3, il en est bien de méme pour ¢ : on
retrouve d’ailleurs ici une disposition déja rencontrée a propos de la perpendi-
culaire commune a deux fa-droites.

Fig. 22.

Acceptant les autres réciproques, on en retiendra principalement les résultats
- suivants :

En I' deuzx fa-droites distinctes a, 3 n'admettent de sécante directement
isogonale & et de fa-droite o, équidistante séparatrice que si ces fa-droites a, (3
sont non sécantes, les fa-droites § et 3, étant alors celles qui passent par le
centre de fa-symétrie de « et § et sont sécantes & a et 3 pour les premiéres, non
sécantes pour les secondes.

Les exocycles tangents a deux fa-droites distinctes a, 3 forment deux
Samilles si ces fa-droites a, 3 sont sécantes, une seule st elles sont non sécantes
ou paralléles, et les bases de ces exocycles sont les fa-droites qui sont perpen-
diculaires ¢ un axe de fa-symétrie de a et B et non sécantes & celles-ci.

Rapprochant ce dernier résultat de celui qui concerne les endocycles, un méme
aze O détermine simultanément dans une famdille tous les fa-cercles tangents
a « et B : dans les deux cas généraux ou « et B ne sont pas paralleles, les endo-
cycles de la famille sont définis par leurs fa-centres qui parcourent I'axe 6, les
exocycles le sont par leurs bases perpendiculaires a cet axe et non sécantes a z et 3
et décrivent deux bandes limitées chacune par un point fa-impropre de I'axe 0 ct
une parallele commune non séparatrice a a et 3, enfin deux horicycles limites
communes des unes et des autres ont pour fa-centres les points fa-impropres de
P’axe 0, et deux perpendiculaires a 8, paralléles communes 4 o et 8, sont deux
autres endocycles limites réduits a leurs bases et de rayon nul; dans le cas parti-
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culier ot 2 et  sont paralléles cette génération subsiste & cela prés qu'il n'y a
plus qu’une seule bande, une seule paralléle commune, un seul horicycle.

On observe encore que cette génération donne aussi les fa-cordes de contact,
fa-droites joignant les points de contact de « et # avec un méme fa-cercle, ces
fa-cordes perpendiculaires a 8 et sécantes & a et 8 décrivant la bande complémen-
taire des deux ou de la précédente, limitée par les deux ou la paralleéle commune a
a et § et perpendiculaire a 6.

34. Toute ceite étude est a reprendre en II°; mais elle est plus rapide et plus
simple pour diverses raisons : l'une est que deux fa-droites distinctes a, § se
coupent toujours en deux points opposés P, P’ et qu’il n’y a plus de fa-droites
non sécantes ou paralleles; I'autre est que « et § ont simultanément deux fa-
symétries axiales et deux centrales. Si donc une fa-droite ¢ est perpendiculaire a
un axe 0 de fa-symétrie de a et 3, elle passe par les centres opposés de la fa-
symétrie qui sont les poles T, T’ de 0, et réciproquement; une fa-droite & inva-
riante dans une fa-symétrie axiale de « et B l'est aussi dans P'une de leurs
fa-symeétries centrales et réciproquement; donc en II°® les mémes fa-droites sont
a la fois indirectement et directement isogonales a o et 3 : chacune d’'clles
3 coupe « en deux points opposés A, A’ et sous des angles de sens contraires, elle
coupe de méme {3 en deux autres points B, B’ que I'on peut désigner de facon que
A ct B, A’ et B soient fa-symétriques par rapport a I'axe 0, A et B/, A’ et B I’étant
alors par rapport aux centres T, T’ poles de 0; 0 est indirectement isogonale en
AetB,-A’et B'a a et 8, et directement en A et B', A’ et B.

Quant aux fa-cercles tangents a « et (3, ils peuvent étre considérés simulta-
nément comme des endocycles et des exocycles; au premier titre, chacun d’eux a
deux fa-centres opposés C, C' qui appartiennent a un axe 0 de fa-symétrie de «
et 3, et au second titre, chacun d’eux a une base ¢ laquelle, fa-médiatrice de CC'
est perpendiculaire a I'axe 0 et en méme temps passe par les centres de fa-
symétrie T, T’ poles de 0; la conclusion est que en II° les fa-cercles tangents
a deuxz fa-droites distinctes a, B forment deux familles; si on les considére
comme des endocycles, le lieu de leurs fa-centres, dans chaque famille, est un
azxe 0 de fa-symétrie de a et 3 et si on les considére comme des exocycles, leurs
bases sont les fa-droites issues de deux points opposés T, T' centres de
Ja-symétrie de a et 3, et poles de 'axe 6.

35. Symétries de trois fa-droites. — Passant & un systéme de trois fa-droites
distinctes quelconques a, f, v, il y a lieu d’étudier les relations existant entre
leurs axes et centres de fa-symétrie deux a deux. Nous nous ‘placerons d’abord
en II° ot I'étude est plus simple en nous proposant de chercher un point fa-6qui-
distant de «, 3, y ou encore un centre d’un fa-cercle tangent a ces trois fa-droites :
les fa-centres opposés d’un tel fa-cercle I' se placent sur 'un des axes p de fa-symétrie
des deux fa-droites B, v, sur un autre o de v, «; ces axes p, ¢ se coupent en deux
points opposés O, O’ qui, par construction sont fa-équidistants des trois fa-droites
, f, 1 et, par conséquent, appartiennent & un axe 8 de fa-symétrie du troisiéme
couple a, 3 de fa-droites; d’our ce premier résultat que en II°, étant données trois
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Sfa-drottes distinctes a, 3, v, deur axes quelconques de fa-symétrie de deux
couples de ces fa-droites concourent aux mémes points avec l'un des azes de
Jfa-symétrie du troisiéme couple.

Si dans ce qui précéde on remplace I'axe p par autre axe p, de fa-symétrie
de B, v sans changer g, le troisiéme axe 6 concourant avec les deux premiers doit
aussi étre remplacé pai- le second axe 0, de x, 3 car dans le cas contraire les
points de concours de p, o, 0 seraient les mémes que ceux de py, o, 0, ct seraient
donc les points d’intersection opposés de p et py, comme ceux de 3 et vy, puis de ¢
et o, de y et a, et les trois fa-droites proposées «, B, v seraient concourantes, cas
particulier que nous écarterons dans tout ce qui suit; par conséquent, dans le cas
général, les axes py, o, 0, sont concourants, ainsi de méme que p, oy, 0y, puis py,
a4, 0, mais py, o, 0, ni p, a4, 0, ni py, 4, 0, ne le sont pas : en II° lorsque trois fa-
droites a, B, Yy ne sont pas concourantes, les axes de fa-symétrie des trois
couples qu'elles forment deux a deux s associent trois par trois en dtant
concourants, de telle facon que si p, o, 0 sont trois de ces axes concourants, tl
en est de méme pour p, oy, 045 p1, @, 045 py, o4, 0.

Revenant au probléme initial des fa-cercles tangents a «, 3, v, chacune de ces
quatre combinaisons donne deux points de concours opposés O, O' qui sont les
fa-centres communs a deux fa-cercles opposés répondant & la question, d’ott Lust
fa-cercles tangents aux trois fa-droites a, 3, .

Si T'on précise en considérant «, 3, y, non concouranles comme fa-droites
portant respectivement les cotés BC, CA, AB d’un fa-triangle ABC défini par
trois sommets non fa-alignés A, B, G, on peut choisir pour axes p, o les bisscctrices
intérieures des angles en B et C de ce fa-triangle; leurs points d’intersection sont
intérieurs, 'un O au fa-triangle, 'autre O' au fa-triangle opposé, le troisieme axc 0
concourant en O et O’ avec p et o est donc la bissectrice intéricure du troisi¢me
angle de sommet A, et des deux fa-cercles, I'un T dit fa-cercle inscrit au triangle,

est intérieur a ce triangle, et son fa-centre O répond a un rayon inféricur a 2!

et l'autre I', que l'on ne retiendra pas spécialement, est intérieur au triangle
opposé A'B'C/, et égal au précédent.

Les autres combinaisons d’axes concourants, telles que py, o4, 0 sont ensuite
formées par les bissectrices extérieures py, oy des angles en B et C et la bissectrice
intérieure 0 du troisitme angle, bisseclrices qui sont aussi les bissectrices inté-
rieures du fa-triangle A'BC déduit du premier en y remplacant un sommet A par
son opposé A'; chacune de ces combinaisons donne encore deux fa-cercles,
PunTy, dit fa-cercle exinscrit a l’angle A du fa-triangle, qui est inscrit et intéricur
au triangle A'BC, et 'autre I'|, son opposé, inscrit au triangle AB'C/; les huit
cercles tangents aux trois fa-droites «, (3, v sont ainsi placés respectivement a
Pintérieur des huit régions triangulairés en lesquelles ces fa-droites partagent
le plan.

On généralise ici les propriétés de la Géométrie classique : en II° les bissectrices
intérieures des angles d’un fa-triangle sont concourantes, et il en est de méme
de deux bissectrices extérieures et de la bissectrice intérieure du troisiéme
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angle; un fa-triangle admet huit fa-cercles tangents a ses trois cotés, dont un
inscrit et trois exinscrits et quatre autres opposés aux précédents.

On pourra reprendre cette étude en considérant les fa-symétries centrales et
leurs centres reliant deux a deux les trois droites a, 3, v, et en cherchant les droites
isogonales a celles-ci; sans qu'il soit besoin de répéter les raisonnements, on
obtient ainsi des propriétés analogues, lesquelles peuvent d’ailleurs se déduire aussi
des premieres en rappelant quc des fa-droites concourantes ont des poles fa-alignés
et réciproquement; on en déduit dong que, en II°, étant données trois fa-droites
non concourantes a, 3, v, deux fa-symétries centrales de deux couples de ces
Ja-droites ont des centres, deuxr & deux opposés, qui sont fa-alignés avec les
centres de l'une des fa-symétries du troisiéme couple; il existe ainsi quatre

Fig. 24.

Sfa-droites d’alignement dont chacune porte les centres d’une fa-symétrie de
chacun des trois couples formés par les trois fa-droites a, 8, y et coupe ortho-
gonalement un aze de fa-symétrie de ces mémes couples; constatons encore que
chaque fa-droite d’alignement a pour péles les fa-centres d'un fa-cercle
inscrit ou exinscrit a tout triangle formé par a, B, v, et qu'clle est ainsi la basc
de ce fa-cercle considéré comme exocycle. '

36. Reprenant cette étude en I® et les trois fa-droites distinctes a, 8, v, en
nous inspirant de ce qui a été obtenu en II°, nous avons 4 combiner une
fa-symétrie R de B et y avec une autre S de y et a, chacune d’elles pouvant étre
axiale ou centrale. Dans un premier cas, analogue a celui traité en II°, ces
fa-symétries sont axiales et leurs axes p, ¢ sont sécants ou paralltles; leur point
commun O, fa-propre ou fa-impropre, est le centre d’un endocycle ou d’un
horicycle T tangent a y, puis par fa-symétrie tangent aussi a 3 et 4 «, il appartient
donc a l'axe 0 d'une fa-symétrie axiale % entre § et y : les trois axes p, o, 6 sont
concourants ou paralléles en un méme point, et les trois fa-symétries R, 8, B
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seront dites, comme leurs trois axes, appartenir au faisceau de sommet O de
Sa-symétries.

Les autres cas se présentent en variétés assez nombreuses qu’il est recommandé
d’étudier successivement, mais dont il nous suffira de relever un caractere
commun : dans 'un d’cux, les fa-symdétries R, S sont encore axiales, mais leurs
axes p, o sont non sécants, ils ont donc une perpendiculaire commune & qui reste
invariante dans ces deux fa-symétries; or dans tous les autres cas, que R ¢t S
soient toutes deux centrales, ou que I'une soit axiale et I'autre centrale, clles
admettent de méme une fa-droite invariante commune & qui est la fa-droite
joignant leurs centres ou la perpendiculaire menée du centre de 'une sur 'axe de
Pautre. Cela étant, en raison des deux fa-symétries R, 8, cette fa-droite ¢ se
trouve dans une méme position par rapport aux trois fa-droites «, 3, ¥ : ou bicn,
cn associant a, B, ¥ deux a deux, elle leur est sécante et isogonale directement ou
indirectement, ou bien eclle leur est non sécante et fa-¢quidistante, séparatrice ou
non séparatrice; ou cnfin clle leur est paralléle, ses deux points fa-impropres
appartenant d’apres la fa-symétrie R, I'un I a 8, lautre Ja v, puis d’apres S, J ay
et I & 2, 2 et 3 étant donc dans ce dernier cas paralléles au point [ et 8 leur étant
parallele en ce méme point; dans les deux cas géndraux, 8 est donc aussi invariante
dans 'une ® des deux fa-symétries du troisiéme couple «, 8 de fa-droites, cette
fa-symétrie pouvant étre centrale ou axiale suivant divers cas donl on pourra
discuter; mais il n'en est plus de méme dans le cas limite qui ferait ainsi
exception; on peut cependant faire rentrer ce cas dans le cas général en disant
que « et > qui ont déja une fa-symétric axiale, en admettent encore unc seconde,
dite fa-symétrie singuliére, considérée comme limite d’unc fa-syméirie axiale
dont I'axe a ses deux points fa-impropres confondus et s¢ réduit a ce point, cl
d’une fa-symétrie centrale dont le centre est ce point fa-impropre, cette convention
de langage étant la méme que celle qui concerne une inversion singuli¢re, dont le
cercle d'inversion est réduit & un point.

Ces fa-symétries singuli¢res peuvent s’associer comme on vient de le faire avec
deux fa-symétries générales R, S; supposons, en effet, @ priori, que R soit sin-
guliere, donc que les fa-droites B, y soient paralleles en un point fa-impropre I ct
que_la fa-symétrie § de v et a« reste géncérale; il leur correspond encore unc
fa-droite ¢ définie comme ayant un point fa-impropre en I et suivant les cas,
passant par le centre ou perpendiculaire a I'axe de §; la fa-symétric 8 laisse
¢ invariante en échangeant ses points fa-impropres I, J, et fait correspondre a y
qui passe par I la fa-droite a qui passe donc par J; & est ainsi une paralléle com-
mune a « et 3 et reste bien invariante dans 'une % des fa-symétries du troisi¢me
couple z, 3.

Le raisonnement et le résultat restent les mémes lorsque R et § sont toules
deux singuliéres, en écartant toutefois le cas ou a, 8, y seraient paralleles en un
méme point fa-impropre I.

Toutes ces considérations conduisent, ainsi qu’on I'a déja fait plus haut a
propos d’axes concourants, a considérer une seconde espdce de faisceau de
fa-symétries et a appeler faisceau de fa-symétries de base & Uensemble des
fa-symétries fles unes axiales d’axes perpendiculaires & une méme fa-droite 9, les
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autres centrales ou singulitres de centres fa-propres ou fa-impropres situés sur 3.
et cela permet de résumer tout ce qui précéde dans une premiere conclusion
géndrale, analoguc a celle qui s’est présentée en II° : en I'® étant données trois
Sa-droitesa, 3, v non paralléles en un méme point fa-impropre, deuzx fa-symé-
tries quelconques de deux couples de ces fa~droites appartiennent ¢ un fais-
ceau comprenant une fa-symétrie du troisiéme couple.

Comme en II°, on constate ensuite que si l'on remplacc R par la seconde
fa-symétrie R, entre B et y sans changer 8, la fa-symétrie & doit aussi étre
remplacée par la seconde fa-syméiric B, entre « et 3, a moins que les trois
fa-droites «, 3, y n’appartiennent avec ® et B, a un méme faisceau, et 'on en
déduit que en I lorsque les trois fa-droites a, B, vy ' appartiennent pas a un
méme faisceau, les fa-symétries R, Ry, ..., générales ou singulicres, qui les
relient deux @ deux, appartiennent trois par trois ¢ un méme faisceau, de
telle facon que S'.l'l en est ainsi pour R, S, G, il en est de méme pour R,
Sy, B Ry, S, By; Ry, 8y, 6.

Mais cette proposition a néanmoins un caractére qui n’est pas le méme en 1™

g 5 3

w
Fig. 25.

et en II°, car en 1I* un méme faisceau de fa-symétries, de méme qu'un faisceau de
fa-cercles, a simultanément deux sommets opposés O, O' et une base 4, tandis
qu'en I'®, il ne possede qu'une seule de-ces deux qualités.

37. Fa-cercles inscrits et ex-inscrits a4 un fa-triangle. — Comme en II°, ces
propositions s’appliquent & la recherche des points et fa-droites équidistants de
trois fa-droites a, 3, v, des fa-droites isogonales a celles-ci, ct plus particuliere-
ment des fa-cercles qui leur sont tangents. Il n’y a lieu de s’arréter que sur ce
dernier probleme et, laissant de c6té une variété assez nombreuse de cas divers
nous nous limiterons au seul cas ot «, 3, y sont deux a deux sécants ou paral-
leles, portant ainsi les cotés d'un fa-triangle fa-propre ou fa-impropre ABC.
dont le sommet A opposé & a est le point commun fa-propre ou fa-impropre
aux fa-droites sécantes ou paralltles 3, v, le sommet B commun ay, « et C commun
a 2, B. Prises deux a deux, ces fa-droites ont, si clles sont sécantes, deux fa-symé-
tries toutes deux axiales, et dont les axes passent par leur point d’intersection, et
si clles sont paralléles, elles n’en ont plus qu’une seule, toujours axiale, et dont
I'axe, qui leur est paralléle au méme point, passe encore par leur point commun.

Opérant alors comme on I'a fait en II° et cherchant soit le centre d’un endocycle
ou d’un horicyele, soit la base d'un exocycle, on est conduit & envisager une bis-
scetrice p de I'angle en A du fa-triangle, une autre o de angle en B, et plusieurs
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cas se présentent. Dans le premier, p et o sont sécantes ou paralltles, leur point
commun O, fa-propre ou fa-impropre, est le centre d’un endocycle ou d’un hori-
cycle répondant a la question et a ce titre appartient aussi & une bissectrice 6 du

- Fig. 26.

troisieme angle du fa-triangle; ce premier cas est, en particulier, comme en II*,
celui ol p etosontles bissectrices intérieures des angles en A et B du fa-triangle ABG,
le troisieéme axe O étant alors la bissectrice intérieure du troisiéme couple, et leur
point de concours O étant le fa-centre d’un endocycle nécessairement intérieur au
fa-triangle, tangent aux trois cbtés «, B, v, dit encore nscrit au fa-triangle ABC.

Dans un second cas, p et o sont non sécantes; elles ont une perpendiculaire
commune ¢ qui ne peut étre sécante & y auquel cas elle serait indirectement
isogonale a 8 et y, ainsi qu’a y et «, donc directement isogonale a a et 3, ce qui
est impossible avec deux fa-droites sécantes qui n’ont pas de centre de fa-symétrie;
3 est donc, en général, non sécante A y et, par construction, elle est fa-équidis-
tante non séparatrice de 3 et v, de y et «, donc aussi de « et 3 et a ce titre es!
perpendiculaire a un axe § de fa-symétrie de « et 3, les trois axes p, o, 0 apparte-
nant ainsi comme dans le premier cas 4 un méme faisceau et & étant la base d’un
exocycle tangent a a, 3, y qui répond a la question; dans le cas particulier ou ¢
est parallele a y, 'un I de ses points fa-impropres est commun a § et ¥y, et d’aprés

Fig. 27.

les deux fa-symétries, son second point fa-impropre est aussi commun a d, « et 3,
et est donc le sommet C du fa-triangle ABG; 'exocycle de base d tangent & «, 8, v
se réduit alors a cette base 6, son fa-rayon étant nul, mais a et § n'ont plus qu'un
seul axe  de fa-symétrie, et cet axe 0 étant aussi paralléle a y au méme point fa-
impropre C n'est plus comme p et o perpendiculaire a ¢ et les trois axes p, o, )
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n’appartiennent plus 4 un méme faisceau; ce cas particulier fait donc exception
sur ce point.

Ce cas exceptionnel peut au reste étre évité tant que le fa-triangle ABC n’a pas
tous ses sommets fa-impropres; le raisonnement précédent s’applique, en effet,
quels que soient les points A et B, fa-propres ou fa-impropres, avec cette seule
observation que si A, par exemple, est fa-impropre, I'axe p est unique et ne peut
pas se choisir de deux maniéres comme lorsque A est fa-propre. Reste donc seu-
lement le cas extréme ou les trois sommets A, B, C sont tous fa-impropres; les
trois axes p, ¢, 0, tous uniques, jouent alors les mémes roles que celui des bissec-
trices intérienres du cas général : ils concourent donc encore en un point O,
centre.d’un endocycle inscrit au triangle et il n’y a pas d’autre fa-cercle tangent
aux trois cotés a, B, y.

Revenant au cas général ot les sommets A, B, G sont tous fa-propres et dési-
gnent par p, o, 0 les trois bissectrices intérieures des angles du fa-triangle, par
pi, o1, 04 leurs bissectrices extérieures, on peut comme on l'a fait plus haut,
combiner chacune des bissectrices p, p; de I'angle en A avec chacune des bissec-
trices o, oy de l'angle en B, d’ou quatre combinaisons donnant chacune un
fa-cercle tangent a «, 3, v; la combinaison p, ¢ s’associe a la troisieéme bissectrice
intérieure O en donnant 'endocycle inscrit au fa“triangle ABGC ; ensuite la combi-
naison py, o ne peuts’associer a la méme bissectrice intérieure 0, car s’il en était ainsi
le faisceau comprenant les deux bissectrices intérieures o, 9 ainsi que p et p, aurait
son sommet en A, les fa-droites «, (3, y seraient concourantes et le fa-triangle ABC
aurait ses sommets confondus; ce sont donc pi, o, et 8, deux bissectrices exté-
rieures et une intérieure qui appartiennent a un méme faisceau de fa-droites
concourantes a un point O fa-propre ou fa-impropre ou perpendiculaire en a une
méme base & et qui déterminent un fa-cercle, endocycle, horicycle ou exocycle
tangent a «, 3, y, mais placé dans la région extérieure au triangle limitée par le
c6té AG et les prolongements au dela de A et C des deux autres, et dit fa-cercle
exinscrit dans 'angle B du fa-triangle; de méme, les deux autres combinaisons
donnant les faisceaux p, oy, 04, et py, 4, O correspondent aux fa-cercles exinscrits
dans les angles A et C.

Lorsqu’un sommet A et un seul est fa-impropre, I’axe p, n’existe plus, p seul se
combine avec o et oy ; il ne subsiste que deux combinaisons et faisceaux, g, o, § et
p1, o1, 01, donnant le fa-cercle inscrit et un seul fa-cercle exinscrit, celui-ci placé
dans I'angle de sommet fa-impropre A.

Avec deux ou trois sommets fa-impropres, o, n’existe plus, et ne subsistent que
la combinaison et faisceau p, o, 0 et le fa-cercle inscrit.

En résum¢, ayant écarté les deux cas ou «, 8, v ne sont pas distinctes ou sont
concourantes, ou le fa-triangle ABC est aplati sur une fa-droite ou réduit a un
point, et considérant encore lorsque deux fa-droites a, 3 sont paralléles en un
sommet fa-impropre C leur axe de fa-symétrie, 6 comme la bissectrice intérieure
de leur angle, la bissectrice extérieure n’existant plus, nous retiendrons de tout ce
qui précede les conclusions suivantes, analogues a celles établies en II¢ :

Les bissectrices intérieures des angles d’'un fa-triangle sont concourantes
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et leur potnt de concour set le fa-centreé de l'endocycle inscrit au fa-triangle;
les bissectrices extérieures, si elles existent, de deux angles, et la bissectrice
intérieure du troisiéme appartiennent & un méme faisceau de fa-droites
concourantes en un point fa-propre ou fa-impropre ou perpendiculaires &
une méme fa-droite; ce point ou cette fa-droite est le fa-centre ou la base
d’un fa-cercle ex-inscrit dans le troisiécme angle du fa-triangle.

Tout fa-triangle a un endocycle inscrit et admet, en outre, trois fa-cercles
exinscrits si ses sommets [sont tous fa-propres, un seul si l'un de ses sommets
et un seul'est fa-impropre, aucun si deux au moins de ses sommets sont
Sfa-impropres.

On observera que en I'"® en considérant tout le plan euclidien et non le demi-fa-
plan non euclidien limité par le cercle fondamental w, il existe comme en II°
quatre autres cercles tangents aux cercles, propres ou impropres, portant les trois
cotés du fa-triangle ; ces quatre cercles se déduisent des quatre premiers dans
I'inversion fondamentale par rapport & w, mais ils ne sont tangents aux cercles
portant les cotés que dans les parties qui n’appartiennent pas a la figure non
euclidienne et a ce titre ne sont pas des solutions du probléme non euclidien qui
vient d’étre traité. On retrouve ainsi dans cette étude, en I et en II°, ce que I'on
appelle le probleme de Gergonne, qui est celui des cercles tangents a trois autres,
mais restreint ici au cas oit les trois cercles donnés se coupent deux i deux en des
points distincts ; ces trois cercles admettent un cercle orthogonal commun w, réel
ou imaginaire, qui joue le role du cercle fondamental, et 'on constate que dans
ce cas le probléme de Gergonne admet huit solutions.

38. Cas d’égalité des fa-triangles. — Nous terminerons ces premiers chapitres,
ou contrairement aux angles les fa-distances n’interviennent pas par leurs mesures
qui ne sont pas encore définies, par I'étude analoguc a celle de la Géométrie
classique de cas simples d’égalité de fa-triangles. Dans tout fa-triangle ABG, on
distingue six éléments qui sont ses angles A, B, G, tous compris entre o et
deux droite (ou o et m), et ses fa-cOtés, respectivement opposés a ces angles :

a=[BC], b=[CA], c=[AB],

fa-distances dont nous savons seulement jusqu’ici reconnaitre les caractéres
d’égalité ou d’inégalité.

Connaissant trois de ces éléments, on peut facilement, dans des cas simples,
construire le fa-triangle et si, 4 sa position pres, le probleme n’admet qu’'une
seule solution, avec ou sans condition de possibilité, on en déduit un cas d’égalité
de fa-triangles.

Il en est ainsi lorsqme 'on connait un angle A et les deux cétés adjacents b, ¢
car il suffit de placer arbitrairement deux demi-fa-droites Az, Ay formant les
cotés de 'angle A, et de porter sur chacune d’elles, & partir de A, les fa-longueurs

=[AC], C=[AB].

Ilen estde méme lorsque I'on connait un coté @ et les deux angles adjacents B, G,
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en placant arbitrairement un segment de fa-droite @ =[BC], et menant par ses
extrémités B, C, d'un méme c6té de ce segment les demi-fa-droites Bz et Cy qui
font avec lui des angles égaux a B et G; en II° ces fa-droites se coupent toujours
en deux points opposés dont un et un seul A situé par rapport a BC du coté
choisi, répond a la question ; en I'* elles se coupent sous une condition de possi-
bilité¢ qu’il y aura lieu d’établir, mais ne peuvent se couper qu’en un seul point,
le probléme ne pouvant donc avoir, toujours a la position prés du fa-triangle,
qu’une seule solution.

Un troisieme cas est celui ou l'on connait les trois cbtés a, b, ¢ : le pre-
mier @ = [BC] étant arbitrairement placé, le troisiime sommet A doit étre ainsi
qu’on I’a déja vu (§ 13)a propos des fa-déplacements laissant invariants les deux
points B, G, un point commun aux deux endocycles de fa-centres B et C et de
fa-rayons ¢, b, lesquels se coupent sous une condition qu”il y aura aussi lieu
d’établir et que nous trouverons a la base de la métrique des fa-distances, mais ne
peuvent avoir, d’un seul coté de la fa-droite BC, qu'un seul point d’intersection A,
le probléme ne pouvant donc avoir encore qu'une seule solution.

D’autres combinaisons moins simples pourraient conduire & la méme conclu-
sion; on n’en retiendra qu’une seule, celle ol 'on connait les trois angles A, B, C,
et que nous allons étudier; admettant, ainsi qu’'on va le voir plus bas, qu’elle ne
peut conduire qu'a une solution unique, nous retiendrons de ce qui précede les
quatre cas d'égalité qui suivent de fa-triangles :

Deuzx fa-triangles qui en I'* ou en II° ont ou, 1° un angle égal compris
entre deux cotés fa-égaux chacun a chacun ou, 2° un cété fa-égal compris
entre deux angles égaux chacun & chacun ou, 3° leurs trois cétés fa-égaux
chacun & chacun ou, 4° leurs trois angles égaux chacun & chacun, sont
Sfa-égaux.

39. Fa-triangle d’angles donnés. — Proposons-nous donc de construire un
fa-triangle ABC connaissant ses trois angles A, B, G, tous compris entre entre o
et . On observe d’abord que les données du probléme ne comprennent avec des
angles qu’une seule longueur, le rayon R du cercle fondamental w en I*, de son
contraire wo en II° et, par suite, que, & une similitude preés, le probléme peut se
traiter sans tenir compte de cette longueur.

Une seconde observation, est que, en j¢cartant les fa-triangles limites dont les
sommets ou les fa-droites portant les cotés ne sont pas tous distincts, un angle A
d’un fa-triangle est nul lorsque ses deux cétés Az, Ay, issus du sommet A en
étant distincts, sont tangents en ce point, donc lorsque I'on est en I'® et que le
sommet A est fa-impropre, situé sur o.

Par conséquent, en se placant d’abord dans le cas général ou 'un au moins A
des angles donnés n’est pas nul, son sommet A sera fa-propre et d’une maniére
simple, en I'® et en 1I°, pourra étre placé au centre de w, les cotés Az, Ay issus
de ce sommet étant alors portés par deux demi-droites issues de A faisant enfre
elles cet angle non nul A; le troisieme coté doit ensuite se placer sur un cercle
propre I' coupant Az en un point inconnu B sous I'angle donné B et, de méme Ay
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en un point C sous 'angle C, et sans achever la détermination de » par son module
le probléme se réduit a la recherche d’un cercle I' coupant deux droites Az, Ay sous
les angles donnés B, G ou-plus simplement a celle de la direction de la corde BC.

Fig. 28.

Cette corde fait un méme angle inconnu S compris entre o et 7 avec les tangentes
en B et C dont la direction est donnée par les angles B, C; en I'® ou 'arc BC de T’
doit tourner sa convexité vers le centre A de w et se placer ainsi entre les tangentes
¢t la corde, les angles en B et C du triangle rectiligne (et non du fa-triangle)
ABC, égaux respectivement a B+ S, C + S, satisfont donc avec A a la condition

A+(B+8)+(C+S)=x ou s=t=A+B+0).

)
en II° ou la disposition est inverse, les angles en B et C étant alors B—S, C-—85,
cette condition devient :

A+(B—S)+(C—S)== ou S= M:_’E):_E;

sauf discussion clle détermine S dans les deux cas; BC peut donc étre une paral-
l¢le arbitraire & une direction définie par cet angle S; on en ddéduit les tangentes

B
Fig. 29. Fig. 3o.

en BetC aucercle T, puis le cercle T lui-méme et enfin sou cercle orthogonal oy,
de centre A qui est réel en I'*, imaginaire en II® ¢t peut alers ¢tre considéré
comme le cercle fondamental » & moins que celui-ci ne soit donné @ priord auquel
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cas il suffit de déplacer parallelement a elle-méme la premiére droite BC dans
I’homothétie de centre A qui fait correspondre a w; le cercle concentrique et de
méme espéce w.

En I'*, lorsque I'un au moins des deux angles B, C mais non A est nul, on cons-
late, avec B =o0, que cette construction donne une tangente en B a ' qui se
confond avec Az, d’ou un cercle T tangent en B & Az et un cercle o, passant par
B, ¢t 'on vérifie ainsi que le sommet B de cet angle nul du fa-triangle est bien un
point fa-impropre. Mais il reste le cas réservé. ou, toujours en I, les angles A,
B, C sont tous nuls; la construction du fa-triangle est alors immédiate ; les trois
sommets tous fa-impropres sont trois points arbitraires de o et les trois fa-cotés
sont portés par les cercles orthogonaux a w en deux de ces points; en forme-type
ol un sommet A est en o, deux de ces fa-cotés sont portés par les demi-droites
paralleles et de méme sens, Bz, Cy perpendiculaires en B et C a la droite , et
le troisitme BG est le demi-cercle de base BC. Rappelant que deux quelconques

x Y

w
B [
Fig. 31.

ABC, A,B,C,, de tels fa-triangles se déduisent toujours I'un de I'autre dans un
fa-déplacement direct (§ 23), on vérifie de suite que tous ces fa-triangles sont égaux
et se réduisent donc a un seul, a un fa-déplacement pres.

En conséquence, la construction d’un fa-triangle- d’angles donnés ne peut
donner dans tous les cas qu’'une seule solution du probléme et cela justifie le
uatriéme cas, énoncé plus haut par anticipation, d’égalité des fa-triangles.

Reprenant ensuite cette construction pour en discuter, on constate qu’elle n’est
possible que sous diverses conditions dont la premiere est que 'angle calculé S
soit positif. En I'® cette condition est la seule, car si elle est remplie les valeurs
de B+ S, C+ S sont inférieures a @ d’aprés 'équation donnant S et I'on peut
construire successivement sans autre condition le triangle rectiligne ABC, le
cercle T auquel A est alors extérieur, et le cercle réel orthogonal w,. Cette condi-

. . C . ~ E3 e 4. .
tion est d’ailleurs satisfaite, avec S = ) dansle cas particulier ou les angles A, B, C

¢tant tous nuls, on a trouvé directement une solution du probléme.

Mais en II° d’autres conditions apparaissent : ¢’est d’abord que les valeurs B—35,
C —S de deux angles du triangle ABC qui, d’aprés le calcul de S, sont encore
inférieures a m, soient ici positives; ce triangle ABC ct le cercle I' peuvent alors
étre construits et il reste une derniére condition pour I'existence du cercle imagi-
naire »; orthogonal a T, & savoir que le point A soit intérieur a T', donc que
Pangle A dont les cotés interceptent sur T'’arc BC soit inférieur a I'angle inscrit S
qui intercepte le méme arc; cette derniere condition pouvait d'ailleurs étre prévue
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comme analogue aux deux précédentes, B—S8>o0, C—S >o0; en y remplacant S
par sa valeur, la derniére, par exemple, s’écrit

C+n—A—B>o ou A+B<C+m,

et I'ensemble de ces trois conditions se réduit a une seule qui est la précédente
si G est le plus petit des trois angles donnés.

On retrouverait d’ailleurs ces conditions, mais seulement avec leur caractére
nécessaire, en appliquant la premiére condition a un fa-triangle tel que ABC/
déduit du premier, en y remplacant un sommet G par le point opposé C/, les
angles A, B se changeant en leurs supplémentaires et C ne changeant pas, ce qui
donne :

(r—A)+(x—B)+C>n ou C+=n>A~+B.

En conclusion, le 4° cas d’égalité des fa-triangles se compléte ainsi : pour qu'il
existe un fa-triangle ayant trois angles donnés, il faut et il suffit en I'* que
la somme de ces angles soit inférieure a deux droits, en I1° que cette somme
soit supérieure a deux droits et que chacun de ces angles, augmenté de
deux droits, soit plus grand que la somme des deux autres.

Cette conclusion fait apparaitre le role important que joue en Géométrie non
euclidienne la somme A + B + C des angles d’un fa-triangle ; elle marque une
opposition caractéristique entre les deux especes I' et II° et un rapprochement
avec la Géométrie euclidienne ou de IIT® espéce o cette somme est deux droits on
en retiendra que la somme des angles de tout fa-triangle est inférieure a deux
droits en I' espéce, supérieure en 11° et égale en III°; on dit souvent aussi que
st dans une Géométrie la somme des angles d'un fa-triangle particulier est
inférieure, supérieure ou égale a deux droits, elle a la méme qualité dans
tout autre fa-triangle.

40. Coté ot angles adjacents d’un fa-triangle en I'*. — Il y a lieu, de méme, de
discuter de la construction d’un fa-triangle correspondant au deuxiéme cas d’éga-
lité, les données étant un coté ¢ et les angles adjacents A, B, et en restant en I,
le probleme étant toujours possible en II°. Nous utiliserons la forme-type dans
laquelle le cercle fondamental w est une droite et la’ fa-droite portant le coté
donné ¢ =[AB| une demi-droite Iz perpendiculaire & » en un point I; nous
placant dans le cas général ot A et B sont différents de O et « et ¢ inférieur a la
limite supérieure des fa-distances, les points A, B étant donc.fa-propres et se
succédant, par exemple, dans 'ordre I, A, B; on méne en A et B d’'un méme coté
de Iz les demi-droites Az, By distinctes de Iz, faisant avec AB les angles donnés
A =BAz, B=ABy, puis les arcs de cercle AJ, BK, limités sur Iz en A ou B
et sur w en J ou K, et centrés tous deux sur w; le troisiémet somme C doit étre a
I'intersection de ces deux arcs de cercle, d’od une condition de possibilité et une
seule IK < 1J.

On ¢value IK en fonction des données en observant que I'angle B est un angle
inscrit dont la moiti¢ est 'angle IBK du triangle rectangle BIK, ce qui donne

IK = IBtgg;
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on évalue de méme 1J a 'aide d’un angle inscrit qui est alors le supplément =1 — A

de A, etlon a
T — A 1A
U=lagio— =

la condition de possibilité s’écrit donc <tg% > o)

: B A A B IA
lBtg;tg;é]A ou tg—z—tg;élB
On en dedui ssentation simple d t 1% qui représente ici |
n en uit une représentation simple du rapport ;= qui représente ici le
c6té ¢ en se placant dans le cas particulier ot I'un des deux angles, A par exemple,
est droit (tg% = l), la valeur limite de I'autre B étant alors comme on sait I'angle

de parallélisme ¢ associé a la fa-distance ¢ = [ AB] et représentant cette fa-distance;
on trouve ainsi une représentation de cet angle par la formule

Fig. 32.

et la condition de possibilité du probléme prend la forme
gl g8 zg?
g8, = g,E’

LA B . . . .
outg Ty g~ tg z, toutes positives peuvent varier, les deux premiéres de o a + oo,

et la troisieme de o A 1,¢ étant aigu, le cas limite de I'égalité étant celui ou le
sommet G du fa-triangle est fa-impropre.

On constate que cette condition s’applique aussi & la limite dans les cas qui ont
¢té écartés, soit avec ¢ = o qui répond a ¢ égal au maximum des fa-distances et
ui impose un sommet A ou B fa-impropre et I'angle correspondant A ou B nul,
soit seulement avec, par exemple, A =o, B et ¢ n’étant pas nuls, le fa-triangle
ABC étant alors aplati sur le coté AB.

®

On observe ensuite que tg 5 €tant inférieur a 1, cette condition impose

A B . .
g 3185 <1, soit entre angles aigus

B A B —
tg;<tg(’-;—;) ou ;<"2A ou A+B<m,
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ce qui est bien nécessaire, la somme A + B + C devant étre elle-méme inférieure
am.
. N A B . .
De cette condition, ou tg ' 1§ 5 croissent en méme temps que A et B, tandis

o . . , . .
que tg 2, croissant avec g, est au contraire décroissant lorsque la fa-distance ¢ est

croissante, on retiendra principalement que si en I'* deux des trois éléments
consécutifs A, ¢, B d'un fa-triangle restent fixes, le troisiéme reste inférieur
@ un mazximum qui est atteint lorsque le fa-triangle a un sommet fa-impropre.

Nous recommanderons, au moins a titre d’exercice, de reprendre cette cons-
truction et d’en retrouver tous les résultats en utilisant une autre forme-type,
celle qui a déja été employée avec le probléme des trois angles donnés, et dans

Fig. 33.

laquelle on place au centre du cercle fondamental w le sommet A de 'un des deux
angles donnds suppos¢ non nul; la construction reste immédiate et 'on pourra
s'aider dans la discussion de 'angle S déja rencontré & propos du fa-triangle défini
par ses trois cotés, et qui sera ici 'angle foriné par la corde BC du cercle portant
le coté inconnu BC avec ses tangentes en B et C.

Apres avoir ainsi établi, dans les deux problémes précédents, des conditions
numériques de possibilité dans la construction d’un fa-triangle répondant aux 4°et
2¢ cas d’égalité de fa-triangles, et en constatant que le 1* cas répond a un probleme
toujours possible, il reste de méme a établir des conditions numériques de possibi-
lité¢ dans le probleme répondant au 3° cas d’égalité, celui d’un fa-triangle dont les
trois cotés sont donnés; mais ceci exige que l'on précise auparavant, ainsi que
nous allons le faire, la signification numérique des fa-distances et ses qualités.

(A suivre)




