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SOLUTIONS FLEMENTAIRES DE CERTAINES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU TYPE MIXTE;

Par MM. P. Grrmain et R. Banga.

Introduction. — Dans un précédent travail [6], consacré a l'équation de
Tricomi (T'), nous avons étudié certaines solutions de cette équation aux dérivées
paﬂielles du type mixte, qui jouent un réle important dans la résolution des pro-
blemes aux limites. Le présent article a pour objet de déterminer sur une classe
plus large (€) d’équations aux dérivées partielles du type mixte les propriétés de
I'équation (T) qui peuvent étre étendues aux équations (C) et de « tester » ¢n
quelque sorte certains caractéres que devrait metire en évidence une théorie
générale des équations du type mixte.

Les équations du type mixte étudiées ici sont de la forme :

(€) k(2)Ugx—+ Uss= O,

k(z) est une fonction continue définie dans un intervalle (1) de la droite réelle
comprenant le point z=o0; k(z) a le signe de z; I'équation est donc du type
elliptique si z est positif, du type hyperbolique si s est négatif. Au voisinage
de z = o0, on supposera que :

k(z) = Coz + Cy32+ C,z3,

C, et C, étant des constantes positives, C, étant une fonction continue de 3.
Dans le domaine hyperbolique [nous désignons ainsi la région du plan ( z, 5), ou
I'équation est du type hyperbolique], les caractéristiques sont les courbes réelles
définies par :

k(z)dz2+ dx?=o.

L’équation de Tricomi s’obtient pour A(5)= z. Nous nous sommes arrétés a
ce type d’équalions, car c’est d’une équation de la classe (C) que dépend I'étude
des écoulements plans d’un fluide parfait compressible et que ce travail a é1é
initialement entrepris (1) pour apporter une contribution a I'étude des écou-
lements (2) transsoniques [4]. Il apparaitra clairement, d’ailleurs, que la présence

(') Ce travail a été effectu¢ a 1'Office national d’Etudes ct de Recherches aéronautiques; nous
tenons A remercier respectueusement M. Maurice Roy, Directeur de I’0. N. E. R. A., de nous avoir
autorisés a publier ces résultats dans le présent Bulletin.

() Les numéros entre [ ] renvoient a la bibliographie placée i la fin de cet article; les numéros
entre () sont relatifs aux équations.
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dans le premier membre de I'équation d’une combinaison linéaire de u, u,., u. a
coefficients dépendant de z ne modifie sensiblement ni les méthodes d’étude, ni
le caractére essentiel des résultats. )

Rappelons briévement la marche que nous avons suivie pour étudier I'équa-
tion (T); nous avons formé la fonction de Riemann d’un point P situé dans le
domaine hyperbolique R (P, M); cette fonction est d’abord définie en tout
point M du triangle PAB, limité par les arcs de caractéristiques PA et PB et le

'segment AB de I'axe des z, puis prolongée a travers ce segment dans tout le
domaine elliptique, et enfin dans.le domaine hyperbolique a travers les demi-
droites &' A et Bz jusqu’aux caractéristiques issues de A et B ne passant pas par P
(caractéristiques réfléchies des caractéristiques issues de P); le long de ces
caractéristiques réfléchies, R (P, M) devient infini comme un logarithme. Si
maintenant, laissant M fixe, on déplace le point P pour 'amener dans la région
elliptique, la fonction R (P, M) devient une solution élémentaire (*) en P, n’ayant
d’autre singularité dans le plan (z, z) que la singularité logarithmique classique
au point P. Le cas limite obtenu lorsque P est situé sur 'axe des z fournit direc-
tement des solutions singulieres de l’équation (T) que nous avons appelées
source (—), doublet (—), source (+), permettant une résolution directe de
certains problémes aux limites lorsque les données sont portées par 'axe des z.
Tel était, en résumé, le point de départ adopté pour définir une solution élémen-
taire de (T), présentant des rapports trés étroits avec la fonction de Riemann.

Si I'on se propose d’adopter ce point de vue pour une équation (C), on
commence, ce qui est aisé, par former (§ I) la fonction de Riemann dans le
triangle PAB et, ce faisant, on met en évidence les solutions singulieres source (—)
et doublet (—) susceptibles de rendre les mémes services que dans le cas de
I'équation (T). Le prolongement de cette solution R (P, M) en tout point M du
domaine elliptique est déja plus délicat, mais surtout on peut se rendre compte
sur un exemple, celui d’une équation — que’nous appellerons (C,) — utilisée
par certains auteurs [16] dans certaines questions d’aérodynamique, que le pro-
longement dans le domaine hyperbolique ne peut, en général, s’effectuer jusqu’aux
caractéristiques réfléchies, car il apparait des « singularités parasites ». Ainsi le
role trés simple joué par la fonction de Riemann dans le cas de 'équation (T') est
un fait bien particulier qui ne se généralise pas a la classe des équations (C).
Autrement dit, la fonction de Riemann ne constitue pas une solution essentielle
s'imposant par sa simplicité dans 1’étude des équations du type mixte.

Ce résultat quelque peu négatif acquis, nous formons au paragraphe II, un pre-
mier ensemble de solutions élémentaires généralisant de fagon trés simple les solu-
tions élémentaires de 'équation (T) sous la forme donnée par A. Weinstein [19],
[20], qui faisait .appel a des propriétés classiques sur les intégrales de produits

de fonctions de Bessel d’ordre % Si P est dans la région elliptique, ces solutions

sont définies et régulitres en tout point M distinct de P, ot1'on étudie I'équation;

(3) Nous utilisions dans le précédent travail le qualificatif « fondamentales »: nous adoptons ici
I'adjectif « élémentaires » conforme & la terminologie usuelle en France.
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si P est dans la région hyperbolique, il en est de méme si I'on exclut les caracte-
ristiques issues de P et leurs réfléchies.

Ces solutions élémentaires sont insuffisantes pour certaines applications, car,
paires en z, elles ne tiennent pas comple d'une orientation privilégiée dans la
région hyperbobique; d’oui la nécessité de construire (#) et d’étudier (§ 1II) des
solutions élémentaires « orientées ». Nous faisons cette ¢étude en limitant le
domaine de définition 4 une bande paralitle a 'axe des z, certaines conditions aux
limites étant imposées a la frontiere; ceci nous permet en méme temps I'étude des
réflexions des singularités dans des conditions assez varices.

Pour terminer cette introduction, ajoutons un mot sur la méthode suivie. Dans
le cas de I'équation (T), nous avions utilisé les propriétés d’un groupe de transfor-
mations a trois parametres qui permettait unc étude assez géométrique des
solutions. Dans le cas plus général des équations (C) seul subsiste le groupe des
iranslations paralleles a Paxe des z. Aussi utiliserons-nous la transformation de
Fourier qui transforme I'équation donnée en une é¢quation différentielle. De fagon
précise, nous ferons appel a la théorie de la transformation de Fourier des distri-
butions tempérées [14], [15]. Ceci présente I'avantage non seulement de faciliter
les discussions sur la convergence, mais surtout de pouvoir considérer globa-
lement comme « distributions solutions » certaines fonctions présentant des
discontinuités ou des singularités a I'intérieur du domaine ou elles sont définies.

Une partie de ce travail a été résumé¢ dans une Note aux Comptes rendus de
U Académie des Sciences [5]; I'ensemble a fait I'objet d’'une Communication
orale au VIII® Congreés de Mécanique a Istanboul (aout 1932).

I. — La Fonction de Riemann de-1'équation (C;).

1. Forme générale de la fonction de Riemann pour une équation (C). — Etant
donné I'équation :

(1) L(u)=k(z)Uye+ usz=o0,

k(=) étant définie comme il a été précisé dans I'introduction, nous considérons
le domaine PAB situé dans le demi-plan hyperbolique limnité par les deux arcs de
caractéristiques PA et PB et le segment AB de la ligne parabolique. Nous nous
proposons de former la fonction (*) de Ricmann R(M, P) du point I’ en un
point M de ce domaine. Par définition, c’est la solution de (1) qui est égale (¥)

(%) Nous prenons connaissance a la fin de la rédaction de cet article d’un travail de J. D. Cole,
consacré aux solutions élémentaires de I’équation de Tricomi dans lequel I'auteur insiste sur cette
notion, sans toutefois envisager le cas ou P est dans la région hyperbolique [2].

(*) Pour l'existence d’une telle fonction, voir par exemple [7].

1

(¢) Au point P sa valeur est ainsi 27! |k(zl,) |_"-7; nous choisissons cetle valeur au lieu de 1 pour

compenser le facteur 4k qui apparait quand on écrit le premier membre de (1) en coordonnées
caractéristiques.
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1
v

1 -
a a7t k(sy)| *|k(3p)| ' sur PA et PB. On sait alors que la formule de Green.
appliquée dans PAB a une solution u de (1) et a R(M, P) s’éerit :

(2) u(P)=jA.Bu(M)01:(M, P)aM _fm uz(M)®R (M, P)aM.

Cette formule résoud directement le probleme de Cauchy lorsque les données
sont portées par un segment de la ligne parabolique.

Nous utiliserons systématiquement la transformation de Fourier selorr la défi-
niton de L. Schwartz, qui est I'extension aux distributions tempérécs (et. en
particulier, aux fonctions qui peuvent étre considérées comme telles) de la trans-
formation qui, pour un couple de fonctions u(z), U(a), homologues, indéfi-
niment dérivables et a décroissance rapide ([15], p. 89) s’éerit :

U(a) =f+‘u(.z-)e—‘-’”==-’cdz=5[u],
3 s
u(x) _—=f U(a)etirrrda = F—1[U].

Cette transformation fait passer de (1) & I'équation différentielle
4) U.:—4=2ak(z)U =o0.

Nous noterons S(a, 3) et D(«, 5) les solutions de (4) satisfaisant aux condi-
tions initiales :
(5) { S (2,0)=0, D (a,0)=1,

' S:(a, 0)=1, D:(a, 0) =o.

Ces fonctions sonl régulieres en 3, dans I'intervalle (I) et entiéres en « (théoréme

de Poincaré [8]. p. 20). Leur comportement asymptotique pour les grandes

valeurs de o, qui est donné de fagon précise au début du paragraphe 11, et le

théoréme de Paley-Wiener ([15], p. 127) montrent que leurs originales de

Fourier sont des fonctions solutions de (1) pour 5 négatif, identiquement nulles

dans la région hyperbolique extérieure aux caractéristiques issues de l'origine.
Manifestement, Pexpression :

F1[A(2)D(=, z) + B(«)S(a, 2)]

est une solution de (1) résolvant un probléme de Cauchy dont les données sont
portées par la ligne 5 = o; c’est la somme de deux produits de composition et en
vertu des propriéiés de S et D signalées, la valeur de cette solution en un point I’
ne dépend que des valeurs de F~1[A] et F1[B] sur le segment AB; confor-
mément & une dénomination définic dans [6], nous dirons donc que F~1[S]
el F4[D] sont respectivement la source (—) et le doublet (—) du point O.

En supposant I'abscisse de P nulle, ce qui ne restreint pas la généralité, on voit
en comparant ce résultat a (2) qu'en posant :

Zy=o, Zp = Zo,

on a, si M est intérieur & AB :

F[S(=, 20)] =— R(M, P), F1D (a, 30)] = R:(M, P),
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les originales de S(a, 3,) ¢t D(z, 5o) étant nulles en dehors de AB. Par suite, si
(6) @D(z, 30) = S(a, 3) D(a, 30) — S (a, 30)D (e, 3),
la fonction de Riemann a Pintérieur du triangle PAB peut étre définie par:
R(M, P)=F-1[D(z, 30)]
De fagon précise, s1 5,< 5 =0, F[ (3, 54)] est nulle dans la région exte-
rieure au triangle PAB comme on peut le voir, soit en appliquant le théoréme de

Paley-Wiener a la fonction entiére (z, zo) de « ct en utilisant le comportement
asymptotique de (D(z, 50) donn¢ plus loin, soit en remarquant que

F-1{ D (20, 3,)] et F-1[R:(30, 30)]
sont identiquement nulles en dehors du point 2 = o. Notons encore que

(7) D(z, 30) = Us(a, 2) Uz(a, 39) — Uy (2, 20) Us(a, 3),

si Uica, 5) et Us(a, 5) 'sont deux solutions de (4) dont le wronskien est égal
a—iI.

Le résultat obtenu ne nous permet pas de voir si la fonction R (M, I) peut étre
prolongée a travers AB dans tout le demi-plan elliptique ; on remarquera, en effet,
que pour 5> o0, B(z, ) n’est pas une distribution tempérée. Nous allons effec-
tuer ce prolongement dans un cas particulier auquel nous consacrons le reste de
ce paragraphe; nous pourrons étudier ainsi les singularités de cette fonction de
Riemann en dehors du triangle PAB.

2. Prolongement de la fonction de Riemann de I’équation (C, ) dans le domaine
elliptique. — L’équation (Cy) que nous allons étudier s’éerit :

(éu) Usz+ (1— e~ Uy =0
ét 'intervalle (1) est ainsi la droite réclle z.

Pour obtenir I'expression des solutions de 'équation (4) quand k(3)==1—¢727,
il est indiqué de faire le changement de variable ¢ = ¢~7; (4) prend alors la forme :

(R) 22U+ tU,—4r222(1—2)U=o0

ot les solutions de (8) sont des combinaisons des fonctions (7) de Bessel Jug,(27at)
et J_azy(272t). En posant

(9 8 =o2na, J’ﬁ(ﬁ)=l_(“3(.y))’r.l)'={3

et en remarquant que

Is(B)I-B8(B)—IB(BY—p(B)=—

2 sinxg

b

(") Pour les définitions et les propri¢tés des fonctions de Bessel, voir |18 ).
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on voit d'apres (7) que B( 3, 3,) s'écril ici :

T

(10) R () 50) =— m[M(B‘)-’—B(WO)—J-B(@‘)-’B(?‘o)]

= — T [Hy(Be) HA(BO) — HE(Be0) HA(B0)),

Hi(B¢) et H3(B¢) ctant les fonctions de Hankel.

Nous allons chercher le prolongement de R (M, P) dans le demi-plan ‘ellip-
tique par un procédé formel que nous interpréterons et justifierons par la suite.
Soit T(a, 5, 50) la transformée de Fourier de cette fonction — si elle existe —;
c’est en a unc fonction paire et pour « réel positif, il convient de la chercher sous
la forme :

(1n) T (% 2, 20) = Jg(Bt)[A(B)Hg(Bto) + B(BYHZ(BL)];

en effet, considérée en ¢, T est une solution de (8) qui doit étre proportionnelle
aJg(B¢t), sinon T ne serait pas une distribution tempérée réguliére quand s aug-
mente indéfiniment (*), el considérée en ¢, elle doit étre également solution
de (8), car il est raisonnable de penser que cette propriété acquise lorsque 3 est
négatif, est encore vérifiée quand s est positif. Pour déterminer A(3) et GB3(3).
nous devons écrire que si

B(a, 2, 20) = T(a, 3, 20) — P(3, 20),

les expressions F1[B(a, 0, 50)] et F1[B.(a, 0, 50)] définies sur I'axe des z,
sont nulles sur le segment AB, ou ce qui revient au méme, que : )

('2) 5"‘[‘5(“, Zy z“)]=°

dans le triangle PAB.

Or, on sait (voir, par exemple, [13]) qu’une fonction o(z) de la variable
réelle z, de carré sommable, est nulle pour z + > o si, et seulement si F[¢(z)]
est une fonction de carré sommable de Jla variable réelle «, prolongeable dans le
demi-plan supérieur de la variable complexe « en une fonction holomorphe, et
ayant dans ce demi-plan un comportement asymptotique ‘en €2™*. On en déduit
que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f(«) de la variable
réelle a, de carré sommable en a ait une transformée de Fourier nulle dans
'intervalle — ! << & << [ est que f(a) soit « décomposable » en deux fonctions g ()
ct h(a) de carré sommable :

f(2) = g(a) + h(2),

& (@) étant prolongeable en une fonction holomorphe dans le demi-plan supérieur
de la variable complexe « et y ayant un comportement en e*™*, }(a) étant pro-
longeable dans le demi-plan inférieur en une fonction holomorphe ayant un

(*) Quand B augmente indéfiniment par valeurs positives, Jg(B¢) décroit comme une exponen-
tielle & exposant négatif, alors que J_4(B¢) croit comme une exponentielle 3 exposant positif;
J4(B¢) tend également vers zéro quand { étant fixe, s augmente indéfiniment.
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comportement en e~2%2, En supposant ce résultat généralisé (*) aux distributions
tempérées et en écrivant :

T = C(B)Hp(Bto) + E(BIHE(BL),
on voit que (12) est réalisé si et seulement si :
(13) C(Belm) + &(B) =0,
en raison des propriétés classiques (1) :

Héef--(ﬁe’“‘“) =—H3(Bto), Hgu(Be—imty) =— H(Bto),

) 1 2 \F P — 5 <Arsp<n,
H.g(fjto)fv(x—;j) ] 1
[&]F =gy —y, b=_—;

compte tenu de (10) et (11), la relation (13) conduit a I'identité en ¢ et 3 (1) :
Jg(ﬁt)[(B(fJ) -+ %cotgnp] —|—e—i“3.l_;3([3t)[a({3em)— gcotgnﬁ] =o0,

qui ne peut étre satisfaite que si :

(15) a(p) = B(B)=— cotgxp.

Le résultat obtenu ne pourrait étre considéré comme valable que si I'expression
trouvée pour T(a, z, 50) pouvait étre interprétée comme une distribution tem-
pérée de la variable «. Mais cette expression devient infinie pour toutes les
valeurs entieres de « et 4 'origine T a une singularité plus complexe. Pour consi-
dérer T comme une distribution, il faut résoudre un probléme de division — qui.
on le sait, [14] p. 121) est susceptible de plusieurs solutions — préciser le
résultat de cette division en choisissant la détermination voulue, et montrer quc
ce résultat. est une distribution tempérée. Il revient au méme de donner direc-
tement une interprétation du résultat trouvé plus haut en faisant appel a des
intégrales prises dans le plan complexe « et de vérifier que I'expression ainsi
trouvée pour R (M, P) répond bien a toutes les conditions du probleéme.

De facon précise, nous définirons cette fonction par 1'égalité :

(16) R(M, P) = — ;f cotg = BIg({B¢)HA(Bto) cos bz
Cy+dy

- ifq”’w‘g"%(ﬁt) H3(Bto) cos Bz dp,

(%) Cette généralisation ﬂ)it étre obtenue de facon analogue A c@le du théoréme de Paley-
Wiener donnée par Schwartz. Elle ne semble pas avoir été formulée explicitement jusqu’a présent.
Nous n’avons pas besoin de faire appel & ce résultat, puisque nous ne faisons ici qu’un raisonnement
formel.

(1) Ce sont ces propriétés qui conduisent a introduire les fonctions de Hankel dans cette
question.

(1) Pour écrire cette relation, on utilise des propriétés classiques telles que :

J‘ge,-ﬂ(ﬁe"“t) = e“"?J..F(ﬁt).
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c1, dy el ey, dy élant les chemins symétriques par rapport a Paxe réel du plan «
représentés sur la figure 1. Séparément, les deux intégrales figurant dans (16)
sont divergentes (!?) en raison du comportement des quantités a intégrer au
voisinage de D'origine; cependant, leur somme peut étre définie comme la limite
de la somme des intégrales, obtenues en supprimant des chemins dy et d, un
segment de longueur ¢ d’origine O, quand ¢ tend vers zéro; c’est ce sens que nous
donnerons a (16).

Lorsque M est dans le demi-plan elliptique, la convergence des intégrales prises
le long de ¢, et ¢o est assurée par la présence du facteur Jg(B¢) qui décroit en
module comme une exponentielle a exposant négatif. D’autre part, lorsque M est
dans le triangle PAB, ces intégrales restent convergentes (mais non absolument )
et la quantité a intégrer le long de ¢; (resp. de c¢.) tend uniformément vers
zéro comme e®=%' = [resp. e~ Be=1¥i-] dans le demi-plan supérieur
0 < Arga = n— & (resp. dans le demi-plan inférieur —x + 8 = Arga < d); c'est
celte propriété que nous avons voulu réaliser en choisissant I'interprétation (16 ).

Pour justifier définitivement la formule (16), il suffit de vérifier que dans le
triangle PAB on a
(17) R(M, P)—F1[D(3, 50)] = o,

Fig. 1.

et, a cet eflet, il est indiqué d’écrire 'originale de (D(z z,) sous la forme :
FA[D(3, 50)] = — %f HY(Bta) H3(30) cos Brdf + f H3(8t0) HY(30) cos sz d3.
cy+dy Yeg+d,

Quand on écrit (17), on vérifie que les quantités a intégrer le long de dy et d,
prennent des valeurs égales en deux points symétriques (13) par rapport a
I'origine; une propriété analogue permet d’écrire :

,fe—'ﬁfﬂé({ito)[iﬂﬁ({it)—zcotgn{i.lp(ﬁt)]dﬁ
=_fetﬂ.rng(pz.,)[mg(g¢)+gcotgn313(pz)] ds,
—fe—'BIH,;(;Sto)[tHﬁ(dt)+2cotg1rf3.l3(dt)] d3

—fe'ﬁxH (3to)[{HB(3¢) — 2 cotgm 3Ig(B2)] 43,

('?) Les quantités 2 intégrer dans (16) se comportent a l'origine, respectivement comme :
—(=B) (é Logp + 21) et —(mP)- '(— ~LogP + - )

(13) Utiliser les premiéres formules (14) et cclles signalées dans la note ().
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et, par suite, (17) se réduit & :

% eBeHY(Ba)[{HE(30) — 2 cotgz 31(3¢)] 43
—% e~iBxH(Bto)[{HY($1) + 2 corg = 3Jg(B)] dB = 0;

CyHca
or, chacune de ces intégrales est nulle en vertu des comportements asymptotiques

des quantités & intégrer lorsque M est dans PAB (y —y, <z <<yo—y). Ce
calcul est évidemment a rapprocher de celui fait pour obtenir (15).

3. Prolongement de la fonction de Riemann de (C,) dans le demi-plan
hyperbolique. — Nous allons maintenant chercher le prolongement de ® (M, P)
lorsque P restant toujours fixe, M traverse 'axe z = o en dehors du segment AB.
La fonction étant paire en z, il n’y a aucun inconvénient a supposer dans la suile

Ve c,
4
o

d,

T,

Fig. 2.

x> o0. Lorsque M est dans le demi-plan elliptique, on peut, ¢n appliquant le

théoréme des résidus, écrire (16) sous la forme :

418)0{(_\1,P)=—-%J cotg:fﬂJg(f:-t)Hé(l’Sto)cos‘fixdfd—lfcotg::{i.lg(;’it)Hg({ito)cos{ixdﬁ
d, d,

2
T

- %fue"p“'cotgﬁﬁJa(ﬁt)la(ﬁto)d?—%fe—'ﬂrcotgx;n;,(pt)Jﬁ(;az.,)d;s

- %fcotgz?Jg(fﬁt)[Hg({ito) eiBe — Hy(5t,) e=i8] df
¢ ! .
+ % ‘_‘J,,(nt) [Hi(nty) e—inx— H2X(nt,) etnx],
>0

{ étant un chemin joignant, comme P'indique la figure 2, Porigine de ¢, a I'origine
de ¢y, situé dans le demi-plan R(a) > o et laissant tous les poles a droite. Les
intégrales le long de dy, dy et I sont toujours convergentes; les intégrales prises
le long de ¢y et ¢ sont toujours convergentes si £— y,—J est positif et 'on peut
en vertu des comportements asymptotiques des fonctions a intégrer les reporter,
dans ce cas. sur les chemins v1 et v, indiqués sur la figure. Les singularités de
®R (M. P) dans la région 2 — yo— y > o sont donc celles de la série. L'étude de
ces singularités se fait aisément (14); celles-ci sont de deux sortes : d’une part,

(1*) De facon analogue &4 un raisonnement que nous explicitons au w° {0 du paragraphe III, on
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1 -1
des discontinuités égales a |k(z)| *|k(30)| * quand on traverse de gauche a
droites les caractéristiques

r=yo—y +2h= (h=1,2, ..., n, ...)

-1
d'autre part, des singularités logarithmiques, — = | kko| * Log|¢| le long des
caractéristiques
r=yo+y +2hx (h=1,2, ...)

Au voisinage de z = )"0 + ¥, la série devient infinie comme — 71| kk, [_3_' Log|¢|.
mais il faut y ajouter le comportement singulier des intégrales portés par y; et v,.
L’exposant de l'exponentielle qui représente leur .comportement asymptotique
pour |a| grand s'annule. en effet, dans ce cas (*). On trouve au total, pour ces

2T

1 _log € &y 11, 1
"’n“lﬁeoﬂ.. [kko| Ve
——— -1l | w1
e |kkg)'4 2 kk Y%

Fig. 3.

1
intégrales, un comportement ¢n (27)7t|kk,| * Log|e¢|. La fonction de Riemann
devient donc infinie au voisinage z > y', + ) de £ == ¥, + y comme

1
—(2=)"t|kko|[ *Log|el.

peut montrer, en tenant compte du comportement asymptotique de ses termes, que cette série se
comporte comme la série
w
1
(2m)-Y L kky |7 Z [n-tcosn(y +y,—x)+ntsinn(y —y,~x)’
1
comportement que 'on étudie a partir de la relation
©
Zn"‘ En=—Log (1 —£).

vraie pour |§ | <1, £ # 1. !

(**) Au total, on trouve que ces intégrales-se ccmportent comme

o .
—/ (2m)7 | kky |TFReBl+)0—2)dB  (c.= const. > o)

qui a bien la singularité indiquée.
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C'est le méme comportement que celui de la fonction de Riemann de I'équation
de Tricomi (fig. 3).

4. Remarques sur ce résultat. — Nous voyons ainsi apparaitre dans ce
prolongement de la fonction de Riemann des « singularités parasites » le long des
caractéristiques issues des points £ = == (yo+ 24 ™), A entier positif, singularités
parasites que nous n'avons pas rencontrées dans le cas de I'équation de Tricomi.

Nous remarquerons encore que la fonction de Riemann de I'équation (C,) nc
Jouit pas de la propriété de symétrie : prenons, en effet, un point M situé sur une
caractéristique z =)o+ mm, m différent d’'un entier pair. Si M décrit cette
caractéristique, R (M, P) est une fonction présentant un certain nombre de
discontinuités, alors que dans les mémes conditions R (P, M) est une fonction
continue de M. On pourrait encore faire traverser au point PV Dl'axe des z et
constater alors que la fonction R (M, P) ainsi définie a non seulement une
singularité en P (comme on doit s’y attendre), mais encore en tous les points
déduits de P par des translations d’amplitude 2An, A entier quelconque.

Tout ceci révele pour la fonction de Riemann de (G;) un comportement assez
complexe et suffit pour que l'on puisse affirmer que les singularités de la
Jonction de Riemann dépendent essentiellement de la fonction k(3).

Pour terminer, faisons le lien entre le résultat trouvé et celui que I'on obtient
dans le cas de I'équation de Tricomi. Si 'on désigne par Ry (z, 5; 0, &) la
fonction de Riemann de I'équation (Cy) et par R(z, 5; 0, 50) celle de 'équation
(C), ou

22 N
L (5) = — (1 — e—2%5
k(z) :ﬁ(l e—2h3),
on voit immédiatement que

R(x, z; 0, 3g) = g—‘m‘(px, 2z} 0, z0).

On en déduit, en particulier, que les singularités parasites se reproduisent avec
une période 2mpt.

En particulier, si I'on pose 21" = p et si I'on fait tendre p vers zéro, I'équation
(C) se réduit (1¢) a celle de Tricomi [k(z)=5]. Les singularités parasites
disparaissent et la valeur de R (z, z; o, 3,) est celle de la fonction de Riemann (*7)
de I'équation de Tricomi [6].

II. — Premidres solutions élémentaires.

5. Généralités. — Nous nous proposons de définir dés solutions élémentaires
de I'équation (1). Une solution élémentaire d’une équation différentielle ou aux
dérivées partielles est une solution qui présente une singularité particuliére

(') Il y a la un fait général qui correspond A ce que I’on appelle en Aérodynamique la similitude
transsonique.
(") Il suffit d’appliquer les formules données dans [ 18], chap. VIII, n° 8.43.
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déterminée par le type de I'équation : par exemple, pour une équation elliptique,
¢’est la singularité ponctuelle logarithmique.

En utilisant la théorie des distributions ([14] et [15]), on peut donner une
définition plus précise et plus étendue de la notion de solution élémentaire
([14]. p- 133). Pour (1), cette définition est la suivante : relativement a un point
P (z,, z0), c’est une solution de I'équation :

(19) L(w) = 8y, zy)-

 Ouyze Glant la mesure de Dirac ([14], p. 19), dans le plan (z, ), au point
(%o, %0). C'est donc une distribution. Pourtant, les solutions élémentaires que
nous allons” définir pourront étre identifiées complétement a des fonctions
régulieres (différentiables jusqu’au second ordre, par exemple), partout dans le
plan (2, 5), sauf au point (o, z,) et, dans le cas hyperbolique, sauf sur les
caractéristiques passant par ce point (dans ce cas, en effet, la singularité se
propage le long de ces courbes).

Comme nous I'avons déja fait, nous supposerons, sauf mention contraire, que
x,= 0, ce qui ne restreint pas la généralilé.

Nous effectuerons cette recherche de solutions élémentaires en utilisant la
transformation de Fourier, définie plus hauat (3). En partant de la définition de
la solution ¢lémentaire précisée a l'aide des distributions, on est amené a
rechercher la transformée de Fourier de (19). Son premier membre devient égal
au premier membre de (4). Calculons la transformée de 3, ., ([13], p. 109).
Désignons par ¢(«, =) une fonction indéfiniment dérivable et décroissant a I'infini
plus rapidement que toute puissance positive V de (a2—+ z?)~! ainsi gue ses
dérivées. On a les relations :

+ +x
F [Bi0.29) (2, 3) = By, z) [ e—2UR2rg(a, 3) da =f v(2, 30) dx = Az .z, v(2, Z);
v » —

A, est égale, dans le plan («, z), & la mesure engendrée par la masse 1 portée
en chaque point de I'axe = zo. Sur toute droite x = const., elle est égale a la
mesure de Dirac § ., du point z = z, dans I'espace (z). En considérant x comme
un paramétre, la transformée de (19) s’éerit donc :

(20) Us:— 47222 k(2)U = §5,).

Les hypotheses a faire sur k(z), nécessaires pour la définition du produit dans
le cas d’une distribution U générale, tombent ici du fait que les distributions U
envisagées seront, comme nous I'avons dit plus haut, d’un type bien particulier.

Nous avons donc i trouver maintenant une solution de (20), c’est-a-dire une
solution ¢lémentaire de (4); c’est un probleme classique, bien résolu ([3] p. 306;
[14], p. 135). Si Ky (a, 5) et HKy(a, 2) désignent deux solutions indépendantes
de Péquation (4), dontde wronskien est égal a8 —1,

(21) Kiz(a, 3)Kae(a, 3)— Ky(a, 3)Kaz(2, 3)=1,
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la distribution identique a la fonction :

y Ki(a, 3)Ka(2, 50), (22 3),

E( ; =
(22) (2 %; %0) | Ki(a, z0) Ke(2, 3), (2 < 20)

est solution de (20), donc solution élémentaire de (4).

Pour pouvoir former l'originale de E, il faut choisir ¢4 et JC, de facon que E
soit une distribution tempérée. Ceci nous conduit a préciser le comportement
asymptotique des solutions de (4).

6. Comportement asymptotique des solutions de (4). — Dans ce paragraphe,
nous supposons, pour fixer les idées que (I) est U'intervalle infini (—2, + ),
>0 ().

Considérons d’abord les fonctions S(«, z) et D(«, =) définies plus haut (3).
Leur comportement asymptotique (1*) pour | «| grand est donné par [10]:

12) z <o,

1 ( ._ =
leos {272y — —
B v i
(2=a)" | k7 dy =— k|*ds,

S~— i?l')w(o)@)

2
P

4

(2 . ' =\ (Y(e)=0
() o payreee Cmor = 5) \argar 27,
+ W(o)\= 2

/
(23) >
\

D~ _
2 (2m2)" | k!¥
avec
f V=R dz
‘I'(z‘): v T yz<o0
L&
et par
! I (;) RAs ~_zna.\~+f‘i:—: \
’SN 3 ¥(o) ! ‘0 s 51 ’z>o’
3 ~\Z . T LT L
(24) 2 (2%)* (2m2)° k* !ds= K dz,
r g) SRas —sras+ F|s(0)=0,
3 I I e +e * Vo< Arga < =.
D~ — 1o T T =TT =
\ 3 (2%)? (272)k*

Comme S et D sont des fonctions uniformes de « et satisfont a des propriétés
de symétrie par rapport aux axes réels et imaginaires du plan «, les formules (24)
et (25) sont suffisantes pour indiquer leur comportement asymptotique dans tous
les cas.

(%) C’est, en général, le cas en Aérodynamique; nous nous libérerons de cette restriction au
paragraphe I1I.
(%) L'écriture f(a, 5) ~ G(2, z) indique que
e(a, 5
Sm =600 (1 ) o,

2

e(a, 3) étant uniformément borné pour |a | grand.



— 158 —

D’autre part, on peut montrer qu’il existe une solution J,(x, z), réguliere
pour « réel > o, dont le comportement asymptotique pour « trés grand est :

(23.1) Ii(a, )~ —.3—2“3‘%7 (z2>o0).
2Z(2m2)T kv
En écrivant :
(26) Jy(a, 3)=r(a)[cosb(2)S + sinb(x)D],

on voit que les comportements asymptotiques de r(a)cost(x) et r(a)sinO(«)
pour « grand sont :

r(a)cosf(a)~—

(27) a s

r(a)sinb(z)~ m.

On a ainsi :
1 1
Tlo)=ZaT
(25.2) Ji(a, 0) ~ —-((1)’1—22—’
(2ﬂa)“3“l‘(§)
i
o2
(25.3) Jl(z,z)N+kIsin(2za‘y+2—:); (z<o).
(2ma)* | k|

Considérons ensuite la solution :
(28) Jg(a,z)=7(.‘a—)[— sinf(a)S + cosf(a)D].

On a évidemment
Ji:(ay 3) Ta(a, 3)— Jos(a, 2)J1(a, 3) =1

et en tenant compte de (27), on peut écrire les comportements asymptotiques

de Ja(a, 5):

(29.1) Jo(a, 3) ~v— — —  (3>0),
27(2ma)t k¥
r(%)w(o)&
(29.2) Je(a, 0) ~v— T >
xt2%(27a)’
I3 b
2"cos(2m¢y—-l—2)
(29.3) Jg(a,z)w—————ﬁ———-, (z<o).
(27a)* [k

7. Solutions élémentaires de (1) et leurs propriétés. — Nous allons maintenant
choisir Jy et I, de fagon que (22) soit la transformée de Fourier d’une fonction,
ce qui nous permetira de définir une solution élémentaire de (1) comme l'originale
de Fourier de (22). Il suffit pour cela que le produit JK; I, soit régulier pour
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fini et que K, et K, aient un comportement pour a réel infini tel que E soit une
distribution tempérée de la variable a.
On peut alors prendre :

(30) Ki(a, 2)=I(|a], 3), JC!(%Z):Jz(l“I, z)+_}‘(!“i)‘71(|“|>z)§

#(a) représente une fonction définie pour a réel positif, dont le comportement
pour x grand est proportionnel a a™. ‘

Pour voir que E a bien une originale de Fourier quand on fait le choix (30), et
pour étudier les principales propriétés de cette solution élémentaire e, il faut se
placer succéssivement dans les trois cas: z9>> 0, Zo<{ 0, Zo== 0.

Premier cas: 5,>> 0. — L'intégrale :

“+®
(31) e(x, 5; 0, 3o) =f E(«, 5; 20) €2i7er da

est partout convergente dans le demi-plan z > —¢, sauf au point (o, %), au
voisinage duquel elle devient singuliére comme :

(§7)1 (kko) ™ Log[(s — sa)? -+ 271,

ainsi que le montre un calcul facile.

C’est la singularité classique de la solution élémentaire, dans le cas elliptique.

Sans effectuer ce calcul, on peut d’ailleurs remarquer que la différence des
valeurs de la solution ¢lémentaire, pour = ¢+ 0 et 5= 59— o0, a pour image
de Fourier o; elle vaut donc zéro.

De méme, la différence des valeurs de la dérivée par rapport a z, de la solution
¢lémentaire, pour z =250+ 0 et 5= 50— 0, a pour image de Fourier 1; elle a
donc pour originale la mesure de Dirac 80, et, par suite, vaut zéro, sauf au point
x = 0; ceci montre bien que ¢ se prolonge convenablement & travers s = z,, pour
X = 0.

Deuzi¢me cas : 50<< 0. — Supposons que, pour « grand, i(a)=o(a”), m
¢tant négatif ou nul. Dans le cas ot m est positif, I'intégrale donnant la trans-
formée de Fourier de 2 (a)Jy(|a|, 5) Ja2(]a], 5) n’a plus de sens, mais cette
transformée de Fourier est une distribution, solution que I'on peut interpréter
comme la dérivée par rapport & z d’une solution continue.

L'intégrale (31) est partout convergente dans le demi-plan 5 >—¢, sauf au
point (o, 5o), sur les caractéristiques passant par ce poinl :

(32) Z=Yo—y, ET=—Yo+Y,
et sur les caractéristiques réfléchies de celles-ci par l'axe 5 =

(38) e=yory, ==y
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Les singularités sur ces caractéristiques sont des discontinuités et des singularités
logarithmiques proportionnelles respectivement a :

(34) ; 10 : TLog [y Eyo+z|
ik(2)k(z0) [ {k(z)k(z0)i"
Par exemple, pour X(a)= V3

0 ces singularités sont réprésentées par la
figure 4.

La discontinuité est proportionnelle 4 la valeur de la fonction de Riemann du
point P sur les caractéristiques PQ et PR.

|
‘-‘4'-”" ¥Tkkol Va
—— logl€l
4 kkgl Ya
A B

Ry

Yy
Fig. 4.

Troisiéme cas so=o0. — Dans ce cas, les singularités de la fonction (31),
solution élémentaire, relative a l'origine, se trouvent sur les caractéristiques

. . . 3 e . i
passant par lorigine. Par exemple, dans le cas on ). = ‘/T_’ (17) devient infini

comme :
1y 3
. 3=r(%)
; —7 pour -tz +y >o,
loy[F 4ra7 kF

sor (L)

3 ;

— 1 3 pour y iz <o.
lyEa[* =227 k]

Signalons enfin la propriété de symétrie de la solution élémentaire relative au
point (Zy, 30) qui, d’aprés ce que nous avons dit plus haut, s’écritimmédiatement

+ x
e(z, 3; Ty 39) = f e2ina(r—x,) [ (a, 3; 3¢) da.

On a, en effet, d’apres la définition de E et sa parilé en a :
(35) e(x, 2; Ty, 2o) = € (&, Zo; X5 3)-

On voit immédiatement la parenté des résultats ainsi trouvés avec ceux que
nous avons obtenus pour I'équation de Tricomi (comparer avec la fonction H, de
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[6], p- 28). En particulier, les discontinuités le long des caractéristiques issues de
P sont proportionnelles a la valeur de la fonction de Riemann et, sur la caracté-
ristique AP, cette discontinuité change de signe suivant la position de M par
rapport a P. Le rapport entre la valeur de la discontinuité et le coefficient du
logarithme réfléchi — ou dans le cas limite, z0= o, entre les parties principales
de ¢ le long de z ==y du coté |z| <<y et du coté |z | >y — est indépendant
de la fonction & ().

8. Exemples. — Nous allons donner dans trois cas particuliers les fonctions
Iy (a, 3) et Jy(a, 5). Dans le premier cas, des solutions élémentaires ont déja été
données. Les résultats relatifs au deuxiéme et au troisiéme cas sont nouveaux.

1° k(z)=235. — Clest le cas de I'équation étudiée pour la premiere fois par
Tricomi. On trouve facilement que ’équation (4) correspondante admet comme
solutions indépendantes :

el

. 1
sili(2mas), I ,(27as) (3>0),
3 3

al-

1
_}"‘J;(Zﬂfﬂy), 3 i(2may) (2 <o),

. 3
3

I_, etJ , désignant les fonctions de Bessel, suivant la notation usuelle. On peut

alors prendre : .
Ii(a, 2)=2°3""x *s°K,(2mas),
3

i

1

111
Js(a, 3)=—2°3 *nis3[,(27as).
3

A. Weinstein [19] a donné la solution élémentaire de ’équation de Tricomi
sous une forme équivalente.

2° k(z)=1—e?*. — S. Tomotika et K. Tamada [16] ont étudié et utilis¢
I'équation (1) correspondante, qui est I’équation (C,), comme approximation
pour les écoulements transsoniques.

D’apres ce que nous avons vu au n° 2, on peut alors prendre :

1 1 1
Ji(ay 2) =n Jang(2mat), Ja(a, z)=n%2 2Ysga(2mat).

1
3 k(s)=— AFVT=O D) yyee do = — U=
(=1 (=

—=r=1
dr, (o) = T
L’équation (1) correspondante est satisfaite par la fonction de courant de I’écou-
lement d’un gaz parfait, & chaleurs spécifiques constantes [4]. Les comportements
asymptotiques de la solution bien connue de I’équation (4) correspondante :

g
¢B(T)=“’ F(aﬁ: bﬂ» B+|1 ), (B=2ma),
B(B+1),

ap+bp=f Ty apbg=—

Y—1
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ont é1¢ étudiés par T. M. Cherry [1] et M. J. Lighthill [8] et I'on peut prendre :

Ii(a, 3)= -.me—BcF(ap: b'g, B+1, ':)’

2 wtal

el

Jg(l, z)=—-—

T t=mF(a_g, b_g, 1—f, )
27xtal

Ii(a, 2,

1 3
. g 1 T (ag)I (B~+1—bg)2*BTefo
<" cotgr? i >r<aa—rs)r<n—ba>[r G+or
e
avec

1

i A3
- (X1 Rt R —
¢ = <Y"l) argth(Y_i_I) +2log2(y I).

La présence d’un terme supplémentaire 4 ¢_g dans Pexpression de J, est due au
fait que cette fonction admet des poles pour B entier supérieur & 1. Nous avons
utilis¢ ici la valeur des résidus de ces poles, donnée par M. J. Lighthill [8], de
méme que leur comportement asymptotique. On vérifie ainsi que ce terme supplé-
mentaire est bien de la forme A () J1(a15), A(a) satisfaisant aux hypothéses
faites plus haut.

III. — Les solutions élémentaires orientées.

9. Principe. — Les solutions élémentaires définies plus haut présentent la par-
ticularité suivante : la différence de deux solutions n’est pas une forction régu-
licre et bornée lorsque le point P est dans la région 5 << o. Cette différence, en
cffet, est une solution de (1) de la forme :

F1 {1 (@) Ky (2, 2) Ky(e, 30)],

et, si cette solution est réguliére et bornée en z dans la région ou est étudiée
I'équation pour z, positif, elle peut présenter quand 3o est négatif certaines singu-
larités; par cxemple, dans le cas o px () est une constante, ces singularités sont
schématisées par la figure 5.

Nous avons déja rencontré cette circonstance dans I'étude de I'équation de
Tricomi [6]. S¢ on n’impose pas des conditions supplémentaires, la solution
élémentaire d'une équation du type mizxte n'est pas caractérisée par un type
unique de singularité. Nous en avons également donné la raison; les problemes
hyperboliques — et trés spécialement ceux posés par les problemes de physique —
introduisent une orientation privilégiée liée au sens de propagation des perturba-
tions le long des courbes caractéristiques; il en est de méme pour les problemes
relatifs & une équation du type mixte, la définition du probléme de Tricomi [4],
[6], par exemple, introduit immédiatement une distinction entre les deux familles
de caractéristiques et, par conséquent, une telle orientation.

Or, les solutions élémentaires envisagées jusqu’ici sont paires en z; elles sont
donc indifférentes a toute propriété d’orientation. Par contre, nous allons voir

v
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dans ce paragraphe que, si 'on impose & la solution la condition supplémentaire
de n’admettre des singularités que.dans I'un (et un seulement) des demi-plans
T £ T OU T > Ty, les solutions élémentaires présentent un modele unique de sin-
gularités au voisinage de P, méme si le point P est dans la région hyperbolique.

why €

[kkq] Vs

A B ax
Clog €
] ‘It[kk A
C=const.
Y

Fig. 5.

11 est aisé de former une solution élémentaire en P (z0<C 0) respectant cette
condition supplémentaire. Il suffit de généraliser un procédé déja utilisé pour
I'équation de Tricomi.

En effet, en choisissant A = !2—, on peut former la solution :

k(a)|F
k(z.,)

&(M, P)=e(M, P)— (e(M, Py)— e(M, Py),

P, et P, étant les points d’ordonnées 54, —{ << 52 << 30, situés sur les caractéris-
tiques de P, solution qui présente les singularités de la fonction de Green du pro-
bleme de Tricomi [6] : au voisinage de P. ces singularités sont portées par les

y
; .
o =
A :

Fig. 6.

parties des courbes caractéristiques passant par P et leur réfléchies situées dans
le demi-plan z > z, si z,,> z,,, comme Pindique la ﬁgure 6.

Mais ce résultat qui a l’mtéret de nous fournir de fagon simple le modele de la
singularité lorsque P est dans la région hyperbolique ne nous donne pas une solu-
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tion élémentaire qui puisse étre définie de fagon continue lorsque P varie dans le
plan (z, 5) en traversant 'axe des 2. Une étude plus approfondie est donc néces-
saire. Pour mieux saisir introduction de la condition d’orientation, nous allons
former une solution élémentaire définie de fagcon unique dans la région elliptique.
celle qui, définie dans la bande z,< 50 < 51 (52> 0) s’annule sur les deux droites
frontiéres z = 51, & = 2a; cette fonction est la fonction de Green du probléme de
Dirichlet relatif a la bande. Nous examinerons ensuite le cas ot 52 devient négatif.

11 s’agit toujours de former une solution E («, z) de ’équation (20), s’annulant
pour 3 = 54 et 5 == 53(%2< 50 z4). On peut écrire 'expression de cette solution
en utilisant la fonction entiére de « introduite pour former la fonction de
Riemann :

®(3,Z)=S(5)D(Z)—D(z)S(Z).
Nous noterons l'identité :

@ (2, Ly) D3(3, Ly) — B (3, L) P;(3, L2) = D (L4, Ls)

que l'on vérifie en remarquant que le premier membre est indépendant de 5 comme
¢tant le wronskien de deux solutions de (4) et en le calculant pour z = o, grace
aux propriétés des fonctions S (3) et D (5) pour cette valeur de 5. Ceci dit, il est
clair que la solution E («, z) cherchée s’écrit :

@ (30, 22) P (3, 51)

(36) E(q, 2) Bl D= =0, ) Sl BLEs 3y
a, 3)=
E,(a,z):% Sl 2oL 2 £ 3,

et que cette solution est unique. Elle satisfait aux propriétés suivantes :

E(a, z,)=E(a, z,):o,
E(a, zﬂ)“E’!(ar Zg) =1,

E(a, 3)=E(—a, 3).

Les fonctions E, et E, sont des fonctions méromorphes de la variable a dont il
importe de connaitre les péles. Si a, est un pole, c’est qu’il existe une solution de
(4) s’annulant pour 5 = 2z et 5 = 3, pour a = a,; autrement dit, @, est une valeur
propre du probléme consistant a4 définir une solution de (4) prenant des valeurs
données pour z =z, 5= 2,. En appliquant les résultats classiques relatifs a ce
probleme ([8], p. 498), on voit que tous les zéros de (@ (24, 23) sont simples, et
qu’ils forment une suite dénombrable de nombres purement réels si 3, << 24 < o,
purement imaginaires si 0 < z,<< 34, et une double suite de nombres purement
réels et purement imaginaires si z,<< 0 << z4. Enfin, nous aurons a étudier le
comportement asymptotique de la solution E («, z) pour les valeurs de « grandes
en module; nous utiliserons & cet effet les formules suivantes donnant le compor-
tement asymptotique de & (z, Z) dans les divers cas possibles, formules que I'on
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obtient aisément a partir des propriétés asymptotiques de S(«, 5) et D («, 5)
signalées plus haut :

sh2ra(s—38)

[ @z, Z)~ :
2malk(z)k(Z)|¥

(z2>0,Z>0),

(35 | @G~ 22TV ) ”“U’"Y)L (3<0, L <o),
axalk(zs)k(Z)}
@ (3, L)~ — cos2maysh2xaS +cha n:alS sin2may (3<0,Z> o).
| Vema|k(z)k(Z)*
Ces formules sont valables quel que soit Arg a.
10. Examen des divers cas possibles. — Premier cas : 0 < 52 5. — Clest

le cas classique ot le domaine ouvert étudié est dans la région elliptique.
La fonction E («, 5) est continue sur I'axe réel du plan « et I'intégrale :

—+
(38) e(x, 35 0, 29) = f E(g, z)enaxdy,

définissant l'originale de E est convergente, sauf pour 5.= 359, = 0. On recon-
nait que e (z, 5; 0, 50) est la solution élémentaire cherchée. Cette fonction cst
paire en z.

Deuziéme cas : 5<<0 << z1. — Des que z, est négatif, E a des poles sur I'axe
réel du plan «, et I'intégrale perd toute signification. Opérons en utilisant les pro-
pri¢tés de E(a, 5) considérée comme fonction de la variable complexe «; nous
indiquerons plus loin comment ces mémes résultats peuvent s’obtenir en interpré-
tant E comme distribution de la variable réelle a.

Dans le premier cas qui a été envisagé, il n’y a aucune difficulté a écrire l'inté-
grale de la formule (38) sur une parallele & I'axe réel J («) = ¢ (nous appellerons
L, ce chemin lorsque ¢ est positif), et il est clair que la valeur de I'intégrale n’est
pas changée si aucun pole de E n’est situé dans la bande 0 << J (a) < ¢. On peut
d’ailleurs choisir ¢ suffisamment petit pour qu’il en soit ainsi lorsque, 54 restant
fixe, 5, varie dans un voisinage de zéro. Nous allons voir que la définition de
e(z, 5; 0, 50) en utilisant le chemin L, reste encore valable quand z» est négatif.

Si 5, est positif, la fonction e est partout réguliere et finie, sauf au point z = s,
z = o ou elle admet la singularité logarithmique. Si 5o est négatif, on voit que ce
résultat est encore valable pour z positif; mais le cas ou 5 est négatif réclame un
examen plus approfondi que nous allons faire en supposant 50 z = o (le cas ou
S0 L 5 Z 50 S'étudie de la meéme fagon; nous nous contenterons de signaler les
résultats).

Des formules (37) on déduit que E,(«, ) a pour développement asymptlotique

e2Uma(yo—1)

(38 bis) E(e, 2) v+ ———
bimalk(z) k(2)[*
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dans la région ¢ < Arga < —e+ 7, (3> 0), si 'on en exclut, pour les grandes
valeurs de | 2|, une suite dénombrable de cercles, de rayon petit, centrés aux points

(4 i 3 -+ n .
Dy — —_— —
va 8sy 28/

chacun de ces points est, en effet, la limite pour | a | grand d’un zéro de B (z4. 3»)
et de @ (=, z1). D’autre part :

sin 2 ma (yo— ¥a) cos (2uay— ;—-)

~

(39) Ei(2,5) ~

= L,

2z:ot:/r(z)k(z‘,)[lT cos (z'zayz— Z—)

dans la région

—§+6éArgaé+F-—6, 3>o0,
2 2
- ‘Q\ ,.{.—'—r
[ e | I o
L] e C‘
0, Cz
LZ
Fig. 7.

si I'on en exclut, pour les grandes valeurs de |«|, unc suite dénombrable de
cercles de rayon petit, centrés aux points

(3 .
“=\8y ")

I en résulte que la fonction e (=, 3; 0, 50) est continue pour z>y —j)o. En
effet, les intégrales le long de Ly et £2; sont égales en vertu de (39) — entre L, et
£24 le rapport des seconds membres de (38) et (39) est borné — et cette derniére
intégrale est une fonction continue, d’aprés (38), car yo—y + z est positif.

Pour étudier le comportement de e (z, z; 0, z,) au voisinage de z =y — ) et
pour <) —yo, 5>>Z, nous considérons les parties ¢, et c. de L, et
L. (J (a) =—¢) situces dans le demi-plan R (a) > 0. Posons ()

‘ f E,e'ﬂ'm-ra’a+fE.e—”T'°‘-‘di ={E},
. oy Cq

( /.‘Eieziﬁlxda‘—‘_fE,e-‘”"—"‘-""d:l-——[l‘:l]-

(40)

D’apres les propriétés de symétrie de E dans le plan «, on peut écrire :

(‘/ll) t,’(.’t, 350 Zo)={E1;, e(—.'L', z; 0, zo)=[El]-

(') On définit de la méme maniére | I, |, [fa,] a partir de E,.
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A cause de (39), la quantité {E,—E, } est une fonction continue dans toute la

bande z, > 5 > zo. Pour étudier le comportement de {E, }, le théoreme de Cauchy
nous donne [/ étant un chemin dans R () > o joignant O, & O et laissant les

poles de E,, dans R (a) > o, a sa gauche] :

(B} =[E]—2ix 2 résidus (2 E, sinznaw)—o—fzisinzxaxﬁ‘da.
J(x)=0 /
R(2)>0

On voit ainsi que les singularités de {E,|, donc celles de e(z, 5; o, =,)
pour x << 0, 2 > zo, sont celles de la série '

. T .
snnxzx1(yo—y,)cos(2uay— ) sin2rax

(52 2 2 résidus T T 4 -
stareo x| k(20 [F] k() [ cos (amaya— 7 )
R(2)>0 = +

1
uadus TAVA

log €
2nlkkgl Vu

—_— loge
Znlkkol Vi

Fig. 8.

Ces singularités sc calculent facilement de facon élémentaire (2°) et sont schéma-
tisées par la figure 8.

(*°) Pour étudier les séries du type (42), on transforme le numérateur en somme de cosinus ct
de sinus et I'on utilise, pour chaque exponentielle, le fait que la fonction:

< k
Za‘i—k+L°g(I_E)’ a>o,
L]

t complexe %21, | 5| <1, est continue; par exemple, on trouve ainsique

Z résidus cos<21:aX — }:)a—' cos™! <2 naY — 2)

J(x)=0
R(2)>0

se comporte comme : )
1 3(N—+1)= . 1 . 3(N+1)=n
— =Log|e]cos — — (signe e);sm —
au voisinage de
X =(2N+1)Y +e¢Y.
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Dans le cas particulier ou 5o=o0, les singularités de {Eg }, donc celles de
e(z, 53 0, 5,) dans la bande z, < z <C 2, sont celles de la série

1
*(3) i .
2 résidus 3/ A4=*sin2za(y —ys)sin2rax

1 ) 1 =
Sia=o 35 (2ma) | K [*cos (2maya— Z)
R(%)>0 -

et on obtient la figure g qui schématise ces singularités (2!).
z

\ o
ANAKNE T £E
1 v
3_\ [\ \/\/ \r F
iE
MM A B ——— -8B A= L
- 2khgl V4
u_LLh_uLEA — EB _____‘/-S—B B=A'£;£
\ A 3 a n
u#‘_. > — % — -_?_ 7,0
Fig. 9.
Troisiéme cas : z3<<0, 53=0. — Nous gardons toujours la définition

de e(z, 5; 0, 50) comme intégrale prise le long de Ly. Des formules (37) et (23),
on déduit que E, a pour comportement asymptotique :

. Lxs
51n2m(y.,—yz)cos(2m_yg— E)
b

(43) Ei~

1 bw
ana| k(z0) k(2)|* cos (21::1 ya— —‘—2—)
dans la région
T . 5
—§+8éArgaé;—o, 8 >o,
si on en exclut, pour les grandes valeurs de |«|, une suite dénombrable de
cercles, de rayon petit, centrés aux points

11 n
-+ .
242 2)2

A, =

(') Ici on est amené A utiliser le fait que la fonction :

B T(—s)
12;‘;;'—{!__—5).,,’ [El <Ly, (E#1,8>0),

est continue.



— 169 —

D’autre part,

e2T&(yo—))
(44) Efm ————
4ixm | k(z)k(z0)|*
%1
{0
’/ /\‘\\ ‘,( X / ax
/// \\\ P“,‘ ‘\X ///
// ' \\ 2% t\ X W/
/ \ * X 74
// / \\\ *fx \\" /,/
/ / \ *f* i‘ X //
Ky My / \\W//;
L/ AV MY/
Zz
Yy
7,=0:1,>0:7,40 ==== A
-------- AVE
_ I'(VS)I'(VG) + >+ + A
- 35 3Vl |
2r 2378l e srsvsse _AVI
Fig. 10.

dans la région ¢ ZArga <—¢+ 7, £>> 0. Al'aide de (43) et (44) on montre, de

maniére analogue a ce qui vient d’étre fait pour le deuxiéme cas, que
est nulle pour x>y — yo (2> 3,) et >y, — (5 <<%o) — dans
a plus de poles sur R(a) =0, — et que les singularités de e(z, 5
celles représentées par la figure 10. _

e(x, 550, 2,)
ce cas, il n’y
; 0, Zo) sont

Quatriéme cas : z3<o, 51<<o. — Clest le cas ot la bande est purement
A
X <
5>
j% %,
4
(o4
29
1
%<0 um.I.w e
l 2]k kgl Ve

Fig. 11.
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hyperbolique. Des formules (37) on déduit que E a pour développement
asymptotique :
(45) Ey~— sinama(yo— y2) sinama(y — yy) :

27x | k(z0) k(z) [—’I" sin2xa(y1— ys)

quel que soit 'argument de a. La fonction e est nulle pour z >y —y,, 5 > 50 et
x> yo—y, 3 << Zo. Ses singularités dans la région z<C o sont schématisées par
la figure 11.

11. Remarques sur les résultats précédents. — Il convient maintenant de
souligner quelques aspects des résultats précédents :

a. Indétermination de la solution élémentaire dans les domaines mixtes et
hyperboliques. — Reprenons le raisonnement du deuxiéme cas'du n° 10 en
remplagant le chemin L,[J(a)=c¢c], le long duquel est prise l'intégrale de¢
Fourier définissant la solution e(x, z; 2o, o), par le chemin Ly[J(a) =—c];
ainsi que nous I'avons déja signalé, on trouve une nouvelle solution élémentaire
qui n’est autre que la symétrique de la précédente par rapport a I'axe x = z,.
Plus généralement, on peut considérer les solutions élémentaires obtenues en
intégrant sur un chemin L situé le long de 'axe réel et laissant d’un coté certains
poles réels, de P’autre les autres poles réels, ou meéme, entourant plusieurs fois
certains de ces poles. Les solutions correspondantes différent donc de la solution
e(x, 3; %o, %5o) par une combinaison linéairc finie ou infinie d’expreséions
proportionnelles a :

(46) [P (2, 22) |yey, €370,

a, désignant un zéro réel de M (zy, za), les coefficients étant indépendants de =.
La fonction (46) est une solution de I'équation (1) que I'on obtient par séparation
des variables et qui est nulle pour z = z, et 5 = z..

L’indétermination trouvée est une conséquence du fait que lorsque le domaine
est mixte ou purement hyperbolique (2?), il existe une infinité de solutions
régulidres satisfaisant aux conditions aux limites imposées.

Une solution élémentaire différant de e(z, z, 20, 50) par une combinaison
linéaire finie d’expressions (46) posséde évidemment les mémes singularités
que e(z, 3; &, Zo). Geci nous conduit a préciser la notion de solution « orientée »
dans le domaine hyperbolique : une solution est orientée dans le sens des x
négatifs si elle est identiquement nulle en tout point de la bande dont 'abscisse
cst supérieure & Zo; dans le domaine mixte, une solution est orientée dans le sens
des z négatifs si les valeurs de la fonction et de ses dérivées tendent vers zéro
lorsque z positif augmente indéfiniment. On voit ainsi que seule la solution
e(x, 3; Ty, 30), définie comme intégrale de Fourier le long de L,, est orientée
dans le sens des x négatifs; dans le cas d’'un domaine mixte, elle se comporte

(*?) Dans le cas olt le domaine est mixte ou elliptique, il existe des solutions de (1) obteaues par
séparation des variables, correspondant aux pdles imaginaires de @(z,, 3,), et satisfaisant aux condi-
tions aux limites; elles sont de la forme [®(5, 2.)],_3, e g i, est un pole imaginaire.

=iy

Mais ces solutions ne sont pas & considérer ici va leur comportement pour les grandes valeurs de z.
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pour les grandes valeurs de x positives comme la somme d’une série convergente

de solutions
[R(z, 22) ]a:t{iv e—*w Qy(r—n»,,i’

3, étant positif et £, étant un zéro de D (zy, 52).

b. Réflexion des singularités. — Les résultats précédents fournissent quelques
indications qu’il serait aisé de compléter sur le comportement ct les réflexions
des singularités dans le domaine hyperbolique : on peut dire en gros que si une
singularité d’une solution existe en un point M, celle-ci se propage le long d’une
caractéristique issue de M avec un facteur de proportionnalité égal a la valeur de
la fonction de Riemann de M le long de cette caractéristique. Prenons le cas
d’une discontinuité, elle se réfléchit sur une ligne hyperbolique z = z, suivant
une discontinuité changée de signe; par contre, si I'on suit son évolution quand
on se rapproche de la ligne parabolique, on constate que son intensité croit indé-
finiment et qu’elle se réfléchit sur celle-ci (dans le cas ou z, est différent de zéro)
suivant une singularité logarithmique. Ce fait a une interprétation importante en
Aé¢rodynamique comme I'a déja remarqué Lighthill [12]. On notera le compor-
tement beaucoup plus complexe de ces réflexions dans le cas ou la ligne
parabolique ¢st en méme temps une frontiére de la bande (fig. 10). Si z, tend
vers zéro par valeurs négatives, deux caractéristiques voisines de la méme famille,
I'une propageaht une discontinuité et 'autre un logarithme, viennent se confondre

et la singularit¢ obtenue a la limite est en e_%, le coefficient de cet infiniment
grand est différent de part et d’autre de la caractéristique. Tous ces résultats ne
font que généraliser le comportement remarquable des singularités d’une solution
¢lémentaire dans un domaine mixte, déja signalé dans le cas de I'équation de
Tricomi.

c. Autres conditions sur la frontiére du domaine. — Nous avons imposé a la
fonction E(«, z) la condition E = o pour = = 34 et 5 = z,. Plus géndéralement, si
I'on veut réaliser les conditions :

Ay(a)E—B(a)E;=0 sur 3 =z,
A:(2)E—Ba(a)E;=0 sur s = 3z,
il faut remplacer la formule (36) par :
Ci(3, 31) Ca(50, 72)
(21, 52)

Ca(3, 52) Ci(20, 51)
I(31, 72)

Ei(2, z)=
(47) E(e, z) =
Eq(a, 2) =

les tonctions G, (5, 31) et Ca (5, za) étant définies par :
3 { Ci(3, z1) = A1(2) D(3, 51) + Bi(a) D, (3, 51),
(#8) €a(2, 52) = As() B(3, 22) + B (a) D, (3, 22),

I (51, 52) étant le wronskien des solutions G, et Ca.
Le cas le plus intéressant cst celui ou les coefficients Ay, Aa, By, Ba sont
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linéaires en a; I'étude de la solution et de ses propriétés se fait par les méthodes
précédentes et les résultats sont analogues. Par exemple, si

Av=1, Bi=o0; As=—o2ina|k(z)] %, Ba=1,

la solution satisfait 4 une condition de « radiation » le‘long de la ligne z = z, et
les singularités de la solution e(M, P) — mais non celles de ses dérivées — ne se
réfléchissent pas le long de z = z..

d. Probléemes aux limites. — Bien qu'une étude des problémes aux limites
soit en dehors du cadre de cet article, notons quelques applications immédiates
des solutions précédentes a 1'étude de certains problémes aux limites.

Par exemple (%), cherchons une solution de (1) définie dans la partie de la bande
siluée a droite d'un arc AB ayant par rapport aux caractéristiques la disposition
indiquée sur la figure 12, & partir de ses valeurs sur 5 =z,(5;=<0), 3=73. et

A x
A o o
%
\ 2,
Bl aN
Yy
Fig. 12.

celles de ses dérivées le long de AB. 11 est clair que 1’on obtiendra I'expression de
cette solution en appliquant la formule de Green a la fonction inconnue et a la
solution élémentaire e (M, P) orientée a gauche. On peut aussi donner une
expression globale de cette solution en considérant la transformée de Fourier de
la distribution identiquement nulle a gauche de AB et égale a la fonction inconnue
a droite. Pour simplifier, nous supposerons que AB est un segment parallele a Oz
ct que les valeurs données sur s = z, et 5 = 5, sont nulles. Cette transformée est
alors une solution de I'équation différentielle :

(49) Uzz— 4722 k(2)U = 2imak u(o, ) + k ux(0, 3) = F(x,3),

déterminée par les conditions aux limites; son expression s’écrit :

_ (D(z @D(z, 31) D(1, 22) “t cO(t z4) D(z, 2) 4
(50) f F(e, ) 2ot ot tlay o [ F(a, ) 2ot g,

et la solution cherchée est originale de cette solution, a condition de prendre

() Ce probleme est une généralisation du probléme de Cauchy; il s’y réduit d’ailleurs si les
deux caractéristiques issues de P coupent 'arc AB; dans la partie utile, la solution e (M, P) est
identique a la fonction de Riemann de P. Dans le cas général, on rapprochera cette méthode de
celle indiquée par M. Hadamard [9] pour résoudre un probléme analogue; celui ci définissait la
fonction e (M, P) snccessivement dans chaque région ou elle est réguliére; la théorie des distribu-
tions permet une définition globale de cette solution. M. Hadamard avait noté la difficulté
rencontrée dans le cas ol 3, = o; cette difficulté se trouve ici levée.
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I'intégrale de Fourier sur le chemin L,. Si I'arc AB est la caractéristique AA, il
suffit de se donner la valeur f)(2) de la solution; un raisonnement analogue au
précédent montre que la solution cherchée est I'originale de (50) avec

(51) F(a, z)=[f.(z)[kii+z[Icl'-'lfu]e—!lm)',

a condition de prendre toujours 'intégrale de Fourier sur L,.

Signalons que dans le cas ot z,= o, le probléme résolu comprend comme cas
particulier le troisitme probléme aux limites avec données sur la ligne parabolique
et que 'on peut généraliser ainsi aux équations étudiées la notion de source (+)
dans la région hyperbolique définie dans le cas de Péquation de Tricomi.

Nous avons déja signalé que dans le cas ot 54> 0, 32<< 0, la solution élémen-
taire orientée constituait une solution ayant les mémes singularités que la fonction
de Green du probléme de Tricomi; on en déduit comme dans [6] (p. 31) que la
résolution du probléme de Tricomi relatif 4 un domaine se ramene a celle d’un
probléeme analogue relatif au domaine conjugué et que les deux fonctions de Green
de ces problemes sont liées par une relation de symeétrie.

e. Interprétation de la méthode dans le cadre de la théorie des distributions.
— Dans l'étude précédente, nous avons considéré les transformées de Fourier
comme des fonctions de la variable complexe « et pris des intégrales le long de
chemins tracés dans ce plan. Il va sans dire que toute cette étude peut également
se faire en ne considérant a que comme une variable réelle et en utilisant systé-
matiquement la théorie des distributions tempérées; supposons z,<<o, la
distribution, solution de (20), s’annulant pour z = 2, et 5 = 3., est définie par
@D (320, 32) R(3, 31)

CO(‘z,, z,)
D (3, 32) R(30, z1)
VP B

Vp +ZAy3,[D(3, 51)]a=a, Si ZoLzZ L3,

+ A8 [R(3, 51)]a=a, si 9L 2 £ %o

a, désigne un zéro réel de M(z4, 52); &, la masse de Dirac placée en ce point;
les A, sont des constantes. On peut montrer que les distributions Vp sont
tempérées et il suffit de choisir convenablement les A, pour que la série le soit
également. On voit ainsi apparaitre la multiplicité des solutions élémentaires que
nous avons signalée; une élude analogue a celle que nous avons faite est néces-
saire pour déterminer le choix des A, de fagon & obtenir une solution élémentaire
orientée.

Conclusion. — Nous avons construit des solutions élémentaires de I'équation (1)
en faisant appel a des considérations aussi simples que possible, et nous avons
étudié assez complétement le comportement de ces solutions dans les différents
cas qui peuvent se présenter. Cette étude rend compte en définitive de la maniere
différente dont se posent les problémes aux limites suivant que le domaine
considéré est elliptique, hyperbolique ou mixte; on peut également penser que
ces solutions ¢lémentaires peuvent fournir un moyen d’aborder ces problemes.

Signalons en terminant que I'on peut déduire des solutions élémentaires, des
solutions singuliéres présentant un point singulier isolé et uniforme au voisinage
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de ce point — nous supposons ce point dans le domaine elliptique —-; ainsi,
aE(a, 25 20), E;(a, 3; 20)
sont respectivement les transformées de Fourier des doublets d’axes paralléles

4Oz et Oz, E(a, 3; ) étant la transformée d’une solution élémentaire.
Enfin, si 'on considere la fonction dont la transformée est définie par :

- [Ka(w, 3) K (a, 2)+1] (22303 0),
i -
2T

Ky (@, 20) Ka(a, 3) (5 < 20),

lintégrale de Fourier étant prise le long de L, et les notations élant celles du
paragraphe II, on voit sans peine que cette solution est réguliére dans tout le plan
entaillé par une coupure z=o0, 2 5, le long de laquelle elle admet une
discontinuité égale & 1; c’est une fonction analogue a la fonction arctangente dans
le cas de I'équation de Laplace.
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