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CONTRIBUTION A LA THÉORIE DE LA DÉRIVATION
D'ORDRE SUPÉRIEUR

PAR M. ERNEST COROMINAS.

Introduction.

Le problème suivant, qui m'a été posé par M. J. Rey Pastor, est à l'origine de
mes recherches.

Est-il possible d'étendre aux dérivées d'ordre supérieur ou quotients diffé-
rentiels, les théorèmes classiques sur la dérivation formelle des séries? Ce
problème m'a vite conduit à un autre plus général.

Est-il possible d'étendre aux quotients différentiels les théorèmes fondamentaux
du Calcul différentiel, c'est-à-dire, les théorèmes de Rolle, de l'accroissement
fini, etc. ?

J'y réponds par l'affirmative, en appliquant uniformément un procédé de
démonstration, duquel on peut tirer tous les théorèmes qui sont à la base du
Calcul différentiel. Ces théorèmes et leurs applications constituent la première
partie de cette thèse.

Ces questions étaient d'autant plus intéressantes que M. A. Denjoy ( 4 ) avait
déjà montré l'intérêt qui s'attache à l'étude des quotients différentiels. Il leur
a donné corps en résolvant, parmi d'autres questions, les trois problèmes fonda-
mentaux que pose toute généralisation de la notion de dérivée, à savoir : établir
les liens avec les dérivées classiques; démontrer qu'elles déterminent leurs
primitives et donner enfin un calcul totalisant, permettant de remonter de la
dérivée à sa primitive.

Le but que j'ai constamment poursuivi est de montrer qu'on peut bâtir paral-
lèlement au Calcul classique et à côté de lui un calcul plus général et non moins
commode. On peut donc affirmer que les facilités du Calcul, tel que nous le
connaissons, relèvent d'une notion de /^"'"(/i^i) dérivée plus générale que
celle communément employée.

Une seule caractéristique se perd dans cette généralisation : la (/î+ w)16"10 dérivée
n'est pas forcément la /î101"® dérivée de la m^"1® dérivée.

Nous nous sommes borné à l'étude des dérivées d'une seule fonction à une
seule variable. Évidemment on peut généraliser le problème au cas d'une ou
plusieurs variables, d'une ou plusieurs fonctions en se servant de conditions de

(1). A. DENJOY, Sur ^intégration des coefficients différentiels d'ordre supérieur(Fund. Math.,
t. 25).
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contact 'semblables à celle qui permet de définir les quotients différentiels. Nous
signalerons seulement les cas où cette généralisation est immédiate.

A la suite, je donne une rapide description de résultats obtenus et des procédés
utilisés.

D'abord, je démontre qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe le n1^6 quotient différentiel fn(^o) ( f0<r§5) est qu'il existe la limite
itérée

lim lim . . . lim A"OI, ..., ^n+i ;./WL
.Vn+l •>• -Co •t'n > ̂ o ^ï> •î'o

où ^'t[x^, a"2î • • ., Xn-^-i \ f(x) ] désigne le y^"16 rapport aux différences de f(x}
aux points ^i, . . ., Xn+i.

Alors, on a

^1/^(^o) = A"[^o, ..., .ro;/(^)],

où ce dernier rapport désigne la précédente limite itérée.
Je donne ensuite la condition nécessaire et suffisante pour que les fonc-

tions Xi= Xi( h ) (? '== i , . . ., /i+ i ) , qui convergent vers TQ avec h->o, soient
telles qu'on ait

limA"[^;/(^)]= —/n(^o),
/t=:0 ' "' •

où f (x) est n'importe quelle fonction différentiable d'ordre n au point XQ.
Ces deux théorèmes nous donnent deux nouvelles définitions du /i161"® quotient

différentiel.
Afin d'établir les théorèmes de la valeur moyenne nous commençons par

relationner le ^ième rapport aux différences sur les points Xi < x^ < ... < Xn+i
avec les n^"1^ rapports sur les groupes de points

a'i<yi,i<yi,2<...<yi,.,<^2<y2,i<...<^<r,,,i<r,,,.,<...<y//,.,,<.r/^.

Une expression de ce type est forcément compliquée, sauf pour les premiers
ordres. Aussi, nous nous bornons à signaler que le premier rapport est une
moyenne arithmétique pondérée des seconds.

Par exemple, dans le cas particulier où les intervalles x^—a"i, x-^—x^ ...
sont égaux et où ils viennent subdivisés en un nombre égal d'intervalles également
égaux ( r — i = A-i . . .==,?„) , le m}'^ coefficient de pondération, r-iC^, est le
nombre de combinaisons qu'on peut former avec n éléments pris de m en m sans
qu'un même élément puisse être répété plus de r— i fois.

Grâce à cette propriété de moyenne et à la continuité des rapports aux
différences par rapport aux arguments, on démontre qu'à un groupe de
points Xf(i=i, . . ., n -+-1 ), distincts deux à deux, on peut attacher un point c
intérieur au diamètre ô(.Ci, . . ., Xn^) tel que

A'^i, ...,^^;/(^)]=^/^c).

Nous avons là la généralisation du théorème de l'accroissement fini et de Rolle.
Dans ce même ordre d'idées nous démontrons les théorèmes III, IV, V, VI,

VII, VIII, IX, X, XI et XII. Tous sont des théorèmes du type qu'on appelle
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souvent de la valeur moyenne du Calcul différentiel et qui sont plus précis que
leurs homonymes du Calcul intégral. Parmi eux et leurs applications figurent
la propriété de Darboux (ou continuité de Darboux), le théorème de
Cauchy (th. VIII), le théorème généralisé de l'accroissement fini (th. XI),
la démonstration que le /i161"® quotient différentiel détermine sa primitive à un
polynôme de (n—i y*"® degré près, la démonstration que le n^6 quotient
différentiel du m1^ quotient est le (/i+w)^"18 quotient différentiel et enfin
qu'un T^"16 quotient différentiel borné sur un serment est également la n^6 dérivée
ordinaire de la même fonction.

Cette dernière question présente une grande similitude avec un théorème de
nature taubérienne.

Un problème ayant trait à une propriété locale des fonctions différentiables
d'ordre «supérieur commande une grande partie des développements postérieurs.

Il s'agit de savoir sous quelles conditions une fonction différentiable d'ordre n
possède un point de maximum (minimum) d'ordre n. Ces points sont la géné-
ralisation pour n quelconque des points tels que les points (n = o), où une fonction
continue atteint son maximum (minimum), et des points tels que les points
d'inflexion des deux espèces (n=i).

L'idée générale de la démonstration de l'existence d'un point de maximum
d'ordre i (point d'inflexion descendant) pour les fonctions différentiables non
linéaires est la suivante :

Je définis par récurrence {fig. i) la suite a-i, x^ ..., ;r/_i, xi, ..., de façon à ce

que : x^ soit le point où la fonction continue de x, [xi, x] = •/(:g 7(a '1^ atteint

son maximum; x-^ soit le point où [^.j, x"\ atteint son maximum; . . . ; Xi soit le
point où [xi_.i, c-c] atteint sa valeur maximum, . . . .

On démontre alors sans difficulté que : a. la suite xi est convergente; b. que la
suite Vi= [;3"/_i, Xi] (^ '==1, a, . . . ) est monotone et converge vers f'(^),
où Ç == lima", et c. le point Ç est un point de maximum d'ordre i de/'(.r) (fi0'. 2).

Les points a, b et c se laissent généraliser pour n quelconque si l'on admet que
la suite des pentes v-i= A"[^-"» • • • ? ^î /(lr)] est bornée.

Pour / i = = i , lim[a?/_i, ^]=//(Ç), du fait que Xi-^\ et que Ç est compris
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entre Xi_i et Xi. On sait en effet que la dérivée ordinaire et la dérivée d intervalle
sont une seule et même chose.

Des artifices de la même nature permettent dans le cas où n == 2,3 de conclure
que v'i converge vers la dérivée correspondante au point Ç. Malheureusement ces
artifices ne sont plus applicables dès que n > 3.

C'est ainsi que la nécessité de donner une démonstration, du fait que P( est
bornée pour n quelconque, m'a amené à introduire tout un système de notions et
raisonnements nouveaux. Ils constituent une sorte d'Algèbre infinitésimale. Une
analogie nous fera mieux saisir de quoi il s'agit.

Si au lieu de prendre — comme c'est le cas dans l'Algèbre courante — un
polynôme de n16^ degré nous prenons un polynôme <?/(.») à degré borné où i « est
infiniment grand » et au lieu des différents nombres x nous prenons les
différents x=^x{i) pour i « infiniment grand », les uns et les autres satisfaisant
certaines conditions de régularité, nous aurons là l'objet d'étude de cette Algèbre.

Un cas particulier est le cas où <^i(x) et les x= x(i) sont « très proches » res-
pectivement d'un polynôme et des différents nombres réels (ou imaginaires, s'il
s'agit du plan complexe), c'est-à-dire où ^i(x) converge vers un polynôme ^{x)
et les différents a*i(Q, x^(i), ... vers des nombres a*i, d?2, . . . avec / ->-oo. C'est
donc, avant tout, un problème [de type asymptotique, puisqu'il s'agit d'un poly-
nôme et des nombres qui [s'approchent asymptotiquement d'un polynôme et des
nombres fixes.

On peut ramener le cas général au cas précédent moyennant un double
changement d'échelle, c'est-à-dire, en exigeant que cp/(-c) et les x==x(i) prises
aux échelles <pî et a, s'approchent respectivement d'un polynôme et des différents
nombres fixes, ce qui revient à dire que ? est convergeant pour les diffé-

rents x ==. x ( i ) tels que —-•• converge vers les différents nombres réels.

Une certaine imprécision domine cette Algèbre. En effet, toute propriété
asymptotique valable pour un Xi =Xi(i) particulier est également valable pour
n'importe quelle fonction équivalente à Xi(i). On peut donc dire que toute
relation est satisfaite à une équivalence près.

On est donc amené à remplacer Xi == x ^ ( l ) — qui joue ici le rôle analogue à
celui d'un nombre dans l'Algèbre courante — par l'ensemble des fonctions équi-
valentes à Xi(i). C'est cet ensemble que nous appelons nombre ou point asympto-
tique et qui, nous supposons, varie ou est défini dans un champ asymptotique,
l'un et l'autre étant les analogues des nombres réels et de l'ensemble des nombres
réels. Les différentes fonctions appartenant aux différents nombres asymptotiques
sont toutes du même ordre infinitésimal que a, •(abstraction faite des fonctions
appartenant à l'élément nul du champ).

On conçoit aisément la possibilité de définir plusieurs champs en prenant ff/des
différents ordres infinitésimaux. On est donc amené à introduire les champs
asymptotiques multiples.

La nature spéciale de la fonction à étudier—un polynôme variable à degré
borné — permet de se borner à l'étude des champs multiples comprenant un
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nombre fini de champs asymptotiques, ce qui a d'heureuses [conséquences
puisqu'il écarte les difficultés inhérentes à la' nature non archimédienne des
grandeurs variables, par exemples les infiniments petits.

L'étude asymptotique en question comprend :

i° Un exposé de caractère général, qui, nous semble-t-il, a un intérêt qui
dépasse le problème qui lui a donné naissance.

2° La démonstration du théorème qui traduit au langage asymptotique le
problème qui nous occupe. La démonstration de oe théorème nous a demandé de
longs efforts. Le théorème correspondant algébrique, dont il est la traduction au
cas asymptotique, n'offre pas, par contre, de difficultés apréciables.

La première partie comprend :

a. L'étude des conditions de régularité.
b. Une Algèbre élémentaire sur un champ asymptotique simple. On y étudie

particulièrement les ordres de multiplicité d'un polynôme-somme par rapport aux
ordres de multiplicité des termes de l'addition.

c. Des théorèmes qui permettent de calculer les différents ordres de grandeurs
de ^i{x) dans les différents champs asymptotiques appartenant à un champ
multiple en fonction de la situation des racines asymptotiques. La même étude
comparative ejitre deux polynômes ^î(x) et ^if(x).

Le théorème du point 2° permet de clore ces considérations asymptotiques.
Ceci ^étant posé je donne une [démonstration des points Œ, b et c sous l'hypo-
thèse que vi est bornée.
Ensuite, et moyennant deux applications^successives du théorème asymptotique,

je démontre qu'il est absurde de supposer Vi non bornée.
On peut remarquer a posteriori qu'il n'y a rien d'étonnant à ce que l'étude des

quotients différentiels soulève des questions telles que l'étude asymptotique
précédente. En effet, |dans la définition même des quotients différentiels on a,
d'un côté, un polynôme, le polynôme de contact, et une condition infinitésimale,
la condition de contact. On a là, en somme, des "polynômes qui approchent d'une
position limite et des valeurs de x qui s'approchent du point de contact, c'est-à-dire,
les deux éléments essentiels de nos problèmes asymptotiques.

Du théorème sur l'existence^des points de maximum (minimum) d'ordre n on
en peut déduire les théorèmes de l'accroissement fini, etc. C'est ce procédé qui
généralise les démonstrations classiques du même fait et non les procédés basés
sur la formule de la moyenne arithmétique pondérée.

Mais où ce théorème s'avère indispensable, c'est dans l'étude des coefficients
différentiels (qui sout la généralisation des nombres dérivés). En effet, grâce à ce
théorème, on démontre que les coefficients différentiels vérifient le théorème de
Dini-Lebesgue, c'est-à-dire, que n \ ̂ n [a?i, .. ., Xn + i ; /(^)] et les quatre
coefficients différentiels au point x ont les mêmes bornes, *z'i, x^ . . . , a?/i+i
et x variant indifféremment sur [a, b\

J'en déduis qu'un coefficient différentiel fini d'ordre n détermine sa primitive
à un polynôme près de degré n — i.
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Je généralise ces résultats à un ensemble parfait P. Ainsi je démontre que les
bornes de n \ A" [xi, • • • , Xn-\-^\ f] et les bornes de n\ A"^? a? • •n a? ^? • • • ? ^5/]
coïncident, les Xi et les a et b variant indifféremment sur P, a et b étant consé-
cutifs sur P, c'est-à-dire, coïncidents ou extrêmes d^intervalle contigus. Dans ce
cas n \ D" [a, . . ., a, /] représente n'importe quel nombre compris entre les
quatre coefficients différentiels spéciaux à P.

Nous démontrons un théorème sur les sommets d'ordre/? (points où les deux
quotients différentiels latéraux d'ordre/? sont distincts). Je démontre en effet que
si f ( x ) admet des différentielles latérales d'ordre n sur [a, 6], on a : i° Les
sommets d'ordre/? << n constituent un ensemble clairsemé ainsi que les sommets
d'ordre n dont l'angle s'écarte de o ou de 27T plus de < x > o ; 2° les sommets
d'ordre n constituent un ensemble tout au plus dénombrable. Ce sont des raison-
nements introduits par M. A. Denjoy qui m'ont permis de démontrer ce théorème.

Ensuite je démontre, en donnant des contre-exemples, l'impossibilité de géné-
raliser les cas restants du théorème de M. Denjoy sur le.s nombres dérivés. Ainsi
le seul cas qui se laisse généraliser, c'est le cas que M. Denjoy a lui-même
généralisé. Un de ces contre-exemples montre que les quatre coefficients peuvent
être 4- oo sur une pleine épaisseur du continu.

La généralisation des théorèmes sur la dérivation formelle des séries et des
suites constitue enfin la dernière partie de cette thèse.

Je tiens à saisir l'occasion qui m'est fournie d'exprimer mon admiration pour
l'œuvre lumineuse et profonde de M. Arnaud Denjoy dont je me suis tant
inspiré et qui est à l'origine de ce champ de recherches qui recèle de si grandes
richesses. Je tiens spécialement à cœur de lui témoigner ma reconnaissance de
l'honneur qu'il m'a fait en me permettant de participer à l'activité mathématique
parisienne.

Qu'il me soit permis d'exprimer mon affectueuse/gratitude à M. Gustave
Choquet qui s'est constamment enquis^de mes recherches et à qui je dois des
conseils amicaux.

J'adresse enfin mes remerciements à M. Paul Dubreil qui a bien voulu me
faire l'honneur de faire partie du Jury.

Sur la définition des quotients différentiels.

1. Nous dirons avec M. Denjoy que, f(x), continue et définie sur [a, 6],
possède au point x une différentielle d^ordre n si x-\- h appartenant à [a, 6],
f{x + A) est la somme d'un polynôme en. A et d'un infiniment petit d'ordre supé-
rieur à TÎ, h étant l'infîniment petit principal.

Le coefficient de —, dans le polynôme, soit fn (.se), sera appelé le n1^6 quotient
différentiel de f au point x^ et le produit h" fn recevra le nom de diffé-
rentielle n1^6 de f au point x.

Siy(.z') admet des dérivées continues des {n—i ) premiers ordres au voisinage
de x et une dérivée du /î1®"1® ordre / ^ ( x ) au point x, on sait que f{x + h) est

la somme d'un polynôme en h dont le coefficient de—, (i^p-=n) esl /^(.r)
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et d'un infiniment petit d'ordre supérieur à n. Ce qui revient à dire que, sif(x)
est dénvable n fois au point a", f{x) admet des quotients différentiels des n
premiers ordres au point x qui coïncident avec les dérivées du même ordre.

La réciproque n'est pas exacte, dès que /i^a.
En effet, soit par exemple f(x) == e~x~'t sin e^ pour x -^é. o avec/(o) == o.
Pour x 7^0, f(x) est analytique et par suite admet une différentielle de tout

ordre donné, les quotients différentiels étant égaux aux dérivées du même ordre.
Pour x = o, les quotients différentiels sont tous nuls, f(x) étant un infiniment

petit d'ordre supérieur à tout ordre donné.
Or, l'oscillation de f (x) ==/i(;r) au point x==o, est infinie. De sorte que les

dérivées d'ordre au moins égal à 2 n'existent pas à l'origine. Les quotients diffé-
rentiels de tous ordres, bien qu'existant en tout point x, sont donc discontinus à
l'origine.

On peut réaliser des circonstances analogues à celle-ci dans tous les points
d'un ensemble E fermé (2) .

Toutefois, pour n = i , les définitions de dérivée et de quotient différentiel sont
équivalentes.

2. D'après la définition adoptée, f(x), différentiable d'ordre /i, admet a
fortiori une différentielle de tout ordre entier/? si i ̂ p ̂  n, et l'égalité

(1) /(^-4-À)=/(^)-hA/i(^)+...-4-^/^.r)-4-...-+-^-[/,(.r)-4-^(^,A)]

détermine, pour h non nul, un nombre s.n{x, h) tendant vers zéro avec À,
x demeurant invariable.

On peut écrire ( i ) sous la forme équivalente

(2) /(^+À)=/(^)-^A/i(^)-h...-+-^/^(.r)-+-o(A»).

Ainsi le /î161"6 quotient différentiel est défini directement à partir de f(x),
différant en cela de la /i1®"1® dérivée, qui exige pour être définie, l'existence, la
continuité et la connaissance des dérivées intermédiaires au voisinage de x. Ce
qui n'est pas le cas du n^6 quotient différentiel.

Toutefois, bien que la définition de f(x) soit directe à partir de/(a-), elle est
en même temps une définition des quotients différentiels intermédiaires au même
point.

Les différences que révèlent les deux systèmes de dérivation tiennent exclusi-
vement aux différences des définitions, car la seule caractéristique des dérivées
classiques qui ne se retrouve pas dans les quotients différentiels est la suivante :
fn^m(xQ) existant arh point XQ n'entraîne pas que f,t+m(xo) soit le w10"'" quotient
au point XQ def^(x), supposé existant au voisinage de XQ.

3. Rapport aux différences. — Voici quelques définitions du Calcul de diffé-
rences finies qui nous seront d'une grande utilité.

(;) Voir, M. A. DENJOY, Fund. Math., t. 25, p. 177.
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Désignons par [a'o? x^\ le rapport aux différences de f{x) correspondant aux
points XQ et Xi défini par l'égalité

^,^ l̂_^.

De même soit [a-o, .z'i, ^a] le rapport aux différences de deuxième ordre
de/(a") correspondant aux points XQ^ Xi et x^ défini par

[^,^,^J=[^l^ll__I^2J^.
XQ— ^i

Procédant de la sorte nous définirons des rapports aux différences du n1^6

ordre. Ainsi
\x x -, [^o, ^i, ..., x,,-,}—[x,,x^ ..., ̂ ]
[xoîx^ •••^"1-—————^—^—————•

Le schéma suivant est particulièrement utile pour le calcul numérique des
rapports aux différences :

XQ /(;ro) [x x ]
xl f(^ [^-! ['&''l}'2] [^,^3] ..

xî ^) [^.3] [^'2:'3] .............. • • • . . ^

........ .............. [xn, X i , ..., x,i 1

... ...... • • • • • • • • [^_.,^,_,,^,] i^-^^-'^"-»^»]-'
^ /(..„) ^"-a;"]

En remplaçant XQ par a" nous avons par définition

f{x) =f{x, ) -^ {x - x, ) [x, ̂ ]
[x, x^ ] = [.ri, a?a j -h (;r — a-a ) [x, a-i, d?s ]

[a-, .TI, ..., ^Cn-i] ==[a-i, ..., Xn} -^{x—Xn')[x, X^ ..., ̂ ].

D'où, en remplaçant successivement et en remontant, nous obtenons

(3) f(x)=f(xi)+{x—xi)[xi, X î } + { x — x ^ { x - X î ' ) [x^ Xî, x:,}-^- ...
- ¥ - ( x — X i ) . . . ( x — X n - l ) [ X i , Xî, ..., X,,} -^-{X— X^ ... {x — Xn ) [x, X^ ..., X^}

qui est la formule d^interpolation de Newton.
Si f(x) est un polynôme de n^6 degré, [a*, a-i] est de (n—i y01"0 degré,

[;r,a*i, ^2] est de (/i—a)^"10 degré, ... et [a*, a-i, . . . , a-»] est une constante.
Par définition

^^-^ï^'
îlinsi nous obtenons

l̂ ,..., ̂ ] = •A^-^ ^ /(a-') ^ f^)
(Xf — .Kti (.fi —a-.-i) (a;2—a'3)(-Cî—.fi) (.ri— .ri)(a;3—.rî)



-r 185 —

et par induction
[.r,, a-o, ..., ̂ -n]= /(^.)

(a7i—.z-â)(.ri—d;3) ... (a;i— .r/i-n;
________f(x.)________

(a?2—— a-3 ) (-2"2 —— ^4 ) ...(ay—^l)

_____/(^+l)_____
(.rn-H—^l)(^n+t—^2) .. . {Xn+l—Xn)

ou encore

(4) [..,^...,^]=^^A^——,^n^1-^———/ ^
où | | indique que y prend toutes les valeurs de i à n + i, sauf la valeur i.

On peut écrire la même formule sous la forme

0)

où

[x i , a-2, ..., ;rn-n]==^. /(^)
^(^r)

®(a?) == (a?— Xi.)(x — Xî) ... {x—Xn+i).

,,ièmDans ces formules on voit que le n1^6 rapport aux différences ^est fonction
symétrique de ses arguments.

Si f{x) est un polynôme de /i^"1® degré, [*r, a"i, . . ., Xn\ est une constante,
donc la formule d'interpolation de Newton peut s'écrire
< .6) f{x) ==/(a-i)-+-(;r—xi)[xif Xî] -h...+ {x — X i ) ... {x — Xn-\ ) [a?i, a'2, ..., x,,}

-^ {x — x^ {x — x^} ... (a7—.rn)[.ri,.r2, ..., ^n+i],

(4) peut prendre encore la forme

• ; ) [ X t , Xî, . .., X.n^

/(^,) /(.r,.) ... /(^i)

x1}-1 x^-1 .... ^î

x'r2 ^r2 . .• ^TÎ
Xt X-î ... X,,+l

ï î ... 1

x'1, x", ... x^

xr1 ^r1 ... ^îî
^n—î /y.n-2 ^.n—2
«t-l . ^2 • • • •cn-\-^

. X^ Xî ... Xn+t

1 1 ... 1

Les /î1®1"®' rapports aux différences sont appelés aussi différences divisées de
/i1111"® ordre ou encore pentes d'ordre n.

Le /i^1"6 rapport [xi, a-a, ..., Xn+^\ nous le noterons aussi A"^!? ^a» • • "i Xn+i]
ou encore A'^^i» • • • 5 ^n+i ; /(tr)] suivant que nous aurons besoin de souligner
l'ordre du rapport ou l'ordre du rapport et la fonction à laquelle |il s'applique.
Dans le cas où les poinj^ d'application sont désignés par une lettre, par exemple E,
nous écrirons A"[E; f(x)^ qui représente le n16"16 rapport de f{x) sur les
n -\- i points E.

4. Les différences divisées ont été définies dans l'hypothèse que les points
d'application sont distincts deux à deux, les formules de définition n'ayant aucun
sens dans le cas où l'un des dénominateurs est nul.
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Néanmoins, on peut leur donner un sens dans ce cas-là, pourvu que f{x) pos-
sède un n^ quotient différentiel aux points de coïncidence.

Ainsi si f(x) continue admet un n^ quotient différentiel dans le segment
[a, b], nous définirons [x^ x^ ..., Xn^} —les x^ ..., Xn^ appartenant à [a, b]—
au moyen de l'égalité

(8) Oi,^2, ..., ̂ +,]= Hm l i m . . . lim [y,, y._, ..., y^ j
Vl—•Ï'1 )S—-^s rn4-i==.f,,-n

qui permet de donner un sens aux différences correspondantes à des groupes de
points pouvant coïncider partiellement ou globalement si toutefois la limite itérée
en question existe. Démontrons que tel est le cas sif(x) est différentiable d'ordre n.

Supposons par exemple que

X^ = X^_ = . . . = Xn^ == XQ,

et que f(x) soit continue et différentiable d'ordre n au point XQ.
D'après les définitions de quotient différentiel et de différence divisée on a

\x x^\ —^£)_zZ^°l f (^ \ , ^—^o /. , , {x—XoY-^
[xî xo} - X - X , =^l(•z?o) -+- ——————/^0)-+-. . .^-———^———[f^x,) -4- S.̂ o, X-X^

d'où l'on calcule la limite

Oo, ^o] = lim Oi, a-o] =/i(.2*o).
.z-=.ro

De même, on a

[x, x^ A-o] = lim 0, a-o, ^i] == lim ^^oJ-^o^il _\x, x^-[x^ x,}
^1=^0 A-i==.î.-e .»——X\ X — — X Q

et par suite

[X, ̂  X,} =^/^)+ ̂ ££/3(^)^...^ (^_^__2^,,(^)+^(^^_^^

Supposons maintenant démontrée l'existence de A^» ^0, . . . , . T o ] e t de
^[XQ, . . ., .co] et la validité de la formule

(9,^) A^,^o, ••'^oj^^,/^^)^...^^-^,0^"^/^^)^^^^^-^)!,

donc de

(Io^) A^[^o,...,^oJ=-L/^(^).

Posons

^P-M^ ̂ ., . - J - A/^^ ...,^}-^[^,...,^^1
^—^+1

D'où, puisque les limites itérées des termes du numérateur du second membre
pour a?i ->XQ, X^-^XQ, . . . , Xp^-^xo existent —comme nous venons de le
supposer à l'instant— il vient

^+1[^ ^ ^ ̂ ]- ̂ [^^ ...,^o]-^^Q,...,^1

X — XQ
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Rapprochant celle-ci de (9) et (10) on obtient

^p^\-x^x^••^x^-(J^^p^^^'''+(x~x^l~r'~\^^^^^

A^^o, ...,.ro]=^-^/^i(^o).

En somme, les formules ( 9,/? ) et ( i o ,p ) sont exactes pour p == i , p == 2 et, si
elles le sont pour p ==/?, elles le sont également pour p+ i, donc elles le sont
aussi pour p == i , p == 2, . . . et p == /i,

En particulier pour/? =-- /i, nous avons

(9^) A"[^,-ro, ..., ^oj== ^,[/^(a*o)-+-£n(^o, ^—.yo)],

(10^) A"[^o, ..., ^o]= -^fnW.

D'une façon analogue on peut démontrer l'existence de A"[^ ^2, ..., ^/i+i ;/]
quelle que soit-là position des points Xi, ^3, . . ., Xn+i dans [a, 6] pourvu que
fn(x) existe dans [a, 6]. Par exemple, pour qu'il existe, A8 [<^ ^» ^ ^ ^ c, c,c,
c;/] il suffît d'admettre l'existence de/i (a),/a (6) ct/;t(c) (a^b, a^c.b^c).

Réciproquement si A'^^o, • . . , Xo ; /(^)] existe, c'est-à-dire, si la limite itérée

lim lim . . . lim A"[^i, a-2, ..., ̂ +1 ;/(^>J
.r.=a:o Xs-=Xo Xn+i=-Xo

existe et est finie, f(x) est continue et difï'érentiable d'ordre n au point Xo.

Démonstration. — Nous dirons qu'une différence divisée est (s, r) quand elle
est de .y181"6 ordre et le nombre de ses arguments égaux à XQ est r + i , les autres
arguments étant distincts de XQ et distincts deux à deux.

Par définition on sait que

A^l, -C2, . . ., Xs-w, ^-r-+-2, . . ., ^s+i]

_A^~1 [.g., X.T., . . ., .r^-r-i-1, ̂ -r+2, . . ., Xs\ — ^tt [X î , . . . , Xs-r^\, X,-r^ .... ^s--H 1

^1 — ^ . + 1 î

où nous supposons les arguments différents de XQ et distincts deux à deux.
Admettons pour l'instant l'existence des rapports (.y, r) et (s— i, r—i). Pre-

nons donc les limites successives quand Xs+i—>-Xo, Xs—^Xo, . . . , x,_r+'î -> XQ ,
c'est-à-dire que

A^E-^l, • • .. Xs—ri -^s—r-fif ^Oî • • • ? XQ~\

_ ̂ ^[^t, . . ., ̂ --n Xs-r-^-\i >PO, . . ., ^0] — A^""1^; " "> ^s-n Xs-r+i, ^0, . . ., XQ\

X\ — XQ

Alors les limites du premier membre et du premier terme du numérateur existent
quand Xs-r+i -> XQ , ces limites étant respectivement des différences divisées (s, î ' )
e t ( s — î , r — i ) .

Ce qui entraîne l'existence de la limite du deuxième terme du numérateur,
autrement dit l'existence d'une différence divisée ( s — î , r).

En somme l'existence des différences (s, r) et (s— î , r— î ) entraîne l'existence
des différences ( s — î , r).
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Par hypothèse la différence (n, n) existe. Or, cette différence, A^l^o; • • • 5 •^o, ^o]»
étant définie à partir de la fonction A^E^o? • • • ? ^o? *^] (A^^o? • • • »

a-o] == lim A"[^? -^o, • • • , ^o]), cela revient à dire que l'existence d'une différence
x=a:o )

(/i, n) entraîne l'existence des différences (/i, n—i). De même l'existence d'une
différence (/z, n—i) entraîne l'existence des différences (n, n—2). De proche
en proche nous constaterons l'existence des différences^, /i),(/i, n—2),..., (/i, o).

D'autre part les différences (n, o), ( / î — i , o), . . . , ( i , o) existent, puisque
par définition elles sont des différences qui ne contiennent que des arguments
distincts deux à deux.

Ainsi dans le tableau suivant :

(/l, 7l)

(/i, / i — i ) - > ( / i — i , n— i )
"h

{n, r) ->(/i—!,/•)...-> (5, r)-> ( 5 — i , r ) . . . -^(r, r)
+ ^ + ^

(/î, r — i ) - ^ ( / i — i , r — i ) . . . . . . - ^ ( î — l , / • — i ) . . . . . . . - > - ( r — i , r — l )
\ \ ^

(n, i) -^(n—i, i ).......... - ^ (5—1, i)..........................->(i, i)
^ 'h ^

(/î, O) - ^ ( / l — I , 0 ) . . . . . . . . . . - > - ( î — I , ,))... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - > ( l , 0)

1° Les éléments de la première colonne et de la dernière file existent.
2° N'importe quel élément existe pourvu qu'existent les deux éléments d'où

partent les flèches convergeant vers lui.

De ces deux règles on en peut déduire l'existence de tous les éléments du
tableau.

Par conséquent si dans (6) nous faisons x^ == Xo et nous prenons les limites
successives quand x^ —>• XQ , ^3 -> XQ , ... et Xn—>- Xo, nous obtenons

/(;r)=/(•2'o)-+-(a•--^o)0o, .ro]-h...-4-(d7—.2-o)"-1 A71-1^, "PO, ..., a-o]
+(a? —a-o)" A»[.yo, ..., «Co, a'].

Or l'égalité
A^ta-o, ..., .ro, .z'] = A"[^o, ..., a7o]-+- —,en(.ro, *r—.ro)

détermine un nombre £n(a'o, .y—"Co) qui tend vers zéro avec x—Xo du fait que

lim A»[a'o, ..., .PO, a?] == A"[.2*o, . . . ,a?o].
.r==a',

Donc l'égalité

/(J;)=/(a-o)-+-(^—a?o)[a-o,a'o]-»-...-H(^—a'o)"A"[.ro, ..., .2-0] -«-(.r—.ro) ^y£n(a'o,^--.2'o),

obtenue en plaçant la seconde dans la première, nous permet d'affirmer quey(.r)
est continue et différentiable d'ordre n au point Xo et que

fp(Xo)=-P\ A^O, ..., Xo\ (JD=I, 2, . . . , 7l). C. Q. F. .D,
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En somme :

THÉORÈME I. — La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit
continue et différentiable d^ ordre n au point Xo est qu^il existe, ^"[xo, • • .
Xof(x)], c'est-à-dire la limite itérée

lim...lim A /<[•2'o,^l^ .. .5 Xn ; /(a')].
.T,,:=:.re a'i==.7'e

o. THÉORÈME II. . — La condition nécessaire et suffisante pour que^ pour
^importe quelle fonction f(x) continue et différentiable d'ordre n au point Xo
on ait

lim A"[^o-h A,Wî /(^)J = —/"(^o)
7i=o i " •

[les hi(K) tendant vers zéro avec À], est que le groupe de fonctions hi(h) (i== i, ...,
n + i ) vérifient les n + i relations

i/Y^Mh)-h,(A,(A)==0( i / TT {^iW—h/W ) ( l= I» 2» • • • > /^-^ I)» ^^^ À-^0-
/=i /

Ces dernières relations peuvent être formulées en disant qu'il existe un nombre R
indépendant de h tel qu'on ait

1^1<K (^,.,...,^,),

où d , ( h ) désigne la moyenne géométrique des distances du point Xi== XQ 4- À((À)
aux autres points XJ=XQ-}- hj(h) (j 7^- i), arguments du rapport aux différences

A"[^;/(^)]-
Démonstration. — La condition est suffisante.
En effet, en prenant des différences divisées dans (i), il vient

^l[xQ•+-h,{h)',f]==. ^//,(^o)+A"[.ro-t-Ar(A); ^(^--^oy^^o^—a'.oj

•et sous forme explicite [formule (4)] :
n-t-î.

A^o-^;/^ ^/"^o)^^——-h?w——-£"'
^^.Yf^-h^

7=1

d'où d'après l'hypothèse, il s'ensuit

A"[.ro+ Af; /] - -1 /n(^o) < ̂  Y | £n(^o, AQ 1
/(. ; il ; •̂̂ B

et par suite

lim A"[^O-+-A(;/]== ^-,//i(^o).

Za condition est nécessaire. C'est-à-dire si elle n'est pas satisfaite on doit être
.en mesure de définir une fonction f(x) continue et différentiable d'ordre n au
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point Xo, telle que la limite, lim A"[^o /(^)L "'existe pas, ou en tout cas, si
A= o

elle existe, on ait

—(/"(^o) 7^ iim A^f; /] (^=^0 •+• M^))-
'" • A=o

Nous définirons donc/(a-) de façon à ce que lim A'^o /(tr)] n'existeras.
Soit, par exemple,

/(^) =/(^o) +. . .-+- ̂ "^"^[/^«O-t- S^o, ̂  - .To)] ;

où/(.fo), • . ., fn(xo) sont des nombres fixes (indépendants de Xo) donnés libre-
ment et où £n(a?o) x—Xo) est une fonction de x—Xo, tendant vers jzéro, avec
x—XQ^ que nous définirons par la suite.

Une fonction, telle que/(a?), est évidemment différentiable d'ordre n et/», {xo}
est son /î^"1® quotient différentiel.

Soit, par exemple,

h'^h)

JJ (Ai(A)-A, . (A))
/=l,n-+-l

une des inégalités :

| hi{h)
IJ (A , (A) -À; (A) )

/==l,n-H

< K

< K

n'ayant pas lieu par hypothèse. Donc, on peut définir une suite Ai, h^, ..., À,, ...
convergeant vers zéro, telle qu'on ait, en même temps

A, (A,)lim
Y[ (A,(A,)-A,.(À))1

7=l,n-H |
max [ |A,(À,+i) | ]< min [ | A / ( A , ) l ^ o ] ( 5 = 1 , 2 , . . . ) ,

l^i^n-hi ïs^i^n+1

cette dernière n'exigeant qu'une décroissance suffisamment rapide des A / ( À , ) non
nulles, ce qui est toujours possible, les Ai (À) tendant vers zéro avec h. Cette
dernière condition nous permet d'affirmer que pour hi(hs) et hj(hr) non nulles,
on a

^(À.)^À/(Ar),

moyennant seulement s ̂  r.
Posons

A?(A.)
K(.)=

]_-^(Al(^.)--^/(A,)

et
/==!

\^n{^ À( (^ , ) ) |=K~ 2 (5)
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en prenant comme signe de £n(d7o, hi(hs)) le signe de

A?(A,)

Y^{hi{hs)-h,(h,))

On peut, donc, remarquer que £^(^o, h) a été définie pour un nombre infini
de valeurs de h ̂  o[h == À,(À,), où i= i , . . ., n + i et s = i , . . .] toutes diffé-
rentes deux à deux et de façon ace que ^(a-o, h) == o(A). En effet À,(À,)^A,(/^)

dès que s -^- r, et en outre, on a h-i{hs) -> o et K~^ (s) —>- o avec s-^oo.
Ensuile, on peut écrire

n+\
A^o+^(A,);A"£^o,^-^o)J=^^———h^————£,(^, A,(A,)),

^^J^^-^^

où les termes de l'addition sont non négatifs, les e ,1(^0, ^(A,)) ayant les mêmes
signes que leurs facteurs. Par suite le premier terme ne peut dépasser la somme;
par conséquent

A»[^o+AK^);À"£n(^o,^-a-o)]^ ——^w——£.(.ro, Ai(A.))
U^i-Ày)

et

d'où il vient

et par suite

^Oo+A^); /^s/J^K7^),

A^o+A^);/]-^,/^) ^^,^(5)

lim A"[a'o-+- hi{h.s)\ f] =00,^^oo

donc, A" [^o+ hi{h)\ f(^)] ne peut avoir comme limite -^//i(^o).

c. Q. F. D.

Nous allons, donner des critères nous permettant de décider si un groupe de
points Xi {h) (i==i, . . . , n—i), convergeant vers XQ avec h->o, satisfont ou
non la condition du théorème II, c'est-à-dire si pour ces Xi(h) et si pour toute
fonction /( x ) différentiable d'ordre n au point XQ, on a

A»[^(A);/]^^/^(^o), avec h->o

ou si par contre cette relation n'a pas lieu pour toutes ces fonctions.
Par exemple :

CRITÈRE I. — Si la longueur du diamètre ô(^i, x^, . . ., Xn+i) est partiel-
lement infiniment plus petite que la distance maximum m = m (h) des points
Xi= xi{h) à leur point limite Xo, c'est à dire si Von a

\ 8(.ri, ..., x,i^)\ = o(w)
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pour une suite partielle de valeurs de A, Ai, Àg» . • ., À,, ... convergeant vers
zéro, alors les conditions du théorème II ne sont pas satisfaites.

En effet
max

l^ï^n-H

W

n^1-^ > 5"(^, ...,^+,)j

du fait que par définition le maximum des h, est m et le plus grand des nombres

\x,—Xj\ = \hi—hj\ est la longueur | ô(.z-i, ..., Xn+i) |. Or —,-———m———— tend|8(^i, ..., ^+1)1
vers Pinfini pour h == hs et s-> oo, et par suite les conditions du théorème II ne
sont pas satisfaites.

Dire que la longueur du diamètre {fig. 3 et 3 bis) ô(a?i, . . ., Xn+i) est partiel-
lement infiniment plus petite que w, équivaut à dire que la plus petite et plus

< z2 »

Ô l̂,̂

^i

•̂
\——^—————

L, m=m r/! >

Fig. 3 '̂s.Fig. 3.

grande parmi lès différences a-i—a?o, ^2—^o, .- ., ^/»+i—XQ, soient Zi et ^2?
sont partiellement équivalentes, c'est-à-dire,

lim — === i.

Par contre :

CRITÈRE II.— Les conditions du théorème II sont satisfaites si les distances
mutuelles des points x^ x,—Xj-== hf—hj, sont du même ordre infinitésimal
que la plus grande des distances des points Xi au point limite Xo y c'est-à-dire,
du même ordre que le nombre m.

Dans ce cas , _ , (/, j == i, . . ., n + i , / -^-j) est borné et par suite les n + i

nombres Àf : FT ( A i — À / ) , fonctions de À, sont bornées et lesdites conditions
/=l, n-t-i

sont satisfaites.
Dans le cas où XQ appartient au segment-diamètre <5(;yi, . .., ^/i-n),

| 8(a?i, ..., Xn^)\ = 8(A) et m = w(A)

sont évidemment du même ordre infinitésimal puisque (/^. 3 bis)

^^^wCA)^^).

Donc on peut énoncer le critère suivant :

CRITÈRE III. — Dans le cas où le point limite XQ appartient constamment



— 193 —

au segment-diamètre ô(a?i, ..., .r/i-n) et où les distances mutuelles Xi—xj
( t ^ye f / ,y== i , ..., n + i) sont toutes du même ordre infinitésimale avec
h —>• o, les points du groupe Xi (h) satisfont les conditions du théorème II.

Un cas particulier du critère II est celui où

Xt=XQ-\-hki ( i = = i , 2 , . . . , n - + - i )

et où les ki sont des constantes distinctes deux à deux.

Sur les théorèmes de la valeur moyenne.

6. Nous nous proposons de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME III. —f(^) étant une fonction continue et différentiable d'ordre n
sur un segment [a, 6], si E désigne un ensemble de n-\- i points de [a, 6]
distincts deux à deux, il existe au moins un point c intérieur au segment-
diamètre de E tel que

A"[E;/(.r)]=^,/^c).

rTT"T"T"T"l
' LJ-J^-L-1 c

Fig. 4.

Démontrons d'abord l'identité

(13) A^EÎ/OC)]- ^ ^(X)A»[X;/(^)],
X€C(A)

où
1° E et A sont deux ensembles finis de points dont les segments-diamètres ô(E)

et ô(A) sont les mêmes; E contient TI+I points appartenant à A et les points
de A et de E sont distincts deux à deux.

2° C(A) désigne l'ensemble de tous les groupes de n + ï points de A qui sont
consécutifs par rapport à A. Ainsi si Xi eC(A), alors un point de A, ou appar-
tient à Xi, ou il est extérieur au segment-diamètre 3(Xi).

3° Les nombres jo(X) sont tels que

(14) jo(X)>o pour tous les XeG( A),
(15) ^jo(X)==i.

X€C(A)

Dans le cas où A ne contient qu'un point de plus que E la démonstration est
la suivante :

Soient c et d (fig. 4) ^es points extrêmes de E, et 1 l'ensemble des points
restants de E ou points de E intérieurs à ô(E).
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Soit e un point intérieur à [c, d] et non appartenant à E. D'après la définition
des différences divisées, on a

A"[c, d, !;/(.)]= ̂ 1^^]^,
c—d

d'où
A"[c,^I; / (^)J= A^[cI;/3-A"-^I;/]<^

c — c c — û?
..A»-1^!;/]—^"-1^; /] e—d

+———————e"^——————^——d'
c'est-à-dire

(16) A"[c, ̂  !;/]= c^- A" [ce !;/]-+- Î-^A^I;/],
C — cl C — CL

OÙ
c — e e — d
c — d c— d

et
c— e e—dir=-d>0- c-^>°'

du fait que eç]c, d[. En outre les 71+2 éléments de A, cedï, permettent de
former 71+2 groupes de n + i points, mais les seuls parmi eux qui sont consé-
cutifs par rapport à A sont ceux qui s'obtiennent en enlevant à A un des points
extrêmes, c'est-à-dire, les groupes ceï et ed\. (16) réalise donc l'identité ( i3)
dans le cas où A ne contient qu'un point de plus que E.

Une remarque nous permettra de nous élever de ce cas simple au cas général.
Posons

m m

x=^^piXi, où pi^o et Vof==i.

On dit alors que le nombre x est une moyenne arithmétique pondérée des
nombres x,, pi étant le poids attaché à Xi. Cette opération linéaire est transitive y
c'est-à-dire : une moyenne pondérée de moyennes pondérées est aussi une
moyenne pondérée. En effet, si

s m

^i ̂ ^PiJVh x = ̂ ^^

où les p sont non négatifs et tels que

s m

^^./==I» ^^=1,

/•=1 f=l

d'où

^^pi^puyh^-y^

m

^^^jSW» où 57=^/W,/
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et par suite çy^ o et

^s
/=!

^,y/==^ ^PiPt,/=^ ^7W./==^P/=I-

Cela étant, soient Ai===E, As, .... A^==A des ensembles de points où chaque
ensemble contient le précédent plus un point, le premier et le dernier ensemble
étant respectivement les ensembles E et A déjà définis. Soit G (A,.) l'ensemble des
groupes de n + i points appartenant à Ar et consécutifs par rapport à A/..

Nous avons vu il y a un instant que (i3) avait lieu pour E et A = Aa.
Supposons maintenant que (i3) a lieu pour E et A == A,, où s == i , 2, . . ., / .
Ecrivons, donc,

(17) A^E;/^)]^ ^ j9(X)A"[X;/(.r)],
X€C(A,.)

où/?(X)>>opour toutX€C(A, . ) ,avec

( 18 ) ^ ^(X)=i.
xec(Ar)

Et démontrons que pour tout X € C(A^), on a

(19) A»[X;/(.r)]= ^ />x(Y)A"[Y;/],
Y€C(A,.+i)

où XeC^Ar),/^^^0 pourYeC(A^i), avec

^ ^(Y)=i.
YeC(A,+i)

En effet si X appartient en plus à C(A,.-n), c'est-à-dire si le point de A,.+i qui
n'appartient pas à A/, est extérieur au segment-diamètre de X, l'identité

A"[X;/(.r)]=A"[X;/(.r)]

coïncide avec (19) moyennant :
7?x(Y)=i pour Y = X ,
Jox (Y)==o pour Y ^ X et YeC(Ar+i) ,

poids qui sont non négatifs et dont la somme est l'unité.
En somme A"[X; f{x^\ est une moyenne arithmétique pondérée des rap-

ports A^Y;/^)], oùY€C(A/_ i ) dans le cas où X€C(A,.-n).
Soit maintenant X^C(A,._,-i). Ainsi X appartenant à C(A,.) est tel que le point

de Ar-t-i qui n'appartient pas à Ar est intérieur à <5(X). Soient c et d les extrêmes
du segment-diamètre de X, 1 les points restants de X et e le point appartenant
à A/.-+-I et non à A,.. D'après (16), on a

^[Xî/J^^A^eïî/J+^A^I;/]



— 196 —

qui coïncide avec (19) moyennant

P^^ccz=^ pour ^(^^(A,^),

^(Y)=^^ » Y==(^f)€C(A^) ,
^x(Y)=o » Y^(cel) , ( d e l ) ' , YèC(Ar-n).

Le groupe (Xe) est un groupe de n + 2 points consécutifs par rapport à A^i,
donc en éliminant successivement ses deux points extrêmes, nous obtenons les
groupes (ceî) et Çdeï) ayant un point de moins chacun, mais qui sont toujours
consécutifs par rapport à Ay+i.

Remarquons encore que ces p sont négatifs et leur somme est l'unité.
En somme, (19) a lieu dans les deux cas, c'est-à-dire pour Xe C(Ar).
Donc :

i° D'après (17), A'^E; /] est une moyenne pondérée des nombres A^'EX; /],
OÙX€C(A,) .

2° Chacun de ces derniers nombres est à son tour une moyenne pondérée des
nombres A" [Y, /], où YeC(Ar+i). On peut conclure donc que A"[E; /] est
la moyenne des nombres A71^;/] où YeC(Ar-i-i).

En résumé, (i3) a lieu pour E == E et A==A/. et si elle a lieu pour E == E
et A == Ar elle a lieu aussi pour E = E et A == A/-i-i.

Par induction elle aura lieu pour E === E et A == A/yi. c. Q. F. D.
Cela étant, rappelons la propriété essentielle des moyennes :
Une moyenne arithmétique pondérée d'un ensemble de nombres dont les poids

sont non nuls ou coïncident avec lous ces nombres, ou, s'ils sont inégaux, elle
reste comprise entre le plus petit et le plus grand des susdits nombres.

Par exemple si pi >> o et si le diamètre des Xi est non nul, alors
_ m / m \
•y==^/>i.^>(V^ ja=a ,

i=i \<=i /

où a est le plus petit parmi les nombres a-/. Et de même pour le maximum.
Si Xi= a, évidemment

m m

x =^piXt =^pia == a.
i=l t=ï

Nous avons maintenant les éléments suffisants pour parfaire la démonstration
de notre théorème.

7. Soit Ai un ensemble de points renfermant en plus des points de E les points
que divisent en deux moitiés les segments dont les extrémités sont des points
consécutifs de E. Ainsi EetAi contiennent respectivement n 4- i et 2/1 + i points.

D'après (i3), pour A=Ai, A^E» Y] es^ une moyenne des /î1*"168 différences
divisées dey prises sur des points consécutifs de Ai.

Il peut arriver deux cas :

^ A"[E; /]=An[X;/] pour tout X€C(A,).
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b. Cette égalité n'est pas exacte pour tous les X de G (Ai).

Dans le cas a nous définirons Ei comme étant n'importe lequel des X apparte-
nant à C(Ai) et intérieurs à ô(Ai).

Dans le cas b on peut donner Xi et Xa appartenant à C(Ai) tels que

^"[Xn/KA^Eî/KA^Xa;/].

Soient, pour fixer les idées, ai < 61 <... < /i et 03 < ^2 < • . • < li les deux
groupes Xi et Xs des points.

Posons
a(X) == asX -h âi(i— X),
6 ( X ) = 6 2 X - h 6 i ( i — A ) ,

/ (X)= ^X-+- /i(i-)Q

et désignons l'ensemble des n + i valeurs figurant dans les premiers membres
parrO).

Évidemment les n + i fonctions de r ( X ) sont continues, monotones et inégales
sur le segment [o, i]. Donc A"[r(^); /] est une fonction continue de À sur le
segment [o, i] et qui dans leurs extrémités prend les valeurs A^t^iî /] et

A"[X.;/].
Par conséquent, il existe un nombre ^i compris entre o et i , tel que

A^l^Oî/J^A^E;/].
Posons

Ei=r(Ai) .
Le groupe de points Ei est intérieur au diamètre ô(Xi uXa) et par suite à ô(E).
Si maintenant nous répétons ce même procédé, nous définirons un ensemble do

points Es. fonction de Ei.
De proche en proche nous définirons une suite E, Ei, Ea, . . ., E/., . .., telle

que
1° A^E;/]:^"^;/].

2° Le segment-diamètre ô(E,.) est intérieur au segment-diamètre ô(E,.+i),
c'est-à-dire

8(E^)c8(E/.).

3° Le rapport entre la plus grande et la plus petite parmi les distances mutuelles
des couples de points de Er est plus petit ou égal au rapport correspondant fourni
par le groupe de points de E.

4° |5(E.)1^^,

où d est la plus grande parmi les distances entre points consécutifs de E.
Le premier alinéa découle de la définition même des E,..
Le deuxième alinéa a lieu par définition dans le cas a, et dans le cas ^, d'après

ce que nous venons de dire.
Troisième alinéa : En divisant par moitiés les segments déterminés par dos
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points consécutifs, le rapport mesurant leur disproportion maximum demeure
invariable. La deuxième opération du cas ^respecte encore ce nombre, ou en tout
cas le fait diminuer.

Quatrième alinéa : Le segment le plus long de Ey, entre points consécutifs.
étant tout au plus la moitié du segment le plus long de E,._n, vaudra en longueur

tout au plus -p donc le diamètre de E/. vaut tout au plus —j. •

Cela étant, soit c le point appartenant à tous les segments-diamètres
emboîtés ô(E^). Ce point est univoquement déterminé, les segments-diamètres de
la suite <5(Ei), ô(Ea), . . . étant chacun inclus dans leur précédent et leur lon-
gueur tendant vers zéro. Ainsi (E,.) -> (c, c, . .., c), avec r —>ao.

En outre les propriétés (E/.)—^(c, c, . . ., c), cçà(Er) et 3° nous permettent
d'affirmer que (critère III, p. 26)

^A"[<Er;/(.r)]= ^MC),

laquelle avec i° nous donne
AM[E;/(^)]==^/,(c),

où c appartient à d(E). C. Q. F.

8. THÉORÈME VI. — Si fn(c) n'est pas la valeur maximum ou minimum
du n^'"^ quotient différentiel de f{x) dans le voisinage A de c, alors il existe
un groupe de points E distincts deux à deux et appartenant à A tels que

A"[E;/(;r)]= ^MC).

A un certain point de vue ce théorème est la réciproque du précédent, à ces
différences près : a. la restriction imposée au point c de n'être pas un point
où fn(x) atteint un maximum ou minimum et b. qu'on n'exige plus que c soit
intérieur à ô(E). Voici deux exemples qui montrent la nécessité de ces deux
restrictions.

Soit f{x) == a?3 et c == o. /'(a?) == 3.r2 atteint son minimum au point c == o. Or.
toutes les pentes A[E;/(a*)] sont positives et par suite il n'existe aucun couple
des points E dont la pente soit égale à.f(c) == o.

Soit/(a?) =a?3. ( a + s i n - ^ ) pour x^o et /(o) == o. f ' ( x ' ) oscille de —oc

H +00 au voisinage de c==o, donc f\x) n'atteint pas sa valeur maximum ou
minimum au point c. Les pentes A[E, f(-v)] sont positives pourvu que les deux
points de E tombent de part et d'autre de l'origine. Enfin f'{o) == o, d'où
l'égalité A[E;/] =f'(o) exige que les deux points de E soient du même signe.
Donc, en aucun cas, c == o ne peut être intérieur à ô(E) si

A[E;/]==^A(c).

Voici la démonstration du théorème.
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D'après l'hypothèse on peut donner d et e appartenant à A, tels que

fn(€}<fn{c)<fn{d\

fn(c) n'étant pas le maximum ou minimum de fn{x) dans A.
Ensuite, on peut donner E et D appartenant à A, tels que

A^Eî/K^/^cXA^D;/^)],

du fait que/n(e) etfn(d) sont des limites de différences divisées dont les argu-
ments tendent respectivement vers e et d (th. II).

Soit maintenant F (^) l'ensemble des n + i nombres

Y , ( A ) = ^ ( l — A ) - + - X ^ ( l = I , 2, ..., /l-l-l),

où les groupes de points d < ̂  <... < ̂ 4-1 et û?i < â?a <. .. < dn+i sont respec-
tivement les groupes E et D. Donc r (o )==Ee i r ( i )==D.

Ainsi A"[r(^); /] prend toutes les valeurs comprises entre A"[E; /]
et A"[D ; /] quand À varie de o à i ; et par suite il existe un nombre Ai , o < ?.i < i ,
tel que

A"[r(X,);/]==^(c)

et par suite r(^i) réalise les conditions que le théorème prévoit pourE, puisque r(Ài)
appartient à ô ( E u D ) e t à plus forte raison à à.

9. Une conséquence du précédent théorème est que les quotients différentiels
jouissent de la propriété de Darboux.

Soit, par exemple,
fn(a)<fn{b)

et y. un nombre compris entre/n(a) etfn(b).
Cela étant posé, soient A == (a^, . . ., ân+i) et B = (61, . . ., 6/,-n) des groupes

de points de [a, b] proches respectivement de a et b et choisis de façon à ce

que, A"[«o /(^)j et A"[^-î /] s'approchent suffisamment de ^fnÇa) et —fn(b)
(th. II), pour qu'on ait

A"[^;/(^)J<^{x<A»[^;/(.r)].

D'après la continuité de ^"[^•C1—À) + ̂ b,; f(^)] par rapport à X, on sait
que

A"[cf;/ j== ^-,^,

où c,== a,(i — /.i) + bfli, ?vi étant positif et plus petit que l'unité, donc a e [a, b].
Or, d'après le théorème III il existe c e ô(c,) c [a, 6], tel que

An[c<;/]= ^-,/n(c), d'Où fn{c}=y.. C. Q. F. D.

En somme, on peut affirmer qu'un quotient différentiel prend dans un sog-
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ment [a, b] toutes les valeurs comprises entre les valeurs qu'il prend aux
extrémités dudit segment, p. étant n'importe laquelle de ces valeurs intermédiaires.

10. THÉORÈME V. —f(x) étant continue et différentiable d'ordre m + n sur
le segment-diamètre'ô (a +û?y), on peut donner c intérieur à ô(e/+^), tel
que

A5[^; A^lV/î/^-hy)]^ ̂ L^/^(c),

où les ci sont distincts deux à deux ainsi que les dj\

La démonstration est tout à fait analogue à celle du paragraphe 6.
On commence en établissant également l'identité analogue

(20) ASIE; A?^[D;/(^-+-y)]]= ^ p{X, Y)A5[X; A^Y; f{x -+-y)]J,
X€C(A)
Y€C(B)

où, 1°, E et D sont respectivement des sous-ensembles de A et B avec les mêmes
segments-diamètres; 2° C(A) et C(B) désignent respectivement les groupes de
points de / i+i et m 4-1 points consécutifs de A et B; et enfin, 3°, les
nombres/?(X, Y) sont non négatifs pour XeC(A) e t Y € C ( B ) et tels que

^^(X,Y)=i.
X€C(A)
Y € C ( B )

Cette formule peut être établie de la façon suivante :
D'après (i3), on a

Ay[D;/(.r+y)]= ̂  jo(Y) Ay[Y;/(.r+y)],
Y € C ( B )

avec

2 ̂ w^
Y€C(B)

d'où, en prenant le /i'*"*® rapport sur les points E, il vient

(21)

A5[E; A?[D;/(.r-+-y)])== ^ ^(Y) A2.[E; Ay[Y; /(.r -hy)j,
Y€C(B)

^ ^(Y)=avec. J^ JD(Y)=I.
Y€C(B)

Appliquons maintenant (i3) à la fonction de x, A^"[Y; /(^^-.r)], et aux
ensembles E et A. On obtient ainsi

AS[E; A;»[Y;/(.r+y)]]== ^ /»Y(X)A5[X; Ay[Y; /(.r +^)J],
. X€C(A)(22)

avec ^ /?Y(X)=I
X€C(A)

pour toute Y € C ( B ) .
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En somme, d'après (21), le nombre A2.[E; A?[D; /(^+y)]] est une
moyenne arithmétique des nombres ASCB; A^Y? ./X^+y)]] [Y variant
dans C(B)] dont chacun est, d'après (22), une moyenne arithmétique des
nombres A.;[X; A^[Y;/(^+y)]], où X€C(A) e tYeC(B) .

Or, la moyenne arithmétique pondérée est une opération transitive, autrement
dit, une moyenne de moyennes est encore une moyenne. Ainsi le nombre
AS[E; A^t0; A^+y)]] est une moyenne arithmétique des nombres
A;[X; A^[Y;/(a-+y)]], X et Y variant respectivement dans C(A) et C(B).
C'est ce qui exprime la formule (20), avec

^^(X,Y)=i et ^(X,Y)^o.
X€C(A)
Y€C(B)

La formule (20) étant établie, soient E le groupe de n + i points,

e\< ̂ î<...< 6,1-1-1
et A le groupe de 2 /14 -1 points

e\ -t- e.2 ei 4- e.3 <... < On < en -+- e,,-n
^ < —————— <^< ————— ———^——— < Cn^ ;

soient D le groupe de points
di<d^<...<dn+i

et B le groupe
d^-^-dî , , dn -+- dn+i . ,

«l < ——^—— < dî < . . . < dn < ———^——— < dn+i.

Introduisons la fonction d'ensemble ^r(E), fonction qui désigne le nombre

max (e^-i •—<?,)
max e{^ ~ ei = ^i-=n——————.

i^i^n ey+i — ej mm (^-n — et)
l^/^/î î^i^n

D'après ces définitions E est un sous-ensemble de A et

8(E)=8(A) , ^ ( E ) = = ^ ( A ) .
De même,

DcB, 5(D)=8(B) et k(D) == Ar(B) .

La formule est donc applicable aux ensembles E, D, A et B et par suite le
nombre

A2.[E; Ay.[D;/(^4-y)]1

est une moyenne arithmétique des nombres fournis par l'expression

A^[X; A^Yî/^+y)]],

où X et Y varient respectivement dans C(A) et C(B), ce qui nous permet
d'affirmer que parmi ces derniers, nombres il y en a de plus petits ou égaux et de
plus grands ou égaux que leur moyenne, c'est-à-dire

(23) Aî[Xi; 4^[Yi;/(a:4-y)]]^A5[E; WD; f(x^-y)]]^^[X,; A^Y^/^-hy)]].
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Posons
;^(),)=a^.(i—X)-ha?î,/X (t==l, ..., ^•4-1),
yy(A)==yij(i—X)-4-^-2,/?- ( 7 = 1 , ...,/n-+-l),

où les groupes de points ^i,i<.. •<< ^i,«-n? ^2,i<^ • •< •^/'-n? yi,i<^ • •<^yi,w+i
ety2,i<. . .<y2,m+i désignent les points des groupes Xi, Xa, Yi, Ya. Désignons
maintenant par X ( À ) e t Y ( À ) respectivement les groupes Xi(^) ety,(^).

Remarquons que la fonction de À

A2.[X(X); A^YpQî/^+y)]]

est une fonction continue sur le segment [o, i] qui, aux extrémités o et i, prend
les valeurs des membres extrêmes de (a3). On peut donc donner un nombre
^i € [o, i], tel que l'on ait
(24) A5fEl;A?[Dl;/(^-+-y)]]ï=A5[E;Ay[D;/(.c-^y)]1, où E^X(X,), D,==Y(Xi).

Désignons par A-, A et ô respectivement les nombres

maxfÂ-(E), A-(D)1, naaxr max Ae/, max A^/"] el minr min Ae/, min Arfyl.
•- N /' ' l i ii^i^n 1^/^w J Ll^^'1 l^/^/" J

On démontre alors sans difficultés (fig- 5) que

a. 8 (E i )c8(XiOX2)c8(E) ;
1 .- max A<?f

w-^-:^———-^-^- min Ae;2
c. ^ min A<?(^ Affi.f^ ^ max A^, ^ 5^ Aei,^ ^ A,

ainsi que les relations analogues pour Di et D.
Si nous répétons ensuite les mêmes raisonnements à partir de Ei et Di nous

obtiendrons ainsi Ea et Da. De proche en proche nous définirons les deux suites

E, E», E,, . . . , Er, . . . ,
D, Di, Da, . . , , Dr, . . . ,

• lesquelles, d'après (a4), a, b et c vérifient :

i« AS[Er; A /; l[D^/(a;-^y)]]=AS.[E; A^ED; f{x -+-y)]j;
2.- ô(E)3Ô(Ei)38(E,.), ..., 5 ( D ) D 8 ( D i ) 3 8 ( D 2 ) 3 . . . ;
30 A-(E,.)^À-, A-(Dr)^A- ( r = i , 2 , . . . ) ;

4° ^A^.^^ ^^A^.^^.-

D'après 2° et 4° les segments ô(Er) ainsi que les segments ô(D/.)( /-= i , 2 ,3, . . . )
ne contiennent respectivement qu'un seul point, soient XQ et yo. D'où ^oe3(E)
e tyo€^ (D) .

Nous allons démontrer que ; ro€^(E), yo€Ô(D) , (E^)—(.ro , . . . . -roj.
(D/.) -^ (yo, . . ., yo) et 3° entraînent (r -^oo) :

A.ï[Er; Am[Dr;/(^•+•y)]]-^^T^-,/m-^n(^0-+-ro).
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En effet, posons
/(^y)=/(^+yo)+^2^riZo/ i(^o+yo)+.. .

[fm+n (^o •+- yo ) -+• £m+n)^9 •+- ̂ 0, .T -4- Y — .TO — ̂ 0)],
(x-^-r—xo— ro)7»-^

(m -h n)!
d'où il vient

A;.[Er; Ay[D/.;/(;r-t-r)j]
-^7/^/7i(a'o-+-yo)+A.^[E^ A^JD,.; (.C-4-y—>go—yo)"t+n

(/n -i- n) ! ^]].

-rfl

-^
^

^1 <o!

Or, la dernière différence divisée peut se calculer [d'après (4)] :

^[^•^-n^.^-^y-^-y^[^î^rTTryT^^^--^-^)^^-]
fli-t-i

= V (^r./-^-^— XQ —Vo yn-^H
.̂  ' w - t - l £/n+/i(^o+yo ; ûfr,/-4-a? —^'o—^o),

7==1' (^ -+- ^) ! ̂ J (^r,/- </r,/')

d'où une nouvelle application de (4) nous donnera

^^-^^"+•\^]
(fr,t -I- dr, j — a;o — yo ) m"t-/l-î a- • £/M-4-'»(«ï'o-+-yo? er,i-\-dr.j—XQ—yo).

/-1 7-1 ' (^ - m);»! JJ (e,,,— 6•,,̂ )J-[ Çdr,f-^j')
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Cette dernière peut s'écrire sous la forme

A^F • A ^ f n .(-^y-^o-yo)^" 11A^Er, A,.[D.,————^z+n)\————^"JJ
n-4-l m-+-l /1-+-1

=——J-——V V TT'^-^- d r j — X p — y Q
~ (m^-ny.^ ^ Ll C r i — C r i '

i=l /==! i'=l
m-4-1

xTI ^"^ ^"^"""'^em-t-nQgo-t-yo, ^-^rj—^o—yo).
J-A ^r,/'—a/',/'

Soit maintenant Êr le plus grand des nombres | £m+n(^o+y, ̂ •j+ dr,j— Xo—yo) |
(<== i, . . . , /i+ i ; y = = = i , . . . , w+ i). £,.-^o, du fait que er,i->Xo et dr,j->yQ
(avecr-^oo)etque/(a?) estdifférentiable d'ordre m+n au point oCo+yo € à(ei-\-dj).

Or, .ro € ô(E,.) et 4° entraînent

!^-^o|^|5(E^)|=^Ae^^nA.

On a aussi

Et de même

| Cr,t— Cr,i' \ ̂  min ^Cr,f^ -^ 5.

1 ^r,,—yo 1 ̂  •17- et i ̂ .,— drj' \^y27' . ' . / • , / . — ^r

D'où, en remplaçant les valeurs, il vient

A"rr . A /n in .(^^-.y-^—r^" 1 1 1 ^(m-4-i)(/ i-4-i) a^^^A^,
^[^•^^L '—————^i 1"^—————^JJI^ (m-h TI)! ———ô^ï———&r

et par suite, le premier membre tend vers zéro avec r->-oo, ou, si l'on veut, le
nombre

A5[Er; A?[D^,/(^+y]]- ^i^/^(a.o-4-yo)

tend vers zéro, c'est-à-dire, il est nul, puisque d'après i° il est constant, donc
pour c== ^o+yo eô(e,+ o?y), on a

A^[E; A/y[D;/(.z•+y)]]=.^^/^^(c)

et le théorème est démontré.

41 . Le théorème précédent nous permettra de généraliser celui du paragraphe 6
de la façon suivante :

THÉORÈME VI. — Soit f{x) une fonction continue et différenticible
d'ordre n + m sur le segment-diamètre d'un groupe E de m 4- i points dis-
tincts. Il existe alors au moins un point c intérieur a ô(E), tel que

^m\^fnW}=-^fn^m{c).

II s'agit d'abord de trouver un E' intérieur à ô(E), tel que
Am[E';/„(a•)]=Am[E;/„(a•)].
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Voici comment on y parvient :

Soit ô(A) =E <5(E), où A a au moins les points de E plus deux points distincts et
distincts des points de E. Parmi les éléments de C(A) il y en a évidemment au
moins un qui est intérieur à <5(E). Désignons-le par E". Alors, si les différences
divisées defn(x) correspondantes à E et E" sont égales, E" remplit les conditions
recherchées.

Par contre, si ces différences divisées sont inégales, par exemple si

A-LE^/^^A^E;/^)],

alors l'une au moins des différences divisées correspondantes aux éléments de G (A)
est forcément plus petite que leur moyenne ^"[E; fn(x)].

Ainsi on peut choisir E" appartenant à C(A), tel que

A^E"; fnW} >A^(E;/( a?)] >ATO[E^;/n(d?)].

Les points de E" ne sont pas forcément intérieurs à 3(E).
Plaçons-nous dans ce dernier cas et tâchons de donner E'" intérieur à ô(E), tel

que sa différence divisée diffère de celle de E" en moins d'une quantité donnée.
Pour ce faire, constatons d'abord que les fonctions f{x) continues au sens de
Darboux jouissent au voisinage d'un point XQ de la propriété suivante : XQ étant
donné il existe une suite { Xs} convergeant vers Xo, telle que

lim/(^)=/(.ro).

Soit, par exemple, A un voisinage ou demi-voisinage de Xo, où f(x) est
continue au sens de Darboux.

Une telle suite existe visiblement, si l'on peut donner une suite j Xs} appar-
tenant à A et convergeant vers Xo, telle que l'on ait la condition plus forte

/(^)==/(^o).

Dans le cas contraire et dans un certain demi-voisinage A'cA de Xo, l'éga
lité f(x) =f(xo) (pour x e ^ ' ) n'a lieu que lorsque x=Xo. Soit x^ un point
appartenant à A'. D'après la continuité de Darboux f(x) prend toutes les valeurs
comprises entre /(^i) et/(a"o)» x parcourant le segment [xi, Xo]. Or, cela étant

vrai pour n'importe quel ^i, on peut choisir Xs appartenant à f^ 1 » XQ\ et tel que

l/(^o)-/(^)|<8,

ce qui revient à dire que
lim/(^)=/(^o),

les Xs convergent vers XQ avec s —>- oo.
Ainsi nous pouvons choisir une suite de groupes de points Dj intérieurs à ô(E)

et convergeant vers E", c'est-à-dire, m + i suites intérieures à ô(E) et conver-
gentes vers les m + i points de E^, de façon à ce que les valeurs correspondantes
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defnÇx) convergent vers les m + i valeurs de fn(x) aux points de E". De cette
façon nous aurons

J^ A^D,; fn{x)} = A^E";/^)],

les points limites E" étant distincts deux à deux.
Ainsi pour s = So, A^D^; /] s'approchera suffisamment de sa limite pour que

l'on ait
A^EÎ/^^A^D,.;/^)],

donc, en désignant D^ par E'^, nous pouvons écrire

A7»[E f f;/„(.2r)]>A / r a[E;/„(.r„)j>AW[EW;/„(.^)],

où E^et E'^ sont tous les deux des groupes de points intérieurs à ô(E).
Désignons symboliquement par D;. l'opérateur dont l'application à f(x) nous

donne//»( a?). Cet opérateur étant distributif on peut écrire

D?.[A^[F;/(.r-f-y)j]=Aï[F;Dy/(^-+-y)]
et en particulier

D^o[Aï[F;/(^4-y)JJ=Aï[F;/.Or)].

Or, d'après le théorème IV, à ce /i161"0 quotient différentiel on peut faire corres-
pondre un ensemble T appartenant à un voisinage de zéro, tel que

A?.[T;A%[F;/(^-4-y)]]=^D^o[A^F;/(^-4-^)]],

cela étant vrai pour n'importe quel voisinage de l'origine.
Ces deux dernières égalités entraînent

A?[T;AÏ[E;/^+y)]]=^A^F;/^.r)].

Or, d'après le théorème V, on a

A^[T; A^[F;/(^H-y)J]= ^l^/^(c),

où c est intérieur à ô(/,+ tj). D'où en remplaçant

A^[F;/,(^)J=.^/^,(c).

Appliquons maintenant ce raisonnement à E", T' et E^ T"', les €, et t\ appar-
tenant à un voisinage de zéro, choisi de façon à ce qu'il soit suffisamment petit
pour que les groupes de points ̂ + ' t] et <+ t", soient intérieurs à ô(E), comme
le sont en effet les groupes e\ et e " ^ . On a donc

A"1^; fnW]=-^f^nW (^e5(E)J,

A^E"';/^)] = ̂ /^(c-) (^e^E)},
d'où

^T/m4-«(^)> A-tE;/,,^)^ ̂ /^(^).
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Enfin, la propriété de Darboux nous permet d'affirmer l'existence de c intérieur
à [c\ c'"}, donc à â(E), tel que

A^IE,/^)^ ̂ /^(c). c. Q. F. D.

12. THÉORÈME VII. — f(^) étant continue et dijfférentiable d'ordre n sur le
segment ô(E), il existe au moins un point c intérieur a ô(E), tel que

A^E;/^)]^/,^),

les points de E pouvant coïncider partiellement ou totalement.

Dans le cas où les points de E sont distincts deux à deux, ou dans le cas où
\ ô(E) | == o, le théorème est vrai. Le premier cas est le cas du théorème III; le
second cas nous fait tomber sur l'identité

^,/«(c)=^-,A(c).

Pour démontrer le théorème dans les autres cas, il suffit d'établir l'existence
d'un groupe C des points distincts deux à deux et appartenant à 8(E) et tels que

A^EÎ/^^A^C;/^)].

En effet, dans ce cas, d'après le théorème III, il existe un point c intérieur
à ô(C), donc à ô(E), tel que

A"[C;/(^J==^,A(c).

Le point c remplit donc les conditions recherchées.
Ainsi tout revient à démontrer l'existence du groupe C.
Pour ce faire nous allons étendre la formule (i3) au présent cas, où les points

de E ne sont pas ni tous distincts deux à deux ni tous égaux ou confondus.
Nous suivrons la démonstration générale à l'aide d'un cas particulier.
On sait que la huitième différence divisée de f{x) sur les points

»1 < ^2 < «3 < 61 < 6.2 < Ci < Ça < €3 < €4,

est une moyenne arithmétique des différences de huitième ordre de f(x) prises
sur des points consécutifs du système plus complet de points

^ i < « 2 < a 3 < a < p < 6 i < 6 2 < - r < C i < C 2 < C 3 < C 4 ,

c'est-à-dire, on a

[ai, as, ag, 61, 63, ci, 02, €3, c^\ = Çifai, 02, Œg, a, P, 61, 62, y, Ci]
-+- qî[a^ 03, a, j3, 61, 62, f, Ci, Ça]
-+-y3[^3, a, P, 61, 63, y, Ci, Cs, es]
-^{a, P, 61, 62, Y, Ci, C2, 03, C4J,

avec
q\ + qî -+- y s -+- ^4 == l.

Prenons maintenant la limite itérée des deux égalités en faisant tendre successi-
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vement a^ vers a, 02 vers a, 03 vers a, 61 vers 6, 62 vers 6, Ci vers c, Ça vers c,
Ça vers c, et enfin €4 vers c, a, 6 et c étant des nombres compris respectivement
entre <ïi, aa, 03, 6i, 63 et Ci, Ça, €3, c^.

On obtient ainsi

[ar, CT, a, 6, 6, c, c, c, c] == ^i[a, a, a, a, ?, 6, ^», y, c]
-+-7?s[a, a, a, ?, 6, 6, y, <;, c]
-t-p3[a, a, p, 6, 6, y, c, c, c]
-h7?*[a, p, 6, é, y, c, c, c, c],

avec
Pl-«-JD2+JD3-t-J3*=I,

où les points p ont été calculés au moyen des limites itérées d'indétermination.
Les limites itérées d'indétermination des q existent, puisque l'égalité

y 1-4- ^2-t- ^3-h ^4= 1

exige que ces nombres soient bornés du fait qu'ils sont positifs et leur somme est i.
En réalité, si l'on examine de plus près la loi de formation des q, on voit

•aisément que :

i° Ces nombres sont des expressions rationnelles des distances entre les points
'du système complet.

2° Les dénominateurs des q, par exemple de ^3, sont des longueurs
des segments renfermant le segment-diamètre de la respective différence
[03, a, (3, 6i, 63, y, Ci, Ça, €3], c'est-à-dire renfermant le segment [03, c^].

3° Les numérateurs sont les distances des points introduits ou complémen-
taires <x, P, y aux points restants.

Les dénominateurs et numérateurs sont donc positifs (sont des distances) et
lïornés intérieurement : les premiers du fait que dans le second membre les diffé-
rences contiennent des points du premier système et du système complémentaire
et par suite leur diamètre reste borné intérieurement; les seconds parce que les
points complémentaires restent à distance bornée intérieurement de tous les
autres points.

En résumé, les nombres q sont des fonctions rationnelles des distances,
distances qui sont bornées intérieurement et par suite sont des fonctions continues
par rapport aux variables ai, a^, 03, 61, bs, Ci, Ça et €3, c'est-à-dire des fonctions
positives et bornées dans les deux sens.

Ainsi les limites d'indétermination dont il a été question sont de vraies limites
et par surcroît non nulles.

Ainsi la formule (i3) se laisse étendre au cas où E a des points confondus et
où A s'obtient en complétant E comme précédemment, c'est-à-dire, avec des
points intérieurs à ^(E), distincts des points de E et distincts entre eux.

Cela étant, soit A===EuB, où B est un ensemble de TI+I points distincts
deux à deux appartenant à <5(E), et où ô(B) ne contient aucun des points de E,
c'est-à-dire que les points de B sont consécutifs dans A. Ainsi B est intérieur
à ô(E) et B est un des éléments de C(A).
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II peut arriver alors que
A^BÎ/^^A^E;/^)!,

auquel cas B réalise les circonstances de C, ou

^"[Bî/C.ra^A^E;/^)].

Soit, par exemple, dans ce cas

A^BÎ/^A^E;/],

inégalité qui montre que la moyenne arithmétique A"[E;/(a*)] des nombres
A"[X; /(a*)] [où X€ C(A)] est plus grande qu'un de ces nombres et par suite il
existe D 6 C(A), tel que

A^DÎ/KA^E;/].

D'après ce que nous venons de dire, D peut avoir des points confondus, tandis
que B ne contient que des points distincts.

La fo'nction de ^,
An[^X-4-^(i-X);/(aQ]

(où les points di ̂ ... ̂  dn^i et les points 61 <... bn+\. sont les groupes D et B)
est une fonction continue aux points À, tels que o^^ << i, du fait que pour ces
valeurs, bi-^- bj entraîne dil + bi(i —^) ̂  dj^ -+- bj(i —\). Par contre, au
point ^=:i, les points di\-\-bi(\—À)==û?/ ne sont pas forcément distincts,
néanmoins, la fonction est encore continue. En effet, les rapports entre les
distances mutuelles des points de di\ + bi(i—^), qui convergent vers un même
point avec À -> i, sont des rapports constants et par suite

hm^A»[^X-h^(i-X);/]=A»[rf<;/(^)].

De la continuité de ladite fonction il s'ensuit l'existence d'un nombre ^i positif
et plus petit que l'unité, tel que

A^Xi-i-^i-XOî/J^A^E;/^)],

puisque A^l^î./X37)] reste compris entre les valeurs de la fonction aux
points ^ == o et ?» = i.

Nous venons de voir que les points di^i 4- b,(î — ^i ) sont distincts deux à deux
et appartiennent à ô(û?,, bj) et par suite à 3(E). D'où d'après le théorème III
existe ceô(û? ,Ài+6/ ( i—^i) )cô(E) ,

A"WI-+-^(I-XO;/]== ^fn{c\

d'où l'égalité
A4E;/W]==^,/n(c) [ce8(E)]

qui démontre finalement le théorème.

13. THÉORÈME VIII. •— /(a') et g(x) étant continues et différentiables
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(Tordre n sur ô(E) et fn(x) et gn{x) ne s'annulant pas en un même point
intérieur à <^(E), il existe au moins un point c intérieur à <5(E), tel que

A"[E;/(^)] ̂  fn{c}
A^E;^)] gnW

si Von suppose^ bien entendu^ que A^E; g] 7^ o.

(Les points de E peuvent être confondus partiellement.)
Posons<•" . -m

qui peut s'écrire sous la forme

A » [ E ; / ] — r A " [ E ; ^ ] = o

ou encore sous la forme
A"[E;/(.r)-r^)]=o,

laquelle d'après le théorème VII entraîne

(26) ^/n(c)-r^^(c)=o, où ce8(E),

où l'on voit que gn(c) -^- o, sinon on aurait fn(c) == gn(c) == o, d'où contradiction.
Enfin rapprochant (a5) et (26), il vient

A^E;/] _ fn(c)
^"[E;^] ^(c)' C. Q. F. D.

Si nous faisons n == r nous retombons sur un théorème de Cauchy qui sert à
établir la règle dite de l'Hôpital.

La même démonstration est applicable à fn(x) et à gn{x) au lieu de f{x) et
g •(.&), si f{x) et g{x) sont supposés admettre des quotients différentiels d'ordre
m + n ne s'annulant pas simultanément et si au lieu du théorème VII nous
appliquons le théorème VI.

THÉORÈME IX. — f(^) et g(x) étant différentiables d'ordre m + n sur ô(E)
et fm+n(x) et gm-^-n{x) ne s'annulant pas simultanément à l } intérieur de ô(E),
il existe au moins un point intérieur^ c tel que

A^E; fn{x)} ̂  f,n+n(c)

A^E;^,^)] ^+n(c)'

où A^E; gn(x)] 7^ o, les points de E étant distincts.

14. THÉORÈME X. —f(x) et g{x) étant continues et différentiables d'ordre n
sur [a6], les h-i premiers quotients différentiels de f et g étant nuls au point a
et fn('v) et gn{x) ne s'annulant pas Simultanément à ^intérieur de [a, b\
sous ces conditions on peut donner un point c intérieur à [a, 6] tel que

fW-f(a) ̂  /n(c)
^(6)-^(a) gnW' où gW^g{a\
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Démonstration. — Posons
..- Ab)-f(a)

^(6)—^(a) î

Â-(^) =f{x) -/(a) - r(^(.r) - ̂ -(a)),

d'où
/:(a) = Â:(&) == Â-i(a) =... = Â-^i(a) = o.

Or, d'après la formule d'interpolation de Newton :

k(b) == k{a) +(.r- a)[a, a] +...+ (.r - a)-i A^K .., aj-+-^-a)- A"[a, a,.., a, 6J,

où

Â-(6)=A-(a)==o, [a ,a]=^(a)=o, ..., A^[a, ..., a] = ̂ -L^ k^{a) = o

sont nuls. En remplaçant les valeurs, il vient

A^O, ..., a, 6; X-(a')]=o

et par suite il existe c intérieur à [a, b] tel que (th. VII)

^(c)=o, c^est-à-dire /,,(c) - r^(c) = o où ^(c)^o,

sinon on aurait fn(c) == gn{c) = o, d'où contradiction. Ainsi cette dernière
égalité entraîne

fW-f(a) _ f,(c}
^b)-^a)-~^rc)' C . Q . F . D .

En particulier si g{x) == (.y—a)", on a le théorème :

THÉORÈME XI. — Sf f{x) est différentiable d'ordre n sur [a, b] et
fi (a) =. . . =/n_i (a) ==o, il existe c intérieur à [a, b], tel que

/(^-/(^^-a)".^.
n '.

Ce théorème est évidemment la généralisation du théorème généralisé de
l'accroissement fini de Lagrange.

THÉORÈME Xiï. — Si f{x) et g{x) sont continues et admettent des {n + m)^'^
quotients différentiels ne s'annulant pas simultanément sur [a, b] et si

fn+tW = ̂ 4-1(0) =. . .=fn+m-iÇa) = gn+m-i{a) == 0,

il existe un point intérieur c, tel que

fnW-f^a) _ f,,^^
<?"(^)—^(^) ffn^m(c)'

si toutefois gn ( b ) ̂  gn ( a ).

En effet, d'après le théorème IX pour m == i , on a successivement

fn(b)-f^a) _ /^,(cQ _ /^(^)
^(6)-^(a) - -^cT) - ' • • - ̂ ^ ou a<^<"'<^<b
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et par suite pour c = Cm € [a, 6], on a

fn{b)-fnW ^fn+mW C Q F D
ffn{b)—gnW gn+mW'

En particulier si l'on fait g{x) == (a?—a)"4'"1, on obtient le théorème :

THÉORÈME XIII. — Si f{x) continue^ admet un quotient différentiel d^ ordre
n-}-m sur le segment [a, b] et si l'ona fm+i(a)==fm^(a)==... ==/m+/i-i (ât) == o
alors il existe au moins un point intérieur c à [a, 6], ̂ / çwe

/m(6)-/m(û0= ̂ ^/^(c).

Si nous appliquons maintenant le théorème de l'accroissement fini généralisé
au résidu

^)^f(^-f(a)-^^Ma)-..-(-3^^f^(a),

on obtient
T(.r) = <•" ̂ a)" T,.(g + S(x - a)) = (v ~^aY fn(c),

d'où
fW =/(a)^...-./-^ l̂ /,-<(«) +(^21/„(<,).

C'est-à-dire, Za formule de Taylor avec le résidu de Lagrange s'étend aux
cas des quotients différentiels.

Cette même formule est valable si au lieu de f{x) et de ses premiers quotients
différentiels il s'agit defm(x) et des quotients différentiels fm+i(x), ... fm+n(x).

En effet, posons

T(^)=/(a;)-/(a)--(^-a)/,(a)-...-^^^/-^^(a),

d'où il s'ensuit que
T(a) = T(a) =.. .= T^n-i(a) = o

et
Tm+nW=fm+nW

et
T^(^)=/^(^)--/^(a)-...-(-^^-l/^„_,(a).

Or, d'après le théorème XIII, on a

^(^^^^/^(c),

d'où il vient

/mW^/m^+^^/^-iCa)^...^ {x^^ /^m-l(a)-h if-^2:/^^(c).

Cette formule ne prouve en aucun cas que /w-n(a), • . . , /n+w-iCû), soient
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les n—\ premiers quotients différentiels de fm(^) au point a. Cela serait exact,
par exemple, sifrn+n(^) vérifiait au voisinage de a la relation

f^nW=o(^-a)

et à plus forte raison sifm+n(^) était bornée au voisinage de a. Nous reviendrons
sur ces questions lorsque nous démontrerons que, dans ce dernier cas, fm+n est
une dérivée ordinaire d'ordre m + n de f(x) au point a.

44 bis. L'emploi des opérateurs nous permettra de donner, dans un cas parti-
culier, une forme explicite à l'identité (i3).

Le cas particulier envisagé est celui où les différences divisées sont à points
équidistants et où les n intervalles du premier système viennent subdivisés en le
même nombre de points intermédiaires. Ainsi les points de E sont les points
ei==ei-{-(t—i)h ( /== i , . . . , n + i ) et les points de A sont les points
aj == ai -4- (j — i ) k (j === i , . . ., nr + i ) où h == rk et ai = e^.

Rappelons que la différence A/(a?) se définit au moyen de l'égalité

A/(^)=/(o?+i)-/(.r),

d'où
A2/(.r) == A/( x -hi) - A/(a0,
A-VO) = ̂ f{x -+-1) - AV(^),

On peut restreindre ses définitions aux points équidistants x == i , 2, 3, . . ., ou
à un système quelconque de points équidistants. Nous nous bornerons aux deux
systèmes E et A et nous distinguerons les opérateurs définis par rapport au
premier au moyen d'un accent.

Ainsi
Ay(^)=/(^+i)-/(^),
A/(a/)==/(a^i)--/(ay).

On voit aisément que

II suffit en effet pour s'en rendre compte de comparer les définitions respectives
des différences et des différences divisées.

Un autre opérateur très utile du Calcul des différence^ finies est l'opérateur E!,
c'est-à-dire l'opérateur tel que E!y(a?) ==y(a?+ i). Ainsi

E7(e<) ==/(^i), E/(a/) =/(a^,),
on peut donc écrire

A'/^).- E7(<.,) -/(e<) = (E'-1 )/(<^,
A/(a;) == E/(a,) -/(ay) = (E - 1 )/(ay;
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et sous forme symbolique
(29) ' SA'sE'-l,
(30) A = E — 1 .

D'après la définition des systèmes de points E et A, on a

^i.r+l = <°<+-1» <^(f—l)r-+-l = ̂ i "•>

d'où il vient
/(<^i) == E7(^), /(^-M) = E^/(^-)

et par suite on peut écrire symboliquement

(31) E'sE7-.

Les identités (29), (3o) et (3i) nous permettent d'écrire

A^s^E'—i^s^E^—iy^CE—iy'ci 4-E-^-...-^-E/-l)"==A/((l -^...-t-E7'-1)".

c'est-à-dire
À'71 = A"( 1 -h E -+- E2 +... 4- E'-1 )7',

d'où, en explicitant, il vient

(32) A'/^====A"-+-,.-lG?A/lE— ...-L-, -iC^ A" E7» -+-...— A^E"^-1 ,

où /_iC^ désigne le nombre de combinaisons qu'on peut former avec n élément
pris de m en m sans qu'un même élément puisse être répété plus de r—i fois.

En effet, si l'on fait le produit des n expressions

i+ Ei -+-... -+-EÏ-S
i-+-E2-h.. .d-EÇ-\

i+E^-4-...+E;,-1,

on obtient une addition de produits de la forme E^, E?', . . ., E^», c'est-à-dire de
combinaisons de n objets Ei, . . ., E,i, sans qu'un même objet puisse apparaître plus
de r — i fois. Si l'on fait Ei == Ea == . . .== E/, == E on peut rassembler les termes E^
fournis par l'expression E^, . . . . E^», où ai+. . .+<x,i== m. Leur nombre est le
nombre de combinaisons qu'on peut former avec n éléments pris de m en m
sans qu'un même élément puisse être répété plus de r— i fois.

D'après ce que nous venons de démontrer, on a

(I-^-E-^-...-+-E7-l)/(= V
TO==t

d'où si l'on fait E == i, il vient
n(r—n(r—l)

^ r-^= r " .

m==0

(33) ^

n(r—t)

r-iC^E'"

Multiplions (82) par/(^i) ==/(a<) :

A'"/(^) = AVCal)-^ ,-iC?A»/(a,)+...-h^iC^A"/(am-n) 4-...-4- A" /•(a^(r-iHi),
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d'où
^ " f { e , ) _ i rAV(a) AV(a^) -|
~^T^- - ̂  L-TTTTr +•••+r- lG^•—^—-+-•••_p

qui d'après (27), (28) et (33) peut s'écrire sous la forme

^I^^M_ A"[xl;./(^)]+.•.-^-r-lC^A/<[X^,;/J-^-...4-A/l[X„^-l)-^.l;/]

i - + - . . . - + - r - i C ^ - 4 - . . . 4 - i î

X^^ (<2w, <^/«-M, • . ., Ont+n), qui montre bien que le premier membre est une
moyenne arithmétique pondérée des différences ^n [X^+i ; /] avec les
poids r-i C;,.

Ainsi dans ce cas particulier, les coefficients ^(X^+i) de la formule (i3)
s'expriment explicitement au moyen de l'égalité

_ / v \ _ r—l ̂ m r—i'^'rn7?(X^+i)- ^^——""""T^-'

2 ̂
On peut faire à l'aide de procédés similaires une étude des nombres combi-

natoires avec répétition limitée. Mais cela nous mènerait loin de notre sujet.

Application des théorèmes de la valeur moyenne.

lo. Voici un théorème sur l'antérieur genre des questions :

THÉORÈME XIV. — Le m^^ quotient différentiel d'un n^"^ quotient diffé-
rentiel d'une fonction continue est le (m + n)1^6 quotient différentiel de cette
même/onction.

Posons

T(.r) =/(.) -f(a) - (-^-^Ma) -...- ^——^fn(a)

( j" —- /T^"+-l / -y __ /y \ft-t-m

•(^^^^•(a)-•-(-^^
d'où

T (a)=Ti(a)=...=T^-,(a)=o,

T.(.)=A(.)-/.(a)-^^[/^(a)--...-^^r/,j,(a),

T^(a)=[T^i(a)=...=[T^^(a)=o.

Donc d'après le théorème de l'accroissement fini

T(.)=i^T,,(c).

Or. T^a^o^—a)"1] du fait que [T,»]i (a), . . . . [T^],« (a) sont nuls.
Ainsi en remplaçant, il vient

T(.r)= -JL^l^o[^^—a}^] =o[(.r—a)"+"'],
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d'où

/(^^/(^^^-aV^a)^...^^^/^^^^^;1^]^^^--
^^p _ (j^'\n.+m

-+- TTTTmyr^7"(a) "h 0 lx ~ a)"+w^
égalité qui prouve bien que /i (a), . . . ,/„ (a), [/,Ji (a), . .., [/„],„ (a) sont
les /î + m premiers quotients différentiels def(x) au point a.

La réciproque n'est pas exacte (3) et le théorème lui-même non plus si au lieu
du continu il s'agit d'un ensemble parfait P et des quotients différentiels définis
spécialement à P ( l ) .

16. Une application importante des théorèmes de la valeur moyenne est celle
qui permet de démontrer qu^une fonction continue dont le n1^ quotient diffé-
rentiel est identiquement nul sur un segment [a, b] est un polynôme
de (n—i)161"6 degré.

Ce qui est équivalent à démontrer que deux fonctions continues ayant les mêmes
cernes quotients différentiels finis diffèrent en un polynôme de (n—i)161"® degré.

M. A. Denjoy a non seulement résolu ce problème, mais aussi le problème plus
général, de calculer effectivement toute fonction continue douée en tout point
d'un segment d'un n1^0 quotient différentiel, quand on suppose celui-ci connu.
Nous renvoyons au Mémoire déjà cité de Fundamenta Mathematicse où le
lecteur trouvera une description complète de cette totalisation.

Voici la généralisation du raisonnement classique.
Soit

h W=f{x)-g{x\
/7»(^)==^(^) pour xe[a,b]

d'où
hn(x)=o pour xe[a, b].

D'après la formule de Newton :

h{x)^h{x^-^-{x—x^[x^ Xî; h]-^...-^-(x—x^)...(x—Xn-^>)^ft~ll^ ..., Xn: h]
-+-(x—Xt)...{x—Xn)^n, Oi, ..., Xn, X\h{x}},

où ^i, x^ . .., Xn, xç[a, b].
Or, d'après le théorème VII,

A" [.PI, a-î, ..., x^ x\ h]= -^ A^(c)=o pour xe[a, 6],
d'où

h{x)=h{x^-^-{x—x^[x^x^ A]-+-...-^-(a;—.^?l)...(a•—^_l)A / l- l[a•l, ...,Xn;h}

qui est bien un polynôme de (/i— i y^® degré, c. o. F. D.

17. THÉORÈME XV. — Un n^116 quotient différentiel borné est une n1^116 dérivée
ordinaire.

(3 ) Voir A. DENJOY, Fund. Math., t. 25, p. 277.
(*) Loc. cit., p. 291.
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Autrement dit :

Dans le cas où une fonction continue f\x) admet un n1^6 quotient diffé-
rentiel borné sur [a, b], f(x) est dérivable n fois sur [a, b] et f^(x) =fn(x).

Démonstration. — Soit XQ un point de [a, b] et A un voisinage de Xy apparte-
nant à [a, 6]. Par hypothèse il existe un nombre K, tel que

i//i(.r)—//i(^o)|<K pour xe[a, b}.

Posons

T(A)=/(.ro+A)-/(^o)-À/f(^)-...-^/^^)

et par suite

(34 ) T(À)=O(A"),

f{x) admettant un n^"6 quotient différentiel au point XQ\ et

T (o)=Ti(o)==...==T/,-i(o)=o;
T^h) =/,,(.ro-t- A) -fnW.

Donc le théorème XIII est applicable. Ainsi si nous y prenons 2 et n— 2 au lieu
respectivement de m et n, il vient

Tq-(/^) = (Tî ^^8^ ̂ -^tn^+^-fnW

et par hypothèse

(35) |T,(/i)j < —J^——|/^-.2|, où .ro4-/i€A.

Nous allons maintenant démontrer que

Ti(A)==o(A»-i), avec A-^ o,

c'est-à-dire qu'il n'existe pas un nombre a > o et une suite hf ->• o, avec î -^oo,
tels que l'on ait
< 3 6 ) i Ti^)! >a|À,l"-i, où .ro+AceA.

Soit d'abort A' un nombre positif et suffisament proche de l'unité pour que l'on
ait
/, , |i—A:l(i-t-^)"-»K(3;) .-———^^———=a>o.

Le théorème III et VI nous permettent ensuite d'écrire

US, T(^)-T(A-A/) T . / , / ,
(38 ' h,-kh, = T 1 <^ )>^ — /ir/it

T,(^.)-T,(^)
^ - Af

,1o^ 1,^/1, )— i^nf)
10 ———A<——^———=T2(A<),

où l'on a, soit A,< //;< /^< A-À,, soit À,>A;> À;> Â-À, et par Miite

(4o) ^i—fii\<\ i—k\\hi\, \hvi\<^{ï-}-k)\hi\.
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En rapprochant (34) et (38), il vient

( 4 i ) T<(/i,)=oW-i),
tandis que de (3p) découle

| Ti(AO | ̂  [ Ti(^) | - | h'- h, \ | T,(/^) ;,

d'où d'après (36), (4o), (35), (4o) et (37), il vient

[ T , ( ^ ) | > a [ A ^ | ,

inégalité qui est visiblement contradictoire avec (4 1 ) - ^ ^"t donc conclure que

T i ( A ) = o(^-i),
c'est-à-dire

f^ii—\
/i(^o+^)=/t(.2"o) 4-A/2(a*o )+...+ /—————/„(^o)-4-o(^ / l- l),

\ fl —— 1 7 •

égalité qui exprime que f^(xo) est le premier quotient différentiel ou dérivée
defi(x) au point XQ et que^-n(^o) est le/?101"6 quotient différentiel de/i(a?) au
point .yo (/?== 2, . . . , / i — i ) .

On peut refaire la même démonstration avec la fonction fi(x) dont le (n— i)16"10

quotient différentiel est borné au voisinage de XQ. On en conclut successivement
que f^(x^), . . . et fn(.Vo) sont respectivement la dérivée, . . . et le (n—2)lènle

quotient différentiel de/a (^) au point x^.
Somme toute, fn(^o) est la /î16"16 dérivée ordinaire de f(x) au point x^.
Le théorème est donc démontré, XQ étant un point quelconque de [a, 6].

18 .11 est intéressant de souligner l'analogie du théorème précédent avec un
théorème dû à M. Hardy. Ce qui est d'autant plus remarquable que lesdits théo-
rèmes et les théories auxquelles ils appartiennent n'ont aucun rapport en appa-
rence.

Le théorème en question s'énonce ainsi

Une série sommable d'ordre n—i au sens de Cesaro dont le terme général

est du type 0 (^ ) 5 est convergente au sens ordinaire.

C'est un théorème du genre de ceux qu'on appelle taubériens ou inverses.
L'analogie entre les deux théorèmes établit un parallélisme qui fait corres-

pondre les notions suivantes :

Sommabilité Cesaro d'ordre n—i et Différentiabilité d'ordre n;
Convergence ordinaire et Différentiabilité ordinaire ;

u,=0 (^) avec / -^oo etfn(x) == 0(i) avec ( x ^ j r o } .

Nous nous bornerons au cas plus simple possible, n'ayant d'autre but que
d'attirer l'attention sur cette question. Ce qui a l'avantage de réduire la démons-
tration et par là même de faire ressortir les ressemblances.

Le cas plus simple est celui où ^ = = 2 , puisque dans le cas où n = i les
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deux notions de différentiabilité se confondent ainsi que la sommabilité Cesaro
d'ordre // — i == o et la convergence ordinaire.

^ons prendrons encore

S = o et /(^o) =/i(^o) ==/2(^o)==o,

où S est la somme au sens de Cesaro de la série VM; et où XQ== o. Ce qui ne nuit
(==i

nullement à la généralité, puisque on peut retrancher une série convergeant à une
série ou une fonction dérivable deux fois à une fonction sans que la sommabilité
Cesnro ou la difTérentiabilité d'ordre supérieur en soient afïectées.

Rappelons que la somme Cesaro d'une série ̂ Çui est la limiteS'f==i
^ lim Si-^i- Sî -+-...-+- A ( ^
^ = i-> » —————:—————— 5 OU Sf == ̂  U j .

Ainsi l'égalité
S = o

est équivalente à l'égalité
;

S /==o( î ) , où S;=V^.
7=1

Les deux théorèmes peuvent alors s'énoncer en disant que les deux relations
;

< H i ) St=^5/=o(0 /(^)= f f^x)dx^(^)
/=i ^o

( H f l-) ^ u r ' < K |/2(^)| < K

entraînent
i

• T ) ^=^^.=0(1) /i(^)= Ç f^x)dx'=o{x)
/=i ^o

où i —^ oo et x ->o.

Démonstration. — Supposons provisoirement que la relation

^=o(0 I f^x)=o{x}

ne soit pas satisfaite, c'est-à-dire qu'il soit possible de donner un nombre a > o
et une suite de / i , /a, . . . , / / < ... {x^, ^2, • . ., x,.. . . . ) divergente (convergeant
vers o" ). tels que l'on ait,

(42) s^>a | Mxr)>axr

ou bien
'W ^,<—a | f^rX—axr.

Supposons par exemple que celle des deux qui a lieu, soit la première
inégalité.
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Les pentes de ^(/i(a*)), c'est-à-dire les nombres
sl-^-\-~~S{ f^x)-f,{x')

=AW: Ui

sont en valeur absolue, plus petites [d'après (Ha)] que Rr-^R), ce qui entraîne
avec (42) {fig. 6 et 7) :

si> a—Ki^^i— ir) /i(a?) > axr— K{xr— x)

et par suite

(44) S,/.-S,,-i==^> ̂ K-ia^r f^r)-fW= Ç r f^x)dx> 'aîK-i^,J^ î

Fig. 6. Fig. 7.

Où
i; ,—iV== E(K-iat'r)

où E(6) représente Ja partie entière de (0).

D'autre part

(45) S/^ — S,,-i = o ((•;:)— o (ir)
=o(^)—o(tr)=o(^)

.rr—.rr=K-iad?r,

/(^n) -/(^r) = 0(^2) - 0(^2)

=o(^2)-o(.r,2)=o(.c,2).

Or, (44) et (45) sont contradictoires. D'une façon tout à fait analogue
on démontre l'absurdité de l'inégalité (43). Il faut donc conclure que

^^t^i) | /i(^)=o(a?)
C. Q. F. D.

L'analogie est donc complète et jusqu'au point que les deux démonstrations
ont pu être développées de pair.

En fait ce sont les démonstrations des deux théorèmes qui nous ont mis sur
la voie de ce rapprochement et non, comme on serait tenté de le croire, l'idée
préconçue de l'existence d'une analogie qui nous aurait conduit premièrement
à découvrir le théorème et ensuite à le démontrer.
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Par contre, sa généralisation a été obtenue en suivant la généralisation
correspondante de M. E. Landau.

On peut remarquer que la précédente démonstration (démonstration du
cas où ^=2 ) est basée sur les propriétés des sommes et des intégrales et que
par conséquent elle n'est plus applicable quand on veut se servir seulement
des moyens propres au Calcul différentiel.

La démonstration du paragraphe 17, par contre, ne fait appel qu'à ces derniers.

19. Le théorème de M. Hardy a été généralisé par M. E. Landau en remplaçant

l'hypothèse M , = = O ( ^ ) par l'hypothèse plus restreinte M / > 0 ( 1 ) ou par

l'hypothèse symétrique Uf<^ 0 ( 4 ) *

II vient donc à l'esprit la possibilité de généraliser le théorème XV de
la même manière que M. E. Landau a généralisé le théorème de M. Hardy.

Le théorème XV prend alors la forme :

Un n^'^ quotient différentiel borné supérieurement ou inférieurement est
une n1^16 dérivée ordinaire.

Autrement dit :

Dans le cas où une fonction continue f\x) admet un n^1110 quotient
différentiel borné supérieurement ou inférieurement sur un segment (a, b),
f{x) est dérivable n fois et f^(x) ==f^(x) sur le même segment.

Démonstration. — Nous suivrons de point en point la démonstration du
paragraphe 17.

Soit par hypothèse
fnW-fnW (.reA)

et supposons que

(36 bis) Ti(A<)>aA?-1 , avec a > o et A/>o.

Nous aurons de même les inégalités (34) ,(38), (3g) et (4i).
D'une façon analogue, on a

(35 bis) T,(A) < ̂ ^, A«--.

Soit k un nombre positif plus petit que l'unité et suffisamment proche d'elle
pour que l'on ait

(^his) a-^^>«>o.

Les nombres kh^ h'^ h\ et A,, ordonnés suivant leur grandeur croissante
vérifient

Uobis) o<hi—hi<{i—k)hi et o<^<^.
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On obtient encore d'après (3p), (36 bis), (4o ̂ ), (35 bis), (4o ̂ ) et (3; bis)

T,(/i,)>a/i"-1

qui est absurde d'après (41)-
Si l'on suppose encore

(36 ter) Ti(/^) <—aA?-1 , avec a > o et À,>o ,

les mêmes calculs nous donnent
TiC^X-a/^-'-',

OÙ

(37^) ^^(^-QO^-K
( ^ — 2 ) ! "

et où À >> i a été choisi suffisamment proche de i pour que a soit positif.
On peut donc conclure que

Ti(/i)==o(A"-i), avec A > o et h-^o.

Pour les valeurs de h < o, il suffit d'appliquer à T(—h) les mêmes raison-
nements pour en arriver à la même égalité. En somme pour h-^o, on a

Ti(A)=o(À"-i) .
Enfin si par hypothèse, on a

/n(^)-/^(^o)<-K,

nous n'avons qu'à reprendre la même démonstration appliquée à — T ( À ) pour
en arriver à la même conclusion.

Ensuite la démonstration s'achève sans variation (1). c. Q. F. D.

(Manuscrit reçu le 16 juin IQÔZ. )

( 1 ) Le présent Mémoire de M. Coroœinas est la première partie d'un travail de l'auteur qui
comprendra deux autres parties à paraître dans des périodiques différents.


