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CONTRIBUTION A LA THEORIE DE LA DERIVATION
D'ORDRE SUPERIEUR

Par M. Ernest CoroMiNas.

Introduction.

Le probleme suivant, qui m’a été posé par M. J. Rey Pastor, est a 'origine de
mes recherches.

Est-il possible d’étendre aux dérivées d’ordre supérieur ou quotients diffé-
rentiels, les théorémes classiques sur la dérivation formelle des séries? Ce
probléme m’a vite conduit a un autre plus général.

Est-il possible d’étendre aux quotients différentiels les théorémes fondamentaux
du Calcul différentiel, c’est-a-dire, les théorémes de Rolle, de Iaccroissement
fini, etc.?

J’y réponds par Daffirmative, en appliquant uniformément un procédé de
démonstration, duquel on peut tirer tous les théorémes qui sont a la base du
Calcul différentiel. Ces théorémes ct leurs applications constituent la premidre
partie de cette these.

Ces questions étaient d’autant plus intéressantes que M. A. Denjoy () avait
déja montré lintérét qui s’attache a I'étude des quotients différentiels. Il leur
a donné corps en résolvant, parmi d’autres questions, les trois problémes fonda-
mentaux que pose toute généralisation de la notion de dérivée, a savoir : établir
les liens avec les dérivées classiques; démontrer qu’elles déterminent leurs
primitives et donner enfin un calcul totalisant, permettant de remonter de la
dérivée a sa primitive.

Le but que j’ai constamment poursuivi est de montrer qu’on peut batir paral-
lelement au Calcul classique et & coté de lui un calcul plus général et non moins
commode. On peut donc affirmer que les facilités du Calcul, tel que nous le
connaissons, relévent d’une notion de n*™*(n>>1) dérivée plus générale que
celle communément employée.

Une seule caractéristique se perd dans cette généralisation : la (n—+ m)'*"° dérivée
n’est pas forcément la n'*™ dérivée de la m™®™° dérivée.

Nous nous sommes borné a 'étude des dérivées d'une seule fonction a une
seule variable. Evidemment on peut généraliser le probléme au cas d’une ou
plusieurs variables, d’une ou plusieurs fonctions-en se servant de conditions de

(1). A. DeNsoY, Sur U'intégration des coefficients différentiels d'ordre supérieur (Fund. Math.,
t. 25).
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contactssemblables a celle qui permet de définir les quotients différentiels. Nous
signalerons seulement les cas ou cette généralisation est immédiate.

A la suite, je donne une rapide description de résultats obtenus et des procédés
utilisés.

D’abord, je démontre qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe le n®*m quotient différentiel f,(zo) (voir §3) est qu'il existe la limite

itérée

lim  lim ... lim A"[2), ..., Zne; f(@)],
Lpta > Lo Tn>Xo Ty >Xo

ou A*[#1, @a, ..., Znss; f(x)] désigne le n®™° rapport aux différences de f(x)
aux points 21, ..., Lni1-
Alors, on a

21 fa(@0) = An[as, ..., @i f(@)],

ou ce dernier rapport désigne la précédente limite itérée.

Je donne ensuite la condition nécéssaire et suffisante pour que les fonc-
tions ;= xi(h) ({ =1, ..., n+1), qui convergent vers z, avec & —o0, soient
telles qu’on ait

}‘i_—l‘!loA"[.z‘, i f(x)] = n—l' fn(-’l'o),

ou f(z) est n'importe quelle fonction différentiable d’ordre » au point z,.
Ces deux théorémes nous donnent deux nouvelles définitions du n'*™e
différentiel.
Afin d’établir les théorémes de la valeur moyenne nous commengons par
relationner le n'*™° rapport aux différences sur les points z; << 22 << ... < Znss

iémes

quotient

avec les n rapports sur les groupes de points

ZI< V1< V12 <o o < )1, < T < Yot <o o Xy < Y < V2o o e < Yty sy < Lpotet

Une expression de ce type est forcément compliquée, sauf pour les premiers
ordres. Aussi, nous nous bornons a signaler que le premier rapport est unc
moyenne arithmétique pondérée des seconds.

Par exemple, dans le cas particulier ou les intervalles zy— x4, Z3— s, ...
sont égaux et ou ils viennent subdivisés en un nombre égal d’intervalles également
égaux (r—i1=s; ...=s,), le m®™° coefficient de pondération, G2, est le
nombre de combinaisons qu’on peut former avec n éléments pris de m en m sans
qu’un méme élément puisse étre répété plus de r — 1 fois.

Grice a cette propriété de moyenne et a la continuité des rapports aux
différences par rapport aux arguments, on démontre qu’a un groupe de
points z;({ =1, ..., n+1), distincts deux & deux, on peut attacher un point ¢
intérieur au diametre 8(y, ..., Zni1) tel que

Az, ..., mn+l;f(13) = ;I‘, fn(c)~
Nous avons la la généralisation du théoréme de l'accroissement fini et de Rolle.

Dans ce méme ordre d’idées nous démontrons les théorémes III, IV, V, VI,
VII, VIII, IX; X, XI et XII. Tous sont des théorémes du type qu’on appelle
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souvent de la valeur moyenne du Calcul différentiel et qui sont plus précis que
leurs homonymes du Calcul intégral. Parmi eux et leurs.applications figurent
la propriété de Darboux (ou continuité de Darboux), le théoreme de
Cauchy (th. VIII), le théoréme généralis¢ de l'accroissement fini (th. XI),
la démonstration que le n'*™ quotient différentiel détermine sa primitive a un
polynome de (n—1)*™® degré pres, la démonstration que le n'*™° quotient
différentiel: du m'*™° quotient est le (n + m)*™ quotient différentiel et enfin
qu’un n'*®° quotiént différentiel borné sur un segment est également la ™ dérivée
ordinaire de la méme fonction.

Cette derniére question présente une grande similitude avec un théoréme de
nature taubérienne. '

Un probléme ayant trait 4 une propriété locale des fonctions différentiables
d’ordre supérieur commande une grande partie des développements postérieurs.

Y

0 X X3TeN, EPANES 0 i1 X

Fig. 1. Fig. 2.

Il s’agit de savoir sous quelles conditions une fonction différentiable d’ordre n
posséde un point de maximum (minimum) d’ordre n. Ces points sont la géné-
ralisation pour n quelconque des points tels que les points (n = o), ot une fonction
continue atteint son maximum (minimum), et des points tels que les points
d’inflexion des deux especes (n=1).

L’idée générale de la démonstration de l'existence d’un point de maximum
d’ordre 1 (point d’inflexion descendant) pour les fonctions différentiables non
linéaires est la suivante :

Je définis par récurrence ( fig. 1) la suite 24, Za, ..., Zi_1, Zi, ..., de fagon & ce
. . . . . . () — f(x .
que : 2z, soit le point ou la fonction continuc de z, [z, x] = &%————J;(') atteint
—— .
son maximum; z, soit le point ou [x;,, x] alteint son maximum; ... ; z; soit le

point ot [z, ] alteint sa valeur maximunm, ....

On démontre alors sans difficulté que : «. la suite z; est convergente; b. que la
suite ;= [zi_1, &i] ({=1, 2, ...) est monotonc et converge vers f'(£),
ou = limz; et c. le point £ est un point de maximum d’ordre 1 de f(z) (fig. 2).

i=x
Les points a, b et ¢ se laissent généraliser pour n quelconque si 'on admet que
la suite des pentes v;—= N"[Zi_n, ..., Zi; f(x)] est bornée.
Pour n =1, El_m (i1, zi]=f'(E), du fait que z;—E et que £ cst compris
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entre zi_; et z;. On sait en effet que la dérivée ordinaire et la dérivée d’intervalle
sont une seule et méme chose.

Des artifices de la méme nature permettent dans le cas ou n = 2,3 de conclure
que ¢; converge vers la dérivée correspondante au point £. Malheureusement ces
artifices ne sont plus applicables d&s que » > 3.

C’est ainsi que la nécessité de donner une démonstration, du fait que ¢; est
bornée pour n quelconque, m’a amené a introduire tout un systéme de notions et
raisonnements nouveaux. Ils constituent une sorte d’Algebre infinitésimale. Une
analogie nous fera mieux saisir de quoi il s’agit.

Si au lieu de prendre — comme c’est le cas dans ’Algébre courante — un
polynome de n'®™® degré nous prenons un polynome ¢;(x) a degré borné ot ¢ « est
infiniment grand » et au lieu des différents nombres z nous prenons les
différents z = z(Z) pour ¢ « infiniment grand », les uns et les autres satisfaisant
certaines conditions de régularité, nous aurons la 'objet d’étude de cette Algebre.

Un cas particulier est le cas ou ¢;(#) et les # = x(Z) sont « trés proches » res-
pectivement d’un polynome et des différents nombres réels (ou imaginaires, s'il
s'agit du plan complexe), c’est-d-dire ou ¢;(x) converge vers un polynome o(z)
et les différents z( (¢), za(Z), ... vers des nombres zy, z,, ... avec i > a. Clest
donc, avant tout, un probléme [de type asymptotique, puisqu’il s’agit d’un poly-
nome et des nombres qui js’approchent asymptotiquement d’un polynome et des
nombres fixes.

On peut ramener le cas général au cas précédent moyennant un double
changement d’échelle, c’est-a-dire, en exigeant que ¢;(2) et les = z(¢) prises
aux échelles ¢; et a; s’approchent respectivement d’un polynome et des différents

i(

. . . . x) .
nombres fixes, ce qui revient a dire que T est convergeant pour les diffe-
i

(%)

. z(i .o
rents £ = z(7) tels que —, converge vers les différents nombres réels.

Une certaine imprécision domine cette Algebre. En effet, toute propriété
asymptotique valable pour un zy = . (Z) particulier est également valable pour
n’importe quelle fonction équivalente & z,(¢). On peut donc dire que toute
relation est satisfaite 4 une équivalence pres.

On est donc amené a remplacer z; = x,({) — qui joue ici le role analogue a
celui d’'un nombre dans I’Algébre courante — par I'ensemble des fonctions équi-
valentes &4 #4 (¢). C’est cet ensemble que nous appelons nombre ou point asympto-
tique et qui, nous supposons, varie ou est défini dans un champ asymptotique,
I'un et autre étant les analogues des nombres réels et de 'ensemble des nombres
réels. Les différentes fonctions appartenant aux différents nombres asymptotiques
sont toutes du méme ordre infinitésimal que a; -(abstraction faite des fonctions
appartenant a I’élément nul du champ).

. On congoit aisément la possibilité de définir plusicurs champs en prenant a; des
différents ordres infinitésimaux. On est donc amené A introduire les champs
asymptotiques multiples.

La nature spéciale de la fonction a étudier —un polynome variable a degré
borné — permet de se borner a I'étude des champs multiples comprenant un
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nombre fin/ de champs asymptotiques, ce qui a d’heureuses lconséquences
puisqu’il écarte les difficultés inhérentes a la! nature non archimédienne des
grandeurs variables, par exemples les infiniments petits.

L’étude asymptotique en question comprend :

1° Un exposé de caractére général, qui, nous semble-t-il, a un intérét qui
dépasse le probleme qui lui a donné naissance.

2° La démonstration du théoréme qui traduit au langage asymptotique le
probléme qui nous occupe. La démonstration de ce théoréme nous a demandé¢ de
longs efforts. Le théoréme correspondant algébrique, dont il est la traduction au
cas asymptotique, n’offre pas, par contre, de difficultés apréciables.

La premiere partie comprend :

a. L’étude des conditions de régularité.

b. Une Algebre ¢élémentaire sur un champ asymptotique simple. On y étudie
particulierement les ordres de multiplicité d’un polynome-somme par rapport aux
ordres de multiplicité des termes de I'addition.

¢. Des théoremes qui permettent de calculer les différents ordres de grandeurs
de ¢;(z) dans les différents champs asymptotiques appartenant a un champ
multiple en fonction de la situation des racines asymptotiques. La méme étude
comparative entre deux polynomes ¢;(z) et ¢;(z).

Le théoréme du point 2° permet de clore ces considérations asymptotiques.
Ceci étant posé¢ je donne une /démonstration des points @, b et ¢ sous 'hypo-
these que v; est bornée.

Ensuite, et moyennant deux applications successives du théoréme asymptotique,
je démontre qu’il est absurde de supposer ¢; non bornée.

On peut remarquer a posteriori qu’il n'y a rien d’étonnant & ce que I'étude des
quotients différentiels souléve des questions telles que l'étude asymptotique
précédente. ‘En effet, idans la définition méme des quotients différentiels on a,
d’un c6té, un polynome, le polynome de contact, et une condition infinitésimale,
la condition de contact. On a la, en somme, despolynomes qui approchent d’une
position limite et des valeurs de z qui s"approchent du point de contact, c’est-a-dire,
les deux éléments essentiels de nos problémes asymptotiques.

Du théoréme sur Vexistence¥des points de maximum (minimum) d’ordre 7 on
en peut déduire les théorémes de I'accroissement fini, etc. C'est ce procéd¢ qui
généralise les démonstrations classiques du méme fait et non les procédés basés
sur la formule de la moyenne arithmétique pondérée.

Mais ou ce théoréme s’avére indispensable, c’est dans I'étude des coefficients
différentiels (qui soat la généralisation des nombres dérivés). En cffet, grice a ce
théoréme, on démontre que les coefficients différentiels vérifient le théoréme de
Dini-Lebesgue, c’est-a-dire, que n! A"[zy, ..., zn+ 1; f(2)] et les quatre
coefficients différentiels au point x ont les mémes bornes, z1, 2, ..., Tn+1
et z variant indifféremment sur [a, &].

Jen déduis qu’un coefficient différentiel fini d’ordre n détermine sa primitive
4 un polynome pres de degré n—1.
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Je généralise ces résultats a un ensemble parfait P. Ainsi je démontre que les
bornes de n! A" [, ..., Zn—+1; f] et les bornes de »! A*[a,a,..,, a, b, ..., b; f]
coincident, les z; et les @ et b variant indifféremment sur P, a et b étant consé-
cutifs sur P, c’est-a-dire, coincidents ou extrémes d’intervalle contigus. Dans ce
cas n!D"[a, ..., a, f] représente n’importe quel nombre compris entre les
quatre coefficients différentiels spéciaux a P.

Nous démontrons un théoréme sur les sommets d’ordre p (points o les deux
quotients différentiels latéraux d’ordre p sont distincts). Je démontre en effet que
si f(z) admet des différentielles latérales d’ordre n sur [a, b], on a : 1° Les
sommets d’ordre p < n constituent un ensemble clairsemé ainsi que les sommets
d’ordre n dont I'angle s'écarte de o ou de 2w plus de 2> o0; 2° les sommets
d’ordre n constituent un ensemble tout au plus dénombrable. Ce sont des raison-
nements introduits par M. A. Denjoy qui m’ont permis de démontrer ce théoreme.

Ensuite je démontre, en donnant des contre-exemples, I'impossibilité de géné-
raliser les cas restants du théoréme de M. Denjoy sur les nombres dérivés. Ainsi
le seul cas qui se laisse généraliser, c’est le cas que M. Denjoy a lui-méme
généralisé. Un de ces contre-exemples montre que les quatre coefficients peuvent
étre + oo sur une pleine épaisseur du continu.

La généralisation des théorémes sur la dérivation formelle des séries et des
suites constitue enfin la derniére partie de cette these.

Je tiens a saisir 'occasion qui m’est fournie d’exprimer mon admiration pour
I'ceuvre lumineuse et profonde de M. Arnaud Denjoy dont je me suis tant
inspiré et qui est & Porigine de ce champ de recherches qui recele de si grandes
richesses. Je tiens spécialement a cceeur de lui témoigner ma reconnaissancé de
Phonneur qu’il m’a fait en me permettant de participer a I’activité mathématique
parisienne.

Qu’il me soit permis d’exprimer mon affectueuse gratitude a M. Gustave
Choquet qui s’est constamment enquis de mes recherches et a qui je dois des
conseils amicaux. -

Jadresse enfin mes remerciements 3 M. Paul Dubreil qui a bien voulu me
faire I’honneur de faire partie du Jury.

Sur la définition des quotients différentiels.

1. Nous dirons avec M. Denjoy que, f(z), continue et définie sur [a, b],
possede au point # une différentielle d’ordre n si x + h appartenant a [a, b],
JS(z + %) est la somme d’un polynome en./ et d’un infiniment petit d’ordre supé-
rieur & 7, A étant 'infiniment petit principal.

Le coefficient de -2:, dans le polynome, soit f, (), sera appelé le n'*™° quotient
différentiel de f au point z, et le produit A" f, recevrale nom de diffé-
rentielle n'*™° de f au point .

Si f(z) admet dés dérivées continues des (7 —1) premiers ordres au voisinage
de z et une dérivée du n'*™® ordre f(*)(z) au point z, on sait que f(z -+ &) est

la somme d’un polynome en % dont le coefficient de% (1Lp<Ln) est fo)(z)
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et d'un infiniment petit d’ordre supérieur a n. Ce qui revient a dire que, si f(z)
est dérivable n fois au point z, f(x) admet des quotients différentiels des r
premiers ordres au point  qui coincident avec les dérivées du méme ordre.

La réciproque n’est pas exacte, dés que n > 2.

En cffet, soit par exemple f(z) = e=""" sin e*™* pour z £ o avec f(o) =o.

Pour x 3£ 0, f(x) est analytique et par suite admet une différentielle de tout
ordre donné, les quotients différentiels étant égaux aux dérivées du méme ordre.

Pour z = o, les quotients différentiels sont tous nuls, f(z) étant un infiniment
petit d’ordre supérieur a tout ordre donné.

Or, l'oscillation de f'(x) = fi(z) au point = o, est infinie. De sorte que les
dérivées d’ordre au moins égal 4 2 n’existent pas a 'origine. Les quotients diffé-
rentiels de tous ordres, bien qu’existant en tout point z, sont donc discontinus &
Porigine.

On peut réaliser des circonstances analogues & celle-ci dans tous les points
d’un ensemble E fermé (2).

Toutefois, pour n =1, les définitions de dérivée et de quotient différentiel sont
équivalentes.

2. D’apres la définition adoptée, f(z), différentiable d’ordre n, admet a
JSortior: une différentielle de tout ordre entier p si 1< p < n, et 'égalité

(1) flx+h)=f(x)+hfi(z)+...+ Iljigfp(x)+. Co :—';[f,l(x)—f- en(z, h)]

détermine, pour i non nul, un nombre &,(z, &) tendant vers zéro avec 4,
z demeurant invariable.
On peut écrire (1) sous la forme équivalente

(2) fe+h)y=f(z)+hfi(z)+...+ ::;’;f,l(z)-o—o(h").

Ainsi le n'*™ quotient différentiel est défini directement & partir de f(x),
différant en cela de la n*™® dérivée, qui exige pour étre définie, I'existence, la
continuité et la connaissance des dérivées intermédiaires au voisinage de z. Ce
qui n’est pas le cas du »n"*™° quotient différentiel.

Toutefois, bien que la définition de f(z) soit directe & partir de f(z), elle est
en méme temps une définition des quotients différentiels intermédiaires au méme
point.

Les différences que révelent les deux systémes de dérivation tiennent exclusi-
vement aux différences des définitions, car la seule caractéristique des dérivées
classiques qui ne se retrouve pas dans les quotients différentiels est la suivante :
Sn-m (o) existant aopoint o n’entraine pas que frm(Zo) soit le mitme quoticent
au point x, de f,(z), supposé existant au voisinage de z,.

3. Rapport aux différences. — Voici quelques définitions du Calcul de diflé-
rences finies qui nous seront d’une grande utilité.

(*) Voir, M. A. Dexsoy, Fund. Math., t. 25, p. 277.
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Désignons par [2o, 21] le rapport aux différences de f(z) correspondant aux
points z, et z, défini par 'égalité
J(®) = f(1) |

[Zo, 1] = pr——
De meéme soit [#o, 1, #2] le rapport aux différences de deuxieéme ordre
de f(z) correspondant aux points z,, z; et £, défini par

]= [xﬂ’ xi]_ [xl, x!].

[®0, 21, 2
Zo— &y

Procédant de la sorte nous définirons des rapports aux différences du n®™°
ordre. Ainsi

1= (2o, @3y ..y Zuca]— [0, oy ..., Ta]

[Zo, 1y ...y Zn
Ty — Ln

Le schéma suivant est particuliérement utile pour le calcul numérique des
rapports aux différences :

zo  f(z0)

. [0, 2]
z1 flry) ’ | [@e, 24, 2]
y; (@1, @ (21, 23, 2] [0, @1, @2, 23]
z 2 2
2 (I-) [1.2’ .z';;] b Lt .
e eeeean PP .[-Z‘o, Ly ooy $nl

e, T \ Lp—sy Zp—sy Lneiy T, Lol
cess s [x [.’l‘,,_g, Lty 1‘,,] { Ln—=3y Ln—2; Ln—i, n]
Zn f(xn) =t .T,,]

En remplacant z, par z nous avons par définition

Sf(@)=f(z)+(z—z1) |2, 2]
[z, z2] = [&), 22| + (2 — 22) [, 2, z2]

[z, 21, ..., zp]=[21) -.., Zu) + (2 —22)[2, 21, ..., Za)
D’ot, en remplagant successivement et en remontant, nous obtenons

(3) (@)= f(z1)+(z—z1)[21, T2] + (2 — 2/) (2 — 2) [@1, &2, T3]+ ...
+(x—21)...(2 —2p1) T4, Zay ooy T+ (2 — 1) .. (2 — 1) [7, 24, ..., Zp]

qui est la formule d’interpolation de Newton.
Si f(z) est un polynome de n'™° degré, [z, z,] est de (n—1)"*™° degré,
[z, 24, 2;] est de (n—2)*™° degré, ... et [2, 4, ..., z,] est une constante.
Par définition

f(zl)—f(xe)’

[z1, 2] = P

ainsi nous oblenons

S(=z1) " f(z2) Sf(z3)

Lo o 22 = o 2y + (i m) (i) (23— 1) (@3 — 2)
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et par induction

= f(=)
(om0 e B ] = (21— Z2) (1 —@3) ... (21— Znp1)
f("’f':)
(2— @3) (Za— T4) ... (22— 21)
"""" Fomy
-+ (Znyt— 1) (Zppr— T2) o (z‘/‘_'-‘_x")’
ou encore
n—+1
(4) [z, @3, ‘..,an]L_Z nl_/_”(_x,_)__‘
= l_l (zi—zj)
n+1 i

ou H indique que j prend toutes les valeurs de 1 & n + 1, sauf la valeur ¢.
i=1
On peut écrire la méme formule sous la forme

n+1 f(zi)
e ¢’ (=1)

(3) [21, @2y vy Znps] =
ou
o(z)=(x—z1)(x— &2) ... (X — ZTny1).
Dans ces formules on voit que le n'*™ rapport aux différences est fonction
symétrique de ses arguments.
Si f(z) est un polynome de n'*™ degré, [z, 21, ..., za] est une constante,
donc la formule d’interpolation de Newton peut s’écrire

(6) flz)=flz1)+ (2 —21)[Z1, Z2] ...+ (2 —21) ... (T — Zp—1)[21, Zo, ..., T4]
+(x—x1)( 2 —Z2) ... (x —2p)[®1, T2y «..; Tni1],

(4) peut prendre encore la forme

n n
S(z) f(z2) oo f(Zn4) zt Za cee Ty
. - -1 -1 n—1 n—1
z¥t xRt L. zn! xh z3 P e ]
— - —2 n-2  on-2 n—2
~ I 2 - b R ot | 2t 2% RPN Jord
7)) lx',z‘g,...,m,,+,]—
Zy Zo e Zn41 Z, Zy vee Tpgt
1 I ces I 1 1 cea I

Les n'*™¢* rapports aux différences sont appelés aussi différences divisées de
n'm¢ordre ou encore pentes d’ordre n.

Le n**™¢ rapport [z, &3, ..., Zni1] nous le noterons aussi A" [21, 21, . .., Tn1]
ou encore A\"[Zy, ..., Zni1; f(2)] suivant que nous aurons besoin de souligner
I'ordre du rapport ou ordre du rapport et la fonction a laquelle [il s’applique.
Dans le cas ou les points d’application sont désignés par une lettre, par exemple E,
nous écrirons A"[E; f(z)], qui représente le n'*™® rapport de f(z) sur les
n —+1 points E.

4. Les différences divisées ont été définies dans I’hypothése que les points
d’application sont distincts deux & deux, les formules de définitidn n’ayant aucun
sens dans le cas ou 'un des dénominateurs est nul.
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Neéanmoins, on peut leur donner un sens dans ce cas-la, pourvu que f(z) pos-
séde un n"*™ quotient différentiel aux points de coincidence.

Ainsi si f(z) continue admet un n'™ quotient différentiel dans le segment
[@, b], nous définirons [ 24, Zay ..., Zpra] —les 24, ..., Tnis appartenant a [a, b]—
au moyen de I'égalité
(8) [21, 22y ooy Zpq] = lim lim ... lim [y, %2, «ovy Y]

Y1=Xy Ye =y Yn41="Tn+1
qui permet de donner un sens aux différences correspondantes & des groupes de
points pouvant coincider partiellement ou globalement si toutefois la limite itérée
en question existe. Démontrons que tel est le cas si f(z) est différentiable d’ordre n.
Supposons par exemple que

Ty =Ta=...= Zp4q = Ly,

et que f(x) soit continue et différentiable d’ordre  au point z,.
D’apres les définitions de quotient différentiel et de différence divisée on a

ﬂ?:{;f“ =/fi (@o) + Z ;!xon("I:o) —“+.. ‘+__(1‘——-.z'u)"—l

[.’L’, o] = i

[fn(20) + &n (@0, £ — o)),
d’ou 'on calcule la limite
(20, o] = lim [y, @0] = fi(0).

De méme, on a

[z, o, @] = lim [z, o, 2,] = lim [2, o] — [Z0, 21] _ [, Zo] — [ %0, 20]
) b ay=a ay=x, xr— I xr — X

et par suite

p— —_ -2
[, @0, @0] = 1 fa(@0) + T (@0) .+ (z+[f,,(xo) + eu(@0, 7 — 20)].
Supposons maintenant démontrée Vexistence de A’[z, xo, .... o] el de
AN?[Zo, ..., 2] et la validité de la formule
1 — )P, .
(9,p) AP[zx, o, ..., ‘”OJ = Ffl’(@))‘*" et (_1'—7;1_-!0)_ [fn(Zo) +en( @0, 2 — 20) |,
donc de
I
(10,p) Ap[xo,...,xo]=}—;—!f,,(x).
Posons
Lo oo ] = AL T ol = A
. X — Zp4q

D’oti, puisque les limites itérées des termes du numérateur du second membre
pour &y —> o, Xa—> Lo, ..., Lpi1—>To existent — comme nous venons de le
supposer a 'instant™— il vient

APz, Zo, ..., Xo] — A [0, ..., z‘o]. '

APz, Zoy ooy To] = 7
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Rapprochant celle-ci de (g) et (10) on obtient

— n—p—1
AP, Zoy ..y Ty] = mf,,ﬂ(xo) e “”—”f:’,)-_ Lfu(@0) + &, (0, & — m0)],
AP >y oy o] = “I—_‘fp+i(x0)-

(p+1)!

En somme, les formules (g,p) et (10,p) sont exactes pour p=1, p =12 et, si
elles le sont pour p = p, elles le sont également pour p + 1, donc elles le sont
aussipour p=1, p=32, ... et p=n,

En particulier pour p = n, nous avons

(9,n) Ar[z, oy ooy Bo] = ;:—![fn(-’”u) + En(Zoy T — 20)],

(10,n) A [xo, ...y xp] = n—x!-f,,(z,,).

D’une fagon analogue on peut démontrer 'existence de N"[#1, Z2, ..., Zrist; f]
quelle que soit'la position des points zy, Zs, ..., Znws dans [a, b] pourvu que
fn(z) existe dans [ a, b]. Par exemple, pour qu'il existe, A*[a, a, b, b, b, ¢, ¢, ¢,
c: f]il suffit d’admettre existence de fi(a), f2(b) et fi(c) (@£ b, azfc,bc).

Réciproquement si Ao, ..., Zo; f(2)] existe, c'est-a-dire, si la limite itérée

lim lim ... lim A?[z, 2o, ..., Zps1; f(2)]
XTe= Xy Xy3=IX, Loy 44==2¢

existe et est finie, f() est continue et différentiable d’ordre n au point z,.

Démonstration. — Nous dirons qu’une différence divisée est (s, ') quand elle
est de s'™° ordre ‘et le nombre de ses arguments égaux A x, est r + 1, les autres
arguments étant distincts de z, et distincts deux a deux.

Par définition on sait que

AS[Z1, oy ooy Tyt Ts—rasy oovy Lsia)

_.AS'—'[@'-» L2y ooy Tgmraty Ts—rady ooy L] — A" [Xay ooy Tority Ts—ri2y - oy L |
= )
Ty — T4

ou nous supposons les arguments différents de z, et distincts deux a deux.

Admettons pour l'instant I'existence des rapports (s, r) et (s— 1, r—1). Pre-
nons donc les limites successives quand Z;4—> %o, Zy—> Zo, + ..y Beria—> Lo,
c’est-a-dire que

As[z—‘, cees Zspy Ls—r1y Loy o0y Zo]
_ AT Zyy ooy Zyepy Ts—pity Loy - ooy Lo — AT X2y ooy Byyy By—riay Zoy o« vy Lo
Xy — Zo

Alors les limites du premier membre et du premier terme du numérateur existent
quand Zs_r41—> To, ces limites étant respectivement des différences divisées (s, 1)
et(s—i1, r—ru).

Ce qui entraine l'existence de la limite du deuxieme terme du numérateur,
autrement dit Pexistence d’une différence divisée (s—1, r).

En somme P'existence des différences (s, r) et (s—1, r — 1) entraine I'existence
des différences (s —1, r).
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Par hypothese la différence (z, r) existe. Or, cette différence, A" [#gs +ens To, 20],
étant définie a partir de la fonction A"*[z, ..., z0, ] (Ay’ [0y« 0y
zo] =lim A\"[z, 20, ..., xo]), cela revient a dire que 'existence d’une différence

X=X
(n, n) entraine Pexistence des différences (n, n—1). De méme D’existence d’une
différence (n, n—1) entraine l'existence des différences (n, n—2). De proche
en proche nous constaterons l'existence des différences (r, n), (n, n —2),..., (n, 0).

D’autre part les différences (n, o), (n—-1, 0), ..., (1, 0) existent, puisque
par définition elles sont des différences qui ne contiennent que des arguments
distincts deux a deux.

Ainsi dans le tableau suivant :

(ny n)
(n,n—1)>(n—1,n—1)

(n, r) —>(n——1,r)...—>(;,r)->(s—l,r)...—»(r, r)

(ny,r—1)>(n—1,r—ia)...... > (s—I, r—I)...... —->(r—1,r—ru)

(1) (Rt )rnaannn S S(1,1)

(n, 0) >(R—1,0) c..cun... B G S ) - (1, 0)
ona

1* Les éléments de la premiere colonne et de la derniére file existent.
2° N’importe quel élément existe pourvu qu’existent les deux éléments d’ou
partent les fleches convergeant vers lui.

De ces deux régles on en peut déduire Dexistence de tous les éléments du
tableau.
Par conséquent si dans (6) nous faisons 2, = z, et nous prenons :les limites
successives quand Zy— %o, Zy—> Lo, ... el Ln—> Zo, NOus obtenons
S(z)=f(x0) + (2 — o) [@o, To] +. ..+ (& — o)1 Ar—1[x0, 20, ..., Zo]
+ (x —xo)* A"[Z0, ..., Zo, 2]
Or I'égalité

1
Ar[xoy ...y o, x] = AP Zoy ...y 2o ]+ ;FE"('T"’ x — xy)

détermine un nombre ¢, (2o; £— #,) qui tend vers zéro avec x — z, du fait que

7:li_ualr Ar[xo, .ovy o, 2] = A*[ 20, ..., Z0].
Donc l'égalité
JS(@)=f(®0) + (x— 20) [ Zo, Zo]+...+ (T — To)? A" [Zo, ..., Zo] 4+ (T — x0) '%s,.(a:o,x——xo),

obtenue en plagant la seconde dans la premiére, nous permet d’affirmer que f(z)
est continue et différentiable d’ordre n au point z, et que

Jo(mo)=p! A"[Zo, ..., 2] (p=1,2,...,n). C. Q. F. b,
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En somme :

Tutoreme I. — La condition nécessaire et suffisante pour que f(z) soit
continue et différentiable d’ordre n au point z, est qu'il existe, N"[z,, ...
zof(z)], Cest-a-dire la limite itérée

lim...lim A"[zo, z\, ..., Za; f(2)]
Ap=Xy XY=

5. Turorkme II. . —— La condition nécessaire et suffisante pour que, pour
n'importe quelle fonction f(z) continue et différentiable d’ordre n au point xy
on ait

}.i;no Ar[zo+ hi(h); f(2)] = .'%_/"(x“)

[les k;(k) tendant vers zéro avec k], est que le groupe de fonctions hi(h) (i=1, ...,
n 1) vérifient les n + 1 relations

n41
’

H (hi(h) — h,(h)) (t=1,2, ..., n+1), avec h > o.

i=1

Ces dernieres relations peuvent étre formulées en disant qu’il existe un nombre K
indépendant de % tel qu’on ait

[ hi(h)|

—‘W<K (i=1,2,...,n+41),

ot di(h) désigne la moyenne géométrique des distances du point x;= xo + h;(k)
aux autres points z;=xo+ k;(h) (j 54 ¢), arguments du rapport aux différences

A [zis f(2)).

Démonstration. — La condition est suffisante.
En effet, en prenant des différences divisées dans (1), il vient

Ao hilh); f1= 1y fulo) + [ @ hu(R); (@ — mren(ze, o —a0)

et sous forme explicite [formule (4)] :

n+1
hP(h
At his f1= 5 fa(zo) + et E ),
"z’n!l—l (hi— h))
j=1
d’ou d’apres hypothese, il s’ensuit
41

Arfaor b f1= 5 Fula)| < 3 D lentan, k)]
: ’ ’ =1

et par suite

lim A" [@o+ h; f1= — fa(@0)-
h=o0 n.

La condition est nécessaire. Cest-a-dire si elle n’est pas satisfaite on doit étre
.en mesure de définir une fonction f(z) continue et différentiable d’ordre n au
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point x,, telle que la limite, lim A\"*[2:; f(2)], n’existe pas, ou en tout cas, si
h=o0
elle existe, on ait

n—l!f,,(zo);ﬁiilr:)zg"[z,;f] (1= 2o + hi(h))-

Nous définirons donéf(.z') de fagon a ce que lim A"*[z;; f(x)] n’existepas.
h=0
Soit, par exemple,
F (@) = f(@0) o E= TN

n! [fn(xo)"'en(xorz_'xo)];

ou f(&o), -+, fn(xo) sont des nombres fixes (indépendants de z,) donnés libre-
ment et ot &,(Zo, Z-— o) est une fonction de x — zo, tendant vers |zéro, avec
£ — %o, que nous définirons par la suite.

Une fonction, telle que f(x), est évidemment différentiable d’ordre n et fr.(z0)
est son n#*™° quotient différentiel.

Soit, par exemple,

, hi(R) <k
[T & —hiry)
j=t1,n+1
une des inégalités :
—— hiCh) <K (i=1,2, ..., n+1),
| § RGO
j=1,n+1

n’ayant pas lieu par hypothése. Donc, on peut définir une suite &y, Ao, ..., Ay, ...
convergeant vers zéro, telle qu’on ait, en méme temps

lim _Puths) =)
el || RCEBEIO)
j=tn41 I
max [|hi(hs1)|]< min [|Ai(hs)| # o] (s=1,2,...),
1<LiLn+1 1LiLn+1

cette derniére n’exigeant qu'une décroissance suffisamment rapide des 4;(A,) non
nulles, ce qui est toujours possible, les 2, (&) tendant vers zéro avec k. Cette
derniére condition nous permet d’affirmer que pour h; (k) et h;(h,) non nulles,
ona

hu(hs) 5 hj(hy),

moyennant seulement s 3£ r.

Posons
Ri(hs)
K(s) = |75
|} [CHEYIOS)
j=1
et

Len( @0, hi(hs))| =K *(s)
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en prenant comme signe de e, (%o, ~:(h;)) le signe de

7(hs)

n+1

LI heth —nichay)

j=1

On peut, donc, remarquer que ¢, (%o, %) a 6té définie pour un nombre infini
de valeurs de A £ o[h = hi(h,), o0 i=1, ..., n+1ets=1, ...] toutes diffé-
rentes deux a deux et de fagon a ce que ¢, (o, &) = o(h). En effet h;(h,)52h;(h,)

1

deés que s34 1, et en outre, on a ki(h;) o0 et K *(s) — o avee s 0.

Ensuite, on peut écrire
n—+1

A"[ﬁo-l- ’li(h,), }L"En(.'to, xr — Io)J =z e
=T Aitho — hicho)

=1

hi(hs)

€n(Zo; hi(hs)),

ou les termes de I'addition sont non négatifs, les e, (o, 2;( %)) ayant les mémes
signes que leurs facteurs. Par suite le premier terme ne peut dépasser la somme;
par conséquent

hi(hs)

Ao+ hi(hs); R en (X0, 2 — To)] >
| §

en(&o, hi(hs))
et
1
A [zo+ hi(he); hren] > K3(s),
d’ou il vient

1
| Al bk 1= i fata0)| = 5 K@)

et par suite
lim Ar[ 2o+ hy(hy); f] = oo,
s>
donc, A"[zo—+ hi(h); f(z)] ne peut avoir comme limite ’%f,,(a:‘,).
c. Q. F. D.

Nous allons. donner des critéres nous permettant de décider si un groupe de
points z;(k) (i{=1, ..., n—1), convergeant vers z, avec & — o, satisfont ou
non la condition du théoréme II, c’est-a-dire si pour ces z;(h) et si pour toute
fonction f(x) différentiable d’ordre » au point z,, on a

I
Ar[zi(h); f1> ;-,f,,(zo), avec hA-—>o0
ou si par contre cette relation n’a pas lieu pour toutes ces fonctions.
Par exemple :

Critere 1. — 87 la longueur du diamétre d(zy, s, ..., Zni1) est partiel-
lement infiniment plus petite que la distance maximum m = m(h) des points
zi=x;(h) a leur point limite x,, c’est & dire st lon a

[3(Z1y ey Znyr)| =0(m)
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pour une suite partielle de valeurs de h, hy, hy, ..., hy, ... convergeant vers
zéro, alors les conditions du théoréme Il ne sont pas satisfaites.

En effet

i hi” mn
max nl, T

1LigLn+1 Isll(xh ceey Lngr) | ’
| ] R

j=1

du fait que par définition le maximum des 4; est m et le plus grand des nombres
m
vers l'infini pour & = A, et s — oo, et par suite les conditions du théoréme II ne
sont pas satisfaites.
Dire que la longueur du diametre (fig. 3 et 3 bis) (21, ..., Zni1) est partiel-
lement infiniment plus petite que m, équivaut a dire que la plus petite et plus

| #i— zji = | hi— h;| est la longueur |3 (24, ..., Zni1)|. Or tend

Sl " .
Ty - Tngl [ Sl xp,,)
= t ——t—t
X m-m(h)
rig. 3. Fig. 3 bis.
grande parmi les différences z,— o, 2s— Zo, ... ., Znr1— Zo, soient 2z et z,
sont partiellement équivalentes, c’est-a-dire,
. 2
lim 2! =1
s=w B2
Par contre :
Crurere II. — Les conditions du théoréme 1l sont satisfaites si les distances

mutuelles des points xi, xi— xj= h;i— hj, sont du méme ordre infinitésimal
que la plus grande des distances des points z; au point limite z, c’est-a-dire,
du méme ordre que le nombre m.

hy _— . . .
Dans ce cas Yy (i, J=1, ..., n+1, {54 ]) est borné et par suite les n + 1

nombres A} : []’ (hi— hj), fonctions de %, sont bornées et lesdites conditions
j=1, n+1
sont satisfaites.
Dans le cas ou z, appartient au segment-diametre 6(Zy, ..., Zns1),

|8(&1y «vvy Znwr)| =8(R) et m=m(h)
sont évidemment du méme ordre infinitésimal puisque (fig. 3 bis)

28) 2 m(y za(h).

Donc on peut énoncer le critere suivant :

Crirere IIl. — Dans le cas ou le point limite zy appartient constamment
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au segment-diamétre 0(Zy, ..., ZTniy) et ol les distances mutuelles zi— z;
(i#£jeti,j=1, ..., n+1) sont toutes du méme ordre infinitésimal, avec
h — o, les points du groupe z;(h) satisfont les conditions du théoréeme II.

Un cas particulier du critére II est celui ou
zy=zo+ hk; (i=1,2,...,n+1)

et ou les k; sont des constantes distinctes deux a deux.

Sur les théorémes de la valeur moyenne.

6. Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant :

Tueoreue IIl. — f(z) étant une fonction continue et différentiable d’ordre n
sur un segment [a, b], si E désigne un ensemble de n+1 points de [a, b]
distincts deux a deuzx, il existe au moins un point ¢ intérieur au segment-
diamétre de E tel que

AR[E; f(@)] = = fale)-

’ f“IﬁT“‘f"‘T‘"r"l
¢ SN0 TN IS O

Fig. 4.
Démontrons d’abord 'identité
(13) AME; f(@)]= Y, p(X) Ar[X; f(2)],
XEC(A)

ou

1* E et A sont deux ensembles finis de points dont les segments-diametres 6 (E)
et 3(A) sont les mémes; E contient n+ 1 points appartenant & A et les points
de A et de E sont distincts deux a deux.

2° C(A) désigne 'ensemble de tous les groupes de n + 1 points de A qui sont
consécutifs par rapport a A. Ainsi si X, € G(A), alors un point de A, ou appar-
tient & X, ou il est extérieur au segment-diametre 3(X,).

3° Les nombres p(X) sont tels que

(14) p(X)>o0  pour tous les Xe CG(A),
(15) ' 3 px)=1.
XEC(A)

Dans le cas ou A ne contient qu'un point de plus que E la démonstration est
la suivante :

Soient ¢ et d (fig. 4) les points extrémes de E, et I 'ensemble des points
restants de E ou points de E intérieurs a $(E).
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Soit e un point intérieur & [¢, d] et non appartenant a E. D’apres la définition
des différences divisées, on a

Arfe, d, T; f()] =

Al f]— A=t {dl; /]

c—d
d’ou
Ar—t[cl; f]— Ar—t[el; c—e
Arle, d, 1; f(2)] = [Ll—arlelifle=e
Artlel fl—Artdl fle—d
-+ e—d c—d’
c’est-a-dire
c—e e—d
(16) Arfe, d, I; f]= c_dA"[CEI;f]‘—*'c_ dA\"[edl;f],
ou
c—e e—d
c—ate—a~"
et
c—e e—d _
c=d” " c=a”~®

du fait que e€]e, d[. En outre les n + 2 ¢léments de A, cedl, permettent de
former n + 2 groupes de n -+ 1 points, mais les seuls parmi eux qui sont consé-
cutifs par rapport a A sont ceux qui s’obtiennent en enlevant 4 A un des points
extrémes, c’est-d-dire, les groupes cel et edl. (16) réalise donc l'identité (13)
dans le cas ou A ne contient qu’un point de plus que E.
Une remarque nous permetira de nous élever de ce cas simple au cas général.
Posons

m m
E:Zptzl, ou p;>o0 et 2}7,:1.
1=

=1

On dit alors que le nombre Z est une moyenne arithmétique pondérée des
nombres z;, p; étant le poids attaché a z;. Cette opération linéaire est transitive,
c’est-d-dire : une moyenne pondérée de moyennes pondérées est aussi une
moyenne pondérée. En effet, si

s m
1‘1=2P1,,‘}’j, $=ZP1-T(;
j=1

i=1

ou les p sont non négatifs et tels que

s m
j=1 =1
on a

m s
- ~
z =2P12‘Pt.m,
=1 j=t
d’oul
s m

§=zq,'a:,-, ou q,'=2p/pz,/

j=t i=1
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et par suite ;>0 et

'29}='7
291 z ZP'PU-—E 2P1P11—2P(=I

j=1 j=t i=1 i=1 j=1

car

Cela étant, soient A, =E, A,, ..., A=A des ensembles de points o chaque
ensemble contient le précédent plus un point, le premier et le dernier ensemble
étant respectivement les ensembles E et A déja définis. Soit C(A,) ensemble des
groupes de n + 1 points appartenant a A, et consécutifs par rapport a A,.

Nous avons vu il y a un instant que (13) avait lieu pour E et A = A,.

Supposons maintenant que (13) a lieu pour E et A=A, ous=1,2, ...,7.
Ecrivons, donc, ; . ‘
a7) AM[E; f(m)] = X p(X) An[X; f(2)),
Xecin
ou p(X) > o pour tout X € G(A,), avec
(18) > pX)=1
X€C(A,)

Et démontrons que pour tout X € C(A,), on a
(19) ArXsf(@= Y, px(Y)A"[Y; ],

YEC(Ar+y)

ot Xe€G(A;), px(Y)> o0 pour Y € C(A,.1), avec

Z Px(Y)=1.

YEC(Ar+s)

En effet si X appartient en plus a C(A,.,), c’est-a-dire si le point de A,y qui
n’appartient pas & A, est extérieur au segment-diamétre de X, I'identité

A[X; f(2)] = Ar[X; f(2)]

coincide avec (19) moyennant :

px(Y)=1 pour Y=X,
px(Y)=o0 pour Y==X et YeC(Ar),

poids qui sont non négatifs et dont la somme est 'unité.

En somme A"[X; f(z)] est une moyenne arithmétique pondérée des rap-
ports A*[Y; f(z)], ot Y € C(A,_,) dans le cas ot X € C(A,4).

Soit maintenant X ¢ G(A,,4). Ainsi X appartenant & G(A,) est tel que le point
de A, qui n’appartient pas & A, est intérieur 4 3(X). Soient ¢ et d les extrémes
du segment-diametre de X, I les points restants de X et ¢ le point appartenant
aA,,etnona A, D’aprés (16), on a

L e— —d
A[X; f]= T2 An S 2 An[del; f]
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qui coincide avec (19) moyennant

px(Y)= :%3 pour Y =(cel)eC(A 1),
—d
px(Y) = Z_———-d »  Y=(del)eC(Arn),
px(Y)=o0 »  Ys£(cel), (del); YeC(Ari).

Le groupe (Xe) est un groupe de n + 2 points consécutifs par rapport a A4,
donc en éliminant successivement ses deux points extrémes, nous obtenons les
groupes (cel) et (del) ayant un point de moins chacun, mais qui sont toujours
consécutifs par rapport a A, 4.

Remarquons encore que ces p sont négatifs et leur somme est I'unité.

En somme, (19) a lieu dans les deux cas, c’est-a-dire pour X € C(A;).

Donc :

1° D’apreés (17), A*[E; f] est une moyenne pondérée des nombres A"[X; f],
oun XeCG(A,).

2° Chacun de ces derniers nombres est a son tour une moyenne pondérée des
nombres A*[Y, f], o Y€ C(A,i1). On peut conclure donc que A*[E; f] est
la moyenne des nombres A*[Y; f]ou Y e C(Ariy).

En résumé, (13) a lieu pour E=E et A=A, et si elle a lieu pour E=E
et A=A, elle a lieu aussi pour E=E et A=A, ,,.

Par induction elle aura lieu pour E=E et A =A,,. €. Q. F. D.

Cela étant, rappelons la propriété essentielle des moyennes :

Une moyenne arithmétique pondérée d’un ensemble de nombres dont les poids
sont non nuls ou coincident avec lous ces nombres, ou, s’ils sont inégaux, elle
reste comprise entre le plus petit et le plus grand des susdits nombres.

Par exemple si p; > o et si le diametre des z; est non nul, alors

m m
5=ZP:¢:><2P1> a=a,
i=1 =1

ou a est-le plus petit parmi les nombres z;. Et de méme pour le maximum.

Si z;= a, évidemment
m m
s=Spei=Spia=a
i=1

i=1

Nous avons maintenant les éléments suffisants pour parfaire la démonstration
de notre théoréme.

7. Soit A; un ensemble de points renfermant en plus des points de E les points
que divisent en deux moitiés les segments dont les extrémités sont des points
consécutifs de E. Ainsi E et A, contiennent respectivement z - 1 et 22 -+ 1 points.

D’apres (13), pour A=A, A"[E; f] est une moyenne des n'*™* différences
divisées de f prises sur des points consécutifs de A,.

I1 peut arriver deux cas :

a. A"[E; f1= An[X; f] pour tout X € C(A,).



— 197 —
b. Cette égalité n’est pas exacte pour tous les X de C(A,).

Dans le cas @ nous définirons E; comme étant n’importe lequel des X apparte-
nant & G(A,) et intérieurs a 6 (A,).
Dans le cas b on peut donner X, et X, appartenant a C(A;) tels que

AMXy; f1< ARE; f1< A" [Xe; f]

Soient, pour fixer les idées, a;<<by<<... <<l et @ax<<ba<<...<<!; les deux
groupes X; et X, des points.
Posons
a(l)=ah+ a1(1— 1),
B(A) = by ) + by (1 — 1),

IN)= Ik + L (1—2)
et désignons I'ensemble des n + 1 valeurs figurant dans les premiers membres
par I'(4).

Evidemment les n 4 1 fonctions de I'(}) sont continues, monotones et inégales
sur le segment [o, 1]. Donc A"[T'(2); f] est une fonction continue de 1 sur le
segment [o, 1] et qui dans leurs extrémités prend les valeurs A"[Xy; f] et
A" [Xa5 f]-

Par conséquent, il existe un nombre A; compris entre o et 1, tel que

AR[L(M); f1= A"(E; [

Posons

Ey=T(h).

Le groupe de points E, est intérieur au diametre d(X,; U X,) et par suitea 3(E).

Si maintenant nous répétons ce méme procédé, nous définirons un ensemble de
points E,, fonction de E,.

De proche en proche nous définirons une suite E, Ey, E,, ..., E,, ..., telle
que
1° AME; f1= A*[E,; f].

2° Le segment-diametre 6(E,) est intérieur au segment-diameétre o(E,.,),
c’est-a-dire
8(E i) c 8(E).

3° Le rapport entre la plus grande et la plus petite parmiles distances mutuelles
des couples de points de E, est plus petit ou égal aa rapport correspondant fourni
par le groupe de points de E.

d
4 |3(Bn) | < 525

ou d est la plus grande parmi les distances entre points consécutifs de E.

Le premier alinéa découle de la définition méme des E,.

Le deuxie¢me alinéa a lieu par définition dans le cas a, et dans le cas b, d’apris
ce que nous venons de dire.

Troisitme alinéa : En divisant par moitiés les scgments déterminés par des



— 198 —

points consécutifs, le rapport mesurant leur disproportion maximum demeure
invariable. La deuxi¢me opération du cas b respecte encore ce nombre, ou en tout
cas le fait diminuer.

Quatriéme alinéa : Le segment le plus long de E,, enire points consécutifs,
étant tout au plus la moitié du segment le plus long de E,.,, vaudra en longucur

toul au plus 1_, donc le diameétre de E, vaut tout au plus dan
p Y plus -2

Cela étant, soit ¢ le point appartenant a tous les segments-diametres
emboités 3(E,). Ce point est univoquement déterming, les segments-diametres de

la suite 3(E,), 6(E,), ... étant chacun inclus dans leur précédent et leur lon-
gueur tendant vers zéro. Ainsi (E;) > (¢, ¢, ..., ¢), avecr > .
En outre les propriétés (E.) — (¢, ¢, ....¢), c€d(E,) et 3° nous permettent

d'affirmer que (critere III, p. 26)
lim AnFEr; f(@)] = 7 /a(e),

laquelle avec 1° nous donne
AM[E; f(2)] = 21 fal0),

ou ¢ appartient a 6 (E). C. Q. F. b.

8. Turoreme VI. — S¢ fo,(c) n'est pas la valeur maximum ou minimum
du nitme quotient différentiel de f(x) dans le voisinage A de c, alors il existe
un groupe de points E distincts deux & deux et appartenant & A tels que

A[E; f(@)] = . fae)-

A un certain point de vue ce théoréme est la réciproque du précédent, a ces
différences prés : a. la restriction imposée au point ¢ de n’étre pas un point
oit f»(z) atteint un maximum ou minimum et &. qu’on n’exige plus que ¢ soit
intérieur 4 d(E). Voici deux exemples qui montrent la nécessité de ces deux
restrictions.

Soit f(z) = z% et ¢ = o. f'(x) = 32* atieint son minimum au point ¢ = o. Or.
toutes les pentes A[E; f(x)] sont positives et par suite il n’existe aucun couple
des points E dont la pente soit égale a f'(¢) = o.

Soit f(z) = 2. (2 + sin;fx) pour z2£o et f(o)=o0. f'(x) oscille de —oc
A -+ au voisinage de ¢ = o, donc f'(z) n’alteint pas sa valeur maximum ou
minimum au point ¢. Les pentes A[E, f(2)] sont positives pourvu que les deux
points de E tombent de part et d’autre de Porigine. Enfin f'(0)=o0, d’ou
légalité A[E; f]=f'(0) exige que les deux points de E soient du méme signe.
Donc, en aucun cas, ¢ = o ne peut étre intérieur a 3(E) si

A[E; f1= = fa(o)-

Yoici la démonstration du théoréme.
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D’aprés 'hypothése on peut donner d et e appartenant a A, tels que
fn(e) <fn(c) <f,,(d),

Jfa(c) n’étant pas le maximum ou minimum de f,(z) dans A.
Ensuite, on peut donner E et D appartenant a A, tels que

A"[E; 1< =5 fa(e) < A"[D; f(2)],

du fait que f,(e) et fn(d) sont des limites de différences divisées dont les argu-
ments tendent respectivement vers e et d (th. II).
Soit maintenant I'(1) '’ensemble des n + 1 nombres

Yi(M)=e(1— 1)+ ) d; (i=1,2, ..., n+1),

ou les groupes de points e; << ea<<...<e€nss et dy << dy<...< dp,q sont respec-
tivement les groupes E et D. Donc T'(o) =E et I'(1) = D.

Ainsi A?[T(1); f] prend toutes les valeurs comprises entre A”[E; f]
et A"[D; f] quand A varie de 0 & 1; et par suite il existe un nombre A4, 0 <<2; <1,

tel que
1

A [T(M); [l = 55/n(e)
et par suite I'(A,) réalise les conditions que le théoréme prévoit pour E, puisque T'(2,)
appartient a §(EuD) et a plus forte raison a A.

9. Une conséquence du précédent théoréme est que les quotients différentiels
jouissent de la propriété de Darboux.
Soit, par exemple,

fn(a) < fn(B)
et « un nombre compris entre f,(a) et f,(b).
Cela ¢tant posé, soient A= (ay, ..., @ny1) et B=(by, ..., bysy) des groupes

de points de [a, b] proches respectivement de a et b et choisis de fagon a ce
que, A"[ai; f(z)] et Ay'[b,-; Jf]s’approchent suffisamment de ;l»!f,.(a) et ;:—,f,,(b)
(th. II'), pour qu’on ait
Arlag f(@)] < o7 < A f(@)]:
D’apres la continuité de A"[ai(1—2) + 2b;; f(x)] par rapport a X, on sait
que

I
Arfes; fl= nl By

ou ¢;= a;i(1 —24) + bils, )y étant positif et plus petit que l'unité, donc ¢; €[a, b].
Or, d’aprés le théoreme 11 il existe c €3(¢i) c[a, b), tel que

Anles; f1= 71 fa(e),  dob fu(e)=p. ¢ o K. D.

En somme, on peut affirmer qu'un quotient différentiel prend dans un seg-
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ment [, b] toutes les valeurs comprises entre les valeurs qu’il prend aux
extrémités dudit segment, p étant n’importe laquelle de ces valeurs intermédiaires.

10. Turoréme V. — f(z) étant continue et différentiable d’ordre m + n sur
le segment-diamétre d(ei+ d;), on peut donner c intérieur a 3(e;~+ dj), tel
que

: 1
Ax[er; AR[d); f(2+y)]]= 77 fmen(E),
ou les e; sont distincts deux ¢ deux ainsi que les d;.

La démonstration est tout a fait analogue a celle du paragraphe 6.
On commence en établissant également I'identité analogue

(20)  AZLE; AFID; f(z+)]1= X, p(X, Y) ARX; APY; f(@+ »)]),
XEC(A)
YECB)
ou, 1°, E et D sont respectivement des sous-ensembles de A et B avec les mémes
segments-diametres; 2° G(A) et G(B) désignent respectivement les groupes de
points de n—+1 et m -1 points consécutifs de A et B; et enfin, 3°, les
nombres p(X, Y) sont non négatifs pour X € C(A) et Y € G(B) et tels que
N pX, V=1
XEC ()
YEC (B)
Cette formule peut étre établie de la facon suivante :
D’apres (13), on a
ABD; flz+p)]= Y, p(Y) ABLY; f(z+2)],

YEC(B)

> p(D =1,

YEC(B)

avec

d’ou, en prenant le n'*™° rapport sur les points E, il vient
AL[E; APID; f(z+p)]ll= Y, P(Y)ALIE; APLY; f(e +2)],
Yec ()

avec, 2 p(Y)=1.

YEC(B)

(21) -

Appliquons maintenant (13) a la fonction de z, AJ'[Y; f(z+y)], et aux
ensembles E et A. On obtient ainsi

ALE; APIY; f(z+]]= Y, px(X) ALX; AFLY; f(z+ plly
XEC(A)
(22)
? avee ¥ py(X) =1

d
XEC(A)

pour toute Y € G(B).
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En somme, d’aprés (21), le nombre AL[E; AM[D; f(z+y)]] est une
moyenne arithmétique des nombres AZ[E; AT[Y; f(z+y)]] [Y variant
dans C(B)] dont chacun est, d’aprés (22), une moyenne arithmétique des
nombres A;[X; ATV[Y; f(z+y)]], ot XeC(A) et Y € CG(B).

Or, la moyenne arithmétique pondérée est une opération transitive, autrement
dit, une moyenne de moyennes est encore une moyenne. Ainsi le nombre
AL[E; AT[D; f(z+y)]] est une moyenne arithmétique des nombres
ALX; AM[Y; f(z+x)]], X etY variant respectivement dans C(A) et G(B).

Clest ce qui exprime la formule (20), avec

Z pX,Y)=1 et pX, Y)>o.
XeC(A)
YEC(B)

La formule (20) étant établie, soient E le groupe de n + 1 points,

a<e<...< enyy
et A le groupe de 27 -+ 1 points

ey -+ e er+e3 <...<ep< ep~+ €y
‘31<—‘9_‘<e‘1<“'2_' ‘—;—<en+1;

soient D le groupe de points
di<dy<...<dp+t
et B le groupe

d d. d,+ d,
\+ Qg - n-+1 < dpit.

a/< —_— <de<...<dp<

Introduisons la fonction d’ensemble k(E), fonction qui désigne le nombre

e e m:lx (er+1—eq)
- Ll

max +1 = 1< ._n .

12izn €j41— €] min (44 — €1)

1<j<n <ign

D’apres ces définitions E est un sous-ensemble de A et

S(E)=38(A), k(E)=k(A).
De méme,
DcB, 5(D)=3B) et k(D)= k(B).

La formule est donc applicable aux ensembles E, D, A et B et par suite le

nombre
AZ[E; AR[D; f(z+y)]]

est une moyenne arithmétique des nombres fournis par ’expression
Az[X; ARLY; f(z+3)]],

ou X et Y varient respectivement dans G(A) et CG(B), ce qui nous permet
-d’affirmer que parmi ces derniers nombres il y en a de plus petits ou égaux ct de
plus grands ou égaux que leur moyerne, c’est-a-dire

(23) ALXe; ATYi; flz+2)]1< AZ[E; AR[D; f+)]1< A2[Xe; AN [ Y2 f(@+ )]
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Posons
zy(X) =2y, (1— X)) + Zg 1) (i=1,...,n+1),
i) =y, ;j(1—2) + 2 ) (J=1,...,m+1),

ou les groupes de points 4,1 <...<< Zi,n41, Lo 1o+ << Loty Y1,0los vV 1,m+1

et ¥a,1<<...<<Y2 m+1 désignentles points des groupes X;, X,, Yy, Y,. Désignons

maintenant par X (1) et Y () respectivement les groupes z;(1) et ().
Remarquons que la fonction de 2

AZ[X(O); AFLY(OM); f(z+5)]]

est une fonction continue sur le segment [0, 1] qui, aux extrémités o et 1, prend
les valeurs des membres extrémes de (23). On peut donc donner un nombre
Ay €[o, 1], tel que I'on ait

(24)  AZ[Es; AZ[Dy; f(+p)]]= AZ[E; AR[D; f(z+p)]], ou E=X(@Ay), Di=Y()
Désignons par k, A et 8 respectivement les nombres

max[k(E), k(D)], max[ max Ae;, max Adj] et min[ min Ae;, min Ad,-].
1<LiZLn 1<Lj<m 1£Lizn 1<j<m

On démontre alors sans difficultés (fig. 5) que

a. 3(E1)c8(X,UXa)c3(E);

1
max Ae 2 max Ae;
N

b k(E.) = minAe;; — 1. =kE)<k;
’ —min Ae;
2
| G 1 1 I
c. ;‘mm Ae; < Aey 1 < ;max Aey, ;84 Aey i = ;A,

ainsi que les relations analogues pour D, et D.
Si nous répétons ensuite les mémes raisonnements a partir de E, et Dy nous
obtiendrons ainsi E, et D,. De proche en proche nous définirons les deux suites

D1 Dl; D!; L B Dr'y ey

“lesquelles, d’aprés (24), a, b et c vérifient :

10 AZ[Er; AR[Dr; f(2+y)]] = AL[E; AT[D; flz+y)]];
2¢ S(E)>8(E;)>3(Es), cees 3(D)>8(Dy)>3(D2)>...;
30 k(E.) <k, lr(D,-)élrv (r=1,2,...):

3 3
4o = Lher < ,%.: = LM< 25

D’aprés 2° et 4°les segments d(E, ) ainsi que les segments 6(D,)(r =1, 2, 3,...)
ne contiennent respeclivement qu'un seul point, soient z, et yo. D’otr 2o €3(E)
el y,€d(D).

Nous allons démontrer que zo€d(E), yo€d(D), (E;)—=(x0, .... x0),
(D) > (0, -+, ¥o) ct 3° entrainent (r ) :

A).’zl'(Er'a A”y‘-[Drl f(.l‘ +}')”—) ‘,ﬁf::;+n($o+~l'u)'
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En effet, posons
T+y—x

S +y)=f(@o+y0)+ —
(Z 4 ¥ — g — yo)n+n
(m—+n)!

°_'y°f1(zo+yo)+...

[finan(@o+ yo) + Em+n)Zo~+ Yo, T+ Y — Zo— yo)l,

d’ou il vient

ALEr; A¥[Dy; f(2 +3)]] (
! n A AT+ Yy —Zo— yo)™Hn
= mfn+m(zo+}’0)+ Am[Em A;‘[Dr; '}Em_‘_on)'!}o) Em-'rn]]-

._55 =~
: I | !
A | : /
) = |
> “ ) | )
R b | ! 15
‘ 5 N | 7
2 H -
| 8
=~ 5 o /‘wm qH
= s o - &H - ’?1 w
N § {-1 é-l i X PS
- h 3
- I o R, ";1 -
5 m % ©
.~ (1
“T <& By e &
& ] =i :
[ = 1 T
< [ |
2 ] [ i |
o N |
1 | !
; ; | Y
! H ' ;
! |
A S
| | [
> X _m Kol
Fig. 5

Or, la derniere différence divisée peut se calculer [d’apres (4)] :

A\T—[Dr;
m+1
_ (dr.,_'_ xr — Io—}’o)””’"
- 2 m-+1
= (mae ] ] (dri—drj)

jr=1

(In—b-;n)'(z +,}"—$0—}'o)m+"5m+n]

Eman(Zo—+ Yo; da j+ 2 — 30— Zy),

d’ott une nouvelle application de (4) nous donnera

P — el
A;[EH Al;l'[ r; @+ Zo—Jo) : 5n+m] ]

(n+m)!
n+1 m-+1 d
(eru—+drj— Zo— yo)"m+n
= 2 2‘] FPe) prprery Emn (Zo+ Yo, el;["‘/{r‘i— Zo— ¥o)-

==Y () III(e,‘,,-—- e,-.p)l_[l(d,.yi—d,v),-,)

ir=1 =t
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Cette derniére peut s’écrire sous la forme

. m .(x+y—.1: _ m+n
A:-[Er’ Ay[Dr; (m-q-on){‘,) 5m+n]]

n+1 m+1 n+1

eI | B
T (m+n)! eri—ery

iI=1 J=1 i'=1
me+-1
"eri+ drj— To— yo
XI] T d—d Em+n(To~+ Yo, €ri-+ dr j— Zo— yo).
; rj— ar.j*
J =t

Soit maintenant ¢, le plus grand des nombres | em.n(Zo + ¥, €, j+ dr j— Zo— o) |

(i=1,...,n415;j=1, ..., m+1). &—>o0, du fait que e, i~ zo et d, j—> ¥

(avec r— o) et que f(x) est différentiable d’ordre m--n au point 2o+ y, € 6 (e;+ d;).
Or, 2, €d(E,) et 4° entrainent

n
I
lera— 0| < [3(Er)| =Y Aeru< o n A
i=1
On a aussi
. 1
| eri—erp l > min Aep i a 3.
Et de méme

nA 3
ldrj—yol< 55 et ldnj—dry|> 5

D’ou, en remplagant les valeurs, il vient

(x + y — Zo—]’o)"“’" (m -+ I) (n -+ l) om=+n pm-+n Am-+n
r; - Em+n < T = er
m—+n (m +n)! om+n

Ag[E,;A';%[D

et par suite, le premier membre tend vers zéro avec r —o, ou, si 'on veut, le
nombre
AZ[Er; AR[Dy; flz+y]]—

I
AT m1 (@0t )

tend vers zéro, c’est-a-dire, il est nul, puisque d’aprés 1° il est constant, donc
pour ¢ = z,+ y, €d(ei+ dj), on a

AT[E; AZ[D; f(@ + )] = == fasm(c)

nlm!
et le théoréme est démontré.
11. Le théoréme précédent nous permettra de généraliser celui du paragraphe 6
de la facon suivante :

Tueoreme VI. — Soit f(x) une fonction continue et différentiable
d’ordre n + m sur le segment-diamétre d’un groupe E de m + 1 points dis-
tincts. Il existe alors au moins un point ¢ intérieur a 6(E), tel que

AME; fo(@)] = = frrm(e)-

Il s’agit d’abord de trouver un E' intérieur a 6(E), tel que
A™M[E'; fa(2)] = A™[E; fa(2)].



Voici comment on y parvient :

Soit §(A) = 4d(E), odr A a au moins les points de E plus deux points distincts et
distincts des points de E. Parmi les ¢éléments de C(A) il y en a évidemment au
moins un qui est intérieur & §(E). Désignons-le par E’. Alors, si les différences
divisées de f, (z) correspondantes a E et E” sont égales, E' remplit les conditions
recherchées.

Par contre, si ces différences divisées sont inégales, par exemple si

A™[E"; fa(2)] > A™[E; fa(2)],

alors 'une au moins des différences divisées correspondantes aux éléments de G(A)
est forcément plus petite que leur moyenne A™[E; fn(z)]-
Ainsi on peut choisir E" appartenant a G (A), tel que

ARE'; fa(@)]> Am(E; f(2)] > AM[EN; fa(2)):

Les points de E” ne sont pas forcément intérieurs a 6(E).

Placons-nous dans ce dernier cas et tichons de donner E” intérieur a 6(E), tel
que sa différence divisée différe de celle de E en moins d’'une quantité donnée.
Pour ce faire, constatons d’abord que les fonctions f(z) continues au sens de
Darboux jouissent au voisinage d'un point z, de la propriété suivante : z, étant
donné il existe une suite { z, } convergeant vers o, telle que

lim f() = f(o)-

Soit, par exemple, A un voisinage ou demi-voisinage de z,, ot f(z) est
continue au sens de Darboux.

Une telle suite existe visiblement, si 'on peut donner une suite {z,} appar-
tenant 4 A et convergeant vers o, telle que I'on ait la condition plus forte

J(2s) = f(20).

Dans le cas contraire et dans un certain demi-voisinage A'c A de z,, I'éga
lité f(z)=f(xs) (pour z€A’) n’a lieu que lorsque = z,. Soit z; un point
appartenant a A’. D’apres la continuité de Darboux f(z) prend toutes les valeurs
comprises entre f(z1) et f(zo),  parcourant le segment [z, Z,]. Or, cela étant

. . .. =
vrai pour n'importe quel z,, on peut choisir z; appartenant a [?' , zo] et tel que

V(@) —f(2) | < 3

ce qui revient a dire que

Jim f(@s) = f(zo),

les z; convergent vers z, avec s— .

Ainsi nous pouvons choisir une suite de groupes de points D, intérieurs & J(E)
et convergeant vers E", c'est-a-dire, m —+ 1 suites intérieures a 0(E) et conver-
gentes vers les m + 1 points de E, de fagon a ce que les valeurs correspondantes
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de fn(z) convergent vers les m —+ 1 valeurs de f.(x) aux points de E". De cette

facon nous aurons
jffl A™[Ds; fo(2)] = A™[E"; fa(2)],

les points limites E" étant distincts deux a deux.
Ainsi pour s = so, A™[D;; f] s’approchera suffisamment de sa limite pour que
Pon ait
A™[E; fa(2)] > &A™ [Ds,; fn(2)],
donc, en désignant D, par E”, nous pouvons écrire
A™[E"; fu(2)] > A™[E; fa(22)] > A™[E”; fa(2)),
ou E” et E” sont tous les deux des groupes de points intéricurs a d(E).

Désignons symboliquement par D} 'opérateur dont P'application a f(z) nous
donne f,(z). Cet opérateur étant distributif on peut écrire

D[ AZ[F; f(z+)]]= A%[F; D} f(z + y)]
et en particulier
Di-o[AZ[F; f(z+y)]] = AZR[F; fa(2)]

Or, d’apres le théoréme IV, a cc n'*™° quotient différentiel on peut faire corres-
pondre un ensemble T appartenant & un voisinage de zéro, tel que

AST; AB[F; f(@+y)]]= 5 Dieo [AZ[F; f(z+1)]],

cela étant vrai pour n’importe quel voisinage de I'origine.
Ces deux dernieres égalités entrainent

3T; ARIE; flz + )] = -5 AZF; fa(2)):
Or, d’apres le théoréme V, on a

AT AZIF; f(2+ 3N = i fuen(e),
ou ¢ est intérieur a d( fi+ ¢;). D’ot en remplagant
BIF; fa(@)] = —7 fren(€)-

Appliquons maintenant ce raisonnement a E’, T et E”, T, les ¢; et ¢} appar-
tenant 4 un voisinage de zéro, choisi de fagon a ce qu’il soit suffisamment petit
pour que les groupes de points €} +¢; et €]+ ¢ soient intérieurs a 3(E), comme
le sont en effet les groupes e et €. On a donc

A”‘[E';f,,(x)]: ;:—!fm-o—n(c”) (C’ES(E)],

AM[E"; fo(@)] = — fmin(e”)  (c"€B(E
d’ou
%fm-wz(c”) > A"'[E;fn(z)] > "hl_!fm-o-n(c').
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Enfin, la propriété de Darboux nous permet d’affirmer I'existence de ¢ intérieur
a[¢" ¢"], donc a $(E), tel que

A’"[E, f’l<$)]= m;!‘fm—rn(c)- C. Q. F. D.

12. Turorkme VII. — f(z) étant continue et différentiable d’ordre n sur le
segment 6 (E), il existe au moins un point ¢ intérieur a 0(E), tel que

AR[E; f(2)] = = fale),

les points de E pouvant coincider partiellement ou totalement.

Dans le cas ou les points de E sont distincts deux a deux, ou dans le cas ou
18(E)|=o, le théoréme est vrai. Le premier cas est le cas du théoreme III; le
second cas nous fait tomber sur 'identité

a1/u(e)= 31 fa(e).

Pour démontrer le théoréme dans les autres cas, il suffit d’établir I'existence
d’un groupe C des points distincts deux a deux et appartenant a 6 (E) et tels que

A"[E; f(z)] = A"[C; f(2)].

En effet, dans ce cas, d’aprés le théoreme III, il existe un point ¢ intérieur
4 9(C), donc a 6(E), tel que

ARC; f(@)] = -5 fa(e).

Le point ¢ remplit donc les conditions recherchées.

Ainsi tout reviént & démontrer 'existence du groupe C.

Pour ce faire nous allons étendre la formule (13) au présent cas, ou les points
de E ne sont pas ni tous distincts deux a deux ni tous égaux ou confondus.

Nous suivrons la démonstration générale a ’aide d’un cas particulier.

On sait que la huitieme différence divisée de f(z) sur les points

ay < a2<a3<bl<bz<c1<ca<4’s<cu‘

est une moyenne arithmétique des différences de huitiéme ordre de f(z) prises
sur des points consécutifs du systéme plus complet de points
< a<<lelB<bh<bh<r<a<ea<leale,

c’est-a-dire, on a

[@1, @z, a3, by, b, €15 00, €3, e | = q1[ay, as, a3, @, B, by, by, ¥, €1]
+ g2l as, as, @, B, by, by, 7, €1, c2]
+ qa[“h &, ‘37 bll b!y Y €1, Cay cﬂ]
+9*[a: ﬁ: biy b!r Ys €1, C2, Cs,y C/.],
avec
g1+ge+ g3+ gs=1.

‘Prenons maintenant la limite itérée des deux égalités en faisant tendre successi-
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vement @, Vers @, a, vers a, a, vers a, by vers b, b, vers b, ¢, vers c, ¢, vers ¢,
¢, vers ¢, et enfin ¢, vers ¢, a, b et ¢ étant des nombres compris respectivement
entre a;, aa, a;, b, b, et ¢y, Ca, €3,y Cu.
On obtient ainsi
[a, a, a,b,b,¢0¢c, cl= Pl[a: a, a, a3, b,b,7,c]

~+ pa(a, a, a, B, b, b, 7,0 c]

+ p3la, a, pr b,b,v,¢,¢,c]

+pi[a, B, 8, 0,7, ¢,¢,¢¢],
avec

Pr+prt+ps+pi=1I,

ou les points p ont été calculés au moyen des limites itérées d’indétermination.
Les limites itérées d’indétermination des ¢ existent, puisque I’égalité

gr+ g+ g3+ qi=1

exige que ces nombres soient bornés du fait qu’ils sont positifs et leur somme est 1.
En réalité, si I'on examine de plus pres la loi de formation des ¢, on voit
aisément que :

1° Ces nombres sont des expressions rationnelles des distances entre les points
du systéme complet.

2° Les dénominateurs des ¢, par exemple de ¢,, sont des longueurs
des segments renfermant le segment-diametre de la respective différence
[as, @, B, b1, ba, ¥, €1, €3, €3], c’est-a-dire renfermant le segment [a;, ¢;].

3° Les numérateurs sont les distances des points introduits ou complémen-
taires «, 3, Y aux points restants.

Les dénominateurs et numérateurs sont donc positifs (sont des distances) et
bornés inférieurement : les premiers du fait que dans le second membre les diffé-
rences contiennent des points du premier systéme et du systéme complémentaire
et par suite leur diametre reste borné inférieurement; les seconds parce que les
points complémentaires restent a distance bornée inférieurement de tous les
autres points.

En résumé, les nombres ¢ sont des fonctions rationnelles des distances,
distances qui sont bornées inférieurement et par suite sont des fonctions continues
par rapport aux variables @1, @,, as, bi, ba, ¢4, ca et ¢, c’est-a-dire des fonctions
positives et bornées dans les deux sens.

Ainsi les limites d’indétermination dont il a été question sont de vraies limites
et par surcroit non nulles.

Ainsi la formule (13) se laisse étendre au cas ou E a des points confondus et
ou A s’obtient en complétant E comme précédemment, c’est-a-dire, avec des
points intérieurs a d(E), distincts des points de E et distincts entre eux.

Cela étant, soit A=EUB, ou B est un ensemble de » 41 points distincts
deux 4 deux appartenant 4 3(E), et ou 3(B) ne contient aucun des points de E,
c’est-a-dire que les points de B sont consécutifs dans A. Ainsi B est intérieur
2 0(E) et B est un des éléments de C(A).
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I1 peut arriver alors que
A"[B; f(2)] = A"[E; f(=)),
auquel cas B réalise les circonstances de G, ou
A"[B; f(2)] = A*[E; f(z)].
Soit, par exemple, dans ce cas
A*[B; f1> A"[E; f],

inégalité qui montre que la moyenne arithmétique A\"[E; f(x)] des nombres
AMX; f(z)] [od X & C(A)] est plus grande qu'un de ces nombres et par suite il
existe De C(A), tel que

Ar[D; f1< A"[E; f].

D’aprés ce que nous venons de dire, D peut avoir des points confondus, tandis
que B ne contient que des points-distincts.

La fonction de 2, .
Ar[d) + bi(1—1); f(2)]

(ou les points dy < . .. < dp_4 et les points by <C. .. b,y sont les groupes D et B)
est une fonétion continue aux points 4, tels que o <2 <1, du fait que pour ces
valeurs, b;54b; entraine did + b;(1—A)£djA+ b;(1—1). Par contre, au
point A =1, les points &+ bi(1—1)=d; ne sont pas forcément distincts,
néanmoins, la fonction est encore continue. En effet, les rapports entre les
distances mutuelles des points de d:A 4 b;(1—1}), qui convergent vers un méme
point avec A —> 1, sont des rapports constants et par suite

lim An[dih + bi(1—1); f] = An[di; f(2).
De la continuité de ladite fonction il s’ensuit I'existence d’un nombre A, positif
et plus petit que I'unité, tel que
AP diky+ bi(1—X1); f1= A[E; f(2)],

puisque A"[E; f(z)] reste compris entre les valeurs de la fonction aux
points A=o et 2 =1.

Nous venons de voir que les points diks + b;(1—12;) sont distincts deux a deux
€t appartiennent a d(d;, b;) et par suite 4 §(E). D’ou d’apres le théoréme II1
existe c € 8(didy+ bi(1—Xy)) cO(E),

AR [dh+bi(1— )i f1= = fa(e),
d’otr 'égalité
‘ AM[E; f(2)] = 3y fale)  [c€B(E)]

qui démontre finalement le théoréme.

13. Turorkme VIII. — f(z) et g(x) étant continues et différentiables
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d’ordre n sur 3(E) et fn(z) et gn(x) ne sannulant pas en un méme point
intérieur a 3(E), il existe au moins un point ¢ intérieur a 3(E), tel que

AME; f(@)] _ fale),
ArE; g(x)]  gale)

st Uon suppose, bien entendu, que N"[E; g]# o.

(Les points de E peuvent étre confondus partiellement. )
Posons
. AY[ELS]
%) "= AT sl
qui peut s’écrire sous la forme
AME; fl—rA"[E; g]=0

ou encore sous la forme
A"[E; f(z)—rg(z)]=o,

laquelle d’apres le théoréme VII entraine
(26) S fale) =75 gu(e)=0, o ceb(E),

ou 'on voit que g,(c) # o, sinon on aurait f,(¢c) = ga(c) = o, d’'ou contradiction.
Enfin rapprochant (25) et (26), il vient

A[E; f] _ Jule).
A”[E; g] - gn(c) C. Q. F. D.

Si nous faisons n =r nous retombons sur un théoréme de Cauchy qui sert a
établir la reégle dite de I’'Hopital.

La méme démonstration est applicable a f,(z) et & g.(x) au lieu de f(z) et
g(z), si f(z) et g(x) sont supposés admettre des quotients différentiels d’ordre
m ~+n ne s’annulant pas simultanément et si au lieu du théoréme VII nous
appliquons le théoréme VI.

Tutorene IX. — f(z) et g(z) étant différentiables d’ordre m + n sur 3(E)
et fmin(x) et gmin(x) ne sannulant pas simultanément ¢ 'intérieur de d(E),
il existe au moins un point intérieur, c tel que

Am[E; f"(x)] — fln+n(0),
Am[E; ga(2)] &m+n(cC)

ou A™[E; gn(x)] £ 0, les points de E étant distincts.

14. Turorkme X. -— f() et g(x) étant continues et différentiables d’ordre n
sur [ab], les n-1 premdiers quotients différentiels de f et g étant nuls au pointa
et fo(zx) et gn(x) ne sannulant pas simultanément a 'intérieur de [a, b],
sous ces conditions on peut donner un point ¢ intérieur a [a, b] tel que
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Démonstration. — Posons
r= L8 =S(a)
&(b)—g(a)
k(z)=f(z)—f(a)—r(g(z)— g(a)),
d’ou
k(a)=k(b)=k(a)=...=kpy(a)=o0.
Or, d’apres la formule d’interpolation de Newton :
k(b) = k(a) + (z — a)[a, a] +...+ (& — a)"! A" a, ..., a]+ (x—a)* A*[a, a,..., a,b],
ou
kB)=k(a)=0, [a,a]l=K(a)=o0, ..., A" [a,...,a]= n—_ITk,,_l(a) =0
sont nuls. En remplacant les valeurs, il vient
Arla, ..., a, b; k(z)]=o0
et par suite il existe ¢ intérieur a [a, ] tel que (th. VII)
kn(c)=o, c’est-a-dire Sn(e)—rgn(c)=o0 ou gn(c)= o,
sinon on aurait f,(c)=gn(c) =0, d’ou contradiction. Ainsi cette derni¢re

¢égalité entraine

f(B)—S(a) _ fale).

g(B)=g(a@) ~ gaie) e
En particulier si g(2) = (z— a)", on a le théoréme :
Tukorene XI. — 87 f(x) est différentiable d’ordre n sur |a, b] et

f,(a) =...=faa(a)=o, il existe c intérieur a [a, I)], tel que
J(B)—f(a)=(b—ay L2,

Ce théoréme est évidemment la généralisation du théoréme généralisé de
Vaccroissement fini de Lagrange.

Tutoreme XII. — Si f(x) et g(x) sont continues et admettent des (n + m)iemes
quotients différentiels ne s'annulant pas simultanément sur [a, b] et si
Srr1(a) = gnr1(@)=...= farm—1(a) = gn+m—1(a)=o,

il existe un point intérieur c, tel que

fn(b) —fn(a) - ,/.II+III(0),
&n(b) —gn(a)  gn+m(c)

st toutefors g, (b) # gn(a).

En effet, d’apres le théoréme IX pour m =1, on a successivement

fn(b)—fn(a) _ fn+l(01) _ . fll—&—m(c"l)

= =...= \ m<ees b
&n(b)—gn(a) &n+1(C1) gn+m(cm), o a<em<...La<g
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et par suite pour ¢ =cm €[a, b], ona

Jn(8) — fa(a) fn+m(°)
8n(b)—gn(a) — é’n+m(c)

C. Q. F. D.

En particulier si I'on fait g (2) = (z — a)"*", on obtient le théoréme :

Tutorkme XIII. — 8¢ f(x) continue, admet un quotient différentiel d’ordre
n~+m sur le segment [a, b] et si U'on a fin1(@)= frmra(@)=...= frsn_s(a)=o
alors il existe au moins un point intérieur ¢ & [a, b}, tel que

In(®) = fm@)=E= 2 1 o).

Si nous appliquons maintenant le théoréme de I'accroissement fini généralisé

au résidu
(.’L‘ —_ a)n—i

T(2) = (=) — f(a) — & — e fe(@),

on obtient
z—a)t z—a)r
! n!

T(x)=( T,,(a+8(..1:—a))=(

fn(c))

d’ou
(x—a )"—1

= —22 fa(o).

fn—-t(a)+

f(z)=f(a)+...+

C’est-a-dire, la formule de Taylor avec le résidu de Lagrange s'étend auzx
cas des quotients différentiels.

Cette méme formule est valable si au lieu de /() et de ses premiers quotients
différentiels il s’agit de frn (z) et des quotients différentiels Jma (), oo o fmen(2).

En effet, posons
(x — a)m+n—
(m~+n—r)!

T(z)=f(2)—f(a)—(z—a)fi(a)—...— Frtn—i(a)y

d’ou il s’ensuit que

T(a)=T(a)=...=Tmyna(a)=o0
et
Tmn(Z) = frnrn(2)
et :
T (@) = (@) = (@) = . — E=LL (@),
Or, d’apres le théoréme XIII, on a
Tm(z)= (z—ay Sman(e),

d’ou il vient

a)

Smra(a@)+.. .+ (:zrt—at);l’fn+m—i(a)+ L

flu(x)—‘fM(a)"‘ _'a)" f"H-"(c)‘

Cette formule ne prouve en aucun cas que fini1(@), ..., farm_1(@), soient
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les n—1 premiers quotients différentiels de f, () au point a. Cela serait exact,
par exemple, si fin,n(2) vérifiait au voisinage de a la relation

fm+n(~”)=°<$ia)

et & plus forte raison si fi.n(#) était bornée au voisinage de a. Nous reviendrons
sur ces questions lorsque nous démontrerons que, dans ce dernier cas, fm.n est
une dérivée ordinaire d’ordre m + n de f(z) au point a.

14 bis. L’emploi des opérateurs nous permettra de donner, dans un cas parti-
culier, une forme explicite 4 I'identité (13).

Le cas particulier envisagé est celui ou les différences divisées sont a points
équidistants et ou les n intervalles du premier systéme viennent subdivisés en le
méme nombre de points intermédiaires. Ainsi les points de E sont les points
ei—=e 1+ (i—1)h (i=1,...,n+41) et les points de A sont les points
aj=a1+ (J—1)k(j=1,...,nr+1)ou h=rketa,=e,.

Rappelons que la différence A f(z) se définit au moyen de I'égalité

Af(z) =f(z+1)—f(2),
d’ou
Arf(z)=Af(x+1)—Af(z),
AV f(z) = At f(z +1)— Arf(=),

On peut restreindre ses définitions aux points équidistants z =1, 2, 3, ..., ou
a un systtme quelconque de points équidistants. Nous nous bornerons aux deux
systtmes E et A et nous distinguerons les opérateurs définis par rapport au
premier au moyen d’un accent.
Ainsi )
A'f(er) = f(ew1) —f(er),
Af(aj) = f(aj1)—f(a))
On voit aisément que

(27) AL — pn[E; (),

Arf(a))

(28) nlkr

—_ A"[a,', ooy a/'+n;f(‘t)J’

Il suffit en effet pour s’en rendre compte de comparer les définitions respectives
des différences et des différences divisées.

Un autre opérateur trés utile du Calcul des différences finies est 'opérateur HE,
c’est-a-dire I'opérateur tel que B f(2) = f(z + 1). Ainsi

Ef(e))=f(e11), Ef(aj)=f(aj),
on peut donc écrire

Af(en)=Ef(e))—f(e) =(E—1)f(e),
Af(a;)=Ef(a;)—f(aj)=(E—1)f(aj)
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et sous forme symbolique
(29) AN=E—1,
(30) A=E 1.
D’aprés la définition des systémes de points E et A, on a

Qi1 = €y, QAi—1)r+1= €;;
d’ou il vient
Slew)=E[(e),  [flew)=E"f(e:)
et par suite on peut écrire symboliquement
(31) E=E"
Les identités (29), (30) et (31) nous permettent d’écrire
Ar=(E—1)=(E—1)'=E—1y(1 +E~+...+ E—t)i=An(1 ...+ E—t),

c’est-a-dire
A"=A"1+E+E+...+E—ty,

d’ot, en explicitant, il vient
(32) A'n= A"+ 7-_1C§‘ AE ...+ ',_‘C;l" ArEm . AnErr—1 Y

ou ,_,C}, désigne le nombre de combinaisons qu’on peut former avec » élément
pris de m e¢n m sans qu'un méme élément puisse étre répété plus de r—1 fois.
En effet, si I'on fait le produit des 7 expressions

1+ Ey ...+ Ej-1,
1+ Ey+...+ E5?,

on obtient une addition de produits de la forme Et, E:, ..., E}», c’est-a-dire de

combinaisons de n objets Ey, . . ., E,, sans qu'un méme objet puisse apparaitre plus
de r —1 fois. Sil'on fait E; = E; —=. . .= E, = E on peut rassembler les termes E™
fournis par I'expression E%, ..., E3, o0 a;+...+ap,=m. Leur nombre est le

nombre de combinaisons qu’on peut former avec n éléments pris de m en m
sans qu’'un méme élément puisse étre répété plus de r —1 fois.
D’apres ce que nous venons de démontrer, on a
nir—1)
(1+E+...+E—ty= 2 s G Em,
m=o

d’ou si l'on fait E =1, il vient

n(r—1)
(33) 2 r—1Cly= 1.
m=0

Multiplions (32) par f(e1) = f(a,) :
A f(er) = A" f(a1) + r1CF AN £(@2) oot ey Gl A" f(@imi) oot A" f(@niraijg1),
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d’ou

Arfle) 1 [A"f(a)

AThi — | Tnlkn

———f(a’"“)q-...],

An
n
“+.o 4G AT

qui d’aprés (27), (28) et (33) peut s’écrire sous la forme

AME; f(2)] = ANy f(z)] +.. -+r—-lC,"Ly:A"[Xm+l;fJ —+.. A"[Xn(r—-n-n;f]’
1 + oot =G “+.. o+ 1
Xo=(am, @1, -y Anisn), qui montre bien que le premier membre est une

moyenne arithmétique pondérée des différences A" [Xpnia; f] avec les
poids ._,CJ,.

Ainsi dans ce cas particulier, les coefficients p (X,.4) de la formule (13)
s’expriment explicitement au moyen de 1’égalité

r—i C;llx r—i Cﬁz

PRmu)= sy — =~

rn

On peut faire a I'aide de procédés similaires une étude des nombres combi-
natoires avec répétition limitée. Mais cela nous menerait loin de notre sujet.

Application des théorémes de la valeur moyenne.

15. Voici un théoréme sur I'antérieur genre des questions :

Tueorime XIV. — Le miéme quotient différentiel d’un ni¢me quotient diffé-
rentiel d'une fonction continue est le (m + n)®™e quotient différentiel de cette
méme fonction.

Posons
T(2) = f(o)—f(a)— T2 fi(a) ...~ L=V 1, (q)
(.Z‘ — a)n-H (x o a)n+1n
- m!—[fn]n(a)—-u— CET oI [fn]lm(a),
d'ou
T (a)=Ti(a)=...=T,—y(a)=o,
Ta(2) = fo(2) — fu(@) = EZ D ol (@) —...— E= 2 1), (a),
Tr(a)=[Tr]i(a)=...=[Tr]n(a)=o.
Donc d’apres le théoréme de I'accroissement fini
T(z)= (":-—,“)" T.(c).
Or, T.(z)=o[(x—a)"] du fait que [Tr]s (@) ... [Ta]n (@) sont nuls.

Ainsi en remplagant, il vient

T(z)= (x—:;lofsm(x— ayn] = o[(z — a)r+m],
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d’ou
o= e ety e EE o S o
+ (':—T__-;—,);:;—!m[fn]m(a) + o[z — a)y+m)],

égalité qui prouve bien que fy(a), ..., fa(a), [fr]i(a), ---, [fa]n(a) sont
les n + m premiers quotients différentiels de f () au point a.

La réciproque n’est pas exacte (*) et le théorgme lui-méme non plus si au lieu
du continu il s’agit d’un ensemble parfait P et des quotients différentiels définis
spécialement a P (4).

16. Une application importante des théorémes de la valeur moyenne est celle
qui permet de démontrer qu'une fonction continue dont le n'*™® quotient diffé-
rentiel’ est identiquement nul sur un segment [a, b] est un polynome
de (n—1)'*me degré.

Ce qui est équivalent & démontrer que deux fonctions continues ayant les mémes
n'*mes quotients différentiels finis difféerent en un polynome de (n—1)*"° degré.

M. A. Denjoy a non seulement résolu ce probléme, mais aussi le probleme plus
général, de calculer effectivement toute fonction continue douée en tout point
d’un segment d’un n"*™° quotient différentiel, quand on suppose celui-ci connu.
Nous renvoyons au Mémoire d¢ja cité de Fundamenta Mathematice ou le
lecteur trouvera une description compléte de cette totalisation.

Voici la généralisation du raisonnement classique.

Soit

h(z)=f(z)—&(2),
Ja(z)=gn(x) pour z€[a,d]
d’ou
hp(z)=0 pour z€[a, b].
D’apres la formule de Newton :

h(z)= h(@y) + (& — 21) [21, T2} h] et (£ — 21 ) (& — Znm)) A [ T4, ..y T} h]
(2 — 1) ...(Z—Zp) A", [Z4y oovy Zny 23R (2)],
Olt Ty, Ta, ..., Tn, TE[a, b].
Or, d’apres le théoreme VII,

A"[z,,z;, ...,a:,,,x;h]:%h,,(c):o pour z€[a, b],
d’ou
h(z)=h(z1)+ (x — ) [24, Z2; R] +ooc- (& — &y ) oo (& — Zpey) A 21y wony T3 h]

qui est bien un polynome de (n— 1)"*™* degré. c. Q. F. D.

17. Tueorkme XV. — Un ni¢me quotient différentiel borné est une ni¢"¢ dérivée
ordinarire.

(*) Voir A. Densoy, Fund. Math., t. 25, p. 277.
(*) Loc. cit., p. 291.
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Autrement dit :
Dans le cas ot une fonction continue f(x) admet un ni¢me quotient diffé-
rentiel borné sur [a, b], f(x) est dérivable n fois sur [a, b] et f*)(x) = fr(x).
Démonstration. — Soit o un point de [@, b] et A un voisinage de z, apparte-
nant a [a, b]. Par hypothese il existe un nombre K, tel que

ifa(2)— fa(®0)| <K  pour ze[a,b].

Posons
T(h) = (2o h) —f(@0) = R [i(@0) —...— 2 fu(z)
et par suite
(34) T(h) = o(h"r),

(z) admettant un n'*™° quotient différentiel au point z,; el
( q P H

T (0)=Ty(0)=...=Tp—1(0)=0o0,
Tn(h) =fn(x0+ h)'—fn(zo)~

Donc le théoréme XIII est applicable. Ainsi si nous y prenons 2 et n — 2 au licu
respectivement de m et n, il vient

hn—2 hn—2
To(h) = g1 Ta(8h) = gy n(@oct 8h) — fu(a0)
et par hypothese
(35) ‘;Tg(h)i<l—n—_—i(o—),]h"~2|, ot z+ heA.

Nous allons maintenant démontrer que

Ti(h) = o( hn—1), avec h—>o,

c’est-a-dire qu’il n’existe pas un nombre a > o et une suite k; - o, avec {— o,
tels que I'on ait
136) I Tv(hy)| > a| hy|n, ou zo+ h;€A.

Soit d’abort A un nombre positif et suffisament proche de 'unité pour que I'on
ait
_ 1— k| (1+ kK

(37) « (=21 =a> 0.

Le théoréme IlI et VI nous permettent ensuite d’écrire

T(h;)— T(kh;)

(38) fi—kh, = T(k}),
Ty (k) )—T,(h )
139) Lh;)—__—h:—(—l) = Ta(4}),

ou l'on a, soit k<< hj << hi<< khy, soit h;> k> h;>> kh; et par suite
(40) hi—h [ <jr—kilhel, R <Q+Kk)| R
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En rapprochant (34) et (38), il vient

(41) Ty(hi) = o(h1),
tandis que de (39) découle

[ Ta(hi) | 2| Ti(ha) | — [ hi— Rl | Ta(AD)
d’ou d’apres (36), (40), (33), (40) et (37), il vient
[Ty(h) | >a|A771,
inégalité qui est visiblement contradictoire avec (41). Il faut donc conclure que

Ti(h) = o(hr—1),
c’est-a-dire

Fil@amt B = i(20) + b fal@0) ot o (o) + 0 (A=),

(n—n!

égalité qui exprime que f»(zo) est le premier quotient différentiel ou dérivée
de fi(z) au point z, et que f,.1(z,) est le p*™° quotient différentiel de f) (z) au
point zo(p=2, ..., n—1).

On peut refaire la méme démonstration avec la fonction f; (x) dont le (n — )¢
quotient différentiel est borné au voisinage de z,. On en conclut successivement
que fi(z,), ... et fr(z,) sont respectivement la dérivée, ... et le (n—2)eme
quotient différentiel de f;(z) au point z,.

Somme toute, fn(z,) est la n'*™ dérivée ordinaire de f(z) au point xz,.

Lc théoréme est donc démontré, z, étant un point quelconque de [«, b].

18 .1l est intéressant de souligner I'analogie du théoreme précédent avec un
théoréme duo a M. Hardy. Ce qui est d’autant plus remarquable que lesdits théo-
rémes et les théories auxquelles ils appartiennent n’ont aucun rapport en appa-
rence.

Le théoréme en question s’énonce ainsi

Une série sommable d’ordre n —1 au sens de Cesaro dont le terme général

est du type O G) ) est convergente au sens ordinaire.

C’est un théoréme du genre de ceux qu’on appelle taubériens ou inverses.
L’analogie entre les deux théorémes établit un parallélisme qui fait corres-
pondre les notions suivantes :

Sommabilité¢ Cesaro d’ordre n —1 et Différentiabilité d’ordre n;
Convergence ordinaire et Différentiabilité ordinaire;

ui=0<;) avec 7 —~ et fo(z) = 0(1) avec (z — xy).

Nous nous bornerons au cas plus simple possible, n’ayant d’autre but que
d’attirer I'attention sur cette question. Ce qui a I'avantage de réduire la démons-
tration et par la méme de faire ressortir les ressemblances.

Le cas plus simple est celui ou n =2, puisque dans le cas ou n=1 les
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deux notions de différentiabilité se confondent ainsi que la sommabilité Cesaro
d’ordre n — 1= o et la convergence ordinaire.
Nous prendrons encore
S=o0 et f(xo) =f1(.2'0) .—:fz(xo):o,
e L, Ql N . .
ou S est la somme au sens de Cesaro de la série Zu,- et ou g = 0. Ce qui ne nuit
i=1

nullement a la généralité, puisque on peut retrancher une série convergeant a une
série ou une fonction dérivable deux fois 4 une fonction sans que la sommabilité
Cesaro ou la différentiabilité d’ordre supérieur en soient affectées.

. Wl . .
Rappelons que la somme Cesaro d’une série Zu. est la limite
=1

lim s;~+ so4. ..+ s; .
S=1;,°-—-,.————y ou s,»:.-zu,'.
i=1
Ainsi Pégalité
S=o0

est équivalente a I'égalité

l
Si=o(i), o S,~=2s,.
j=1

Les deux théorémes peuvent alors s’énoncer en disant que les deux relations

(Hy) Si=¥sj=o0(i) fla)= /'Afi(x)dz=n(z'z)
j=1 “o

(He) w < § f(2)| <K

entrainent ‘

‘T) s;=2u,-= o(1) Si(z) =f So(x')dz' = o(x)
j=1 0

oui— oo etx—o.

Démonstration. — Supposons provisoirement que la relation
s1=0(1) | Si(z)=o(=)

ne soit pas satisfaite, c’est-a-dire qu'il soit possible de donner un nombre @ > o
et une suite de 7y, #a, ..., lpy oo (%1, Z2y «ooy 2. ... ) divergente (convergeant
vers o¥), tels que I'on ait,

(42) s> a | Su(zr) > az,
ou bien
(43) s, <—a | Si(zr)<—azr.

Supposons par exemple que celle des deux qui a lieu, soit la premiére
inégalité.



— 290 —
Les pentes de s;(f1(z)), c’est-a-dire les nombres

Siv1— St __

u
1 {3

z—z

| L@ =) _ o

sont en valeur absolue, plus petites [d’aprés (H,)] que Ki=*(K), ce qui entraine
avec (42) (fig. 6et7y):
51> a—Kig' (i —ir) | Sfi(z)> azr— K(zr—x)

et par suite

il

&
(44) sl;—si,_,=2s,> .; K—ta2i,

=i,

fan—fa)= [ fi(a)de> arK-iat,

Y
L.,
‘/" K y:s
T y-a
3 =
a 1l *Q‘*(";‘
H Ly 3¢
0 N X
[ .K"a‘i'_
‘.
Fig. 6. Fig. 7.
ou
i.—ir= E(K-1ai,) zp— zr= K—-laz,,

ou E(0) représente la partie entiére de (0).

D’autre part

(45) Sy —Si—1=0(i;)— 0(r) | f(@n) = f(z7) = o(a?) —o(z)*)
= o(ir) — o(iy) = o(ir) | =o(x?) —o(z}) = o(z}).

Or, (44) et (45) sont contradictoires. D'une fagon tout a fait analogue
on démontre l'absurdité de linégalité (43). Il faut donc conclure que

S;=o(1) | Si(z)=o(z)

C. Q. ¥. D.

L’analogie est donc compléte et jusqu’au point que les deux démonstrations
ont pu étre développées de pair.

En fait ce sont les démonstrations des deux théorémes qui nous ont mis sur
la voie de ce rapprochement et non, comme on serait tenté de le croire, I'idée
précongue de Pexistence d’une analogie qui nous aurait conduit premiérement
a découvrir le théoréme et ensuite & le démontrer.
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Par contre, sa généralisation a été oblenue en suivant la généralisation
correspondante de M. E. Landau.

On peut remarquer que la précédente démonstration (démonstration du
cas ou n=12) est basée sur les propriétés des sommes el des intégrales et que
par conséquent elle n’est plus applicable quand on veut se servir seulement
des moyens propres au Calcul différentiel.

La démonstration du paragraphe 17, par contre, ne fait appel qu’a ces derniers.

19. Le théoréme de M. Hardy a été généralisé par M. E. Landau en remplacant
I'hypothese u;:O(%) par l'hypothése plus restreinte u;>0(§) ou par
Phypothese symétrique u;<0(%)~

Il vient donc a l'esprit la possibilité de généraliser le théoreme XV de

la méme maniére que M. E. Landau a généralis¢ le théoréme de M. Hardy.
Le théoréme XV prend alors la forme :

Un nitme quotient différentiel borné supérieurement ou inférieurement est
une nitme dérivée ordinaire.

Autrement dit :

Dans le cas ou une fonction continue f(x) admet un ni¢"¢ quotient
différentiel borné supérieurement ou inférieurement sur un segment (a,b),
f(z) est dérivable n fois et f17) () = fu(x) sur le méme segment.

Démonstration. — Nous suivrons de point en point la démonstration du
paragraphe 17.
Soit par hypothese
Sn(®)— fa(ze) (z€d)

et supposons que

(36 bis) Ty(he) > ahp, avec a>o et hi>o.

Nous aurons de méme les inégalités (34) ,(38), (39) et (41).
D’une fagon analogue, on a

L. T K n—2
(35 bis) l’(h)<(_n_-—_2-ﬂh .

Soit k& un nombre positif plus petit que l'unité et suffisamment proche d’elle
pour que l'on ait :

(37 bis) a—{lT_:k—g)—K!>a>o.

Les nombres kh;, k;, h; et h;, ordonnés suivant leur grandeur croissante
vérifient

(40 bis) o< hy— h< (1—k)hy et o hi< hy.



On obtient encore d’apres (39), (36 bis), (4o bis), (35 bis), (40 bis) et (37 bis)
T\(hi) > ahp? !

qui est absurde d’apres (41).

Si I'on suppose encore
(36 ter) Ty(hi) <—ah} !, avec a>o et hi>o,
les mémes calculs nous donnent

Ti(hi) <—ah}™?,

ou
(k—1) (14 k)»—2K

(n—2)! >0

(37 ter) o=« —

et ol A > 1 a été choisi suffisamment proche de 1 pour que z soit positif.
On peut donc conclure que

Ti(h) =o(hn1), avec h>o0 et h—>o.
Pour les valeurs de k& <Co, il suffit d’appliquer a T(—#%) les mémes raison-
nements pour en arriver  la méme égalité. En somme pour 4 — o, on a

Ty(k) = o (hn—1).
Enfin si par hypothese, on a
Sn(x) — fa(xo) <—K,

nous n'avons qu’a reprendre la méme démonstration appliquée & — T (%) pour
en arriver a la méme conclusion.
Ensuite la démonstration s’achéve sans variation (1). c. Q. F. D.

(Manuscrit regu le 16 juin 1952.)

(1) Le présent Mémoire de M. Corominas est la premiére partie d’un travail de l'auteur qui
comprendra deux autres parties A paraitre dans des périodiques différents.



