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RESOLUTION DU PROBLEME
DE CAUCHY POUR DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES
DU SECOND ORDRE NON LINEAIRES;

Pir M™® Yvonne Fouris-BrunaT.

INTRODUCTION.

Le but de ce Mémoire est la résolution du probléme de Cauchy pour les
équations hyperboliques du second ordre & un nombre quelconque de variables,
non linéaires, du type suivant (1) :

itu
A)‘l‘-m +f=o0 (Mu=1,2,...,.0).

Les coefficients AM et f sont des fonctions des inconnues u, de leurs dérivées
partielles premieres et des variables 2.

Les résultats s’appliquent aux systémes d’équations de la forme

A us

E il Ys
(E) Sl ey

+fs=o0 (s=12, .., N)

o les coefficients A et f; sont les fonctions des N inconnues u., de leurs dérivées
partielles premiéres et des variables 2*, les coefficients A*¢ étant les mémes pour
les N équations (?).

Sous I'hypothése que les coefficients AM et f; possédent un certain nombre
(fini) de dérivées continues par rapport a tous leurs arguments et que la forme
quadratique A X, X, est de type hyperbolique normal (A** > o, A%/ X;X; définie
<o, z" désignant ainsi la variable « temporelle » et z* les n—1 variables
« spatiales »), je montre que la solution d’un probléme de Cauchy donné relati-

() Yutiliserai dans tout ce Mémoire la convention de sommation d’Einstein (suppression du
signe de sommation dans les termes ol un indice figure deux fois) Les indices grecs varieront de
1 & n, les indices latins de 1 A n —1.

() Les équations de la Relativité.générale sont de cette forme en coordonnées isothermes
(¢f. Darmois [3], Lichnerowicz [8]).
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du
dx
{un nombre fini de fois) est solution d’un systdme d’équations intégrales J. Ces
équations sont résolubles par la méthode ordinaire des approximations successives
dans le cas ou les coefficients AM (mais pas nécessairement f;) sont des fonctions
données des variables; je montre que cette solution est effectivement solution du
probléme de Cauchy donné (approximation par des fonctions analytiques).
Pour résoudre le probléme de Cauchy pour des équations non linéaires, je les
approche par les équations du type précédent obtenues en remplacant dans les
A} les inconnues par des fonctions données. Une nouvelle série d’approximations
successives permet alors de construire la solution du probléme de Cauchy pour
les équations données. Celte solution posséde des dérivées jusqu'a un certain
ordre, inférieur & I'ordre de dérivabilité des données de Cauchy. La résolution est
faite localement : & des données initiales portées par un domaine d compact
d’une variété initiale 2" = o correspond une solution dans un tronc de cone de
Lase d.

Le systéme d’équations intégrales J est obtenu pour des équations 4 un nombre
pair de variables par une extension de la méthode donnée pour les équations a
uatre variables (3) : j’integre sur le conoide caractéristique des combinaisons
linéaires des équations (E) et des équations dérivées par rapport & z" jusqu’a

vement & (E) par des fonctions u(zi, o), (2%, o) suffisamment dérivables

n . . . . . oy
Pordre 52 Les coefficients de ces combinaisons sont des fonctions auxiliaires,

définies et continues sur le conoide caractéristique, excepté au sommet on elles
possédent une singularité (*).

L’ensemble de ces opérations (dérivations par rapport & . multiplication par
des fonctions auxiliaires et intégration sur le conoide caractéristique) se réduit
pour 'équation des ondes :

n—1
P2u g u
= e—— — — — &
Lu= 5= — & Cazry =/
=
a la composition avec la solution élémentaire o, distribution au sens de Schwartz
dont le support est le demi cone caractéristique

—1
(zn )2—Z(z1)!=o, "> o0 (n pair),
i=1
qui vérifie :
Lo =38.

Prenons pour paramétres représentatifs d’un point du cdne caractéristique ses
n—1 coordonnées d’espace z¢, et pour dérivation transversale au cone la déri-

u 4
vation m .

() Acta Math., t. 88, 1952, p. 141-224. Nous désignerons ce Mémoire par A.
(*) Une méthode analogue ezt utilisée par Sobolef [15] pour donner une solution généralisée du
probléme de Cauchy pour une équation linéaire A coefficients analytiques.
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La splution élémentaire, distribution portée par le cone () peut s’écrire

k
zli(dx")l’ &

ou les o, sont les extensions a 'espace entier de distributions définies sur le come
(c’est-a-dire dans I'espace des variables z7), et ou k est un nombre que nous

déterminerons (k = % — 2 ) .

Désignons par [%—l] la dérivation par rapport a zi d’une distribution définie

sur le cone et par [¢] la restriction au cone d’une fonction indéfiniment diffé-
rentiable ¢ des variables 2*. Posons, sur le cone, = p;z", on a

[l ter=aze] = [ 2]

D’ou 'on déduit

do | o U ogp+1
dzt ‘2. (dzny [051]°P (uu)pﬂ“"’”%’

pP=0
N .
de g 0P P P+ 9

@z ¢ ‘“Z | (Pzny [(dx‘) ] P = Gy ([@] °")1”

p:

I+ J o
W—u—)ﬁ:[dil](cmz)ﬂ;ﬂ—y,—ﬂ opp} }
On voit que dans
0?q - d*e
Lo=

(0zn) ke (9T
i=1

') +2
les termes en O disparaissent puisque, sur le cone caractéristique, Zp! =1,
et 'on trouve

k
LA d J
Lc——Z(dx" (dxn)p+'§2pt[%7]crp-o-u,,[m]l’t},

n—1
al l'on a désigné par A le laplacier 2 [,%"] .
po

Poiur que Lo soit égal & la mesure 4, il faut et il suffit donc que les équations
suivantes soient vérifiées :

(1) PDy=— Agp= 3,

/] 2}
w,.=—-Aup+2p1[ ]a,,_1+ap_l[(E]pt=0 (p=1, ..., k),
J
CD‘-_zpl[ ]ck+ [%]p,:o.

(4) Cf. Hadamard [6], M. Riesz [10], Leray [7).

(2)




Le syst®me (2) se présente comme un systéme d’équations différentielles
linéaires du premier ordre, soit :

9 9
—-A0p+ Z-d;cp_;-}- Op—1 d_a:_' Pi=o0,

ol z" est ici la variable () définie sur le cone caractéristique par (z")? =2 (z%)%
On déduit, d’autre part, de z'= p;z" :

a2 _n—2
ot | P1=

Les équations (2) s’écrivent finalement :

n—2 9
m),E—AGp-F o 0’p—1+2d7;cp_1=0 (P=l, ...,k),
@ PO IO ot S
k=2dzno‘k zn k= O.

Ces équations ont pour solutions des fonctions de z", définies et continues,
sauf pour z"= 0, que nous obtenons en résolvant les équations (2) par récurrence
a partir de la derniére dont nous prenons pour solution la fonction o suivante :

1

n—1 2T
_— —_— ak 1 N n
of=a= o -—(Z(xl)l> (z"> o),

(zu)ﬁ - =1

13

ol ay est un nombre pour l'instant arbitraire.

Nous avons alors :
(-3C-%)
I—=)(2—=
Acg=— _2—i.

1

Xk,

L
(=)

Nous déterminons la fonction ox_; = Oy, par I’équation 09, = o qui s’écrit

Nous choisissons pour yx_4 la fonction obtenue en intégrant 1'égalité précédente
entre — o et 2" :

Xk—1 =

quinous donne pour a4 la fonction suivante :

(=3)(-%)

2 z
(zn)

Ck—y =

(®) Pour les changements de variable sur les distributions, voir Leray [7].
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Nous déterminons successivement les fonctions g, &|lalde de I’équation
@p.4= o. Nous trouvons pour o,

3
sp=——=——  (a">0),
—1—p+k

(:c")2

ou les a, sont des nombres déterminés au facteur aj pres.

On a, en particulier,

%o
0p = —————— .

n
%otk
(x")! 1+
o n
D’ou, en prenant k = - — 2,
2

%o

So= (ze =’

Cette fonction vérifie, de plus, 'équation (1), & un facteur numérique prés
puisqu’elle vérifie

Aco=—ao(n—3)Q 3,
ou L, est I'aire de la sphere de rayon 1 dans I'espace des 2 (n—1 dimensioné);
Nous prendrons le nombre a, tel que I'on ait
—ay(n—3)Qe=1.
Les fonctions correspondantes,

= %p
%= (z yn—3—h ’

déterminent alors une solution élémentaire ¢ de I’équation des ondes qui donne
la formule de résolution suivante pour cette équation

u(xl)=ocxLu ._.f f [(‘Z:’:;] 1, . .dzn—1,

ou V est le demi-céne
E(zh —zl)=(2F— zn)t, z3— x> o.
C’est la méthode précédente que je généralise aux équations a coefficients

variables et qui me permet de résoudre le probléme de Cauchy pour les équations
non linéaires.

E'quations linéaires. — Considérons une équation linéaire hyperbolique du
deuxiéme ordre A un nembre pair de variables
Ju , du
Lu= At ——— AMu+ = = f(u, zA),

ou les A*+ et B* seront des fonctions données des variables, régulrres, c’est-a-dire
possédant un certain nombre, fini. de dérivées.
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Nous désignons par L* I'opérateur adjoint de L et cherchons une distribution
vérifiant I’égalité
L*c =3 (23) — £,

ou £ est une mesure portée par le conoide caractéristique de sommet z%; o est
alors une « paramétrix », approximation de la solution élémentaire relative au
point z5. Nous cherchons 2 sous la forme :

k
A4
"=Zm’m

=0

ou les o seraient des fonctions définics surle conoide caractéristique, de la forme
Y
(J'ﬁ — )n—-:!—p
Nous déterminons ces fonctions par des équations différentielles analogues aux
équations (2). La fonction oo ne vérifie plus I'égalité Ago =9, mais seulement
Acy=— £ + 93, ou £ est une fonction qui posséde la propriété suivante :

» les @), étant des fonctions continues et bornées.

lim (2§ — zn)"—1 £ =o.
rn=x)

On peut alors écrire
(eLu)=(uL*s) (produits scalaires),

”(‘”%‘)=f,‘"f{[ulf'*‘i%[%]}dzi...dzn—i,
v p=0

ol V est le demi-conoide caractéristique 23— z">> o et ou [f] désigne la valeur
sur ce conoide d’une fonction f des variables z*.

d’out

Ces équations, équations intégrales aux inconnues u, se résolvent par la
méthode ordinaire des approximations successives et permettent la résolution du
probléme de Cauchy.

Les résultats s’étendent sans difficulté aux systémes d’équations de la forme
Pu, N du,

e Bé(jx—;""fz:(’ (s=1,2,..,N)

W

ou les coefficients des dérivées secondes sont les mémes pour les N équations, et
aux équations non linéaires en appliquant les résultats précédents a des équations
mises sous la forme (3) apres les dérivations par rapport aux variables z=.

Jutilise au chapitre III le systtme d’équations intégrales J a la résolution du
probleme de Cauchy pour les équations non linéaires. Il me faut passer par
Pintermédiaire d’équations approchées, car les intégrales figurant dans J ne sont
bornées que sous des hypotheses de dérivabilité faites sur les coefficients AM qui
porteraient, dans le cas non linéaire général, sur les fonctions inconnues.

La solution des équations a un nombre /m impair (n = 2m —1) de variables
s’obtient a partir de la solution des équations a un nombre pair (n=2m) de
variables par la méthode de descente. La variable supplémentaire 2° introduite
n’est d’ailleurs autre que la distance géodésique (dont le carré cst désigné par —R
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dans le cas des coefficients constants) qui n’intervenait que par la valeur zéro
qu’elle prend sur le conoide caractéristique pour les équations a n = 2m variables
et intervient par toutes ses valeurs réelles (— R > o, intérieur du conoide carac-
téristique) dans le cas 7 = 2m 1, oi les dérivations figurant dans I'expression
de la solution élémentaire (7) (coefficients constants) sont fractionnaires.

Les formules obtenues par la méthode de descente sont en fait identiques &
celles que Pon obtiendrait par la résolution directe des équationsa 2m -+ 1 variables

CHAPITRE 1.

EQUATIONS LINEAIRES.

1. Nous considérons dans ce chapitre un systéme de N équations aux dérivées
partielles du second ordre, a N fonctions inconnues u, ct n (pair) variables =,
hyperboliques et linéaires, soit :

(E) A"#%‘%‘L+B?% +fi=o0 (M p=1,2,...,n)

Les coefficients \*+ (qui sont les mémes pour les N équalions), B2, f, sont des
fonctions données des variables x*. Les équations E, sont supposées du type
hyperbolique normal : A*»> o, A¥X;X, forme quadratique, définie << o.

Nous formerons, ¢n vue de résoudre le probleme de Cauchy relatif a (E), un
systéme d’équations intégrales vérifié par les solutions. Nous obtiendrons ce
systéme de maniére analogue a celle utilisée pour les équations a quatre variables :
nous intégrerons sur le conoide caractéristique des combinaisons linéaires des
équations E et des ¢quations dérivées par rapport & z" (les équations E inter-
venaient seules pour quatre variables). Les coefficients de ces combinaisons
linéaires seront des fonctions auxiliaires, solutions d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre, qui admettent au sommet du conoide caractéristique
une singularité.

Nous ferons dans tout ce chapitre les hypotheses suivantes sur les coefficients
des équations (E) :

2. Hypothéses sur les coefficients. — Dans le domaine D de I'espace des
variables z*, centré en un point N de coordonnées z%, o, et défini par :

ogancss, |al—zt|zd

1° Les coefficients A, B2 et f; admettent des dériyées partielles continues et
bornées jusqu’aux vrdres respectivement 2k -+ 4, 2k + 2 et k, par rapport aux
variables respectivement z* (pour A et B2) et 2 (pour f.).

2° La forme quadratique A*X; X, est de type hyperbolique normal a un carré

(") Leray donne pour cette solution une formule générale valable pour les équations & un nombre
pair et impair de variables (¢f. [7]).
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positif et »’—1 carrés négatifs. Nous supposerons : A" > o, forme quadratique
AiX;X; définie << o. ‘

3° Les dérivées d’ordres respectivement 2k + 4, 2k + 2 et k des coeffi-
cients AM, B2 et f, satisfont & des conditions de Lipschitz données.

Nous désignerons par borne B tout nombre fini déterminé par les bornes
précédentes (bornes des coefficients, de leurs dérivées partielles et bornes figurant
dans les conditions de Lipschitz).

A. — Conoide caractéristique.

3. Les surfaces caractéristiques du systtme d’équations aux dérivées
partielles (E) sont solutions du systéme différentiel :

F=Anrn42Alnp,+ Alip;pj=o,
dz"+ p;dzi=o.

Les caractéristiques de ce systéme différentiel, bicaractéristiques des équa-
tions (E), satisfont aux équations différentielles :
dx! dzn — dp;

Alip;+Am — Amng Alap, T/J0F __ OF
2\ gzt T Piggn

(3.0 =d,,

14 étant un parametre auxiliaire (®). ‘

Le conoide caractéristique 2, de sommet M, (%) est la surface caractéristique
engendrée par les bicaractéristiques issues de M,. Ces courbes sont définies par
des fonctions z*(1y, p;, %) et pi(M, p}, %), solutions des équations (3.1) et
prenant respectivement pour Ay=o (correspondant au sommet M, de Z) les
valeurs 2% et p!. Les p; ainsi introduits sont n—1 parametres qui définissent la
bicaractéristique envisagée et satisfont a 'identité :

A+ 2A% pi + AU pi p] = 0.

Nous supposerons provisoirement que les coefficients AM prennent en M, les

valeurs suivantes :
AT=1,  Ap=o, Af=—3]

et poserons, par exemple,

pl=coshs, p3= sinls cosks, cey Ph_y=sinky sini;z ... sink,—y.

4. Nous appellerons domaine A tout domaine de variation des parametres Ai
défini par des inégalités de la forme suivante :

(RN 0Lh L, 0L ML2m, cely 0L Ay ZL 2T,

ou ¢ est un nombre positif qui ne dépend que des bornes B.

(%) Ces bicaractéristiques sont les géodésiques de longueur nulle de la métrique riemanienne
A, dz> dz* (Cf. M. Riesz [10]).
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Les hypotheses faites sur les coefficients AM permettent de montrer (?) qu'il
existe un domaine A tel que les équations intégrales suivantes :

ll
:ca=f Te d)y + %,
0
(4.1) S
Pt=f R: M+ pf,
0

ou :
Ti= Alipl.+ Ain, Tn= Ann 4 Al"Pl
aient dans A une solution unique continue et bornée z*(z3, &), pi(z}, \;) satis-

faisant aux inégalités
|zt—zt|2d, |an|<e.

Ces fonctions x"(x;';, A;) et pi(z}, A;) définissent donc un domaine V du
conoide caractéristique 2, de sommet M, intérieur a D.

Remarquons que dans ce voisinage V du sommet de 2, la correspondance
entre les paramétres (2", ,) et (A1, A,) est biunivoque. En effet, nous avons :

nn

dxn = Thr= Ann_4 A"‘P1= ;A_:: —_ Aliplpi.é T >o0

o

3. Dérivées des fonctions z‘(z}, X;) et pi(x4, X;). — Les hypotheses faites sur
les coefficients AM montrent encore qu’il existe un domaine A tel que, dans A,
les fonctions z% et p; admettent des dérivées partielles par rapport aux p; [donc
par rapport aux A, (#==2,..., n—1)] jusqu'a l'ordre 2k + 3 continues et

ozt ) i i
dP,” @l;et }’/h, Zi’l’ ey

avec des notations évidentes. Nous désignerons par X une quelconque des
fonctions ¢, pi, y}, 5}, .... Ces fonctions satisfont a des équations intégrales
obtenues par dérivation sous le signe somme des équations (4.1). Ces équations
sont de Ia forme :

bornées. Nous désignons ces fonctions par yj.: ;z;:

N
X -_—f E(X)dh + X,
0

ou E est un polynéme des fonctions X ainsi que des coefficients A et de leurs
dérivées partielles jusqu’a 'ordre 2k + 4.
Ces équations peuvent se mettre sous la forme équivalente suivante :

xzf E(X)dzn + X,
ad

(?) L'existence des solutions des équatious intégrales (4.1) dans A est donnée immédiatement
par la méthode des approximations successives. L’intégrale premiére

Arny-2Ainp,+ Alip,p;= o

permet, en fait, de construire ces solutions dans tout domaine ou les coefficients A** satisfont aux
hypothéses B.
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ou E(X) désigne cette fois le quotient par T” (> o dans A) du polynéme E(X)
précédent.

Parameétres x¢, domaine A,. — Nous verrons qu’il sera souvent commode de
prendre pour paramétres représentatifs d’un point de Zy ses n—1 coordonnées
d’espace z¢. Cette représentation est en correspondance biunivoque avec la repré-
sentation au moyen des parameétres A; dans un domaine A, déduit de A par
exclusion d’un voisinage arbitrairement petit du point A, = o correspondant au

sommet de 2o (cf. A, chap. I, § 17).

6. Relations satisfaites par les fonctions inconnues sur le conolde ;. — Nous
désignons par [¢] la valeur sur 3, d’une fonction ¢ des quatre coordonnées x>,
[¢] est une fonction des »—1 paramétres représentatifs d’'un point de Z,.
Soient ¢ ces n —1 parametres, d’apres 'identité valable sur 2, :

dzn+ pydzi=o.

iqa] dp do
dxit dxl azn | Pt

Cette identité permet d’écrire les relations satisfaites par les fonctions u, sur le
conoide caractéristique sous la forme :

Nous avons :

Bom [AV) 155 (A1 pip 2 At pi Ann ) [ 2]

2 ([A01p+ (0] o [ G |+ [ G a1 2 + v [ x| + L) =

Nous posons :

C==[AV]pupj+2[At]prat [Ann]

NOUS remarquons que .
C=o.

Les équations [E;] = o ne contiennent que les dérivées secondes des fonctions u,
qui peuvent étre obtenues par dérivation sur Z,, ce qui était prévu, I, étant une
surface caractéristique.

B. — Ponctions auxiliaires.

7. Nous considérons N2 fonctions auxiliaires /. Nous formons les N combi-
naisons linéaires ¢, [E,] et nous les transformons par la formule classique

>
vLu—uL*v=divh, ou L* désigne opérateur adjoint de I'opérateur différentiel L.
Nous obtenons ainsi, en utilisant 'expression (6.2) de [E,], par des calculs
simples identiques a ceux faits dans A (chap. I, § 5), I'identité suivante :
oI Bp] = -L]*,'+[u,‘]L‘+ L] — ["“’] DI+ [i’-“_] oG =o.

oxh dxn2
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avec :
By (M) [ 927 | — L) 12 (A1 + 2551 A1+ A0 [ 2]+ B,
L= ZURTIE) 2 (isr)en),

(7.1) {

Dy=arfa ([A"]pi-'-[A“'])—[A"]dp’}

+2([At]pj+ [Aiu])‘g«: — ([BF] - [ BY) p)=t,
C= [AII]PIP]—I— Z[AM]P‘+ [Ann] = o.

Si nous voulons appliquer la méthode qui nous a permis d’obtenir la résolution
des équations A quatre variables, il nous faut choisir des fonctions o7 satisfaisant
a4 D)= 0. Mais les fonctions que nous pouvons ainsi déterminer n’ont pas en
général une singularité d’un ordre tel que 'on puisse obtenir des formules dc
Kirchoff, exprimables en termes d’intégrales bornées. Nous verrons, par contre
que si nous considérons des combinaisons linéaires des équations E,, mais aussi

des équations dérivées de E, par rapport a 2" un certain nombre de fois (g — 2) )
nous pourrons obtenir de telles formules.

8. Equations dérivées par rapport & z". — Désignons par E{’(¢) la bquantité
suivante, fonction des variables z* et de N fonctions ¢, :

HAM e, QB de, Il

Wpy= LA 970 TP
ES (o) = Jont JzAdzh Jxnt 0xr T gant

et posons :

I)f
S (o) == EW S,
B (o) = B (0) — S8

Nous avons
E®(0)=E,(v) et  E®(0)=E. o)

Avec ces notations, nous avons :

dE, Ju
8 g 4 .
dz = E{"(u)+ E <0z">

Nous poserons de fagcon générale :

JImu

dznm =Um-

Les dérivées par rapport a £ des équations E, s’écriront alors :
p pPp q

'
0 E, _ZC, B4, )+dfc.

At dxnt

p=0
Les C/, sont des nombres (coefficients du hindme).
- e . . . 0'E, .
Nous avons ainsi mis les équations Sg sous forme d’'une somme de termes
X
formellement analogues aux premiers membres des équations (E) elles-mémes.

. Jd'E I E ..
Nous désignerons par [——:] la valeur de an sur le conoide caractéristique.
«

Jxn
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ME;

gt Nous considérons kN2 fonctions auxiliaires
=

&

9. Gombmaxsonsz
=

(A est un nombre pour 'instant arbitraire) que nous désignons par o7, et nous

formons les combinaisons linéaires :

%
Z“'ﬂh ZC’:(I) 201 (B (up))+ L) ”,:l

=0

Nous avons pour chaque produit o, [ E¢ | une identité analogue a (7. 1) qui
s'éerit ¢

i(l—p) 7 (l—p) . - Nur, du, r=p)
I)[E(l P(up)] = oz E:(l) (up) +Turp]Lyy " + sk Cl—P) [ gz | F’f Ds

dl=p B Jl—p Aru d
9z’ 9zt
équations E¥, et des fonctions ¢”, comme les fonctions L], D’ et C étaient
formées & partir des coefficients A, B2 et desfonctions o7 . Pour obtenir EX7 (1),

Ly=» D-P, Ci=P) sont tormés A partir des coefficients

, ou, ou,
il faut de plus remplacer dans E{[cf. (7.1)]u, et o par usp et —F
Sommons par rapport a ! les identités précédentes muluphées par C;, et
ordonnons les identités obtenues par rapport & u,,, en remarquant que

Ju, u,p
dan T Erevh g

= Urp+2

Nous obtenons :

I E;
(9.1) Zc((,)[d nl]=—5‘+[urp]ﬁ'“”+z 2ok =0,
=0
avec
k
. r
EQ(")=ZL.\-(1)»
=0
&
. 1erid-1) 7
(¥.2) gro=V{ LG~ i),
(=0
. (- -1 - -
210 =G — O DI e oy Gt |
=0
el
1-
-3, Sorrien
l=0 p=o
10. Fonctions o;. — Nous choisirons les fonctions ¢] de maniére a ce que les
coefficients des dérivées des u de la forme u,(p=1, 2, ..., k+ 2) soient nuls.

L’équation correspondant & p = k + 2 étant une identité, car C(®) = o[cf. (7.1)],
nous obtenons les équations qui s’écrivent :

: k
(10.1) chL;;;;w— Z Co-1Dyflrp+) 4 Z CoFta Q=P+ =0 (p=T1,..., k1)

l=p l=p-—1 I=p—2



— 937 —

. Nous allons montrer que ces équations permetient de déterminer les fonctions
o5y par récurrence, les équations correspondant & p= /% -+ 1 ne contenant que
les fonctions @7z, ou I h.

11. Détermination de o ;). — Nous voyons d’abord que les équations corres-
pondant & p = k - 1 ne contiennent comme fonctions inconnues que o}, : Nous
savons, en effet, que C!®=C =o (propriété du conoide caractéristique); ces
équations s’écrivent donc

~ Dz + Clof, G = o,
c’est-a-dire

Tt {2 s ([AV s+ [AR]) —[AV S L+ 2([AY ] py+ (A0 T

—([B{"] + [BZ*] pi) oitey — ChozCi) = 0.
Ces équations sont tout a fait analogues a celles déterminant les fonctions o} pour
les équations a quatre variables (cf. A, chap. I, §5).

Nous poserons
S5k = OWik(),y

o satisfaisant a

{[A‘/JPﬂ- [Afn]} 4o {[A”]Pr-'-[A‘"]l =o.

On montre, comme dans A (chap. I, § 9), que cette équation s’écrit

ds ‘oA
(11.1) 2A57~—1 I, =9
. . D(x)
A désignant le déterminant e dont les éléments sont
dv
=[AY]p;+[Aln],
d.z" Adpf
o =i
La solution générale de (11.1) est
J(p!)
(11.5) ¢ = IAI%)

ou f est une fonction arbitraire.
Remarquons que ¢ est infinie pour A; = o, puisque y}, donc A, est alors nul.
Nous avons
X
; JT!
Yi=), opp oy

0

et nous voyons aisément que 3 —1 est une fonction continue et bornée dans A dont
la valeur pour A, = o est

Jim z =— &
=0 At
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Pour pouvoir étudier aisément la fonction ¢ et ses dérivées, nous introduirons,
comme dans [A] (chap. I, § 12), les nouvelles variables p;

wi=hp /9
et désignerons par D le déterminant fonctionnel

_D(h -
T D)’

dont les éléments continus et bornés dans A sont

(11.2)

dzl  dzt 9Ny Odz; I M

— e ——— —_— inQ ,ylk 0 .
d[-l-j d)\} dp.j + oy dl"' T + ( Pj PZ),

D est donc une fonction continue et bornée dans A dont la valeur pour 1, = o est

lim D=—1;
h=0
en effet,
hm — =3
=0 d}’v !

Nous avons, d’autre part
A= DD _ D(«!) D(pr)

D(%;) ~ D(pt) DX))

=Dd,

ou I’on a posé

@, est un polynome donné des p; (quotient par di, ... dA,_s de I'élément d’aire
de la sphere unité en coordonnées polaires).
1
Nous verrons alors qu’il sera cammode de prendre |®|* pour fonction f défi-
nissant ¢; nous aurons ainsi
I

a1.4) R
A D)

Dérivées de s. — Les dérivées ﬂ d’une fonction ¢ quelconque définie sur. 2,

do
sont données en fonction des -— par

dy _ do A}

(1.3) i =7, A

c, fonction algébrique de Ay, p;, [AM], y! possede, d’aprés les hypothases de
dérivabilité faites sur les coefficients A+ des dérivées partielles par rapport aux ;
(et par rapport aux z;) jusqu’a l'ordre 2 & + 2.

12. Détermination des w;. — o satisfaisant a 1'équation (11.1), les w] doivent
étre solutions des équations suivantes (équations différentielles)

I
— Qfw—Qu— LCmuw;=o,
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avec
Q= ;{81 [BE ] e
(2.1)
Q

Il

1 2 . /] .
- ;{Pid—xl[A"] + «)T:'[Am]}'

Les hypotheses faites sur les coefficients A* et B!* montrent I’existence, dans A,
de fonctions o] solutions des équations (12.1) et des équations intégrales
suivantes :

Ay
(12.2) m_}':f (Q{w§+Qw_'{+ ;C“)m,r)d)\|+8",'
0

qui sont des équations intégrales linéaires & noyaux bornés. Ces fonctions ] ont
dans A des dérivées partielles continues et bornées par rapport aux p; jusqu’a
dwr 0wl

E)’Tﬂ ap! dp/l') ’
satisfont aux équations intégrales (12.2); elles s’annulent pour

lordre 2k -+ 2; ces dérivées partielles .., que nous désignons

-
par gy, g,

. Lol oy .
7.=1 et les fonctions T )\—‘”, ... sont continues et bornées dans A.
1 1
Nous désignerons par & l'une quelconque des fonctions !, w’, .... Les

équations intégrales vérifiées par les fonctions Q sont de la forme suivante :
A
Q=f F(Q)dh + Qo
o

ou F est une forme linéaire des fonctions Q dont les coefficients sont des polynomes
des coefficients A™, B, de leurs dérivées partielles jusqu’aux ordres respective-
ment 2k + 4 et 2k + 3, et des fonctions X.
Ces équations peuvent se mettre sous la forme équivalente suivante :
-

o= [ F(Q)dz"+ 9,

3

ou F désigne le quotient par T# des F figurant dans P’égalité précédente.

13. Détermination de o}, (h=k—1, ..., 0). — Nous allons détruire les
fonctions o7 ;, par récurrence. Il est clair que, si I'on suppose connues les fonc-
tions o}, ({>h—+1), les équations (10.1) correspondant & p =% +1 ne con-
tiennent comme inconnues que oy, ,,. Ces équations s’écrivent, en effet :

3
d3.1) — Dip+Chot(mC(H = 2 {CADI (M — C;H'l L?‘(Z’"‘ H— C?_‘ of () Gl=h+1)},

I=h+1

Supposons données les o7, (!> h +- T) possédant des dérivées partielles jusqu’a
I'ordre 2(l—+1), les deuxiemes membres sont alors des quantités connues, les
prémiers membres contiennent comme seules inconnues les o7 ,, et sont identiques
aux premiers membres des équations (10.1), au coefficient numériqne C) =4
preés. :
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Nous résoudrons les équations (13.1) en posant

S5 (k) = O% (h)s
avec toujours

IAI’

Les nouvelles ' inconnues «, (4) satisfont a des équations différentielles
linéaires analogues aux équations (42. 1) satisfaites par les «], mais avec seconds
membres, soit

d)\ af g+ QF “:(In"'(Q + = C(‘)) ag (= I ko>
ou I'on a posé

hyr(l=h) A+ ril—h-1 h—1 —,
2 {CIDI{™™ — G+ L = — C} =t ol CU—h+1) |

1=h+1

r —
Ps (k) 20

Nous résoudrons ce systéme par la méthode classique, en posant

af = Z"”[(h)xf(h:'

t=1

Les wj,, sont les solutions des équations sans second membre correspondant
aux équations (13.1) : ce sont des fonctions continues et bornées, possédant des
dérivées partielles jusqu'a I'ordre 24 + 2 dans un domaine A. Les wj,, et leurs
dérivées partielles par rapport aux p; satisfont 2 des équations intégrales tout a
fait analogues (au facteur numérique % pres) a (12.2),

Les w],, constituent, dans un.domaine A, un syst¢me de solutions fondamen-
tales des équahons sans second membre correspondant & (13 1) : le déterminant
d’éléments ], est en effet £ o dans un domaine A, puisque c’est un polynome
des w{;, dont la valeur pour ;= o est

w=1I puisque [wj iz ]\ =0= 8.

. ~ . . - . .
Désignons par o/,,, le quotient par ® du mineur associé a w”, . Les éguations
g P tm 1€ q P th) q
satisfaites par xj ,, s’écrivent
9, '(l)
m;(ll) d)\]‘ =?:(h))
c’est-a-dire
t
" ~
(13.2) B = s
Les fonctions suivantes :

€
~
X}(m=£ Phim OF (1) B+ Xe
‘3

ol y, est une quantité donnée indépendante de A, et od ¢ désigne, la valeur de A,
correspondant i la frontiére du domaine Q sont des fonctions définies et connues
dans Q et sont solutions des équations (13. 2).

Nous choisirons y de manitre a ce que le§ intégrales que nous obtiendrons
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dans les formules de Kirchoff soient uniformément convergentes dans A. Nous

verrons qu'il en sera ainsi si nous prenons (1°) :

(13.3) xe=

Ay=0

RPN
f“' lim W —A+197,, 0L,
)Jf-h-ﬂ

En parametres z*, A, les fonctions x},, sont données par les formules suivantes :

0or O —= lim (z"— z3}—r+t wt
® (4 LHOC S
ran ._-f %An_rw_)dz,._,_f an do
N T o Tn(zn— xf )k—h+1

et sont définies dans les domaines A (2%) déterminés par I'intersection du conoide
caractéristique du sommet z} avec la surface initiale, seuls domaines ou nous
aurons a les utiliser.

Nous avons ainsi construit les fonctions

of k) = OOfa) X5 k)

connaissant les fonctxons @, (I Fk + 1) supposées dérivables jusqu’a P'ordre
a(l+1).

14. Notons que les fonctions o), définies au moyen de ces fonctions y.,,
admettent dans A des dérivées partielles par rapport aux x* jusqu'a lordre
2(h +1). Rappelons que o et w],, admettent des dérivées partielles jusqu’a
Pordre 2/ + 2 et étudions les dérivées de x; ;-

Nous avons 1’égalité

Iiem _ 2140» Az dX,s(/n P AY
(4.0 oz ™3+ o, d)\,, a

@54, est le quotient par o d’un polynome des coefficients de (E), de leurs déri-
vées partielles jusqu’a 'ordre k — h — 1, des fonctions o7, (I > & +-1) et de leurs
dérivées partielles premiéres et secondes (cf. les expressions de L{ b pro G
@} s admet donc dans A, des dérivées partielles par rapport aux z¢ (donc aussi
par rapport aux ;) continues et bornées, jusqu’al'ordre 2 (£ +- 1) siles o}, (I A 1)
possedent de telles dérivées jusqu'a 'ordre 2(I+1). On voit finalement que les
%t admettent dans A, des dérivées partielles par rapport aux z* jusqu’a I'ordre
2(h + 1), continues et bornées. Il en est de méme de %/ ,,.

" 'Nous avons donc (§ 13 et 14) construit kN2 fonctions o7 ;, possédant dans A,

(1?) Nous avons été guidés dans ce choix par les équations A coefficients constants, ou les fonctions

_ wh
Ch) = (@ —zn

sont obtenues par intégration par rapport A z” de —w 4 z* (cf. Introduction). L’introduction de yx,
revient & prolonger au deld de la surface initiale z»= o les bicaractéristiqués (qui pourraient
cesser d’exister ou se recouper) issues de M, définissant le conoide caractéristiqne. Cette introduc-
tion est indispensable pour éviter de voir apparaitre, duns les intégrales, des quantités de la

[ L. -
forme =’ Don bornées au voisinage de la surface initiale.
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des dérivées partielles continues et bornées jusqu’a l'ordre 2(% +1), satisfai-
sant aux conditions (10.1).

15. Intégration des relations fondamentales (9.1). — Prenons, pour fonctions
auxiliaires o7, les fonctions que nous venons de déterminer. Les relations (9.1)
s'écrivent alors

&
4 d’
18.1) 521 & +[un]21f 8+ otw afe =0,

oznt
I=0 =0

ko
sg:Z 2 CLEYT P (up).
(=0 p=0

Nous intégrerons les équations ainsi obtenues sur une portion V,, d’hypersurface
du conoide caractéristique Z, limitée par les hypersurfaces "= o (cette hyper-
surface portera dans la suite les données de Cauchy) et "=z}, —=. Si la coor-
donnée z} est suffisamment petite, le domaine V, ainsi défini est simplement
connexe et admet pour frontiéres les domaines & n—2 dimensions S, et S,
découpés sur 2, par les hypersurfaces 2= o et " =z, —n. Dans V,, toutes les
quantités figurant dans les équations (15. 1) sont continues et bornées. Nous pou-
vons donc intégrer les équations (15.1) dans Vy; 1 applxcahon de la formule de
Green nous donne alors le résultat suivant :

k
I
(18.2) S f Dttt + ey av
Yy =0
+f-.--f&’,cos(n,z")dS:f...j 8. s0s(n, x!)dS,
S, S

ou dV, dS et cos(n, x') désignent respectivement dans ’espace des n —1 varia-
bles zi, I’élément de volume, 1’élément d’aire d’une surface z"—= const. et les
cosinus directeurs de la normale a4 une telle surface orientée vers I'extérieur.
Nous allons maintenant chercher la limite, si elle existe, des relations inté-
grales (15.2) quand 7 tend vers zéro, c’est-a-dire quand 2, tend vers zéro (ce qui
correspond au sommet du conoide caractéristique). Il nous faut pour cela étudier

avec

le comportement au voisinage de A, = o des fonctions o7 ,,.

16. Etude du comportement au voisinage du sommet du conofde caractéristique
(Ai=0) des fonctions o7 ,, et de leurs dérivées. — Nous étudierons aussi de fagon
précise I'expression de ces quantités en fonction des quantités suivantes :

— Parametres Ay, p; ;

— Coefficients AM et B/ des équations E et leurs dérivées partielles par rapport
aux variables z*, jusqu’aux ordres respectivement 2k -+ 4 et 2k + 2. Nous dési-
gnerons ces quantités par A et B;

— Fonctions %, pi, ¥}, ..., définies aux paragraphes 3 et 5 déterminant le
conoide caractéristique : nous avons désigné 'une quelconque de ces fonctions



— %3 —
par X. Les X sont des fonctions de A4, p; continues et bornées dans A et satisfont
a des relations intégrales de la forme suivante :

x.
X=f E(X)d\+ Xo;
0

— F oncuons';/ {"’ .. ; ces fonctions, continues et bornées dans A, seront
3
désignées par X.

Nous désignerons par fraction de type R une fraction rationnelle des quantités
ci-dessus dont lé dénominateur est une puissance du déterminant D défini par
(11.2) : une telle fraction est continue-et bornée dans A.

Les égalités suivantes :

Ny _ A Dj J, D/
g o M= (o ppat)
dont la démonstration se trouve dans A (chap. I, §12) (D{ désigne le mineur
relatif a l’élément v du déterminant D) montrent que - —)'-’- et h dp % sont des frac-

tions de type R. De fagon générale, nous allons montrer que Ie produzt par hy
de la dérivée par rapport & x* d'une fraction de type R est de type R :

x,—oa(A A, PP, X, X)  est de type R.

11 suffit pour le démontrer de prouver que 1,% et h:—f, sont de type R.

1° Les dérivées partielles par rapport aux p; des fonctions X sont des fonc-
tions X (de la forme 1, X pour X =z, yj s y}", ...), et les dérivées 3—;& sont des
polynomes des A et X. On en conclut que hj—ﬁ est une fraction de type R. De

plus, est de type R pour X =2, yi, yi', ...

2° Les dérivées partielles des X sont de la forme

puisqu’on a

< X

X=)\—i,
le X considéré étant y;, hoL.

X X

1ozt = ozl X

est alors de type R.

17. Expression de o et de ses dérivées. — o, d’apres la formule (11.4) est
égal &

_nr 1
(17.1) ¢=x; *|D[ T
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n
31 . .
A} o est donc la racine carrée d’une fraction de type R, %, A numérateur

non nul.
Les dérivées partielles premiéres de o se déduisent de la formule (17.1)
do -1 —3(a\ oD
- G

On en déduit que 1 > est de la forme |D | T QR . On voit de méme, par déri-

id i
vation de (17.2) que les dérivées partielles secondes de o, m sont telles que

le produit Z‘ - est de la forme |D| i R.

18. Dérivées des w]. — Nousavons désigné par & une quelconque des fonctions
@], et de ses dénvées par rapport aux p! jusqu'a l'ordre 2k +- 2. Nous désigne-
rons encore par fraction de type R une fraction rationnelle, de dénominateur
Dmw™ (w est le déterminant d’éléments w], £ o dans A; m et m' sont des entiers

> o) des fonctions A, B, X, X SZ Une fraction R est encore continue et bornée

dans A. Les dérivées ";’i etd, 2 oat R sont de type R.9n en déduit en particulier que

322 da:l et A} 5——— d.r‘d - sont de type 0{

200
Remarquons que 5— Gethy ——— dz‘d vi

étant des fractions rationnelles des mémes quantités que R et, de plus de @ = )‘Ea
1

———— sont, de plus, des fonctions continues et bornées,

o & désigne ici une des fonctions w};; wy, - ...

19. Expression et comportement au voisinage de A, = o de . — Nous allons
montrer que les fonctions Aty _s, sont contlinues et bornées dans A. Nous procé-
derons pour cela par récurrence et montrerons que l'ordre en 4, de x5, ,_,, est
supérieur d’une unité a Tordre de x,._,- Nous verrons ainsi que les fonctions

o7, sont d’ordre & +2 5 — ! Pour un choix convenable de £, les intégrales (15.2)
seront convergentes (les limites des intégrales n-2'"*"° étant non nulles) quand
n — o et nous pourrons obtenir des formules de Kirchoff.

1° Etudions les premigres fonctions y7,, :x%s_,,, et ses dérivées.

a. Rappelons que x%_,, est donné par I'égalité suivante :

€ ~
r 13
Lsck—1) =f Fsth=1y k=) gy + 1
Ay

avec
k D'ﬂ(“"' Ly — ol G C} .

Phk—1) =

"
2k, 2|D| 2

Nous reportant aux expressions (7.1) de D} et L] et sachant que o}, = awl,,,
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les résultats des paragraphes précédents montrent que A}gl, , &%, ,, est une
fraction de type R.
Nous avons, d’autre part [cf. (13.3)],

llm A o%k-1 )a’r(k—n
e [ TREETT

Xik—1, est donc de la forme suivante :

(19.1) Kt .,—f k,am+f D

R étant continue et bornée dans A, et R, désignant la valeur pour A, = o, I'éga-
lité précédente montre que Ay ;.,, est une fonction continue et bornée dans A.

b. Dérivées de y'y_,,» — L’égalité (19.2) s’écrit aussi

(19.2) x:m—-)—j Fdx +f ’;Ti

¢
Les dérivées @%;a_) sont données par la formule (14.1). Nous savons, d’autre
i

part, que les dérivées ;)7% d’une fraction de type R sont aussi de type R, nous en
i

‘)X.f(k-n

concluons que les dérivées sont de la forme suivante :

’)X..fu—l)_ (Ro "
(19.3) k) f),a'z +f Feamn (&

9*
On trouve de maniére analogue que —% est de la forme suivante :

(19.4) _dl.t"',dkT;zo{} %{f dmn+f m“dx"}'

dx,f: k—1 3 0% Xxl: 1)
N 2ot 1 33 S

| T sont

Les formules ainsi obtenues montrent que, dans A,
des fonctions continues et bornées.

Nous pouvons maintenant étudier ’expression et le comportement au voisinage
#1=o des fonctions ¢/;_,,. Ces fonctions sont données par I’égalité suivante :

Shtk—1) = “‘”{X_i(k—n

et sont donc de la forme

1 R, ‘R R

“;(k—l) = - { 33 dhy +f —-)‘: d)\(};
L =—1 Y 1 € 1
1 D Ii ll 1

IR o122 gantd R les dérivées des fonctions o,
P et by 5= tant de type R, nous voyons que les dérivées des fonctions o7, _,, sont

de la forme suivant® :

IO k1) _ R f s 1 QR
e = —Z; ; l,dh-l-— d)q +—L 2“:

IDJF a3 D
d’aﬁ._.,_ 1 R R * Ry <1 QR
Teloel =7 F ”—{ann»/ Pt Rial Sl s

|DF AT ‘ IDTA
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2° Les expressions précédentes des fonctions o, _,, et de' leurs derivées per-
mettent de montrer que les fonctions 7, , [données par la formule générale
(13.3) sont de la forme suivante :

(R ‘R . °®
X?(k—2)=£{ﬁ _/);)‘—}d"i"“/; ﬁ ;\; d)ﬂ"‘/u

avec

11 est facile de voir que y/;._,, peut étre écrit sous la forme suivante (*!)

- R R
Xk-2) —f {M f ¥ dh+ ;'\T‘n}‘ﬂ!

Cette formule nous fait prévoir la forme générale des fonctions y;_,,. Nous
posons

Xick—h) =f; ®pdry

et nous allons construire par récurrence les fonctions ®;. Nous supposons que
®;(l < k) est construit & partir de fractions de type R par addition, multiplica-
tion, division par A7 (m entier positif) et intégration par rapport a A, (de 2,

4 —w), et que les dérivés 3—? sont de la méme forme que ®;, tandis que les

0P, R .
dérivées e sont de Ia forme —(D ((D,_—_ ¥ posséde toutes ces propnétés)-

Montrons alors que Dy posséde ces” propriétés, ce qui nous donnera en méme
temps une expression de ®;.4 en fonction des ®,(l'< 4).

Il résulte, en effet, des hypotheses faites sur ®; que les dérivées des foncuons
Xwk—s [qui sont données par 'égalité (19.3)] sont de la forme suivante :

')x_;ll‘—h) — s ‘R'f—..
9zt = 0{@[-1— ﬁ N d)l d)‘h

o x(:(‘._;,) QR R - .
——dz‘ i = )\—‘(I>1+ ﬁ./); @ld)q.
®,.4 est une forme linéaire des fonctions y}, ,(!< %) et de leurs dérivées
partielles premiéres et secondes, dont les coefficients sont donnés par la formule
(13.1). Les expressions de'o, ] et de leurs dérivées montrent alors que ®s.q est
de la forme suivante :

(19.5) <1>,,+i_.2{ ‘I”'*‘vf @10,}+

1=1

2R

() Il est entendu que quand une fraction de type. R ‘figare sous un signe d’intégration par
rapport a },, elle doit étre remplacée, en dehors de A, par sa valedr pour A, = o.
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On vérifie immédiatement que les dérivées ’)3;': ! sont de la méme forme que
J
@4 et que les dérivées d‘g;‘;‘" sont de la forme %%.H. C. Q. F. D.

La formule (19.5) permet de trouver I'expression générale de ®;.4 en termes
d’intégrations par rapport 4 1, et de fractions rationnelles R oa partir de

a
P, —=

)

A

-

20. Comportement au voisinage de ;=0 de ¥,,_;,. — Les résultats obtenus
pour A =1 et h=2 et la forme de ®; nous laissent prévoir que, pour tout 4,
M+ @, est continu et borné dans A. Supposons donc que cette propriété soit vraie
pour ! < k, montrons qu’elle est vraie pour 4 + 1. On déduit de (19.5)

hy
e .
A+ q>h+,=2{mx{+‘q>,+ axt [ e Lt
l=l )\‘ ‘
D’odi I'on conclut immédiatement que A*+2@®;,,, est continu et borné dans A.
C. Q. Ev D.

Nous obtenons alors pour les fonctions 7 ;_,, les résultats suivants :
Les fonctions

hoyr et IXSck=h) a2 9 Xick—h)
)‘1Xs(k--h)y M oz’ I3 sy el

oxlox]

sont continues et bornées dans A.

21. Comportement de 7}, . — Nous sommes maintenant en mesure de connaitre
le comportement au voisinage de ;= o des fonctions o},,. Ces fonctions sont
données par I'égalité suivante :

O3tk = 9WfR) Xiih)-
D’aprés les conclusions des paragraphes précédents, nous voyons que

no o . n_ .
k—h—1 o )‘;-M—h r)ajm), s th—h+1 Q2gl,,
S(hy 1 ozl 1 dzl du/

sont des fonctions continues et bornées dans A.

22. Limite quand 7n tend vers zéro des relations intégrales (15.2). — La
correspondance entre les parametres z' et A; étant biunivoque, nous pouvons
écrire les intégrations figurant dans (18.2) au moyen du paramétre ; si elles
sont convergentes. Calculons tout d’abord en fonction de ces paramétres les
éléments d’aire et de volume dS et dV. Nous trouvons (cf. chap. I, A, § 18) que

dV =dz'...dx" 1= Ad)\y...d)kp—y
et

- A .
ds cos (n, z!) = mdhn- «din—y.
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Les relations intégrales (15.2) s’écrivent donc en paramétres 2, :
(22.1) f f (turtngg+ [ 5L ]oia) At .acs
+ f f i Ko, e B = f f - o D Dons:
Nous noterons ces équations de la fagon suivante :

f.;n.fu dx....dz,._.+f.s.n.fldx,...dx,.-.:f-s-.-fl ...y,

v D@, est continu et

D’apres les expressions (9.2) de &

borné dans A, nous voyons que les intégrales n — 2-uples portent sur des quantités
T—k—1 . .
de la forme 2% S, ou S est une fonction continue et bornée dans A : en effet,

Rk .
tous les termes de 2>~ &' p; tendent vers zéro avec A, a exception peut-étre du

terme

Bk dol;
2 (A () B p

A&Lp, — 3 +k2
Ann AI"PI 1

Ces intégrales n— 2-uples seront donc convergentes, la limite de I'intégrale
f- . f - - étant peut étre non nulle, si

"

qui est continu et borné. est donc continu et borné dans \.

n .
Nous prendrons donc &k = 3 — 2 et nous montrerons d’une part que 'intégrale

étendue a S, tend a une constante pres, vers u(z$) quand n— o; d’autre part
que, grace au choix fait des fonctions auxiliaires, les intégrales n — 1-uples sont
absolument convergentes : tous les termes de H sont bornés a I'exception des

termes [ A/ Kl T u,], dont le produit par A, est une fonction continue et bornée
9z 0z P P

dans A. Nous montrerons que cette fonction a pour limite zéro quand A, > o et
que H est absolument intégrable dans A.

23. Avant d’étudier la limite pour n = o des relations intégrales, il nous faut
calculer les valeurs pour A\y= o des diverses fonctions que nous venons de
considérer.

Rappelons tout d’abord que

1
l 3
N3 = tim 5% = .
g,
lim —2 Plx

l
h:ndlu A‘__sl +P’PI;-
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Limites relatives & . — Nous avons posé (cf. § 11)

c’est-a-dire

Nous avons donc

2
limA* o=1.
A=o !
Les quantités que nous écrivons étant continues et bornées dans A (en parti-
culier au voisinage de A, = 0), les calculs suivants sont validés : nous avons pour
l‘ =0:

%—- da .; o n
2 m=o, MNon =1, pour Ay =o,
d’out
3 da
)"idx':'_P‘n (l———-) pour A =o
et
s+ d [ ds n n
£ (8)-26-Dn
oh, \ Ja 0
(23.1) A

n n=1

.. 241 e

Calculons la limite pour A;=o de A* Z'd?"
=1

qui interviendra dans les

¢équations déterminant oy, _,,
Nous posons

24—1"—‘010 —

fim 2 2 gm = Mo
T =1
D’ou
24 el —
. . sk
tim 5 A o

Nous déduisons des égalités (23.1)

(23.2) ﬁ,(,‘,=<1_’;f) (;-2>.

Nous voyons que Mo, est différent de zéro pour n > 4,

n
. L kb
Limites relatives ¢ o},,. — Nous savons que tous les termes de A} Priky

tendent vers zéro avec A4, a 'exception peut-étre du terme
) Y p

Skt drah .
.2 1 ha+1)
1 (AY) G gaT ?

qui est continu et borné dans A.
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Nous montrerons que la valeur de cette fonction pour A;=o est de la forme
3" Mo s+1) 00t Mo(hs4) désigne un nombre différent de zéro pour A + 1 o et égal

2o k—t41 orar,
4 zéro pour &+ 1=o0. Supposons pour cela que l’ [A#] yr d;’,

valeur pour A;= o le nombre & Mo(; pour {> /. -+ 1t et calculons la valeur pour

a poul

o
h= o de )t """ [A44] 270 Rappelons que

9:(11)“’:/(’1)
O = 0“’1(/:)/ ==—=dy,

avec
i —1
Jim 2% oufiy, = o,
4=0
~> lim Ak=+t o Of iy _ 13 Moht1)s
hy=0 20 2
d’ou
T 9l O 1 _
lim 344 e Oyh) M
=0 i s o k=A% 0(h+1)
et
"
-k =N 1) 1 -
lim A* iy = ————= M .
=0 1 = SR Ry s otk
Nous en déduisons
n
. < +k—h ol
lim 2% _L(;ﬂ_ =o,
=0 ! ap|
-+L ~h Qg n . .
lim )\ ._Lh).=__ ‘—+h—k-——l M .
=0 ! oy 2 Z(k——h_) s Voi/i+1)
Donc -
n
(23.3) lim f”""”“'“ﬂ ;+k‘h~larﬁ 0
) =0 Jdxt = 2(k—h) s Mo(h+1) Py

un calcul sans difficulté montre de méme que

"':dia" <%+k—h—l)(——%+k—h+2)
k-t sthy __
ax® 2(k—h)

lim A 5';. ﬁo(h+l)~

n

3
1

=0

i=1
Ce qui est bien un nombre de la forme 8] Mo
Nous reportant a I'expression -(23.3) de Moy, nous trouvons I expressmn

générale de MW,, sous la forme suivante :

lj( +k—z_.) (__;f+k~z+2>

Mon = = ’

zk¥h—;l_[(k— 7

t=h
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c’est-d-dire, puisque k = % —2,
&
IT1- (2- 1+k—l)l
2

(23'4) -ﬁo(h) = l=n .

k=1

2k-h—-II(k— 7)
I=h

Nous voyons que M,y est £ o pour o << h si n> 4.

24. Limites relatives & ¢/,,,. — Ces limites jouent seules un réle dans le calcul
effectif des limites des intégrales (22.1) quand n — o. Nous avons vu, en effet,
que tous les termes intervenant dans ces intégrales tendent vers zéro avec iy,

excepté des termes contenant les dérivées de o,

1° Les formules (23.2) et (23.3) montrent que

() fimar S gy T ek,
im 2
H (n—3—1)
l=0 :
On en déduit
. ~ da” . daf
(24.2) Jim M2 [AY] pylur) 50 =— pl us(af) imA1~2 5

= Ka[us],
ou K,, donné par (24.1), est un nombre non nul. Cette égalité permettra de
calculer la limite des intégrales n — 2-uples.

"2° 11 résulte de I'expression générale de Mo que Moo= o, donc

ol o
dzt dz/ :

lim M1 [AY]
=0
Tous les termes de H, a I’exception de

Fr)
=[Ay) Lo _ .
Hi=[A /) gzt aar BLwr s
sont bornés dans A (rappelons que )‘;L_, est borné dans A), A H, est borné dans A
A}
et a pour limite zéro quand ;= o. Nous montrerons que H,, donc aussi H est
absolument intégrable dans A.

25. Ktude de

Hy=[AY] Alur];

9% 650y

ozt dxi

-):,;A_—, [47] étanit continu et borné dans A, étudions H
L dakg

1o [ A ] —e3t0) yn~2
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Puisque o} ,,= owj,,x;,"; il résulte des propriétés de o, w et de leurs dérivées

(cf. §11 et 12) que A}~* d'a;“”} est une forme linéaire de

371 Xk "’X.xm it
’: az! ;zl ! )‘i ozt ’ )\: Kooy

dont les coefficients sont des fonctions continues et bornées dans A de la

forme % T
|D*
M H) est donc une fonction continue et bornée dans A dont la valeur pour

Ai=o[cf. (24. 1)] est

lim % H', = o.
g =1

Nous pouvons donc écrire

1
MHY|D[F=2H,|D]|

1
3

1
—lim)\H, [D[*
A=0

sous forme d’un polynome de fractions du type R, de

n n n
ka4 , ;\I““’Xxm )\:‘”’x.v(o)
1 gzt dz/ 1 dzt 1 T

et de quantités de la forme R — R, (ot R, est la valeur de R pour A, = o),
n n
3 dzva . X_.t 0 T
3 (o) ., 3
M Oatogi aim, l: 9zt 9z’ v

s B
Xs0)y— 7!'5’0)“ Xs(0)
=

dont les termes sont du premier degré au moins par rapport i 'ensemble de ces
dernieres quantités (formule de Taylor).

1
H, | D * est donc une forme linéaire de - (R — R.a),

n n n
1,392k 5 L8 FCm soaF !
x_‘[la dwtow T AmM e | RN ke HmAT e
dont tous les coefficients sont continus et bornés dans A. Etudions les quantités
précédemment énumérées.

° Les quantités de la forme _01__7012 sont continues et bornées dans A.
1

Il résulte, en effet, des équations vérifiées par les fonctions X et Q,
At
X=f E(X) -+ Xo,
) .
0 =f F(X, r)di+ Qo
[

X—Xo .0—0
yva W

theses de dérivabilité faites sur lés coefficients A (1?) permettent de montrer

que les fonctions ® sont continues et bornées dans A. Les hypo-

('*) Nous verrons nﬁ.chapitre III qu'il est essentiel que les résultats suivants, qui permettent de
montrer la convergence des intégrales figurant dans nos foruules de Kirchoff, ne fassent pas inter-
venir la dérivabilité des autres coefficients (BP‘ et f,) des équations (E).
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(¢f. démonstrations analogues dans chap. I, A, § 18) que les quantités A—A

Ay
X—Xo ... . ) . .
S qui interviennent dans H sont continues et bornées.

et

. -1, . - .
2° Les quantités il:{l’l Loior— %un A} 2;5(,,}, et les quantités analogues
=0

formées avec les dérivées premitres et secondes de y[,, sont absolument inté-
grables dans A : nous démontrerons cette propriété par récurrence i partir de
la propriété suivante de x7;_,,.

%‘{ A x:(,{_“—)li_lgl. x:(,_,,} est absolument intégrable dans A. En effet, nous

avons vu [cf. (19.1)] que x5;_,, est de la forme suivante :

eik—1) = f
ll

lim A x5k—1) = Ro,

Nous avons donc

d’od nous déduisons 1'¢égalité suivante :

- CR (R
(28.1) 5 )~1X_s¢k~1)— l'm 7‘1 Xrk—1) "‘f 2 .
R —Ry . .
Nous avons vu que — était continu et borné dans A.
R— R, ZM
A

et s’annulle, par définition, pour A, > ¢.

f & ; %o 4, est donc absolument intégrable dans A. Nous avons, en effet
!

— 0 €
lf ’R— ‘R"d)\, f ‘R—‘Rod)q'éaMﬂlogl,[,
\

At
Iy —
'f I (R—_ﬁd)\.\dx.lé'le)\,(l+lLogh[)|.
0 2

=

e

M

La quantité (25.1) est donc absolument intégrable dans A; nous voyons de
plus que P'intégrale considérée est aussi petite que 'on veut pour |}, | assez petit.
b. Montrons que la quantité

1 .
= { MyZa_p— lim Ny Z e _pl
xh M{ T Xstk—=h) )“":0 1T Xsck m{

est absolument intégrable dans A s'il en est ainsi des quantités analogues formées
avec x5 _, pour I < h.
Rappelons que x},_,, est donné par Iégalité suivante :

S5 k=t =f Dy dhy.
)

M
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‘Nous avons vu que Al @, — @* est une fonction contmue et bornée dans A.

En dehors de A(|A1| > ¢|), nous remplacons ®; par h L) @ désignant la valeur

de ®* pour A;=o. Il est clair que A% f (l);. d)y est une fonction continue et
4 A

bornée dans A dont la valeur pour A; = o est

— - ®© I'
hme e dx,_x,f sy A\
’ 1

Nous avons montré au paragraphe 19 que @ est de la forme suivante :

;,—Z{ D4 )\1‘/‘ @1!17\1}-{—

=1
et nous avons

1 | — g
X."'—T{A’{ @ d)y— lim Mf L dh}.
Ay M=o A

Nous voyons donc que yx peut s’écrire sous la forme suivante :

OUP
X./:=7_llt+ {:{ )‘}llf Ao — X’f ®)—y d)y >‘D‘
. N

7y

. TR, s
A fD —1 dh
)!,lmo)"./;; ( o -+ ¥ ~/A: f—1 1) dhy },

ol y, désigne une fonction continue et bornée dans A.
C’est-a-dire

— o — fe—
(25.2) m=x'n+>»’f"{ f RO — Re® g,

xh+1

@l Ro [T @4t dx
(L))
1 (oW 1

Nous supposerons que y;_1 est absolument intégrable dans A et:nous montre-

rons qu'il en est de méme de ys_;. Plus précisément, nous supposerons vérifiée
P'inégalité suivante (1) :

% | ph—1 — Ph—1
)‘}11-2‘[ | 2 il d)\.|éB[Log[)\,H
Ay

qui entraine
_ | %4t | < B | Log | M| |
Nous remarquons alors que

_ d [(I)ll—i_d)h—i |
)\)1; |£ _)"1”\_____1 (] dly
R— R,

est inférieure  la quantité précédente. Nous avons vu, d’autre part, que N
1

est

(1) Les inégalités écrites dans ce paragraphe peuvent n’'étre valables que pour |}, | assez petit.

Nous savons, par ailleurs, que les quantités étudiées sont continues et bornées en dehors. d’un
voisinage de A, = o.
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continu et borné; il suffit. donc de mettre R®*1— R,®"! sous la forme
(R— Ry) @+t + Ro(®**—@%™') pour obtenir une inégalité de la forme
suivante : '

—= h—1 h—1
lx';—lf [ R — Ro®6™' | i, [ < B[ Logh|.
! A\

T

1

Par une transformation analogue, nous voyons que le terme suivant dans
Pexpression (25.2) de y est inférieure a la quantité suivante :

s T IB =R [T | B [Ro| [~ |®h—t— i1 |
4 £ l d g+ 52 . cnq'.

Py A Y A o

11 est facile de voir que

—= ( i — = Jo—
'l’t“f { & i,m"' Kkl VW }d).,‘
2 1 p LX)

1 L

—=(1& —e | @1 @l |
l).’{-‘j; %—’ )‘;' j; él?—_d)"} i
‘1 1

est inférieur a une quantité de la forme B|Log},|. Nous voyons ainsi que y; est
intégrable absolument dans A et que, plus précisément

| dh— k|
)\4—1»/; | )\{H‘ ul dM

est borné et que

ZB|Logk,|.

c. Q. F. D.
Qui entraine évidemment
| xa|= B|Logk|.

Le raisonnement par récurrence ainsi fait montre donc que les quantités
(k> h>1) sont absolument intégrables dans A, les intégrales vérifiant des
inégalités de la forme suivante :

L

‘Une démonstration & peu.prés identique montre que les quantités analogues

ooy IXRE=Ly o P2 XTk-n)
relatives a 222 ot W

X

1
thldll'éB!7~x[(I+IL0g)\1|)-

-
;:t sont absolument intégrables, les intégrales vérifiant
des inégalités de forme analogue. On en déduit finalement que H,, donc H est
absolument intégrable et vérifie une inégalité de la forme suivante :

hy
f [H|d
[

ot M est une constante qui ne dépend que des bornes B.

(25.3) ZM| ) LogiM|l,

26. Limite quand n—> o des relations intégrales (22.1). — Les résultats des
paragraphes précédents montrent que les intégrales sont convergentes quand 7
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tend vers zéro : nous avons montré en effet que H était absolument intégrable et
que I était borné dans A. Nous avons trouvé, par ailleurs,

lim [ = llm [A’I] a"(o)[ur]pt— [wsh=oKa,

=0

ou K, est le nombre figurant dans I’égalité (24.1), d’od la limite pour n=o des
relations intégrales 22.1

(26.1) f...fndx,dx,...dxn_,+f...fgl;,.=.dx,...dx,._,_-:k,.u,(z:),
v z,

ou k. est le produit de K, par laire de la sphére unité & n— 2 dimensions
(2, désigne la surface de cette sphere).

Pour simplifier le calcul des intégrales précédentes, nous les écrirons en
variables z", 1, au lieu de },, 1, (représentation biunivoque, ¢f. § 4). Nous
obtenons :

() ue(22) ==£:of-§;-fﬂdzndx,...dxn_.+f-z;.-f{l]z-=odl,...dln_,

ou I'on a pos¢, cette fois

A

oz nl AIAIA+ A"‘Pl’

3‘ AP(
Ann AlnPl

H= gttt S o}
(26.2)
3

Les quantités H et I s’expriment simplement (cf. les paragraphes ci-dessus) en
fonction :

1° Des quantités X (', pi, ¥}, &, ¥}, . ..), solutions d’équations de la forme :
xn
(2) X= E dzn + X,,
»

ou E est une des expressions ainsi désignée au paragraphe 5;

2° Des quantités Q(w], o}, ...), solutions d’équations de la forme :
(3) _f F dzn + Q4
xy
X et Q sont les fonctions de 2%, ", Aa, ..., An_y;

Xo et £, sont les valeurs de X et Q pour z"= z};

3° Des quantités U(2*) et A(z*) (fonctions inconnues et coefficients des
équations E ainsi que leurs dérivées. partielles jusqu'aux ordres respective-
ment 4+ 2k=mn, 2+ 2k=n—2 et o pour les A% B et f,), ot zi doit étre
remplacé par la fonction X correspondante. Dans I interviennent de plus les

quantités u, (2, o) et )xa(x' o)( =0, 1, ..., ';'_2).



Nous voyons ainsi que :

Les ¢équations (1), (2), (3) forment un systéme de relations intégrales ou ne
figurent, outre les données A (x*), que les inconnues X, , U.

D. — Transformation variable.

27. Les formules ci-dessus [(1), (2), (3)] ont été établies dans I’hypothese ou
les coefficients A** prennent au point My, sommet du conoide caractéristique, les
valeurs particulieres ==d%. Il est aisé d’obtenir des formules analogues, valables
en tout point d’'un domaine V ou les coefficients sont astreints seulement a
vérifier les hypotheses d’hyperbolicité normale ‘et de différentiabilité du para-
graphe 2 : la méthode est identique a cell¢ utilisée dans A (chap. I, § 22). On
considére le changement de variables linéaire, attaché a chaque point M, de V ou
les A** ont les valeurs A}, suivant

(27.1) yo= agr;xﬁ, 2B = a%Byz,
avec

% gt = AL
et, de plus

di=o, don  AB=(ayr).

D’aprés les hypotheses faites sur la forme quadratique AX;X, les quan-
lités agg et a%® sont des fonctions continues et bornées des coordonnées z%,
dans V.

Si nous écrivons les équations E a 'aide des nouvelles variables y*, nous obte-
nons un systéme qui s’écrit :

Nu, ,n‘du, _
"}'1 I)}’P‘ +B_‘. d}’-_)‘ +f‘-—- o,

B* = A

ou les coefficients A" et B} sont :

A*lue= AdBaj alg, B}A=Bial,.

Les A™ prennent au point M, les valeurs suivantes :
Ajr=1, Ap=o, A'J:——Sl

et satisfont dans un domaine V*(y) correspondant au domaine V par la représen-
tation (27.1) aux hypothéses du paragraphe 2. Nous écrirons donc (c¢f. A,
chap. I, § 22) des relations intégrales vérifiées par les solutions des équations E,
en chaque point de V, copiées sur.les-relations intégrales (26.2). Nous repasse-
rons ensuite aux variables primitives 2*. Nous remplacerons pour cela le para-
métre y" par "= a™ y" ct remplacerons les équations de la forme

o
yo= f E dan
xf

Xy



par leurs combinaisons linéaires de coefficients aqg qui seront de la forme

xn
rr= Edzn + z%
B

(¢f. calculs identiques dans A, chap. I, § 22). Nous obtiendrons ainsi un systéme
d’équations intégrales vérifié par les solutions des équations E en tout pornt
du domaine V.

E. — Récapitulation des résultats du chapitre I.

28. Nous considérons an systéme d’équations aux dérivées partielles linéaires
du type
02 Us m du,

Py yom ,m+f,=o A, p=1,2,...,n)

Al

Hypothéses. — Dans le domaine D défini par
oLz Lz, |z'—5‘|éd.
1° La forme quadratique A*X;X, est de type hyperbolique normal A" > o.

forme quadratique A%X;X; définie << o.
2° Les coefficients A, B2 et f; admettent des dérivées partielles continues et

. 3 . n o ~
bornées jusquaux ordres respectivement n, n—2 et - —2, par rapport aux
variables respectivement z*, z* et z".

. . n . -
3° Les dérivées d’ordres respectivement n, n— 2 et — — 2 des coefficients A**,

B2 et f, satisfont & des conditions de Lipschitz données.

Conclusion. — Toute solution des équatigns E possédant dans D des dérivées
. . e 19 n . . Lt
partielles jusqu’a l'ordre 5 — 1, continues et bornées, par rapport aux z* vérifie,

dans D, un systéme d’équations intégrales J de la forme suivante :

e =f E dz" + X,,
xp

xn
0 =f F dzn + Q,
xp

o . N
U=f j -.~fHda:'ld)\g..,d).,,_.+J -‘-/‘ld).g...d)\,,_..
Xy b w o

Les quantités E, F, H s’expriment au moyen des coefficients des équations (E)
et de leurs dérivées partielles jusqu’aux ordres respectivement

n
2k+4=n, 2k+2=n—2 et k=;—z

pour A*+, B! et f;, ainsi que des fonctions X, Q et U.
On montre que le systtme d’équations intégrales J, considéré indépendam-
ment des équations E comme systéme d’équations aux fonctions inconnues X,
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. . . o J 4
Q, U admet une solution unique, si Pon remplace dans I, u (&, 0) etﬁ“‘:‘ (#¢, o)

par des fonctions données, et que cette solution vérifie effectivement les équa-
tions E. Nous n’insisterons pas sur cette résolution qui ne sera ‘qu’un cas parti-
culier de la résolution que nous allons donner du probléeme de Cauchy pour des
¢quations hyperboliques non linéaires.

CHAPITRE II.

EQUATIONS NON LINEAIRES.
FORMATION DU SYSTEME D’EQUATIONS INTEGRALES VERIFIE PAR LES SOLUTIONS.

1. Nous considérons un systéme F de N équations aux dérivées partielles du
second ordre a N fonctions inconnues W et n (pair), variables z* du type

suivant :

W ;
Akll;mfi—(»fs:o (S=1,2,....N; 5, u=1,2,....n)\

Les coefficients A** et f sont des fonctions données des inconnues Wy, de leurs

. . . dJ .
dérivées partielles premiéres dWs et des variables x%.
zl

Nous faisons sur les coefficients AM (qui sont les mémes pour les N ¢quations)
et fs les hypothéses suivantes :

2. Hypothéses H. — Dans un domaine D de I'espace des variables 2* centré
au point M de coordonnées 7/, o et défini par :

|ot—zil<d, jan|<e

et pour des valeurs des fonctions inconnues Wy et de leurs dérivées partielles

premiéres % satisfaisant & :

0.
W IWs  IWs
[Ws— Ws|.<t, ,—ﬁ;—-ﬁ—; Z 1,
—_ IWs < —
<\Vs et —— sont les valeurs de Wy et ';Y: en M), :

a. Les coefficients A" et f5 admettent des dérivées partielles par rapport a tous
leurs arguments jusqu’a Pordre & + k.
b. La forme quadratique A*X; X, est de.type hyperbolique normal.

Nous montrerons que, 'sous ces hypotheses, les solutions A& + k + 2 fois diffé-
rentiables des équations F satisfont & un syst¢me d’équations intégrales analoguc
a J : il nous suffira pour cela d’appliquer la méthode du chapitre I aux équa-
tions (F') dérivées A fois (**) (nous prendrons i > 2k + 5) par rapport aux

() L’application directe aux équations (F) de la méthode du chapitre I conduirait a des équa-
tions intégrales dont les seconds membres contiendraient, outre les quantités X, @ et W figurant
aux premiers membres les dérivées des W jusqu’a I'ordre 2k + 5.
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variables z* des équations (F), en considérant les coefficients A** et f; comme
des fonctions données des variables 2*. Nous aurons, par exemple,
SAM _ JAM IWg - JAMN Wy - JA M
3z*  JWs dz% ')(dWs 9z% dzB dx®
)
en désignant par o la différentiation par rapport a #* d’une fonction considérée
comme fonction donnée des variables z=*.

3. Equations dérivées des équations (IF') par rapport aux z*. — Les équa-
tions F élant :

(F) A)‘P'(WT, + fs(Wr, Wry, 22).

9*Ws
Wia: %) s

Les équations dérivées par rapport aux z* s’écrivent :

oFs . J2WS% JAN JAM JA M
i r v P (dx“n Wy Vet S W““‘)‘N”'“
s . s 9fs -
9z = aWy VIt g Ve =0
11 est cluir que les équations dérivées & fois des équations (F) scront de la
forme :
. BFs o dtus U
(F) e e = A B g =0
ol u, désigne une dérivée h*m de Wy, ct ou les coefficients B ne sont fonctions
que de Wy, Wy,, Wr,a. Les f; sont fonctions de Wy, Wyg, ..., Wyg, 3,
Nous serons amenés, pour appliquer aux équations Fg les résultats du cha-
. N ] i . 3 Fs
pitre I, a dériver & fois par rapport a z" les équations e =
11 sera important que les équations ne contiennent les dérivées
» ,
Wra,...z,p = 9 Wra,...x (avec i+p > h)

oxhP

que linéairement de maniére a pouvoir annuler leurs coefficients en les faisant
entrer dans les équations (2"’ = o déterminant les fonctions auxiliaires : il fau
Fs

. 8%
de Wy d’ordre supérieur & A — k. Nous pouvons obtenir ce résultat, pour des
valeurs convenables de % et k, en remarquant que ces équations sont certainement

pour cela que les quantités — soient linéaires par rapport aux dérivées

y l'ordre

linéaires par rapport aux dérivées de W d’ordre supérieur ou égal a hts3
! 54 Fs

total des dérivations incluses dans un terme de —————
dxx. .. dx%h

étant 1t 4 3.

. . 3% F .
Les ¢quations F,= m =o0 peuvent donc s’écrire :
, X du, du
F) Fom AN e B Z I W, o= o,

-]

le plus voisin de h+3

ol [/L—_:-] désigne 'entier > h+
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M- % et f; sont des fonctions de W, et de leurs dérivées d’ordre < —— h3

elles ne contiendront {pas de dérivées de W, d'ordre supérieur & h—k
sih—kxt

3. Nous prendrons donc & > 2k + 3.

Nous pourrons alors écrire F, sous la forme :

h

+ ) W N W+ =0,
I=h—k

. dug du,
3. Fo= Atu—LY%_  pudk
CEOA : I oze | om

ou A** est une fonction de Wy, Wy, ; B;* est une fonction de Wy, Wy, , Wrgs;
/s est une fonction de Wy, Wry ... Wiy o, ; T4 % est une fonction de Wet
de ses dérivées jusqu’a I’ ordre total des déri-
vations est & + 3 et qu’elles apparaissent dans Wy; 5, a Pordre ).

1. Application aux équations (F') des résultats du chapitre I. — Si nous consi-
dérons W, W,, W,g comme des fonctions données des variables z*, les équa-

tions (F') sont un systéme d’équations linéaires du type (E), mais ou figurent en
h

SN h
outre les termes 2‘ A b W,
(=h—1k

Nous allons montrer que les éqllationss‘a‘(,)ﬁ% se mettent cependant sous
=0
une forme analogue a (9.1) (chap. I). En effet :
FEquations dérivées des équations F par rapport ¢ x". — Nous désignons

comme au chapitre I par F¥ la quantité suivante :

SUA 2 SIRIA
F‘,”(v):dAm de, +o‘B, j‘ﬂ’
ozn!  dz) dxw dznt gzt

\ous posons, d’autre part :
aue
dzn! ’

"5([" =
Les équations dérivées des F, par rapport a 2 s’écrivent alors :
! 0
3 F, P e ol
S T LA v o
p=0 i=h—k oz

3!F,
Sxn!

cas linéaire (¢f. § 9, chap. I) conduisent aux identités suivantes :

(‘ombinaisons ' [ ] — Des calculs formellement identiques a ceux du

PR
SF,] 9 ., .
. — 3 (L=p) ril—py
hon) E 350 [?w"' ]—‘— pri 2, E [ L5 — [@rp+r ] Dy

= =0 p=0
. 8¢
+ °§(1)[["rp+=]cu_’”+ [_ffz]
dxn

h

+ G 2 (oS = ] [ Wora,, a0 ]
i=n—k ’
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Les quantités L™, D™, G et & sont formellement identiques aux
quantités ainsi désignées dans le cas linéaire (¢f. § 9, chap. I).

Ordonnons les équations (4.1) par rapport a u,,, :

k
. . [8'F, = ([_ " in
{4.2) 20'}([;[ -T"[l I &l +2 2 LI P __ DI p+ 4l Cll—p+e:

1= l=0 p
h

.Y S pp =i [y Td—hidei, s I
+ 9l E, O | (el L oih[u'-p]’

i=h—k
k / lf h—p—+1
& fs N — . l
+2 Zc;(,) [ ax—"’ ]+ 2‘ Cl;ngg‘!,‘-{“i“ T,...2;p f = O.
/=0 p=o . i=h—k ’

La sommation par rapport a p doit étre effectuée entre o et ¢ pour [u,, | LI,

v et I+ 1 pour [u,] DI, i—h et I pour les termes de la forme
[urp ]IS 4=P) Ces termes en II ont été obtenus en remarquant que les dérivées
d’ovdre ¢+ p de Wy de la forme Wy, .., avec p -+7> /i peuvent étre consi-

dérées comme des dérivées d’ordre p'= p + i — /i d’une fonction
U= ‘VTII..AI,-II——J-

Si u, désigne la fonction Wy, ., nous avons :

. an I . o . .
Wore, a0 =Urp 82, ,... 8%, avec p'=p-+-h—i

(les 03, ... désignent les symboles de Kronecker).
Nous pouvons alors écrire les équations (4.2) sous la forme suivante :

d .
i 84 (185 P [wrp] DS+ PGP = o.

n, !

Dans les coefficients £, 42,
et leurs dérivées jusqu’a Uordre / au plus. Remarquons que les dérivées d’ordre /.

fonctions U, n’interviennent ni dans £ ni dans 0, d’apres les considérations

et GV, interviennent les fonctions inconnues W

précédentes sur les ordres de dérivation.

3. Détermination des fonctions auxiliaires of,,,. — Ixs équations déterminant
les o7, s’écrivent :

(3.1 DL —Zl,j,",_"’—o- E aly gy Cl—p+2) — 2 DLfpe)

1= I=p 2 I=p=1
LAk, p+N h

+ 2 2: "Tll /l-H—p) -u e 3;,,:{('\# =0

=p i=h+p—I
[ A, p+ h] désigne le plus grand des nombres Z et p -+ /.
Ces équations different des équations (10. 1) du cas lindaire par le terme :

kR

T/ ~h+i—p) >n an g
E E ‘z....:r,- AKX TR P

I=p i=h4p—I
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qui ne contient que les o', ou { est > p. Les équations (5. 1) permettent donc,
comme dans le cas linéaire, de déterminer les o}, par récurrence : I'équa-
tion (], = o ne contient que les o7, on L est > p—1.

1° Les fonctions gy, satisfont aux mémes équations formelles que dans le cas
linéaire (obtenues pour p == k +1). ¢ sera donc donné par l'expression (11.5),
@], satisfera aux équations intégrales (12.2) (chap. I) et 'on aura

.,
O5ik) = TWk) -

2° Les ¢quations déterminantay, , supposantay, connu pour /> p s’obtiennent
en considérant les équations (@,

., = 0. Ces équations s’écrivent (cf. 131, chap. I):
(3.2 — D{ip—1)+ Fhp—1)(p —1)C)
k
=— D Liflyn — DYl oy Cu=r+d
i=p

h

U ‘
: g T(l—h+i—p) sn n\__ ,
"’“c-'*(/) 3| H,ﬁ(x....ai 4 o“in“'s“h —"?.’t(p—l)'
i=h+p—1{

Les deuxiémes membres de ces équations sont des quantités connues, ¢5,_,
les premiers membres, égalés a zéro, sont identiques formellement aux ¢quations

sans second membre (13.1) (chap. I). Nous poserons donc :
Tip=1)= OO p_ 1) Xb(p- 1

wy,_,; satisfaisant aux équations intégrales (12.2) (chap. I) et x{,_,, étant donn¢

par .

: T Gty O
3.3 X'f“(”_'):f Frp=0) O p=1) oy
y 20
Existence et déricabilité des o),,. — Les fonctions W étant supposées posséder

des dérivées jusqu’a l'ordre & > 2 k + 5, les coefficients AMv, B2, £, des équations E,
possédent, comme au chapitre I, sous les hypotheses H, des dérivées partielles
par rapport aux z%, dans le domaine D, continues et bornées jusqu’aux ordres
respectivement /it —1>2k + 4, h—2>2k+3 et h. Les coefficients I ;.
possédent des dérivées partielles par rapport aux 2* jusqu'a lordre
Jo— (I + 3 — 1) =i— 3;les coefficients {47 figurant dans (8.2) posstdent
donc des dérivées partielles par rapport aux z*, continues ct bornées, jusqu’a
Pordre i —3— (l—h +i—p)=p+h—hk—3>2p, puisque t —k—3 > k> p.
Nous voyons donc qi® les fonctions of,_,, déterminées par (5.2) possédent des
dérivées partielles jusqu’a 'ordre 2p, comme au .chapitre I, si les fonctions
57, (I> p) possédent des dérivées partielles jusqu’a I'ordre 2/ + 2. ¢",,, donné
par la méme formule qu’au chapitre I, possédant des dérivies particlles jusqu’a
I'ordre 2/ + 2, nous voyons que les fonctions o/, (! < k) possédent, comme au
chapitre I, des dérivées particlles par rapport aux 2* jusqu’a I'ordre 2/ + 2.
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6. Comportement au voisinage du sommet du conofde caractéristique. — Les W
et leurs dérivées partielles jusqu’a 'ordre % étant supposées continues et bornées
dans (D), les o}, auront le méme comportement au voisinage de A; = o qu’au
chapitre I (les coefficients Il et leurs dérivées, continues et bornées, n’intro-
duiront aucun changement).

Si nous prenons, comme dans le cas linéaire, A = ': — 2 nous obtiendrons des

formules de Kirchoff vérifiées par les solutions & -+ 2 + & fois différentiables des
équations (F) analogues aux formules (26.1) du chapitre I. Ces formules
s’écrivent :

L]
(6.1) Ku(z?,‘):f f---fHdznd)\gd)‘:-,...rl)-,._,+f~--fld)\g...d}.,,__.,
e s, s,

avec

k h
(1) -
H=§2[L;€/§+ > n};f,._’f:,f)szw..aa,,]ur
=0 i=h—-!
!l h—p—1

_ df, A
T(/—p) W AL [ —
g E knsa...p.a.-[ T“"""P]+[dznl]}[A""] ; [Aln]p[’
P

=0 i=n—

k I3
[ = i(l—p) __ Ape
Z Z{Es(l) (uP)[Ann]-q-[A"‘]Pi fan=a

(=0 p=0 ‘

Les quantités E!, L7, ... sont formellement identiques aux quantités ainsi
désignées au chapitre I, calculées a partir des coefficients AM et B!'. Les équa-
tions (6. 1) sont valables en tout point de D; a condition de considérer comme
effectuée sur les coefficients la transformation définie au paragraphe 27 du cha-
pitre 1.

La quantité H est donc une fonction algébrique des coefficients A*, B% et I,
Jsainsi que de leurs dérivées partielles par rapport aux z* jusqu’aux ordres respec- .
tivement & + 2 et k et des fonctions X (&%, pi, ..., 5}, ;,,.) €t Q@) .04 ey )-

Ces fonctions X ct Q satisfont aux mémes équations qu’au chapitre I, soit :

X
(6.2) X=j E(x)dzn+ X,,
xp
-
(6.3) u:f F(X, Q)da" + Qo
ay

Xo et o, valeurs de X et Q pour z"= z} sont des fonctions données de £}, As...7p_1.

L’ensemble des relations intégrales (6.1), (6.2), (6.3) fait intervenir les
dérivées des coefficients A+, B, 1L, ;. et f; parrapportaux z* jusqu’aux ordres
respectivement 4 + 2k, 2 + 2k, 2k—h + i et k (¢f. chap. I, § 28, conclusion).
Ces coefficients AM, B II., . . et f; dépendant des fonctions inconnues W et de
leurs dérivées partielles par rapport aux z* jusqu’aux ordres respectivement 1, 2,
h+ 3 —i et h—Kk, nous constatons que les relations intégrales (6.1), (6.2).
(6.3) font intervenir les dérivées partielles des W jusqu’a l'ordre 5+ 24 et non
les dérivées d’ordre plus élevé. Il suffira donc de prendre 45 + 24 pour que
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les relations intégrales ne contiennent pas de dérivées des W d’ordre supérieur
a h, c’est-a-dire pas de dérivées des fonctions U.

Si nous joignons aux relations (6.1), (6.2), (6.3) les relations suivantes,
nécessairement vérifiées par les solutions 4 fois différentiables des équations (F):

an
Ws;",,zr((l'a) =f wsa,...a,,n dxn+ WSu....a,(xl¢ o).
[]

Nous obtenons un systéme d’équations intégrales J, dont les deuxiémes
membres ne contiennent pas d’autres inconnues que les premiers membres,
vérifié par les solutions & + k + 2 fois différentiables des équations (F).

CHAPITRE III.

RESOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY.

Nous considérons le systtme hyperbolique non linéaire (F) :

02'Wg

(F v

+fS = 0.

Le probleme de Cauchy relatif au systéme (F) est le probléeme de la détermi-
aation des solutions de (F) qui prennent, ainsi que leurs dérivées particlles pre-
miéres, des valeurs données pour z"=o0 :

Ws (i, 0) = os(xt), ‘-)—vlb(z‘ 0) = Ys(xt).

Remarquons que le probléme de Cauchy posé pour une hypersurface d’espace
(uelconque peut toujours se ramener, par un changement de variables qui ne
change pas la forme du systeme (F), au probleme de Cauchy posé pour I'hyper-
surface 2" = o. Nous résoudrons ce probléme de Cauchy localement de maniére a
mettre en évidence le domaine de dépendance des solutions par rapport aux
données initiales. Plus précisément nous montrerons qu'il existe un systeme de
fonctions Wy (et un seul) défini dans un tronc de cone de base (d) et prenant
ainsi que leurs dérivées partielles des valeurs données dans (d); (d) désigne un
domaine compact de ’hypersurface "= o.

Nous utiliserons, pour cette démonstration, le systtme d’équations intégrales J
obtenu au chapitre II. Les mémes difficultés que dans le cas de quatre variables
(cf- A, chap. II, § B) se rencontrent pour résoudre dircctement le systéme d’équa-
tions intégrales vérifi¢ par les solutions des équations (F) : les quantités figurant
sous le signe d’intégration n — 1-uple dans ‘les formules &e Kirchofl' sont abso-
lument intégrables si les A, considérés comme fonctions des z%, sont suffi-
samment différentiables, ce qui n’est pas réalis¢ quand les W, Wy, ..., u,sont
considérés comme variables indépendantes comme elles doivent I’étre dans un
essai pratique de résolution du systéme d’équations intégrales J.

Pour résoudre le probléme de Cauchy, nous passerons donce, comme pour

quatre variables (¢f. A, chap. IIl et Note C. R. Acad. Sc., 1. 234, 1951, p. 585)
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par l'intermédiaire d’¢équations approchées obtenues cn remplagant dans A*# les

fonctions inconnues W et Wy, par des fonctions données W's et W’sa (**). De
méme que pour quatre variables, dans le cas général on les A%+ sont des fonctions
des W et W, nous devrons considérer des ¢quations approchées non des équa-
tions données elles-mémes, mais des équations déja dérivées par rapport aux x>
de maniére a ce que le systéme d’équations intégrales obtenu ne fasse pas inter-
venir de dérivées des fonctions d’approximation d’ordre supérieur a I'ordre des
dérivées des fonctions inconnues qui y figurent. Nous pourrons alors montrer que

e . L ) .
les solutions W de ces équations déterminent une réprésentation de l'espace

des fonctions “’I\)’s, convenablement choisi, dans lui-méme et que cette représen-
tation admet un point fixe qui fournit une solution des équations non linéaires
données.
‘Nous voyons que, pour qu’il en soit ainsi, il faudra certainement dériver préala-
blement A 41 foi's les équations données F.
Cies équations s’écrivent, cn effet :
dz WS

Fs= A}-P(Wr, qu)m -+

Ss(Wr, Wry)=o.

Nous avons a appliquer a ces équations dérivées A fois (¢f. chap. II) la méthode
du chapitre I; c'est-a-dire que, aprés k dérivations par rapport ¢ z" et multi-
plication par des fonctions auxiliaires, nous mettons ces ¢quations sous forme
d’un systéme d’équations intégrales qui ne contiennent les inconnues Wy et leurs
dérivées particlles que jusqu'a Uordre 1. 11 est donc nécessaire que ces équations

. (1) . . .
ne fassent pas intervenir de dérivées des fonctions W d’ordre supérieur a /4 : il

faut pour cela que les fonctions Wy et W, ne soient remplacées par les fonctions
(1) (13 . R . . .
données Wy et Wi, que dans les coefficients A** des équations déja dérivées

k + 1 fois par rapport aux variables z* et dans les coefficients A+ sculement.

1. Plan du chapitre III. — A. Nous considérons le systtme F'| d’équations
intégrodifférentielles obtenu en remplacant dans les coefficients A+ des équa-

tions F' dérivées k + 1 fois par rapport aux z* des équations données F les fonc-
. . . . . (1) () R
tions inconnues Wy ¢t Wy, par des fonctions données Wy, Wy,. Nous formons

le systéme d’équations intégrales J, vérifi¢ par les solutions des équations F,.

B. Nous montrons que le systtme J; admet une solution unique continue’ et
bornée dans un domaine fixe D, si on le considére comme systéme d’équations
intégrales aux fonctions inconnues X, &, W, U.

C. Nous montrons que la solution trouvée de J, est solution de F, dans le

(') Une méthode analogue est utilisée par Schauder (Fundam. Math., t. 24, 1935), pour démontrer
un théoréme d’existence pour les équations hyperboliques non linéaires A partir de majorations
obtenues pour les équations linéaires. Mais nous verrons que, dans notre cas, il est essentiel de ne
linéariser que les coefficients A~
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domaine D et satisfait aux mémes hypotheéses que les fonctions d’approxima-
. (1) ()
tion Wy et Wy,.
= . . (1)
D. Nous montrons que la représentation de l'espace des fonctions Wy dans
lui-méme défini par la résolution des équations F, admet un point fixe (obtenu
par itération ). Les fonctions Wy correspondantes sont solutions des équations F'.

Nous montrons qu’elles sont solutions des équations F et possédent des dérivées
partielles continues et bornées jusqu’a 'ordre A — k —1.

2. Hypothéses faites dans le chapitre III. — Nous ferons sur les coefficients A,
/s etles données de Cauchy ¢, Y5 les mémes hypothéses qu’au chapitre II. Nous
supposerons de plus vérifiées certaines conditions de Lipschitz, nous réunissons
ci-dessous toutes ces hypotheses sous le nom de

Hypothéses B. — 1° Dans le domaine D défini par
| 2y— x| < d, oLa"L :

et pour des valeurs des fonctions Wy et Wy, satisfaisant a

| Ws—os | £, | Wsi— gsi| < ¢, | Wsn— s | < L.

«. Les coefficients A’*, fs admettent des dérivées partielles par rapport a tous
leurs arguments jusqu’a I'ordre 27 — 3, continucs et bornées.

Les dérivées d’ordre 2n — 3 satisfont 4 une condition de Lipschitz donnée par
rapport A tous leurs arguments.

b. La forme quadratique A’#X;X, est de type hyperbolique normal, le
coefficient A”* étant supérieur & un nombre positif donné, la forme quadra-
tique AVX;X; étant définie négative.

Nous remarquons que sous les hypothéses a ct b les coefficients «2® et ajg sont
continus et bornés ainsi que leurs dérivées partielles jusqu’a 'ordre 27— 3; les
dérivées d’ordre 2 n — 3 satisfont a une condition de Lipschitz par rapport a leurs
arguments (23, W (z3), W, (29)).

2° Dans le domaine (d) défini par :

|xi—§rf’|éd,

les données de Cauchy og et §g possédent des dérivées partielles continues et
bornées par rapport aux variables z¢ jusqu’aux ordres respectivement 27— o
et 2n—1; les dérivées |d’ordre 2n — 2 et 27— 1 satisfaisant & une condition de
Lipschitz donnée.

Remarquons que les hypotheses faites sur les données de Cauchy, et celles

. . " . 3ng .
faites sur les coefficients A et fs permettent de montrer que toute solution —?'—‘ fois
différentiable du probleme de Cauchy posé relativement aux équations (F) a ses
dérivées partielles jusqu’a Pordre % — 1 déterminées de fagon unique, continues

et bornées, dans (d) : les valeurs, dans (d), des dérivées particlles jusqu’a
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Pordre iz'—t, correspondant & une dérivation au plus par rapport a z”, des solu-
tions Wy du probléeme de Cauchy posé sont égales aux dérivées correspondantes
des fonctions g et ys. Les valeurs, dans (d), des dérivées partielles jusqu’a
Pordre 3Tn correspondant a plus d’unc dérivation par rapport a " s’expriment en
fonction des précédentes, par l'intermédiaire des équations (F) et de leurs
dérivées partielles par rapport aux £* jusqu’a l'ordre §—:—l — a2 (¢f. A, chap. II,

§ 4). Nous désignerons dans la suite par ¢g,, , la valeur, dans D, de la
dérivée Wg,, 5, de la fonction Wy solution du probléme de Cauchy considéré.

Nous désignerons par bornes B les différentes bornes figurant dans ces hypo-
theses (d, ¢, [, bornes des coefficients, des données de Cauchy et de leurs
dérivées, bornes figurant dans les conditions de Lipschitz), ainsi que tout
nombré > o fini déterminé par ces bornes.

A. — Formation d'un systéme d’équations intégrales résoluble.

3. systeme I'. — Le systéme d’¢quations données F s’écrivant sous la forme
suivante :
s d0*Wg
F Fg=AM = + fs=o.
(F) s R s

Nous désignons par I’ le systeme d’équations déduit de F par & —+ 1 dérivations
par rapport aux variables z*
g i 00T

- + By —— + fy=o.
dzhozp. 8 ozh Is

(F") A

S' et 'I" désignent une quelconque des combinaisons Say. . .ag, v, désignant
ainsi une quelconque des dérivées k + 1™ de la fonction inconnue Wy,. Les
A sont toujours des fonctions de W et W, ; les coefficients BL* sont des fonc-
tions de W, Wy,, Wg,g; les f5 sont des fonctions des inconnues Wy et de leurs
dérivées partielles jusqu’a 'ordre & +1, Wgy o, ..

Les solutions & -+ 3 fois différentiables du systeéme (F) vérifient le systeme (F')
ainsi que les relations intégrales suivantes :

(B3.1) e ’
an
Wsa,. = f Wsa,...apm@T" - 95a,... 04
/o

Ol Qgq, ..z, désigne la valeur pour z"= o de la fonction Wy, ,,, correspondant
au probleme de Cauchy donné.

4. Systeme approché F',. — Nous nous donnons un systetme de fonctions

. . 1) . .
indépendantes Wgy, 4, (21, .« oy %1 =1, ..., n) possédant, dans le domaine (D),
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des dérivées partielles continues et bornées jusqu’a I'ordre £ — k —1 par rapport
aux z%; les dérivées d’ordre s —k—1 sont de plus supposées satisfaire & une

condition de Lipschitz par rapport aux variables z¢.
. K (1) ) . .
Nous définissons les fonctions Wy, 4., ..., Wy par les relations intégrales

suivantes :
o) ""W W
Ws, . a,= S,...a; Wsa,an@x" + 952, 24,
[

(4.1) PP N
) AT (1)
Ws= Wspdaht + gs.
0

) . )
Nous supposons les fonctions Wy,
les inégalités suivantes :

..ax., Choisies de fagon que I'on ait, dans (D),

W W W
Ws—‘?s|é/, Wst—CPSJIél, len— ¢S|él-

Nous pouvons alors remplacer dans les coefficients A’ figurant dans le

. . (1) (1)
systéme F’ les fonctions W et Wy, par les fonctions connues Wy el Wg,. Nous
obtenons ainsi, en laissant les coefficients BE et fy, inchangés, un systéme
d’équations que nous désignons par F' :

o Ny ., OV
Fy=AM ——_ + Bl =2 + far=o.
! Taage By g =
En adjoignant a ces équations les relations intégrales suivantes :

x»

We= WsWs, dz" + 95,

oy ,

Nous obtenons un systéme d’équations intégro-différentiel ou les fonctions
inconnues Wg,, ..., Wg,  , ne sont plus nécessairement les dérivées des
fonctions W,

Nous désignerons dans la suite par W, ,, les dérivées siemes par rapport
aux z* des fonctions Wy, par Wy, 4, les dérivées £ —17émes par rapport aux z*
des fonctions Wy, , etc.

5. Relations intégrales J, vérifiées par les solutions du systéme F', /. —
1° Les solutions 2—k—1 fois différentiables du systeme F', f', vérifient les
équations déduites des équations F, par o — k—1 dérivations par rapport aux
variables z*. Ces ¢quations sont de la forme suivante :

h—=k h—k—1+1

, (O s du ~ (1) . (1)
(Fi) Ade dz’A:;:;u + B }j *’2 24 IR Wh, o+ fo=o,

=0 l=n—k

ol u, désigne une dérivée b — A — 1" de ¢y.
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. Q ) i . 1),
Les coefficients B“ lI"l “i et f; sont des polynomes des coefficients B{*, fs, A*#,

de leurs dérivées partielles par rapport aux variables 2% et aux fonctions dont ils
(1)

- b 1) . - - .
dépendent (Wy, Wy, ..o, Wy o, W, Wsu) ainsi que des dérivées partielles
de ces fonctions par rapport aux variables 2> jusqu’a 'ordre A — k- —1.

. . . . (i
Les équations F{ ne contiennent donc pas de dérivées des fonctions Wi,

(1(
W, d’ordre supérieur & #—k—1. Nous savons, d’autre part, que l'indice ¢

affecté a une fonction Wy, . figurant dans les équations F', ne peut étre supérieur |
a h 43 ;. F] est, en effet, dédult de F, par b — k —1 dérlvatxons, F, étant déduit
de F' en remplaqant dans A les fonctions W et W, par les fonctlons d’indice
égal W et Wsa, et F' déduit de F (ou la somme des ordres de derlvatlon était au

(1)

plus 3) par k -+ 1 dérivations. Le coefficient B“ de du’ + dépend donc de Ws, Weyg,

(1)
W, Wsu o, et de W, Wg,, WS, Wg, .. Les co«,fﬁcnents M- de Wi,
e
dépendent de Ws, Wi ap.; (p=0 ou 1) et de £ ... Ws«....a,.+._,-
(1)

(p=o0, ..., k+1). Enfin le coefficient fs dépend de m’g, covy Whe any
(p=oour)etde W§, ..., Wk .u(p=0, ..., k+1).

2° Nous adjoignons aux équations F, des relations intégrales nécessairement
vérifices par les solutions A — k — 1 fois différentiables du systeme F', f,. Ces
solutions vérifiaient les relations intégrales suivantes :

) Wsa,. 0= f Wsa,.. amda+ 952, 0 (0Z i £ k).

Leurs dérivées partielles jusqu’a I'ordre & — k vérifient donc, si elles sont
continues ct bornées, les relations intégrales suivantes :

an
, i {41 R . . .
f) W‘sa,...x,»,‘,.,..n=f WSose..a;njs...n 82" + Psa,... 2411
0

(ou i, . ... jrdésignent des indices de dérivation par rapport aux n —1 variables
« d’espace » ).
Ainsi que les identités suivantes :

(3.1) Wia.o.om = Wsagz..am

Remarquons que ces relations permettent de calculer les fonctions Wiq, 4, o,
(oLiLk+1,0=Zl<Zh—1)aumoyen des fonctions Wi ., fonctions que
nous avons désignées par u,. Les relations F'| et /| forment donc (compte tenu des
identités 5.1) un systtme d’équations intégro-différentielles aux fonctions incon-
nues u,.

6. Relations intégrales J; vérifiées par les solutions du systéme F;, f;. — De
méme que nous considérions au chapitre II les équations aux dérivées partielles
non linéaires F' comme des équations linéaires pour chacune de leurs solutions,
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nous considérerons, pour une solution du systeme I'] % les équations F'; comme

des équations aux dérivées partielles linéaires par rapport aux fonctions u,.

(I‘I)T)“"J“
§

W . . .
et fy satisfont aux hypotheéses faites au chapitre II sur les coefficients AM, B,
[T et f,.

. (1) )
Montrons que, pour unc valeur convenable de % les coefficients A, B2

. NI, ) . STt
a. Les coefficients A, B, I[)i)"w’“ contiennent les fonctions Wy, Wy, et leurs

dérivées partielles jusqu’aux ordres respectivement o, 1, /2 + 3 — ¢; les fonctions
ayant des dérivées partielles par rapport aux z* jusqu'a l'ordre h—k—1,
il suffira de prendre 2> 2k + 5 pour que, pour une solution suffisamment

différentiable de F}, f7, et sous les hypotheses B, les coefficients K’#, ﬁi‘] et

ﬁl‘?j{h possédent des dérivées partielles par rapport aux variables z* (dérivations
considérées comme effectuées) jusqu’aux ordres respectivement 2k + 4, 2k + 2,
2k —I + i, les dérivées d’ordre le plus élevé satisfaisant & une condition de
Lipsckitz par rapport aux variables z'.

o - 5 . . €] 1 .
b. Les coefficients fs contiennent les fonctions Wy, {Ns, et leurs dérivées
partielles par rapport aux variables z* jusqu’a I'ordre 2. — A ; or on déduit de la
relation (4.1)

) (1) ;
Vi ; i) Wi Fit 1
W Sa,...a;n= V S%y...2m) d’ou Say...om = W S$&y... A,

On voit ainsi que les dérivées partielles par rapport a z# (d’ordre < k) des

. AERCY) . )
fonctions Wg, Wy, et de leurs dérivées partielles par rapport aux z* (d’ordre

< h—k) peuvent se mettre sous forme de dérivées partielles des fonctions

)

\’{;S, ...y Wy 4, parrapport aux 2* (d’ordre < A—A—1).
Les coefficients f's admettent donc des dérivées partielles par rapport a 2
jusqu’a 'ordre k.
(1
Les dérivées particlles d’ordre A — k — 1 des fonctions Wy, 5, vérifiant unc

condition de Lipschitz par rapport aux variables ¢, il est clair (étant données les
)

hypothéses B) que les dérivées d’ordre le plus ¢élevé des coefficients (X)#, B,

ﬁ)_f"“')“ et J(“; vérifient une conditon de Lipschitz par rapport aux zi.

On voit finalement que, sous les hypotheses faites sur les coefficients A,
Ss (§2), et celles faites sur les fonctions d’approximation (§ 4), les coefficients des
équations (F7}) vérifient les hypotheses faites sur les coefficients des équations
(F'y au chapitre IL. ‘

Nous pouvons donc appliquer aux équations (F?), comme nous P'avons fait au
chapitre II pour les équations (F'), les calculs faits au chapitre I pour transformer
le systeme d’équations aux dérivées partielles (E) en un systéme d’équations
intégrales J. Les équations (F}) different en fait des équations (F')[f. (3.1)] du-
chapitre II par Dexistence des termes T Wih,.» (0Ll Zh—k); nous
n’aurons cependant pas de difficulté a écrire, aprés k dérivations par rapport a z

"

et multiplication par les fonctions auxiliaires ¢’,;,, les équations (F}) sous une
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forme tout a fait analogue a la forme (4.2) obtenue au chapitre II, c’est-a-dire
sous la forme suivante :

k SUF" k+1
ir 1)

R AINS) RS ST
/=0 =0 p=t
/l—p~—1

TXy... % W —
"'2“3(’) (sxu)l Z Ogd oy Wha,,ap 0 = 0

=0 i=h—k

ou les fonctions Wi, ,, correspondant a £+ p >/ ne figurent que dans & ct
par l'intermédiaire de u,,. Nous remarquons, en effet, que les quantités de la forme
Wi, . op (qui désignent, rappelons-le, les dérivées. pimes par rapport a z" des
fonctions Wi, _,,) peuvent se mettre sous la forme w,, si p+ ¢ A. On déduit en
effet des relations (6. 1), sachantque i —j <& — Ak —1,doncquep >k +1—:

i — k+1
Wsa....a,-p'— Wsa...‘

X oon(p ~k—1+))=tgp)
avec
=p+i—h.

Appliquons donc aux équations F| les résultats du chapitre II. Nous obtiendrons
successivement :

a. Equations déterminant le conoide caractéristique. — Les fonctions ',
pi déterminant ce conoide et leurs dérivées partielles jusqu’a I'ordre 2 A + 3 sont
solutions d’équations intégrales de la forme suivante :

(a) _f E(X)dzn + X,.

Ces équations ne faisant intervenir que les coefficients (A))-P et leurs dérivées
partielles jusqu’a I'ordre 2k + 4 ne contiennent pas d’autres fonctions inconnues
que les fonctions X. Les raisonnements du chapitre I s’appliquent ici intégrale-
ment : les fonctions X sont toutes définies, continues, bornées et vérifient une

condition de Lipschitz dans (D). De plus, z,,———xé% est continu et borné ainsi
0
que :—n—ﬁ (Rappelons que X désigne le quotient par z; — z" d’une fonction X
r—

qui s’annule pour z" = zy.

b. — Egquations déterminant les fonctions auxiliaires. — Ces fonctions
auxiliaires satisfont aux équations suivantes

@ p, =0 (p=1....,k+1)
ct sont données, comme au chapitre I, par des égalités de la forme :
ok = W5 Xiidy»
ol ¢ est la fonction suivante, fonction connue des X :
P
="3
al?
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et ot les !, sont solutions d’équations intégrales de la forme
iy
) 0 =f F(Q)dz" + Q.
x?

Les y,, sont des fonctions données par des formules identiques aux
formules (5.3) du chapitre II.

c. Les fonctions u, satisfont a des relations intégrales identiques aux
relations (6.1) du chapitre II déduites des relations (26.1) du chapitre I. Ces
relations sont de la forme suivante :

(¢) u=f0f...fﬂa'x"d)‘,...d)\,,_.+f...‘/nl s Al
g =, Z,

ou I est borné et H absolument intégrable.

d. Nous adjoindrons aux relations (a), (b), (¢) les relations intégrales reliant
entre elles les fonctions Wlsa,...ai (ogizghk+, i£j=zh—hk—1—1),
solutions du systéme intégro-différentiel F, f7. Ces relations sont de la forme
suivante :

-
(d) w =f G'dzn+ W,
0

ou G est une fonction W ou une fonction U et W, une fonction donnée des
variables z'.

TreoreMe. — Pour une valeur convenable de h (h> 3 k + 5), lensemble des
relations (a), (b), (¢), (d) forme un systéme d'équations intégrales aux
Jfonctions inconnues X, , U, W ne faisant pas intervenir de dérivées de ces

1
Jonctions ni de dérivées des fonctions d'approximation W dordre supérieur
ah—k—r1.

Nous désignerons ce systeme d’équations intégrales par J, et nous montrerons,
par une étude directe, qu’il posseéde une solution unique.

B. — Résolution du systéme d’'équations intégrales J,.

7. Considérons, indépendamment des équations initiales (F,) le systéme J,
comme un systéme d’équations intégrales & quatre groupes de fonctions inconnues
X, €, W et U. Le systtme J, se compose des quatre groupes d’équations
suivantes :

1° Equations intégrales ayant au premier membre une fonction X des coor-
données 2% et de n—1 parametres z%, Ay, ..., An_ (fonctions correspondant
aux zé, Piy oy Yhojwrs Bhi.iuss définissant le conoide caractéristique). Ces
équations sont de la forme

. xn
X(-’l‘%, x", 7‘2) ey hn—i ) =/ E dzn + xO("”%) xfl’y )‘?) s )‘/l—l)'
’ ag
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X, est une fonction donnée (pour %, p;, yI, ... les valeurs de X, sont respec-
tivement z4, p!, 0, ...).
E est une fraction rationnelle de dénominateur :

" 1) o)
T*n= A*nn4 A InPio

des quantités suivantes :-

. ) . .
a. Coefficients A et dérivées partielles par rapport a tous leurs arguments
jusqu’a Pordre 2 k + 4;

(1) (1)
b. Fonctions Wy et Wy, et dérivées partielles jusqu’a 'ordre 2 & + 4 ;

¢. Fonctions X;
.y “t)zﬁ
d. Quantités agg et a3P.

On voit donc que E est une fonction donnée, continue et bornée, des seules
inconnues X.
2° Equations ayant au premier membre une fonction @ des 2% et des para-

metres 2", Aa, ..., An_y (fonctions correspondant a @[, ..., oy, . 4.0 de la

x»
Q=f F dz" + Q,;
B

forme :

0
Q, est une fonction donnée (pour w}, wy, ... les valeurs de £, sont 8. o, ...).
. . . .o, ), .
F est une fraction rationnelle (de dénominateur T**=A*»" 4 A%~ p;) des quan-
Lités suivantes :

. ! . .
a. Coeffficients AM et hg" et dérivées partielles par rapport a tous leurs argu-
ments jusqu’aux ordres respectivement 2k + 3 et 2k + 2 (c’est-a-dire coeffi-
. o) . . .
cients AM, fs et dérivées partielles jusqu’a 'ordre 2k + 3);

LW W . . i
b. Fonctions Ws, Wy, et dérivées partielles jusqu’a Pordre 2k + 3;

RNCE IR ()]
¢. Quantités agg et a%f;
d. Fonctions X et Q;
e. Fonctions W (correspondant a Wi,, o, i <<h).
Les fonctions U ne figurent pas-dans F.
3° Equations ayant au premier membre une fonction W des coordonnées z*.

Ces équations sont de la forme
xn
W(xa)=f G dzn+ Wo(at).
0

Les fonctions W sont les fonctions W4, .. o (¢ < A).

Les G sont des fonctions W ou des fonctions U.

4° Formules de Kirchoff ayant au premier membre une fonction U des coor-
données z§ (les U sont les fonctions W3 ), de ld forme

[] W 2TC n T kAo L3 kg
U(z%‘)=f j f f de"dlg...d)\,,_l+f f f Idhs ... dhns.
xg Yo [] [} 0 0 0
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«. H, calculé par la formule (8.1) (chap. II) a partir des coefficients des

équations F', est défini par des intégrations par rapport a z" portant sur des

(

. . . u 1 U 1) .
fonctions algébriques des coefficients A%P“, hj‘, H)}'a‘___ai, t, de leurs dérivées
partielles et des fonctions X, 2, W et U.

Nous avons montré au chapitre I que cette fonction H est absolument intégrable

si les coefficients AW possédent des dérivées partielles jusqu'a Pordre 2 & + 4.

b. 1, comme H, est calculé par la formule (8.1) (chap. I1) au moyen des coeffi-
cients des équations F;. C’est une fonction, dé¢finie d’une part par des intégrations
par rapport a z" de fonctions algébriques des mémes quantités que H, d’autre
part par les données de Cauchy, et prise pour la valeur 2" = o du paramétre z";
dans les hypotheses faites, I est borné.

8. Résolution des équations (1). — Les équations (1) définissant le conoide
caractéristique sont des équations intégrales non linéaires anx seules fonctions
inconnues X :

-
) x:f E(X) dz" + X,.
z,

Les E(X) étant bornés et lipschitziens pour des X bornés, les équations (1)
admettent une solution unique, continue et bornée, vérifiant les inégalités :

|1 X —Xo|gd
dans le domaine A défini par les inégalités suivantes :

|ah —at|<d, |2f]|<e(ab),
0 Lxh L 2y, 0L heL2T, 0L A Lw, ceey 0 <

ou ¢(z)) est défini par des inégalités de la forme suivante :

— il i
a(z%)éd———zl;l" =1, e(ah) <e,

ot M désigne un nombre qui ne dépend que des bornes B, ¢t ou ¢ désigne le
nombre ainsi nomm¢ dans les hypothéses B. Les n —1 fonctions X correspondant
aux z¢ définissent alors avec la variable 2" un point appartenant au domaine D
correspondant & ¢ = ¢(x}).

Propriétés des fonctions X. — Les fonctions X solutions des équations (1)
possédent les mémes propriélés que les fonctions X du chapitre I, puisque les

. (') . . ~
coefficients A™ possédent les mémes propriéiés que les fonctions A** de ce cha-
pitre. Nous avons en particulier les résultats suivants :

X —X,
zo— x"
s’annulant pour 2" = z7) sont continues et bornées B dans A ;

1° Les foncfions X et (i est:le quotient par x;— 2" d’une fonction X

2° Les fonctions X et X vérifient une condition de Lipschitz B par rapport a
tous leurs arguments.
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9. Résolution des équations (2), (3), (4). — Nous considérons le systeme
d’équations intégrales a trois groupes de fonctions inconnues , W et U obtenu
en remplacant dans les équations (2), (3), (4) les fonctions X par les solutions
trouvées des équations (1)

an
0= [ F dan + Qo,

S m
o

xn
W= f G dz" + W,

(1)
U=f f...fudxn s ... d‘/‘,._.-o-f---fld).,...d}.,,~..
i s, ¥ ’ %,

Espace fonctionnel F. — Nous résoudrons les ¢quations (2), (3), (4) comme
dans A (chap. IIT, § 16) en considérant un espace fonctionnel &. Les coordonnées
d’un point de J' étant des fonctions W, U, et , définies et continues dans des
domaines D et A, prenant pour "= o les valeurs W,, U, et &, ainsi désignées
précédemment et satisfaisant aux inégalités

19— Q| N |2f§— 20},

ou N est un nombre donné, dépendant des bornes B
W, — W, | £ L JUi—Ue | £,
ot { est le nombre ainsi désigné dans les hypotheses B.
Nous supposerons de plus que les fonctions £,, W, et U, satisfont a une condi-
tion de Lipschitz respectivement par rapport aux variables z4, z* et zi(1¢).
Nous définissons dans & la distance de deux points IN,, N par la somme des

bornes supéricures, dans les domaines de variation respectifs de leurs arguments,
des valeurs absolues des différences de leurs coordonnées

AN, Ny ) = Max { 2| Q, — Q[+ 2| W, — W, |+Z|U, — U, |}

L'espace & est alors un espace normé complet et compact (topologie de la
convergence uniforme).

Représentation de Uespace F. — Nous remplagons dans F, G, H, I les incon-
nues &, W, U par les coordonnées ,, W,, U, d’un point de & ; nous obtenons
ainsi une représentation de &

Qg::f F. dwn + o,
g

o
(9.1\ \Vg—_—f G, dzx"+ W,,
‘ 0
[0} > a
u,:f f---indx"/{;.,..‘d).,,_1+J J Lidh...du,.
:‘:: 20 2‘

(*¢) Nous ne supposons pas que U, (qui n’intervient pas dans F) vérifie une condition de Lipschitz
par rapport a z".
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Nous montrerons qu’il existe un nombre ¢()) définissant un domaine A et un
domaine D non vides tel que cette représentation est une représentation de
I'espace & dans lui-méme et admet un point fixe.

10.1° Les quantités F; et G, étant continues et bornées B. il esL clair qu’il
e¢xiste un nombre ¢ non nul définissant un domaine D tel que pour |x"—zg| <¢
(c’est-a-dire z" < z}; < ¢) les fonctions Q,, W, soient continues et satisfont aux
mémes inégalités que ;, W, dans leurs domaines de définition respectifs.

2* Etudions les fonctions u, :

«. La quantité H; n’est plus, comme pour quatre variables continue et bornée B,
mais il est facile de voir cependant que I'on peut choisir ¢ définissant D, non vide,
tel que U, soit continu et borné par la meéme inégalité que Uy, dans D.

Nous avons vu, en effet, au chapitre I que la quantité H était absolument inté-
grable (cf. § 28, chap. I) si les coefficients A possédaient des dérivées partielles
continues et bornées jusqu'a lordre 2k —+ 4 par rapport aux variables z2. Les
fonctions X solutions des équations (1) possédant les mémes propriétés qu’au cha-

“ . . . .
pitre I et les Ads admettant des dérivées partielles par rapport a ces fonctions jus-
qu'a lordre 2A + 4 continues et bornées H, vérific une inégalité analogue &
inégalité (23.5) du chapitre I, ¢’est-a-dire :

~0 . ~
10.1) / jj Ny dzr dis ... drpy < B| 2§ logay |,
g ~

ou B désigne une borne B.

b. Rappelons que la quantité I est donnée par I'égalité suivante (*7) :

_ 1 {&iApi _ ®o(D(af—am )2 8lp,
(‘0.2) t= Rnt R» fx":o - Tn Tn }.v'":ﬂ’

avec

k {
&=, X ChEl ().

/=0 p=0

Nous voyons que I; est continu ct borné (de méme que la quantité | du
chapitre I, ¢f. §22).

Les résultats du chapitre I (§ 22) montrent de plus que tous les lermes de
ElYP pi(2y— 2" )"~* figurant dans I, sont produils de 2% — 2 par des quantités
bornées, donc tendent vers zéro quand 2" tend vers z? i 'exception du terme
[u,,]J, .

.1 d(exs
10.3) J.=_mf,[At/J‘_(%p,-(zn—xg)n—f.

Nous allons montrer que J, tend vers ag,(z}) = au, quand z" tend vers z,

(") Pour simplifier I'écriture, nous supprimons les signes *, correspondant i la transformation
variable (§ 26, chap. I), qui devraient figurer dans ccs expressions.
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« élant une fonction de %, ..., A,_; dont l'intégrale sur la sphére unité X, est

n

o)y

T—1
) . . () 7 : ds .
¢gale & 1. En effet, les fonctions [A‘J_], (z'—2xy)  oet (zt—axy) d—;l vérifient

des conditions de Lipschitz B par rapport aux fonctions X, les fonctions X (donc
aussi p;) et wj; vérifiant elles-mémes des conditions de Lipschitz B par rapport a
la variable z» (résultats du chapitre I et hypotheses faites sur £,); nous avons vu,
d’autre part, au chapitre I que si les coefficients A sont suffisamment différen-

. . (), . N . . .
tiables (ce qui est le cas pour les A*), les fonctions %, ,, vérifient des inégalités
de la forme suivante :

n
< —3
2
lon— 23| lX§(01_{X§(o)}r":1‘ﬁ|_43 log|a" — a3 ||| 2" — 23],

221 gyt Iyt
oy | K [l | b e g log 20— oG]
xn=al

D’ou Pinégalité suivante vérifiée par J, :

(104) ,1|:Ji}r":ﬂ_:{JI:n"':wﬁ‘IéB ‘T:)l 10g|¢:ll‘ ’

on
{ J‘, }.r":xs = Kp 8?:

K, étant le nombre ainsi désigné au chapitre 1.
Nous avons, d’autre part, par hypothése :

[trsJen=0 = or(2t),

oit z¢, considéré comme une fonction X (2%, 2, 2s, ..., y_41) doit étre ici pris
pour z" = o.

Les fonctions X vérifiant une condition de Lipschitz B par rapport ala variable 2",
on a

[f@lfamzme— & | = { @l janzo — { &t funzag [ Z Blaf L

Les ¢ (2f) vérifiant, d’autre part, une condition de Lipschitz B par rapport
aux ¢ (hypotheses § 2), on a

(10.5) [er(xl) —or(xh) < B2t ]

D’on
Hlem]diben=0 — Kugs(a%) | < B |25 | log| 25 |,

la quantité I, figurant sous le signe d’intégrale n— 2-uple, donnée par la for-

i) D n__ pnin—2 . -
mule (10.2) étant la somme de k-: { [ur ]34 _(_"f"_Tn_x._)__ E.un-:o(‘k"’ produit de K,
par l'aire de la sphire unité n —2-uple) et de termes dont le quotient par z; est
borné B, on trouve finalement :

z§ log |z} |

(10.2) ]1.—%%.«%)[41:
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¢s(z}) étant la fonction que nous avons désignée par Uy, nous déduisons de (10.1)
et (10.2) une inégalité de la forme suivante :

|U=—Uo[éB‘mi§log|%’|

L’inégalité (10.3) (**) montre qu’il existe un nombre ¢ non nul ne dépendant
que des bornes B tel que pour
_ lzil<¢,
on ait
|Us— Uo| =< L.

11. Pour montrer que le point (JT,Q,, W, U,) est un point de &, il nous faut
encore montrer que £, W.,, U, satisfont aux mémes conditions de Lipschilz
que 9‘, W{, Ul.

1° Nous avons :

(a0 ) — a(ab, )= [ (Fi(all o) = Fa(ah, ...) | do,
xp

ou F(zf,...) et F{(&}, ...) sont calculés respectivement a I'aide des fonctions
X(@y, . ..), Qu(zd, ) et X(2, ...), Qu(ah, .. .).

Les F, satisfont a des conditions de Lipschitz B par rapport aux X, ;, Wy, les
fonctions W, satisfaisant elles-mémes a une condition de Lipschitz par rapport
aux X =z, tandis que les €, et X vérifient des conditions de Lipschitz par rapport
aux z,. Nous voyons donc que F, vérifie une condition de Lipschitz B par rapport
aux z%. Supposons que le nombre N figurant dans 'inégalité soit précisément le
coefficient de cette condition de Lipschitz, nous avons alors :

|Qo(2d, ...) —Qs|ah, ...)| £ |&f— x| NZ |z — i |
et il est clair que @, et , vérifient les mémes conditions de Lipschitz que @, et ;.
20

an
Wa(z't, 20) — Wa(at, zn) =f (Gy(x't, t) — Gy (@i, £)) dt + Wo(x't) — Wo(zi).

G, étant une fonction W, ou une fonction uy, il suffira de prendre

l— 1

[
= 1

(ou let lo<< ! désignent respectivement les coefficients des conditions de Lipschitz
satisfaites par Wy, Uy et Wy, U,) pour que W, vérifie les mémes conditions de
Lipschitz que W,.

(%) Cette inégalité laisse prévoir que la solution des équations intégrales J, est solution du
probléme de Cauchy : la fonction u(2%) donnée par la formule de Kirchoff tend vers u, = 9,(z;)
quand z§ tend vers zéro.
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30

.0
Us(@, @) — Vst a) = [ [ oo [THu(at, .0 — Hi(ah, ...)) don ... s
g E‘

...f...f(x,(z;,l, ) =L, .. )] e Do,

Hi(zg, ...)— Hi(2h)
. E|zf— |
méthode analogue a celle utilisée au chapitre I pour montrer que H est abso-
. " o epe . T . .

lument intégrable (cf. § 23), qui utilise la différentiabilité des A (1c1 AN‘) :on
a{,,_ Ro verifient
) zt—

une condition de Lipschitz B par rapport aux variables 7', (démonstration iden-

On montre que est absolument intégrable en ulilisant une

. () .
montre que, sous cette hypothése, vérifiée par les A, les fractions

Lo . * R—QRe
tique a celle faite dans A, chap. III, § 22) et que, en conséquence, f =y dx

vérifie une condition de Lipschitz de coefficient B'log[.z‘"—x’;

par rapport a

ces variables. On trouve finalement :

0

(11.1) f f...f(H.(a:’.‘,...)—-H,(x’.,,...))d.z"d).,...d)w,_,}
xg 2‘ )
B I|zi—ah|.

zflog | z§ |

Pour montrer que l'intégrale de surface

f...f(],(z;{, ) =T(&h, o)) dha . dhpy

vérifie une inégalité analogue, nous remarquerons que tous les termes de I,
vérifient une condition de Lipschitz par rapport aux z% dont le coefficient est de
la forme |z"— z§|B, & 'exception du terme [u,1]Js. Nous voyons, par des
méthodes analogues a celles précédemment utilisées que J;—K,3], donc J,
vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux variables 24 dont le coefficient
est de la forme |z"— z}|log|2z"— 2} | B. Nous avons, d’autre part, l'identité
suivante :

{[ur} 31 }anmo = 9r(2!) { I1 Janmo=Kn9s(2h) + (J1 — Kn 8)pr () + J1(9r(2!) — 2r(24))
D’ou, d’apres les inégalités (10.4) et (40.5), et le fait que

er(a!) — or(2h) = Pr(@t) — { or( &) jan=ay
xh — x§ " — xf

vérifie une condition de Lipschitz B par rapport aux ), :

4 Tem 130 Jags — { [#51)31 Yk |ammo < Kin | 95 (@) — 95 (2%) | + B | 2§ Log | x4 | | = | 2 — 24 |.
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On en déduit I'inégalité suivante :
(1.2) f...fu.(z;,i, )= 1y(&h, ) | dh gy = | Ug(2) — Uo(h) |
v

+B | zd—ah |,

z§ Log | x5 |

avec, par hypothese,
[ Us(2d) — Uo(2h) | £ Lo B(zf— o).

On déduit de (14.1) et (11.2)
| Us(d, ...) | — Us(ah, ...)| < (lo+B

mgLog[zgll)E|z’°‘—x‘o|,

d’ou. pour un choix convenable de ¢ définissant D :
[Us(z) — Us(ah) | £ IZ(2f—2h) (1> b);

U, satisfait alors aux mémes conditions de Lipschitz que U,.

12. Nous allons montrer que la représentation (9.1) de I'espace F dans lui-
méme admet un point fixe en l'itérant. Soit My (2, Wy, U,) le point représen-
tatif de IN, (24, Wy, Uy) et M, (5, W, Uy) le point représentatif de INs.

11 résulte immédiatement de la forme des fonctions F et G que :

(12.1) | Q35— Q| L |2 — 23 | BMax {2 ]| Q— Q) |+ | Wo— W, |},
(12.2) {Wi— Wa| < |27 | Max (| Wa— W, | + X | Us— U, | ].
Montrons que H vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux fonctions ,
2, W et U, sous les hypotheses faites sur les coefficients (AW est une fonction
(1), . . . . .
donnée A'#, 2k —+ 4 fois différentiable, des variables x“), dont le coefficient est

de la forme B l Log |z — 27 |

Rappelons que

_ ) ()If.‘ A
H= <["r]L§(l>+ Jzn o5 Aany Alnp,’

ou L7'9 est donné par la formule (7.1) du chapitre I.

Les coefficients A7~P=(K7-F étant des fonctions données des variables 2%, satis-
faisant aux hypotheéses du chapitre I,. A(2;— z")?—" est une fonction donnée,
continue et bornée dans (D). H est ainsi une forme linéaire des fonctions
Pafn
ozt ox/

)(z"—'—x’;)"—? (ef. § 25, chap. I), les coefficients de cette

. daf
"\ p—h—23 T n\n—h—2a Y% (W) n\n—h—
(In_zo n Ol (.Z"'-—Z‘“)" e ) ((L‘"—.Z‘o)" h—1

o
quantité ([A‘/] gx%

forme linéaire sont-des fonctions bornées vérifiant des conditions de Lipschitz B
par rapport aux fonctions U et W.

ainsi que de la

. S \ _o 03},
13. Montrons que les fonctions (z"— x})"—*~*¢!, (x"—z})"—* )

L)
dxt dz/
fonctions Q et W,

(zn—ag)n—h—t vérifient des conditions de Lipschitz B ‘par rapport aux
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Rappelons que :

th
of oy = sy X&),

n

31 . . . .
(z"—x,)* o est unc fonction donnée, continue et bornée. ], est une fonction 2.
Etudions x!,,, par récurrence :

e,
xg(,,)=f S22 g [form. (12.3), chap. 1],

1° Nous avons vu au chapitre I que y,;_,, est de la forme suivante :

,{_s(}. l)—j zn— n\)d/ zn

ou R est une fonction continue et bornée (que 'on identifie pour z" < o avec la
valeur R, qu’elle prend pour 2" = z7). Il est facile de voir, en se reportant a
Pexpression de o} ;_,, [(19.1), chap. I] que R vérifie une condition de Lipschitz B
par rapport aux fonctions & et W :

]0{:‘—0{1,éBMaX{z‘Qg—-Qil—l—Ele—W.l}.
D’ou :

{(2n— )b hety fo— (2" — Z) b het) h = BMax { 2| Qe — Q| + 5| Wo— W, |},

2° On montre de maniére analogue, en utilisant les expressions (19.3) et (19.4)

. 2 O k= , ?ybia
des dérivées de y;,_,, que (x"*zg)-# et (z"— z4)* 5 =" vérifient des
conditions de Lipschitz B par rapport aux & et VV Il en est donc ainsi de

n

+1dg-" _ 2 02al
(x“—x ) as(k s (x,,_z S (k=k) T Ssthk—1)

ozt prr
3° Des raisonnements tout a fait analogues a ceux faits au chapitre I (§ 19)
permettent de monirer par récurrence que les fonctions (z"—z})* %l s,

oYX = 0?2
n\A As (h—k) A\ hn X,\(k h) o
(zn—Z{ )t L et (@ — o) hr2 —2a 0= vérifient des conditions de Lipschitz B

par rapport aux fonctions et W. Il en est donc de méme de (z"— x5)"~**a’.,,,

ot (21— 23)*

oA ol / n
(@ —ay ) h=r =, (g — Zh ) (rappelons que k= > — 2)-

14. Montrons que les fonctions
n n

g e
H . : ERR
(" —z§) Xé(o)—‘r'!‘_";n(z"—‘x'& Ascon

n

(J“——z"g'\'

n
X 502 Yf
L0 im e (pn— g ) L0
dxi dx) _,,n='1.3( ) gzt oxi

vérifient, par rapport aux fonctions & et W des conditions de Lipschitz dont le
coefficient est de la forme B Log|2"— z| |. Cette démonstration suit la méthode

x N . .. (),
du paragraphe 25 (chap. I), les Ak (qm sont ici les A)n“) étant suffisamment
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différentiables et les X possédant les propriétés des fonctions correspondantes du
chapitre I.
Nous montrerons que les quantités yx

1 . . . »
(th.1) fn= ——— (&G — "Wy Ty — Nim (2 — 2 )yl g ) i
- x§— " an=xp ) )

vérifient des conditions de Lipschitz de coefficient B | Log | 2" —- xy | | par rapport
aux fonctions @ et W ().

1° Nous avons vu au paragraphe 25 (chap. I) que y4 est donné par 'expression

suivante :
 R—Ry
1= e dx"
o f wr— g

ou

) ~
R = P k—1) Wh(k—1y(Z" — x§)?
= T

prend la valeur R, pour z"= z} ct est identique a R, pour z" < o.
I résulte de Pexpression de of,_,, [(19.1), chap. I] que tous les termes de
‘R . . . .
——— sont bornés et vérifient une condition de Lipschitz B par rapport aux
rh— x§

fonctions Q, et W étant (quand les AM= A% sont des fonctions 2k ~+ 4 fois

différentiables des x“) des fonctions algébriques régulieres des coefficients B2 et
des fonctions , &, a I'exception du terme

. . e (xt—xy)
i LA — ——een L g
[AY]oS ) g ~aeTa

11 résulte de I’étude faite au chapitre I que

., o, d%a (xrh—axp)?
Z=[Ai T S AN

( ]r).z'dxl 2sTn

(1) . .
ui est une fonction connue des variables 2* quand A= A, satisfait a

q q )
Pinégalité

ke

(On a désigné par Z, la valeur de Z pour z" = z7).

ol — 857
zh— xi}

Tous les autres termes de R tendant vers zéro quand.z” tend vers xj, ona d’autre

satisfait donc a une condition de Lipschitz B par rapport a £ et Q.

0

ey . R—R ST ..
part Ro=12077Z, et 'on voit finalement que P —1 satisfait & une condition de
: - 0

Lipschitz B par rapport aux fonctions W, @ et @, on en déduit que

(1?) Les foactions U n’interviennent pas dans les expressions des fonctions of ;) [¢f. remarque i
la fin du paragraphe (chap. II)].
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T R—R . e . . .
) _—_f W satisfait par rapport & ces fonctions a une condition de
xn

Lipschitz dont le coefficient est de la forme B | log|z"— 7 ||.

2° Une démonstration similaire montre que les quantités analogues a y

Ixbik—1) et Yk k—1)

P p P satisfont a4 des conditions de

construites avec les dérivées

log | z*— z" || par rapport aux fonctions &, & et W.
g ol | P PP

Lipschitz de coefficients B

3°. Un raisonnement par récurrence analogue a celui fait au chapitre I (§ 25)
montre enfin que les quantités y; satisfont toutes (k> & > o) & des conditions de

Lipschitz de coefficients B i log | z*— z" || par rapport aux fonctions 2, & et W

13. Les résultats des paragraphes 13 et 14, et expression de H montrent que H
vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux fonctions &, Q, WetU.

(13.1) |Hy—H, | < Blog|zn— 27|
X Max{Z|Q—Q |+ 2|0—8|+2|Wae W, [+ 2| Us—U,|}.

L'expression (11.2) de I et les résultats déja démontrés sur les fonctions
!, montrent, d’autre part, que I vérifie une condition de Lipschitz B par rapport
aux fonctions & et W [dans I la fonction U qui n’intervient que directement et
non par I'intermédiaire des o7, doit étre remplacée par une fonction connue,
donnée de Cauchy o, (z%)].

Nous écrirons donc :

(15.2) |L— Iy | < B { MaxZ [ Qs— 0, | + £ | Wa— W, | }.
On déduit finalement des inégalités (15.1) et (15.2):

(18.3) 13— Us | < B | % log |z} || Max { 2| Q—Q, |+ 2| 0. — O, |

+Z|W—W,|+2|Up—U,|}+BMax {Z|Ws— W, |+ Z|0Q.— 0]}

Nous voyons qu'il suffira (comme dans A, §19, chap. III) d’itérer une deuxiéme
fois la représentation (9. 1) pour que la distance des points I, I, soit inférieure
a la distance I, N, pour un choix convenable du nombre ¢ non nul définissant
le domaine D [c¢f. inégalités (12.1), (12.2) et (15.3)].

On en déduit Pexistence d’un point fixe pour la représentation (9. 1), le point
fixe appartement a 'espace &, les fonctions correspondantes &, W et U satisfont
aux hypothéses faites au paragraphe 9 sur I'espace &. Nous aboutissons ainsi au
théoréme suivant :

Turorkme. — Le systéme d’équations intégrales (2), (3), (4) admet dans
(D) une solution &, W, U continue et bornée. Les fonctions U satisfont & une
condition de Lipschitz par rapport aux variables z'.

Les inégalités (9.1), (9.2), (9.3) montrant I'existence de la solution montrent
aussi qu’elle est unique.
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(. — Les solutions des équations intégrales J; sont solutions
du systéme intégro-différentiel F';, /.

Nous montrons maintenant que les fonctions W, o, (0 < ¢ < k + 1) obtenues
comme solutions des équations intégrales J, sont solutions du systéme intégro-
différentiel F',, f| et que les fonctions Wéa.,..ai( i< k—+1,j<Zh) solutions des
équations J sont les dérivées partielles d’ordre i — j de ces fonctions W, ..
dans un domaine D ne dépendant que des bornes B. Nous utiliserons pour cette
démonstration I'approximation des fonctions continues par des fonctions analy-
tiques [méthode utilisée par Hadamard et de nombreux auteurs dans la synthese
du probléme de Cauchy (¢f. A, p. 72)].

Cas analytique. — Considérons des équations F', ou coefficients et données de
. (1) . .
Cauchy sont analytiques (AM‘, Ssr Wsa, ai..r 9s et gs, fonctions analytiques de

leurs divers arguments). 1 cst facile de montrer que le probleme de Cauchy
(construit a D'aide de g et s) relatif au systéme intégro-différentiel F',, £, admet
une solution analytique dans un voisinage V du domaine (d) de la surface initiale
z"=o portant les données de Cauchy (systtme de Cauchy par rapport aux
fonctions W, W, , Wg,, et la variable 2" auquel on applique le théoréme
de Cauchy-Kowalewki).

Considérons, d’autre part, indépendamment des équations F', f le systeme
d’équations intégrales J,. Ces équations admettent, sous les hypotheses B, une
solution unique dans un domaine D ne dépendant que des bornes B. On montre
(¢f. une démonstration analogue dans A, § 24, chap. III) que cette solution est
analytique dans D. Elle coincide donc dans V nD avec la solution des équations
F.,, /i, qui vérifie le systtme J,. Le prolongement analytique montre alors que
la solution des équations J; est solution du systeéme F',, f, dans D tout entier.

Remarquons que si I'on a désigné par W§, . les fonctions W et U, solutions
des équations Jy, les fonctions, solutions de F,, f; sont les dérivées partielles
d’ordre j — 7 par rapport aux z* des fonctions Wy, ,, (0 L7k +1).

PR TR

Coefficients et données de Cauchy ne satisfaisant qu'aux hypothéses B. —
Nous approchons uniformément les coefficients AM., fs, les données de Cauchy

9s et g satisfaisant aux hypotheses B et les fonctions Ws«,.,.ah. satisfaisant aux
hypotheses (§ B) par des fonctions analytiques satisfaisant aux mémes hypothéses.
Nous obtenons ainsi des systeémes d’équations ', f;., approchés du systéme
F,, fi. Ces systemes F,, fi,, ont dans D une solution, solution du systéme
d’équations intégrales Jy(n; les fonctions Wi, ., correspondanta ces solutions
sont les dérivées des fonctions Wy,  , (£ <k + 1). Des inégalités analogues aux
inégalités montrant l'existence de la solution des équations J; dans D (cf.
raisonnement analogue dans A, chap. III, § 26) montrent que ces solutions Wy,
Uiy, Xiny, ) convergent uniformément dans D vers des fonctions W, U, X, Q
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solutions du systtme Jy, quand les fonctions d’approximation convergent vers les
fonctions données.

Les fonctions W et U, limites uniformes des solutions W ,,, U,,; des équations
F'\ s finy POssedent les mémes propriétés, c’est-a-dire que :

1° Les fonctions Wia,...o; ({ < k +1) sont les dérivées partielles jusqu’a l'ordre
h—k—1 des fonctions Wg,, 4. Les fonctions Wg, .. satisfont aux mémes

. (1)
hypotheses que les fonctions données Wgq,  o,,,;
2° Les fonctions W, o (£<k—-+1) sont solutions du systeme intégro-
différentiel F',, f, dans le domaine D.

D. — Résolution des équations données F.

Résolution du systéme intégro-différentiel I, f,. — Nous considérons I'espace
fonctionnel w des fonctions Wgo o, (£ k-4 1) satisfaisant dans D aux
hypotheses (§ B); w est un espace normé complet et compact pour la topologie de
la convergence uniforme.

La résolution du probleme de Cauchy ¢s, s relatif au systeme ¥, f; définit
(résultat du paragraphe précédent) une représentation de cet espace dans lui-
méme. On montre que cette représentation admet un point fixe en utilisant un
systtme d’inégalités vérifié par les solutions du probléme de Cauchy, déduit du
systeme d’équations intégrales Jy [¢f. inégalités (26.1) dans A]. Les fonctions
Wi, . 2, correspondant a ce point fixe sont solutions du probléme de Cauchy
relatif au systéme F', /' dans le domaine D et possédent des dérivées partielles
jusqu’a Vordre & — k —1, continues, bornées et satisfaisant a des conditions de
Lipschitz par rapport aux variables z{. On montre que cette solution est unique
en utilisant le systtme d’équalions intégrales J vérifié par les solutions du
systteme F', f': ce systtme J s'obtient pour les équations ¥/, f' comme le systéme
Jy a 616 obtenu pour les équations ¥, f,; pour une solution des équations F’,
possédant des dérivées partielles jusqu’a ordre - —k—1, la quantité H est
absolument intégrable et il n’y a aucune difficulté a écrire les inégalités classiques
relatives a des équations intégrales non linéaires prouvant Punicité de la solution.

Résolution du systéme d’équations aux dérivées partielles donné I'. — Nous
montrerons que les solutions Wy du probléme de Cauchy ¢s, Js relativement au
systeme F’', f' sont solutions de ce probleéme de Cauchy relativement aux
¢quations aux dérivées partielles données F, les fonctions Wy, ,. solutions de
F', f' étant les dérivées partielles d’ordre ¢ de ces fonctions Wy Nous utiliserons
pour cette démonstration la méthode d’approximation par des fonctions analy-
tiques, comme précédemment.

Cas analytique. — Considérons des équations F a coefficients analytiques et
des données de Cauchy analytiques. Les équations F ont alors, pour ce probléme
de Cauchy, une solution analytique dans un voisinage V du domaine d de la
surface initiale (théoreme de Cauchy-Kowalewki). Cette solution est solution du
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probléme de Cauchy relatif a F/, d’aprés la construction méme de ce probléme,
si les coefficients et données de Cauchy sont supposés satisfaire, de plus, aux
hypotheses B. On en déduit que la solution précédemment construite dans D des
équations F’ (solution unique) est solution des équations F dans la partic
commune VN D aux domaines D et V. On en conclut (prolongement analytique)
que la solution du systéme F' coincide avec la solution du systeme F dans D tout
entier.

I1 en résulte, en particulier, que les fonctions Wg,, 4., solutions de I’, sont
les dérivées partielles d’ordre ¢ des fonctions W correspondantes.

Cas non analytique. — Les coefficients A, f5 et les données de Cauchy ¢g et
Js ne satisfaisant qu’aux hypotheses B, nous les approcherons uniformément par
des fonctions analytiques A% et fsi., 95w et g, satisfaisant aux mémes hypo-
theses. Les équations F,, correspondantes ont, relativement au probleme de
Cauchy og,, ¥s(s, une solution analytique dans le domaine fixe D, qui satisfait
aux équations intégrales J ). Les inégalités déduites de ces équations montrent
la convergence uniforme, dans D, de cette solution des équations I, vers la
solution des équations F' (relativement au probleme de Cauchy ¢s, ¢s) quand les
fonctions AZ‘,E’)“, S Psimy Ysm convergent vers les fonctions A, fg, og, s.

Nous avons vu que la solution des équations analytiques F|, est solution des
¢quations F,, dans D; les fonctions Wy, 4, correspondantes étant les dérivées
des fonctions Wg,,. Les fonctions Wy, .. solutions de F', limites uniformes
dans D des fonctions Wy,, ., sont donc solutions des équations F (pour le
probléeme de Cauchy ¢g, ¢s) dans D. Les fonctions Wy,  ,, sont les dérivées
d’ordre ¢ des fonctions Wy.

L’unicité de la solution du probléme de Cauchy relativement a F résulte directe-
ment du systeme d’équations intégrales J vérifié par cette solution.

Conclusion. — Sous les hypotheses B (§ 2), le systeme d’équations aux dérivées
partielles
N 2 Ws .
AN g T /s=e

admet, relativement au probleme de Cauchy o, s une solution unique possédant
les dérivées partielles continues et bornées jusqu’a 'ordre

h=3k+s="_1.
2
BIBLIOGRAPHIE.

[1] F. Bureau, L'intégration des équations linéaires aux dérivées partielles et du type hyper-
bolique normal (Mém. Soc. Royale Sc. de Liége, vol. 3, 1938).

(2] S. CurisTiaNOvICH, Le probléme de Cauchy pour les équations non linéaires hyperboliques
(Rec. Math. Moscou, N. 8. 2, 1937).

[3) G. Darmois, Les équations de la gravitation einsteiniénne (Mém. Sc. Math., fasc. 25, 1937).

[4] Y. Fourks-Brunat, Théoréme d’existence pour certains systémes d’équations aux dérivées
partielles non linéaires ( Acta. Math , t. 88, 1952; C. R. Acad. Sc., t. 234, 1952, p. 500 et 585).



— 288 —

(5] K. Friepricus et H. Lewvy, Das Anfangswert problem einer beilibigen nicht linearen Diffe-
rentialgleichungen beliebiger ordunug in zwei Variablen (Math. Ann., t. 99, 1928).

[6] J. Hapauarp, Le probléme de Cauchy et les équations aux dérivées partielles linéaires
hyperboliques, Paris, 1932.

[7] J. Leray, Séminaire de l'Institute for Advaneed Study (Princeton), 1 partie, 1931 et
2° partie, 1952.

(8] A. LiceNerowicz, Problémes globaux en Mécanique relativiste, Paris, 1939.

[9] I. Perrovsky, Ueber das Cauchysche Problem iiber systeme von partiellen Differentialglei-
chungen (Rec. Math. Moscou, N. s. 2, 1937).

[10] M. Riesz, L’intégrale de Riemann-Lionville et le probléme de Cauchy (Acta. Math. t. 81,
1949). :

[11]1 3. Scuacoer, Das Anfangswert problem einer quasi linearen hyperbolis:hen Differential-
gleichung zweiter achnung in biliebiger Anzahl von unabhdngigen Verdnderlichen (Fundam.
Math., t. 24, 1935).

[12] L. ScawarTz, Théorie des distributions, Paris, 1g50.

(13] S. SosoLer, Méthode lle a résoudre le problé de Cauchy pour les équations
linéaires hyperboliques normales ( Rec. Math. Moscou, N. s. 1, 1936).




