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RÉSOLUTION DU PROBLÈME
DE CAUCHY POUR DES ÉQUATIONS HYPERBOLIQUES

DU SECOND ORDRE NON LINÉAIRES;

PAR M"® YVONNE FÔUBÈS-BRUHAT.

INTRODUCTION.

Le but de ce Mémoire est la résolution du problème de Cauchy pour les
équations hyperboliques du second ordre à un nombre quelconque de variables,
non linéaires, du type suivant ( A ) :

^£^~i~fsso (^a==I>2-•-/l)•

Les coefficients A^ et/sont des fonctions des inconnues M, de leurs dérivées
partielles premières et des variables x*.

Les résultats s'appliquent aux systèmes d'équations de la forme

<E) ^sS^-^'0 (*= I '2 ' • •• .N)>
où les coefficients A^ et/, sont les fonctions des N inconnues Uti de leurs dérivées
partielles premières et des variables a?31, les coefficients A)v- étant les mêmes pour
les N équations (2).

Sous l'hypothèse que les coefficients A^ et fs possèdent un certain nombre
(fini) de dérivées continues par rapport à tous leurs arguments et que la forme
quadratique A^X^Xnestde type hyperbolique normal (A^^ o, A^X/Xy définie
•< o, xn désignant ainsi la variable «temporelle» et xi les n—i variables
« spatiales »), je montre que la solution d'un problème de Cauchy donné relati-

(1) J'utiliserai dans tout ce Mémoire la convention de sommation d'Einstein (suppression du
signe de sommation dans les termes où un indice figure deux fois) Les indices grecs varieront de
x à n, les indices latins de i à TI—I.

(2) Les équations de la Relativité, générale sont de cette forme en coordonnées isothermes
<c/. Darmois [3], Lichnerowicz [8]).
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vement à (E) par des fonctions u{x1^ o), —^(x1, o) suffisamment dérivables

(un nombre fini de fois) est solution d'un système d'équations intégrales ô'. Ces
équations sont résolubles par la méthode ordinaire des approximations successives
dans le cas où les coefficients A^ (mais pas nécessairement/,) sont des fonctions
données des variables ; je montre que cette solution est effectivement solution du
problème de Cauchy donné (approximation par des fonctions analytiques).
Pour résoudre le problème de Cauchy pour des équations non linéaires, je les
approche par les équations du type précédent obtenues en remplaçant dans les
A^H- les inconnues par des fonctions données. Une nouvelle série d'approximations
successives permet alors de construire la solution du problème de Cauchy pour
les équations données. Cette solution possède des dérivées jusqu'à un certain
ordre, inférieur à l'ordre de dérivabilité des données de Cauchy. La résolution est
faite localement : à des données initiales portées par un domaine d compact
d'une variété initiale d?"==o correspond une solution dans un tronc de cône de
base d.

Le système d'équations intégrales «J est obtenu pour des équations à un nombre
pair de variables par une extension de la méthode donnée pour les équations à
quatre variables (3) : j'intègre sur le conoïde caractéristique des combinaisons
linéaires des équations (E) et des équations dérivées par rapport à x'1 jusqu'à

l'ordre n —2. Les coefficients de ces combinaisons sont des fonctions auxiliaires,2
définies et continues sur le conoïde caractéristique, excepté au sommet où elles
possèdent une singularité (4) .

L'ensemble de ces opérations (dérivations par rapporta x"-, multiplication par
des fonctions auxiliaires et intégration sur le conoïde caractéristique) se réduit
pour l'équation des ondes :

n—i
- à^-u ^ à^u , .
^^•-^[^^^

<==1

à la composition avec la solution élémentaire o", distribution au sens de Schwartz
dont le support est le demi cône caractéristique

n—t

(^/i)2__V(^)î=;o, x'^o (/i pair),
i==i

qui vérifie :
L<r=8.

Prenons pour paramètres représentatifs d'un point du cône caractéristique ses
n-—i coordonnées d'espace x1^ et pour dérivation transversale au cône la dén-

àvation -T— •àx'1

(3) Acta Math.^ t. 88, igSa, p. 141-22^. Nous désignerons ce Mémoire par A.
(*) Une méthode analogue est utilisée par Sobolef [15] pour donner une solution généralisée du

problème de Cauchy pour une équation linéaire à coefficients analytiques.
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La solution élémentaire, distribution portée par le cône (°) peut s'écrire

^1 ÔP
^Zà^àx^P^'

P\\o

où les Vp sont les extensions à l'espace entier de distributions définies sur le cône
(c'est-à-dire dans l'espace des variables x1), et où k est un nombre que nous
déterminerons ( /: == n — a ) •

Désignons par j-j la dérivation par rapport à x1 d'une distribution définie
sur le cône et par [9] la restriction au cône d'une fonction indéfiniment diffé-
rentiable 9 des variables x*. Posons, sur le cône, x^piX'1, on a

F <M r i [ à 1 f ' à-o 1
[^J^^l^^^^l^J1

D'où l'on déduit
k

àv v< ( àP à àP^V<I —V ) ô v v Ï
~àxt ~~Z^\(àx^jP [à^vp~1^~j^~^ppi{ï

p=e
k^g _^ ( àp r ^ i àp^ / r à i \

{àx^Y '"^((^"^[(^^^^"(^^^U^J^/^

àP^ f û> -I ^+2 j
""(^^[^J^^^C^n)^^^}'

On voit que dans

L o s
»—i

<^ <T V^ Ô^ <5

y ^(' {àx^Y ^{àx1)1

/)p-^î
les termes en ^ g disparaissent puisque, sur le cône caractéristique, ïpf== i,
et l'on trouve

v ^p x v ^+l ( r à i r à i )L'=~Z(-^^^^(^^^^^
n— l

au l'on a désigné par À le laplacien ̂  -r-r, •

Pour que Lor soit égal à la mesure ô, il faut et il suffit donc que les équations
suivantes soient vérifiées :

(i) <î)o==—A<Jo=8,

j^=_Ao^-h2^[^]^-t+^i[^]^=o CP=i, ...,X:),

^===^i[^]^fft[^]pts=o•

(4) C/. Hadamard [6], M. Riesz [101, Leray [7J.
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Le système (2) se présente comme un système d'équations différentielles
linéaires du premier ordre, soit :

à f à -]A à F à— Ao» -+- 2 —— <r»_i •+• a»î^<^-l-4-a^lL^J^==o»
où x^ est ici la variable (6) définie sur le cône caractéristique par (.a?71)2 ==2(a'1)2,
On déduit, d'autre part, de xi==piXn :

[ à 1 n—2
[àxt^ -^T--

Les équations (2) s'écrivent finalement :

(2)

^5=—A<T/,-h ÎL^^^2^<T^i=sO CP=I, . . . ,A:) ,

^ ^ n—2
^^j^*-4--^^0-

Ces équations ont pour solutions des fonctions de a*", définies et continues,
sauf pour a*"== o, que nous obtenons en résolvant les équations (a) par récurrence
à partir de la dernière dont nous prenons pour solution la fonction o-̂  suivante :

l n

( n-i \ '«""<"

^= ̂ }
)2 /=l /

^==a==——^-=(y(^)») (^»>o),

(a?»)2 \'=i

où ak est un nombre pour l'instant arbitraire.
Nous avons alors :

(,_»)/,_»)i ,_»)^_»^

-î ——^«*.(-r1A.,-_\ 2Â 2/^

Nous déterminons la fonction o^i == 0 ' y . ^ par Féquation (D/{== o qui s'écrit

Y —7^ ^ —7 ^^
<^C^-l _ Aff^ ___ \ 2 / \ 2 / 1

^a?" ~~ 2 o ~" 2 (;r/*)2 "

Nous choisissons pour ^_i la fonction obtenue en intégrant l'égalité précédente
entre — oo et x^- :

/,-")/,-»)
vt .^^—^A——li-Lx*-' 2 a;"

qui nous donne pour a"jt_i la fonction suivante :

(-;)(—) ..
<TA-1 !

2 »

W

(') Pour les changements de variable aur les distributions, voir Leray [7J.



— 209 —

Nous déterminons successivement les fonctions o-p à | l'aide de l'équation
<Pp-i-i = o. Nous trouvons pour Op

^=——r^—— (^>o),
-—!—/» -t-k

W

où les a^, sont des nombres déterminés au facteur auprès.
On a, en particulier,

———•î-i.+.À-
^

D'où, en prenant k == —— 2,

_ «e
0 (;r")"-3*

Cette fonction vérifie, de plus, l'équation (i), à un facteur numérique près,
puisqu'elle vérifie

A(ro==—ao(/ ï—3)Qo5,

où Q.O est l'aire de la sphère de rayon i dans l'espace des x1' (n—i dimensions).
Nous prendrons le nombre a^ tel que l'on ait

— a o ( / i — 3 ) Q o = = i .

Les fonctions correspondantes,

^(^-a-A»

déterminent alors une solution élémentaire o- de l'équation des ondes qui donne
la formule de résolution suivante pour cette équation

^(^)==a*L^=y<...y^[^^]^...^-i,

où Y est le demi-cône

2(^0— .yO^ W— a?»)2, ^—a?»>o.

C'est la méthode précédente que je généralise aux équations à coefficients
variables et qui me permet de résoudre le problème de Cauchy pour les équations
non linéaires.

Équations linéaires. — Considérons une équation linéaire hyperbolique du
deuxième ordre à un nombre pair de variables

LM^A^ àîu -4-BA^" =/((, ,,CÀ)
àx^àx^ àx^ '" h

où les A^ et B^ seront des fonctions données des variables, régulières, c'est-à-dire
possédant un certain nombre, fini. de dérivées.
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Nous désignons par L* l'opérateur adjoint de L et cherchons une distribution
vérifiant l'égalité

L*o=8(^)-J?,

où £ est une mesure portée par le conoïde caractéristique de sommet x^'y o- est
alors une « paramétrix », approximation de la solution élémentaire relative au
point x^. Nous cherchons î sous la forme :

k

-ï
p=0

ÔP—V "~ ̂ Fàx^'3^

où les ffP seraient des fonctions définies sur le conoïde caractéristique, de la forme

-p-—-—f les (»>/, étant des fonctions continues et bornées.{XÎ-X'^-P' wa ̂  '
Nous déterminons ces fonctions par des équations différentielles analogues aux

équations (2). La fonction a'o ne vérifie plus l'égalité Aoo===<î, mais seulement
Ao-o=—£ + <5, où G est une fonction qui possède la propriété suivante :

lim ( X'Q — a?» )"-1 £ = o.
.»-•»=.rg

On peut alors écrire
{<sLu) == (uL*ff) (produits scalaires),

d'où

^-/-/{[^^[^^)-/-/{[^^[^]i
V \ 0=0 }

dx^... û^z'"—1,

où V est le demi-conoïde caractéristique x1^— x'1^ o et où [f] désigne la valeur
sur ce conoïde d'une fonction y des variables X9-.

Ces équations, équations intégrales aux inconnues u, se résolvent par la
méthode ordinaire des approximations successives et permettent la résolution du
problème de Cauchj.

Les résultats s'étendent sans difficulté aux systèmes d'équations de la forme

^-fe-^-^- (-1 '2 ' •-N)-
où les coefficients des dérivées secondes sont les mômes pour les N équations, et
aux équations non linéaires en appliquant les résultats précédents à des équations
mises sous la forme (3) après les dérivations par rapport aux variables x^.

J'utilise au chapitre III le système d'équations intégrales iJ à la résolution du
problème de Cauchy pour les équations non linéaires. Il me faut passer par
rintermédiaire d'équations approchées, car les intégrales figurant dans <J ne sont
bornées que sous des hypothèses de dérivabilité faites sur les coefficients A^ qui
porteraient, dans le cas non linéaire général, sur les fonctions inconnues.

La solution des équations à un nombre m impair (n = im—i) de variables
s'obtient à ptirtir de la solution des équations à un nombre pair ( / î = = 2 w ) de
variables par la méthode de descente. La variable supplémentaire *r° introduite
n'est d'ailleurs autre que la dislance géodésique (dont le carré cstdésignépar—R
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dans le cas des coefficients constants) qui n'intervenait que par la valeur zéro
qu'elle prend sur le conoïde caractéristique pour les équations à/î == 2 m variables
et intervient par toutes ses valeurs réelles (—B.=^o, intérieur du conoïde carac-
téristique ) dans le cas n == 2 m + i, où les dérivations figurant dans l'expression
de la solution élémentaire ( 7 ) (coefficients constants) sont fractionnaires.

Les formules obtenues par la méthode de descente sont en fait identiques A
celles que l'on obtiendrait par la résolution directe des équations à a m -+-1 variables

CHAPITRE I.

ÉQUATIONS LINÉAIRES.

1. Nous considérons dans ce chapitre un système de N équations aux dérivées
partielles du second ordre, à N fonctions inconnues Us et n (pair) variables a-2,
hyperboliques et linéaires, soit :

<^ ^^âii^^È^^0 (^=''2' • • • ' " ) •
Les coefficients \'^ (qui sont les mêmes pour les N équations), B^, fs sont des

fonctions données des variables x^. Les équations Ej sont supposées du type
hyperbolique normal : A""> o, A^X/Xy, forme quadratique, définie <; o.

Nous formerons, en vue de résoudre le problème de Cauchy relatif à (E), un
système d'équations intégrales ^vérifié par les solutions. Nous obtiendrons ce
système de manière analogue à celle utilisée pour les équations à quatre variables :
nous intégrerons sur le conoïde caractéristique des combinaisons linéaires des
équations E et des équations dérivées par rapport à xn (les équations E inter-
venaient seules pour quatre variables). Les coefficients de ces combinaisons
linéaires seront des fonctions auxiliaires, solutions d'équations aux dérivées
partielles du premier ordre, qui admettent au sommet du conoïde caractéristique
une singularité.

Nous ferons dans tout ce chapitre les hypothèses suivantes sur les coefficients
des équations (E) :

2. Hypothèses sur les coefficients. — Dans le domaine D de l'espace des
variables x*, centré en un point N de coordonnées a?', o, et défini par :

o^a?"^£, \xi—~xi\^d.

i° Les coefficients A^, B^ et fs admettent des dérivées partielles continues et
bornées jusqu'aux TTrdres respectivement 2 k +4, a A-+2 et /:, par rapport aux
variables respectivement x°- (pour A^ et B?1) et x11 (pour/,).

2° La forme quadratique A^X^Xp. est de type hyperbolique normal à un carré

p) Leray donne pour cette solution une formule générale valable pour les équations à un nombre
pair et impair de variables (cf. [7]).
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positif et w"—i carrés négatifs. Nous supposerons : A^^o, forme quadratique
A^X,Xy définie < o.

3° Les dérivées d'ordres respectivement 2 À:+4, 2/r4-2 et k des coeffi-
cients A^P-, B^ et /,. satisfont à des conditions de Lipschitz données.

Nous désignerons par borne B tout nombre fini déterminé par les bornes
précédentes (bornes des coefficients, de leurs dérivées partielles et bornes figurant
dans les conditions de Lipschitz).

A. — Gonoïde caractéristique.

3. Les surfaces caractéristiques du système dcquations aux dérivées
partielles (E) sont solutions du système différentiel :

F s A"" -+- 2 A'"p<-+- PLtiptpj=s o,
dxn-^pidxi^=. o.

Les caractéristiques de ce système différentiel, bicaractéristiques des équa-
tions (E), satisfont aux équations différentielles :

(3 I » dxi == dxn — —dpi _ ^
' ' A^-h A<" A"»-+- A^pt ~ î_ /àF_ _ à¥ \ ~ 1?

2 \àxi piàa:n)

^i étant un paramètre auxiliaire (8).
Le conoïde caractéristique 2o de sommet Mo(x^) est la surface caractéristique

engendrée par les bicaractéristiques issues de Mo. Ces courbes sont définies par
des fonctions ^(^.jo?, x^) et pi{\^ 7^, x^), solutions des équations (3. i) et
prenant respectivement pour Ài==o (correspondant au sommet M® de 2o) les
valeurs x^ et/?0. Les 7?? ainsi introduits sont n—i paramètres qui définissent la
bicaractéristique envisagée et satisfont à l'identité :

A^-t- 2AV^° -+. P ^ i p ï p ] = o.

Nous supposerons provisoirement que les coefficients A^ prennent en Mo les
valeurs suivantes :

Ar==i, AV^O, A^'=-8{

et poserons, par exemple,

/>?==cosX2, 7?!]== sinÀî cosXg, ..., p^_^ = sîii^z sin\3 ... sinÀn_i.

4. Nous appellerons domaine A tout domaine de variation des paramètres À»
défini par des inégalités de la forme suivante :

| ̂ i | ̂  ^; o^Xs^ î t , 0^X3^2^ , ..., o^; Xn-.i^: aîr,

où 6 est un nombre positif qui ne dépend que des bornes B.

(8) Ces bicaractéristiques sont les ^éodésiques de longueur nulle de la métrique riemanienne
A,,, dx^ dx^ ( Cf. M. Riesz [ 10] ).
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Les hypothèses faîtes sur les coefficients A^ permettent de montrer (9) qu'il
existe un domaine A tel que les équations intégrales suivantes :

^
a?a= 1 T'K^i-ha'î,

(^•o /^'ipt== f Rfcai-t-pf0,
•̂ o

ou :
T'== A</>/-i- A^, T"= A""-h ^pt

aient dans A une solution unique continue et bornée x*(x^ À/) , pi(x^, ^i) satis-
faisant aux inégalités

1^—^l^r f , [a?» l^e.

Ces fonctions x^Çx^ À/) et pi(x^ ^,) définissent donc un domaine V du
conoïde caractéristique ïo de sommet Mo, intérieur à D.

Remarquons que dans ce voisinage V du sommet de -So la correspondance
entre les paramètres (a?", In) et (^i, ̂ ) est biunivoque. En effet, nous avons :

àsc11 A»» A/*»«- = T^ A"»-+- A<»jo<== —— — ^Jpipj^ —— > o

o. Dérivées des fonctions ^(a^, ^) et pi(x^ ^/). — Les hypothèses faites sur
les coefficients A^ montrent encore qu'il existe un domaine A tel que, dans A,
les fonctions x1 et pi admettent des dérivées partielles par rapport aux/?0 [donc
par rapport aux \u ( i ^ = = 2 , . . . , n—i)] jusqu'à l'ordre 2 / r+3 continues et

bornées. Nous désignons ces fonctions par y}== —T» ^J== djp^ et y^, ̂ , . . .,

avec des notations évidentes. Nous désignerons par X une quelconque des
fonctions x1, pi, y^, z^, .... Ces fonctions satisfont à des équations intégrales
obtenues par dérivation sous le signe somme des équations (4. i). Ces équations
sont de la forme :

^
X = = / E(X)rfXi-+-Xo,

•A)

où E est un polynôme des fonctions X ainsi que des coefficients A^"- et de leurs
dérivées partielles jusqu'à l'ordre 2 A- + 4.

Ces équations peuvent se mettre sous la forme équivalente suivante :
^n

X = = / E(X)^»-t-Xo,
.̂r?

(») L'existence des solutions des équations intégrales (4.i) dans A est donnée immédiatement
par la méthode des approximations successives. L'intégrale première

A""-^ 2 A*"/?;-i- Ai/JO,p.== o

permet, en fait, de construire ces solutions dans tout domaine où les coefficients A1!* satisfont aux
hypothèses B.
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où E(X) désigne cette fois le quotient par T" (> o dans A) du polynôme E(X)
précédent.

Parajnètres x1^ domaine A^. — Nous verrons qu'il sera souvent commode de
prendre pour paramètres représentatifs d'un point de 2Q ses n—i coordonnées
d'espace x1. Cette représentation est en correspondance biunivoque avec la repré-
sentation au moyen des paramètres ^j dans un domaine A,, déduit de A par
exclusion d'un voisinage arbitrairement petit du point ^i == o correspondant au
sommet de 2o (cf. A, chap. I, § 17).

6. Relations satisfaites par les fonctions inconnues sur le conoïde ^o. — Nous
désignons par [<p] la valeur sur 2o d'une fonction 9 des quatre coordonnées x3-,
[<p] est une fonction des n—i paramètres représentatifs d'un point de ^o.
Soient x1 ces n—i paramètres, d'après l'identité valable sur ^o '•

dx"^ -+- pi dx1 == o.

Nous avons :
^H= r^-i-f -^-i
àxi \,àxt\ L^'J

Cette identité permet d'écrire les relations satisfaites par les fonctions Us sur le
conoïde caractéristique sous la forme :

Essa ̂  Sa + i c^^ ̂ '"P^ ̂  » [ë]
-i[A./^,.[A.,,^[^].[^]^]^-.^[^].(/.]=o.

Nous posons :
C — [^}pipj-^- 2[A^J^-h [A""].

Nous remarquons que :
C=o.

Les équations [E,] == o ne contiennent que les dérivées secondes des fonctions Us
qui peuvent être obtenues par dérivation sur ^o? ce qui était prévu, 2Lo étant une
surface caractéristique.

B. — Fonctions auxiliaires.

7. Nous considérons N2 fonctions auxiliaires o-^'. Nous formons les N combi-
naisons linéaires o^'[E,.] et nous les transformons par la formule classique

v^Lu—uL*v=à'îvh, où L* désigne l'opérateur adjoint de l'opérateur différentiel L.
Nous obtenons ainsi, en utilisant l'expression (6.2) de [E,.], par des calculs

simples identiques à ceux faits dans A (chap. I, § 5), l'identité suivante :

,-W = ̂  K^ MLÎ-. <[/„] - [^^ ̂  [g,] ,.;., = o.
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avec :

^^^^^{È]-^-]^^^^^^^^]^^^^
^([A^K) ^

Lrf== ^^7 - ̂ ^ ̂

^•^ D;=a?J2^([A'/]p^[A-])-[A</]^j

-+- 2([A^,-h [A^])g - ([BU + [ W\p^

C=[A(y]JD,•JOy-^-2[A l"]/?<+[A»"]=0.

Si nous voulons appliquer la méthode qui nous a permis d'obtenir la résolution
des équations à quatre variables, il nous faut choisir des fonctions < satisfaisant
à ^^ °- Mais les fonctions que nous pouvons ainsi déterminer n'ont pas en
général une singularité d'un ordre tel que l'on puisse obtenir des formules de
RirchofT, exprimables en termes d'intégrales bornées. Nous verrons, par contre
que si nous considérons des combinaisons linéaires des équations E,, mais aussi

des équations dérivées de E, par rapport à x11 un certain nombre de fois ( n — 2\ »
nous pourrons obtenir de telles formules.

8. Équations dérivées par rapport à x " . — Désignons par E^(P) la quantité
suivante, fonction des variables x^ et de N fonctions v, :

et posons :

Nous avons

E^r):^^ àîvs ^Ba ̂  . à^
s ^l àx^ àxV- ^ni àx^ ' ^ni

Ë.^(p)=-=E^(p)—^A..
àx111

E^^(P)=E, (P) et E^(P)=E,(P) .

Avec ces notations, nous avons :

ê^'^Mâ)-
Nous poserons de façon générale :

àmu __
'àx^ == um-

Les dérivées par rapport à x11 des équations E, s'écriront alors :

S^^"-)-^-
Les C ,̂ sont des nombres (coefficients du binôme).

Nous avons ainsi mis les équations —— sous forme d'une somme de termes

formellement analogues aux premiers membres des équations (E) elles-mêmes.

Nous désignerons par [^] la valeur de ̂  sur le conôîde caractéristique.
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<^E9. Combinaisons ̂  o-̂  ——^— Nous considérons ArN2 fonctions auxiliaires
/=0

(À t^st un nombre pour l'instant arbitraire) que nous désignons par o-^, et nous
formons les combinaisons linéaires :

2^"> 9 ̂  [:SW )̂]-. [^]}.
Nous avons pour chaque produit ̂ ^[E^5] une identité analogue à (7. i) qui

s'écrit :
_r TV{l-P)f,, M_ ^ Tr^-"^/., ^ i I. 1 î r(/-/?) , r ni n\ [ ^2 urP ~\ [ àu.rp ~\ r^r[l-p}
^•(/)L1^ "'(^)J== ̂  1W) ("/>)+fMr/,JL,(/) -+-^(/)C(^-/') -^^- — -^- D,^)

L^^ ^{^^ G(/-/?) sont formés à partir des coefficients î̂ ,̂î!t̂ .î des

équations E^"^, et des fonctions o-̂  comme les fonctions L^, D^ et G étaient
formées à partir des coefficients A^, B^ et des fonctions o-^. Pour obtenir E^^^^)^

il faut de plus remplacer dans E^[c/. (7. i)]i^ et ̂  par ̂  et ̂ y.

Sommons par rapport à / les identités précédentes multipliées par C', et
ordonnons les identités obtenues par rapport à Urp, en remarquant que

àUrn ^Urn

<te» ur-^ ^ ••
Nous obtenons :

^

<9• I ) ^^[Sj-i^-t»^^"-
/==o — —

avec
A

(9. '}.}

^•<»)=^L;:,t
/=0

Â-

^•<i) \ ' i r i ^ r { l ~ l ) n7'^5 lJ ^( - s ( l } ~DS^^Î

/=0

À:

/?/-(^) V { ppj7'^-^ p/»-i p.^(/-/^+i)
•^ .V-"—^. t t"/ 1^(/) —— t-/ ^.y(/)

/=0

i.i.r̂ +ï

^

^â^—
< =0

-^-c^2^/)C(^+^
À- /

^•=2 ^C?Ei.^(^).
/==0 ?==(»

10. Fonctions o^.'. — Nous choisirons les fonctions o-̂  de manière à ce que les
coefficients des dérivées des u de la forme Up(p== î , 2, . . ., Â-+ a) soient nuls.
L/équation correspondant à p =/: + 2 étant une identité, car C(°î ==o[c/. (7.i)],
nous obtenons les équations qui s'écrivent :

k k k

(10,1) ^C?L;^- ^C?-1^-^1^^ C^o^'/)C(^-^-=o (j9=i,..,yl4-i).
/=^ /==/?—1 /=/?—2
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Nous allons montrer que ces équations permettent de déterminer les fonctions
€T^(/) par récurrence, les équations correspondant à /?==À- j - i ne contenant que
les fonctions G^(/), où l^h.

ii. Détermination de O^'(A-)- — Nous voyons d*abord que les équations corres-
pondant à p == k + i ne contiennent comme fonctions inconnues que o-^, : Nous
savons, en effet, que C ( o l = = C = = o (propriété du conoïde caractéristique); ces
équations s'écrivent donc

- DFa-) + Ci. ̂  C^==o,
c'est-à-dire

^ { 2 Ad^^-H^-l) -l^î Ê} ̂  2([A</]^[A<"])Ç^
-([B{-»] -h Wîpi)^- Ci<r;^)C(i) == o.

Ces équations sont tout à fait analogues à celles déterminant les fonctions o^ pour
les équations à quatre variables (c/. A, chap. I, §5).

Nous poserons
^(A) == ^^JK)»

o satisfaisant à

2^i[A^J^+[A<"]}+a^([A</]^4-[A<»]j=o.

On montre, comme dans A (chap. I, § 9), que cette équation s'écrit

/.* j \ ^ à<s '<^A("•^ 2A%^T^=0 '
À désignant le déterminant •', ' dont les éléments sont

^ =[A'/j/>/+[A"-],

'̂ - „. àpî
J>~u ~y•>'3^'

La solution générale de (H. i) est
f(P?)(«.s) .=^i-,

où y est une fonction arbitraire.
Remarquons que o- est infinie pour ^1=0, puisque y1-, donc A, est alors nul.

Nous avons
, r^T< ,.
^•^ w^

et nous voyons aisément que ̂  est une fonction continue et bornée dans A dont
la valeur pour Ai == o est

lim ^^.-^
Ai==o Ai •'
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Pour pouvoir étudier aisément la fonction o- et ses dérivées, nous introduirons,
comme dans [A] (chap. I, § 12), les nouvelles variables p.j

V-j=^Pf

et désignerons par D le déterminant fonctionnel

•"ëër
dont les éléments continus et bornés dans A sont

àx1 àx1 â\i àxi à\u m, n Y^/^i. n «s^ = w, ̂  + wi ̂ = T'̂  ̂ -/-M);
D est donc une fonction continue et bornée dans A dont la valeur pour ^i == o est

lim D = = — i ;
^=o

en effet,
î im^=-^.

Xi=o<^t/ i

Nous avons, d'autre part
D(^ )_D^O_DO^)

A -- D^ - D(^) •DiTT =a UCT>

où ron a posé
^i^-^X»-2-^-
D(^)~

0o est un polynôme donné des p^ (quotient par û^a . . . d^n-i de l'élément d'aire
de la sphère unité en coordonnées polaires).

Nous verrons alors qu'il sera commode de prendre |^o|2 pour fonction y défi-
nissant o- ; nous aurons ainsi

(11.4) 7S=^———r
\* |D |^

Dérivées de cr. — Les dérivées — d'une fonction cp quelconque définie sur- ^o

sont données en fonction des —^ paràhj r

(H 3} à^^à^H
(li•3) àxt-^^

cr, fonction algébrique de ^i, /^°, [A^^j.y^ possède, d'après les hypothèses de
dérivabilité faites sur les coefficients A^ des dérivées partielles par rapport aux ^,
(et par rapport aux a?,) jusqu'à l'ordre ik 4- a.

12. Détermination des o^. — cr satisfaisant à l'équation (11. i), les ̂  doivent
être solutions des équations suivantes (équations différentielles)

— <— Qr^— Q<— ^c^to^ o,
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avec

(12.i)
QÏ^ICB^J+W]^,

Q—si^^17^^^}-
Les hypothèses faites sur les coefficients A^ et B^ montrent l'existence, dans A,

de fonctions c^ solutions des équations ( lâ . i ) et des équations intégrales
suivantes :

(13-2) <=f (QM-t-Q<4- ^C(D<^Xi4-8;'

qui sont des équations intégrales linéaires à noyaux bornés. Ces fonctions &);' ont
dans A des dérivées partielles continues et bornées par rapport aux p^ jusqu'à

l'ordre 2 / r + a ; ces dérivées partielles j^, „ , u > . . ., que nous désignons

par &)^, &)^., satisfont aux équations intégrales (12.2); elles s'annulent pour

/. == i et les fonctions -^-» ̂ y . . . sont continues et bornées dans AAi Ai
Nous désignerons par i2 l'une quelconque des fonctions u[', co7'., . . . . Les

équations intégrales vérifiées par les fonctions Î2 sont de la forme suivante :
^

Q== / F(Q)<3TÀi-hQo,
«/o

où F est une formé linéaire des fonctions i2 dont les coefficients sont des polynômes
des coefficients A^, B^, de leurs dérivées partielles jusqu'aux ordres respective-
ment 2 / r + 4 e t 2 Â - + 3 , e t des fonctions X.

Ces équations peuvent se mettre sous la forme équivalente suivante :
^n

Q= / F(Q)û^»-hûo,
J^

où F désigne le quotient par T71 des F figurant dans l'égalité précédente.

13. Détermination de Œ;(^ (h=-k—\, . . . , o). — Nous allons détruire les
fonctions o-̂  par récurrence. Il est clair que, si l'on suppose connues les fonc-
tions a^^(l^ h -4- i ), les équations (10. i ) correspondant à p == h + i ne con-
tiennent comme inconnues quèo-^. Ces équations s'écrivent, en effet :

k

(13.i) -D;^+CJ^)C(^= ^ fCAD^-^-C^iL^^-A-^-C^-^^C^-A-n)).
/=A-H

Supposons données les CT^^ (l ̂  A 4- i ) possédant des dérivées partielles jusqu'à
Pordre 2(^4-1), les deuxièmes membres sont alors des quantités connues, les
premiers membres contiennent comme seules inconnues les o- ,̂ et sont identiques
aux premiers membres des équations (10. f ) , au coefficient numériqne C^==À
près.
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Nous résoudrons les équations (13. i) en posant

<^(A)=<<(A)»

avec toujours
^o

iAp

Les nouvelles inconnues o '̂ (h) satisfont à des équations différentielles
linéaires analogues aux équations (12. i) satisfaites par les û^, mais avec seconds
membres, soit

^^(A)-*- Qr«J(A)-t-(Q -+- ^C(i)^ a;̂ == <P;(A(,

où ron a posé

2 f ̂ ^r^ - cî^^i^-cî-1^^-^}
r ^=A-t.l

?^(A)== —————

Nous résoudrons ce système par la méthode classique, en posant
N

a;(A)== 2 ct)f(A)XJt(AÎ'
f==l

Les («)^ sont les solutions des équations sans second membre correspondant
aux équations (13. i) : ce sont des fonctions continues et bornées, possédant des
dérivées partielles jusqu'à l'ordre 2 À + 2 dans un domaine A. Les û>)^ et leurs
dérivées partielles par rapport aux p^ satisfont à des équations intégrales tout à
fait analogues (au facteur numérique h près) à (12.2),

Les û>)^ constituent, dans un domaine A, un système de solutions fondamen-
tales des équations sans second membre correspondant à (13. i ) : le déterminant &)
d'éléments û)^ est en effet 7^0 dans un domaine A, puisque c'est un polynôme
des û>î^) dont la valeur pour Ai == o est

o)=i puisque [<(A)]^=O=== S?.

Désignons par û)^, le quotient par &) du mineur associé à w^y Les équations
satisfaites par ̂ ^ s'écrivent

<</.,̂  =?;(*„
c'est-à-dire

(13.2) .̂>=ç;<,,«ï̂ ,.

Les fonctions suivantes :

Xi(A)=J î^^tAî^l+Xe»

où ^c est une quantité donnée indépendante de Ai et où e désigne, la valeur de Ai
correspondant à la frontière du domaine Q sont des fonctions définies et connues
dans û et sont solutions des équations (13.2).

Nous choisirons ^g de manière à ce que les intégrales que nous obtiendrons
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dans les formules de Rirchoff soient uniformément convergentes dans A. Nous
verrons qu'il en sera ainsi si nous prenons (Ao) :

„-" lim ÀÎ-^1^^)
(13.3) x-/ ÀI=0 . ,„————rfXi.

^e À"""1'1

En paramètres a*", Xy les fonctions ̂ ^, sont données par les formules suivantes :

/'V(AA^ r~" lim (•r"—•î7î?)Â-A+llï>^)û)5•(A)
XJ(A)=/ ^-^dx-^-f - ^ 1 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ d x n

Jxn A ^o T"^"—;^)^4"1

et sont définies dans les domaines A(a*^) déterminés par l'intersection du conoïde
caractéristique du sommet x^ avec la surface initiale, seuls domaines où nous
aurons à les utiliser.

Nous avons ainsi construit les fonctions

^{h) ==<»<(*)XÎ(A)

connaissant les fonctions ^'(A)^^^ + I ) supposées dérivables jusqu'à Fordre
2(/+I).

U. Notons que les fonctions cr^ définies au moyen de ces fonctions ^\^
admettent dans A des dérivées partielles par rapport aux x1 jusqu^à F ordre
2(^4-1). Rappelons que o- et c«)̂  admettent des dérivées partielles jusque
l'ordre a A + 2 et étudions les dérivées de •^^.

Nous avons l'égalité

y^/^ est le quotient par o- d'un polynôme des coefficients de (E), de leurs déri-
vées partielles jusqu'à l'ordre k — h — i, des fonctions cr;^ ( l ̂  h 4- i ) et de leurs
dérivées partielles premières et secondes (cf. les expressions de L^, D^^C^»;
<p^^ admet donc dans A^ des dérivées partielles par rapport aux x1 (donc aussi
par rapport aux À,) continues et bornées, jusqu'à l'ordre 2 (h •+-1 ) si les <rÇ^ (l^h 4-1 )
possèdent de telles dérivées jusqu'à l'ordre a (Z+ i). On voit finalement que les
5^ admettent dans Ay, des dérivées partielles par rapport aux ^jusqu'à l'ordre
a (A -h i ), continues et bornées. Il en est de même de ' y ^ s ^ '

Nous avons donc (§ 13 et 14) construit /rN3 fonctions o- ,̂ possédant dans An

(10) Nous avons été guidés dans ce choix par les équations à coefficients constants, où les fonctions
(0^

<r(A)==^.^ny-3-.

•ont obtenues par intégration par rapport à .r" de —oo à ay (cf. Introduction). L'introduction de ̂
revient è prolonger au delà de la surface initiale a^so les bicaractéristiqués (qui pourraient
cesser d'exister ou se recouper) issues de M, définissant le conoïde caractéristique. Cette introduc-
tion est indispensable pour éviter de voir apparaître, dans les intégrales, des quantités de la

forme — > non bornées au voisinage de la surface initiale.
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des dérivées partielles continues et bornées jusqu'à l'ordre 2(^+1) , satisfai-
sant aux conditions (10. i ).

15. Intégration des relations fondamentales (9. i ). — Prenons, pour fonctions
auxiliaires or^ les fonctions que nous venons de déterminer. Les relations (9. i)
s'écrivent alors

(is.O ^'^ [̂ î !+ ̂ , 2g =o,
/=0 /=0

avec
k l

^-SS^E^)^).
/==0 /»==<)

Nous intégrerons les équations ainsi obtenues sur une portion Vy, d'hypersurface
du conoïde caractéristique 2g limitée par les hypersurfaces xn= o (cette hyper-
surface portera dans la suite les données de Cauchy) et ^n== x^—Y}. Si la coor-
donnée X'Q est suffisamment petite, le domaine V^ ainsi défini est simplement
connexe et admet pour frontières les domaines à n — 2 dimensions S<, et Sy,
découpés sur ïy par les hypersurfaces x""^ o et xn•==x\ —YÏ. Dans Vyp toutes les
quantités figurant dans les équations (15. i) sont continues et bornées. Nous pou-
vons donc intégrer les équations (15. i) dans Vy, ; l'application de la formule de
Green nous donne alors le résultat suivant :

k

(1»-2) f '''f^[[^w^^^w^\
v, /=e

-+-T • • • Ç &\ cos(/i, xi) dS = f... Ç 6\ eos(/i, a-Q dS,
Sr, So

où dV, dS et cos(/i, x1) désignent respectivement dans l'espace des n—i varia-
bles a?', l'élément de volume, l'élément d'aire d'une surface .r7l==const. et les
cosinus directeurs de la normale à une telle surface orientée vers l'extérieur.

Nous allons maintenant chercher la limite, si elle existe, des relations inté-
grales (15.2) quand D tend vers zéro, c'est-à-dire quand Ai tend vers zéro (ce qui
correspond au sommet du conoïde caractéristique). Il nous faut pour cela étudier
le comportement au voisinage de ^i== o des fonctions o^'r,.

16. Étude du comportement au voisinage du sommet du conoïde caractéristique
(Ài== o) des fonctions o^ et de leurs dérivées. — Nous étudierons aussi de façon
précise l'expression de ces quantités en fonction des quantités suivantes :

— Paramètres ^1,7?? ;
— Coefficients A^ et B^ des équations E et leurs dérivées partielles par rapport

aux variables a?0', jusqu'aux ordres respectivement 2Â:+4e t2Â:4 -2 . Nous dési-
gnerons ces quantités par A et B ;

— Fonctions x\ p i , y [ , . . ., défîmes aux paragraphes 3 et 5 déterminant le
conoïde caractéristique : nous avons désigné l'une quelconque de ces fonctions
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par X. Les X sont des fonctions de ^i, p^ continues et bornées dans A et satisfont
à des relations intégrales de la forme suivante :

r^X= / E(X)<Ai+Xo;
•̂ 0

— Fonctions"^» " / A » ... ; ces fonctions, continues et bornées dans A, serontÀ!' AI
désignées par X.

Nous désignerons par fraction de type (R, une fraction rationnelle des quantités
ci-dessus dont le dénominateur est une puissance du déterminant D défini par
(11.2) : une telle fraction est continue et bornée dans A.

Les égalités suivantes :

à\i A/1 « D{ api ,,. . « D ^
^T^rr ^^r-^-PîP^-é

dont la. démonstration se trouve dans A (chap. I, §12) \D{ désigne le mineur

relatif à F élément .— du déterminant D ) montrent que — et ^i T°f" sont des frac-
tions de type ^t. De façon générale, nous allons montrer que le produit par \^
de la dérivée par rapport à x1 d'une fraction de type ôi est de type (f{, :

X i , — ^ l ( A , ? . i , j D f ° , X , X ) est de type (fi.

/Ï\. fÏ\

II suffit pour le démontrer de prouver que ^A^—( et ^ i » — , sont de type <^l.

i° Les dérivées partielles par rapport aux p^ des fonctions X sont des fonc-
tions X (de la forme ^i X pour X == x1, y^, y^, ... ), et les dérivées àx sont des

iy

polynômes des A et X. On en conclut que Ai j-^ est une fraction de type (K. De
vy

plus, ̂  est de type ôi pour X === x1, y) , y^, ....
2° Les dérivées partielles des X sont de la forme

àX _ i àX X
àxi ?vi àxi \tî

puisqu on a

le X considéré étant y}, y)7', ...

3

est alors de type ^L

x x
x=^

à\ _ àX „
1 àxï ~~ àxi " A

17. Expreasion de o- et de ses dérivées. — o-, d'après la formule (11.4) est
égala

(17.i) ç r ^ X ^ I D r ^
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"-i
^ (T est donc la racine carrée (Tune fraction de type f?l, „» à numérateur

non nul.
Les dérivées partielles premières de a se déduisent de la formule (17. i)

("-) È^r^i^-^-i^-*!-
On en déduit que ^2— est de la forme | D f ï (H, . On voit de même, par déri-

vation de (47.a) que les dérivées partielles secondes de o-, , q . sont telles que

le produit F ̂  -Ç— est de la forme 1 D F7 (H.r i ôx1 ôxl ' '

18. Dérivée» de» t» .̂ —Nous avons désigné par fî une quelconque des fonctions
^(A) et ^e ses dérivées par rapport aux p\ jusqu'à l'ordre ïk 4- 2. Nous désigne-
rons encore par fraction de type (R. une fraction rationnelle, de dénominateur
Dm^m' r^ est le déterminant d'éléments u^, ̂  o dans A; m et m' sont des entiers

^o) des fonctions A, B, X, Jl, Q. Une fraction (R, est encore continue et bornée
^n fî/iï

dans A. Les dérivées -5—5 et ̂  .—^ sont de type (R,. 0n en déduit en particulier que

^Ê^îra50"1^1^-
Remarquons que j-, et^i .\ . . sont, de plus, des fonctions continues et bornées,

étant des fractions rationnelles des mêmes quantités que (H et, de plus de à == ,- ?
où Q désigne ici une des fonctions (o^, co^, ....

19. Expression et comportement au voisinage de Ai == o de ;̂ . — Nous allons
montrer que les fonctions ^^(*-A) sont continues et bornées dans A. Nous procé-
derons pour cela par récurrence et montrerons que Fordre en Ai de ^O-A-D est

supérieur d'une unité à l'ordre de ^-/D- ^ous verrons ainsi que les fonctions

o^, sont d'ordre k + - — i. Pour un choix convenable de k, les intégrales (18. a)

seront convergentes (les limites des intégrales /i-a1*"108 étant non nulles) quand
n -> o et nous pourrons obtenir des formules de Rirchoff.

i° Étudions les premières fonctions ;CÎ^)^(A-IP et ses dérivées.

a. Rappelons que ;^_i) est donné par l'égalité suivante :

^_,) == f%^-n ̂ -i) ̂ +
-Ai Xs

^_^ ̂  ^Da-L^-^c^q.

Nous reportant aux expressions (7. i) de D^'et L^ et sachant que o^)==o"^p
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les résultats des paragraphes précédents montrent que ^Î^-D^A-D est une

fraction de type ai.
Nous avons, d'autre part [cf. (13.3)],

lim Xî®;'(t_i)tri^_i)

^ ——°———^—————^

xî(*-n es^ donc de la forme suivante :

(i9.i) .̂.,,»jg^</x,+jr"§ .̂,
ôi étant continue et bornée dans A, et Jlo désignant la valeur pour Ài== o, Inéga-
lité précédente montre que ^i;cî(^i> est une fonction continue et bornée dans A.

b. Dérivées de ̂ j^i). — L'égalité (tD.a) s'écrit aussi

(19..) ^^^n^-'^n.

Les dérivées -̂ -̂ -ii sont données par la formule (14.i). Nous savons, d'autreàxi
^ ̂part, que les dérivées —7 d'une fraction de type ôi sont aussi de type (̂ l, nous en

concluons que les dérivées ^.^."^ sont de la forme suivante :

^-^{f^-r^.
fît • ^

On trouve de manière analogue que "'^^ est de la forme suivante :

^ ^( r0^ , r~"^o^Y^-D (a (n( r°^, r ~ ° ° ^ ^ \
(19.4) ^•* • ) == — -h r^ < j -rrf.r"-4-/ Ti-^-37 }•àx^xi ' \\ AUJ À? J - Xî ).-, -h r^ { f —r rfa?" - 4 - 1 -r,- <

>-? ^[J^^Ï Jo' ^î

Les formules ainsi 'obtenues montrent que, dans A, À^ ^^ et ^î f^^'Y sont

des fonctions continues et bornées.
Nous pouvons maintenant étudier l'expression et le comportement au voisinage

Ai == o des fonctions o^_i). Ces fonctions sont données par l'égalité suivante :

<(A-I) = vwî^k-1)
et sont donc de la forme

_-^_(/"grfx^r"^i ,̂ ( c^^ f""^0^ L
'^^——T^j^ xî^1^ xî-^j»^^-^î J, ^

—y et >i -.r- étant de type <R., nous voyons que les dérivées des fonctions o^-i ) sont

de la forme suivanîS :

^^=_-^ire^^^r•B^rf>,i^—-^,
^ in iTx f 1 ^^ Je xî î IDl^^1

^ ( r6^^ /"B ^o ,», ) ^ i ^
- - n — î / rî^1^/ TT^^-^———~i——•i^-lÀ^ ^ ^ ) .n.T^-»^< àxi

|D|ÎX<"1^1 - - - / IDpX^
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2° Les expressions précédentes des fonctions c^_n et de leurs dérivées per-
mettent de montrer que les fonctions '/^^_^ [données par la formule générale
(13.3) sont de la forme suivante :

/ ^ ( ^ f f 6 ^ , , r " ^ ^ \ ôi}^
X^-2)^/ ^ \ , ,â?Ai-h/ ——<Ai -+..-3^Ai-(-/g,

J^ (Â l L*7^ 1 ^e À! J Âl)

avec

«• - s ^ l r 6 ^ ^ r"'0^®^ 1 ^)^
^•o^o^ixîU Xî^1^ T î^J^Xî ^.. r"^0 (AÎ|^^________

^^ ————————————————————————A?J, ————————'————^—————————————•

Il est facile de voir que ^k-z) pGut être écrit sous la forme suivante ( i l) :

;t;•-<"{U"^"SiA••
Cette formule nous fait prévoir la forme générale des fonctions ;CÎ(A-A)* ^ous

posons

X?(A-A)==r ^hd\i
~\

et nous allons construire par récurrence les fonctions ^A. Nous supposons que
^i(l^h) est construit à partir de fractions de type (R, par addition, multiplica-
tion, division par ^m (m entier positif) et intégration par rapport à ^i (de ^.i
à —oo ), et que les dérivés .--y sont de la même forme que ^, tandis que les

dérivées — sont de la forme y-^1 (<1^==--g possède toutes ces propriétés)*
Montrons alors que ^/i-+-i possède ces propriétés, ce qui nous donnera en même
temps une expression de € -̂+.1 en fonction des 0/(/ ̂  A).

Il résulte, en effet, des hypothèses faites sur ^/ que les dérivées des fonctions
XÏ(*-/) [q111 sont données par Fégalité (19.3)] sont de la forme suivante :

^-^c^1'
^'S^SjT^

^A-M est une forme linéaire des fonctions ^(^_/)(^^A) et de leurs dérivées
partielles premières et secondes, dont les coefficients sont donnés par la formule
(W. i). Les expressions de o-, ̂  et de leurs dérivées montrent alors que ^+1 est
de la forme suivante :

(19.5) .^^V^^ /——»,<A,j-^.
~^ ( A* Al J^ î 1

( u ) II est entendu qae quand une fraction de type <<. figure sous un signe d^intégration par
rapport à X^ elle (doit être remplacée, en dehors de A, par sa valeur pour A» == o.



— 247 —

On vérifie immédiatement que les dérivées { h ^ sont de la même forme que

^-,-A et que les dérivées ——1 sont de la forme ,-^+1. c. ç. F. D.

La formule (19.5) permet de trouver l'expression générale de ^A-M en termes

d'intégrations par rapport à ^i et de fractions rationnelles .—, à partir de

0-^.- l~^
20. Comportement au voisinage de ^ i===o de ^s^hr — ^es résultats obtenus

pour h == i et h == 2 et la forme de ^A nous laissent prévoir que, pour tout À,
^+1 <DA est continu et borné 4ans A. Supposons donc que cette propriété soit vraie
pour l ̂  A, montrons qu'elle est vraie pour h + i • On déduit de (19.5)

h>

Xt+2^l==y^{+l<î>/•-^-^AÎ Ç '^d\(+^iR.P^l==^

/==!/=l( J^ s
D'où l'on conclut immédiatement que ̂ ^^h+i est continu et borné dans A.

c. Q. fr\ D.

Nous obtenons alors pour les fonctions ^^k-/i) ^es résultats suivants :
Les fonctions

> '̂(*-A), x^1^*-^, n^y^i /..<•« /ip i ^yi i àx1 àxl

sont continues et bornées dans A.

21. Comportement de ^/o. —Nous sommes maintenant en mesure de connaître
le comportement au voisinage de ^ i==o des fonctions o-^. Ces fonctions sont
données par l'égalité suivante :

<yî(A)=^<(A)X^(A)-

D'après les conclusions des paragraphes précédents, nous voyons que

-^-A-l -^,-A^^ -^-^i^^^

^ ^^ 'i "^r» ^ ^-^7

sont des fonctions continues et bornées dans A.

22. Liijnite quand Y] tend vers zéro des relations intégrales (15. a). — La
correspondance entre les paramètres x1 et ^j étant biunivoque, nous pouvons
écrire les intégrations figurant dans (15. a) au moj^n du paramètre À/ si elles
sont convergentes. Calculons tout d'abord en fonction de ces paramètres les
éléments d'aire et de volume dS et dV. Nous trouvons (cf. chap. I, A, § 18) que

dV == dx^... dx^ == A<Ai... d\n-,
et

^COS(^^)=^^.^^M...^
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Les relations intégrales (18. a) s'écrivent donc en paramètres ̂  :

(22. i) f.. .f (t«r]L^'+ [^] ̂  A<A,.. .<&„_,

+/•^A4^^•••^-•=/•••/A^^^•••^-.•

Nous noterons ces équations de la façon suivante :

y'...y'Hrfxi...<A«-i-hj'...y*i<A,...^n-,=j'...yirfx,...
v, s, s.

d\n

D'après les expressions (9.2) de &\ est le fait que r^^ == D^o est continu et^i
borné dans A, nous voyons que les intégrales n — 2-uples portent sur des quantités

de la forme ̂  S?, où '§ est une fonction continue et bornée dans A : en effet,
n

tous les termes de ̂ \ è^p» tendent vers zéro avec ^i à l'exception peut-être du
terme

^tA'/n».]^

qui est continu et borné. •;———^——À, * est donc continu et borné dans A.* A'1"-^ A./"?/ *
Ces intégrales n—2-uples seront donc convergentes, la limite de l'intégrale

f ... y ... étant peut être non nulle, si
s^

Nous prendrons donc À' == — — 2 et nous montrerons d'une part que l'intégrale
étendue à S^ tend à une constante près, vers u(x^) quand YÎ-^O; d'autre part
que, grâce au choix fait des fonctions auxiliaires, les intégrales n—i-uples sont
absolument convergentes : tous les termes de H sont bornés à l'exception des
termes [A1-/] -——oz- [i^r]» dont le produit par Ai est une fonction continue et bornée
dans A. Nous montrerons que cette fonction a pour limite zéro quand Ài->-o et
que H est absolument intégrable dans A.

23. Avant d'étudier la limite pour Y} == o des relations intégrales, il nous faut
calculer les valeurs pour Xi===o des diverses/onctions que nous venons de
considérer,

Rappelons tout d'abord que

Al n? D '̂a.ï'̂ .v- '̂1
^ëï^-6'^^-
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Limites relatives à o-. — Nous avons posé (cf. § 11)

^oor= -y»
A^

c^st-à-dire

X1 ' I D I ^

Nous avons donc

lim X 2 <r ï= i.
À==O 1

Les quantités que nous écrivons étant continues et bornées dans A (en parti-
culier au voisinage de Ài== o), les calculs suivants sont validés : nous avons pour
Ài=== o :

, ? — l àv , «r as n, -X2 —— === o, A2 -y- = i — - pour Xi = o,
1 Op^ 1 <7Ài 2

d'où

et

(23.i)

. ^or o / n\ .î2 0^--.?0^-7 1
"i àxi - P i \ 1 2>1^==-JP^ I-"2) pour xl==o

^^(a-K1-^
^(â)—••(-;)•

Calculons la limite pour ^i==o de À2^ ^^-^» <ïul interviendra dans les
<=i

équations déterminant o^._i,
Nous posons

--n^i ^»o,. ^?-l-l'Y o'2» iï
^o^ Jj^"^^'À;=0 1 ^J^

D^où ^o^r^A^^^-ssMo^
Nous déduisons des égalités (23. i )

(^> ".•*>=(-^)(^-2)-
Nous voyons que MO(A) est différent de zéro pour n >> .̂

»
Limites relatives à o-^. — Nous savons que tous les termes de \\ 9^

tendent vers zéro avec ).i, à l'exception peut-être du terme

.J^-^A./]^^1 •• -• H fi /iff

qui est continu et borné dans A.
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Nous montrerons que la valeur de cette fonction pour Ài==o est de la forme
^MO(A+I) où MO(/,+I) désigne un nombre différent de zéro pour h + i 7^ o et é^al

à zéro pour h + i == o. Supposons pour cela que À^*"^1 rA'/l-^S^ a oour
_ A I L ^àxiàxJ r

valeur pour ^==0 le nombre Ô;MO(/) pour l^h 4- i et calculons la valeur pour

^ = o de C""1 [A-/] g^. Rappelons que

^^-^r9^^^.,
»// 2 ff

avec

lim X' Tco;'^,=8î',
^i==o l ^(A) = <

]im ̂ -/^i ̂ )^(^ ^ 1 ^ MO(A-R),
Àt==0 2ff 2

d'où

^-/,/--"i^,__^^^^^

et

"S, ̂  +< -/' " ̂ /" = aoL-A)8Î Ml)"l+"•

Nous en déduisons

."--.̂ •-'i§'-.
l.i;.ls"-"alL-(̂ *-'-)̂ ï-,̂ «.....„.

Donc
n<^.3) fer""^^2^:^'^^^,

un calcul sans difficulté montre de même que

, ^^.^V^^^^^1)^^^^-)^
^x-, À ^ -—————————^T-=~h}—————————5'.Mo(^).

Ce qui est bien un nombre de la forme <^'MO(/I).
Nous reportant à l'expression (23.3) de MO(A), nous trouvons l'expression

générale de MO(A) sous la forme suivante :

n(^.-/-.)(-^.-^,)
M /==/îflîo(A) = ——

2*-A-,j-J^_^
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c'est-à-dire, puisque k .== n—2,

n-^-^-^
(23.4) MO(A)=-^————^——————•

^-k-^k-l)
/=/t

Nous voyons que Mo (A) est -yé. o pour o < À si n > 4-

24. Limites relatives à o^. — Ces limites jouent seules un rôle dans le calcul
effectif des limites des intégrales (22.i) quand Y?->-O. Nous avons vu, en effet,
que tous les termes intervenant dans ces intégrales tendent vers zéro avec ^i,
excepté des termes contenant les dérivées de o^o)-

i° Les formules (23.2) et (23.3) montrent que

n^—'L
(24. i) ^X?-2 ̂  = - W 'Ï———————— v^ = - W K,.k—i

JJ (^-3-Q
/==o

On en déduit

(24.2) ^m^l^ïp^rî^ =-pî ^(^)limXî-^

=K,M,

où Rn, donné par (24. i), est un nombre non nul. Cette égalité permettra de
calculer la limite des intégrales /i.— 2-uples.

2° II résulte de l'expression générale de MO(A) que MQ(O)== o, donc

lim^tA^]-^^^.
Xi=o L ^àx^àxl

Tous les termes de H, à l'exception de

"•"^ÊS^"^

sont bornés dans A (rappelons que p^ est borné dans A), ^iHi est borné dans A

et a pour limite zéro quand Xi=== o. Nous montrerons que Hi, donc aussi H est
absolument intégrable dans A.

25. Étude de

^^ê^^
T-^r; [ûr^ Jetant continu et borné dans A, étudions ïl\

^-^SSs^-



Puisque o^o)^0'^^01» ^ insulte des propriétés de o-, û>)^ et de leurs dérivées
{cf. § 11 et 12) que À?-2 ̂ J^ est une forme linéaire de

n * A r ^l • -l r n ••x; £&• ^ '&'' ^ ^
dont les coefficients sont des fonctions continues et bornées dans A de la
. (Hlorme ——^ •

|Dp'
ÀiH^ est donc une fonction continue et bornée dans A dont la valeur pour

^=o[c/. (24.i)] est
lim A i H i = o.
\=i

Nous pouvons donc écrire
AiH, [ D | î = A i H ' i | D | î — l i m A i H i | D p

sous forme d'un polynôme de fractions du type <R,, de

^s^'Aî"1^ ^^
et de quantités de la forme CR.— ôi» (où <R,o est la valeur de (R, pour ^i == o),

^^-^S^' • • • ' ^"'^-a^"1^
dont les termes sont du premier degré au moins par rapport à l'ensemble de ces
dernières quantités (formule de Taylor).

ï{\ [ D |7 est donc une forme linéaire de ̂  (ôi — ̂ o),^i

^t^-B^&fe]' • • • ' ^[^^-^î"^]
dont tous les coefficients sont continus et bornés dans A. Étudions les quantités
précédemment énumérées.

yff ___ vf)

i° Les quantités de la forme —;—° sont continues et bornées dans A.
Il résulte, en effet, des équations vérifiées par les fonctions X et û,

r^X= f E(X) <TAi-4-Xo,
*^a

r^Q = = / F(X, r)rfXi4-Qo
•'o

que les fonctions—r—° et—;—° sont continues et bornées dans A. Les hypo-* AI Ai •7»
thèses de dérivabilité faites sur les coefficients A^ ( l a) permettent de montrer

( l l) Nous verrons au chapitre III qu'il est essentiel que les résultats suivants, qui permettent de
montrer la convergence des intégrales figurant dans nos foruules de Kirchoff, ne fassent pas inter-
venir la dérivabilité des autres coefficients (B^ et/,) des équations (E).
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A — A o{cf. démonstrations analogues dans chap. I, À) § 15) que les quantités

•V ^^ •V

et —r—° qui interviennent dans H' sont continues et bornées.AI - '
I ( ï-î "-2 )

2° Les quantités ^-)^\ ^«n—limX^ 3cï(o) (» et les quantités analogues
formées avec les dérivées premières et secondes de ^(Q) sont absolument inté-
grables dans A : nous démontrerons cette propriété par récurrence à partir de
la propriété suivante de ^O-D-

a. ,- J ^i;c^-i)—î1111^!^*-!) i est absolument intégrable dans A. En effet, nous

avons vu [cf. (19. i)] que .̂̂ «D est de la forme suivante :

•^^x ^^7J(*-i) ^<A.

Nous avons donc
limXi^_i)==^o,

d'où nous déduisons l'égalité suivante :

(28.i)
J- j xlx?(*-l)— l îm ̂ i^A-i)} = rAi ( À,=o ) J^

* ̂  — ̂ o ̂

—T-^'
/rf __ /n

Nous avons vu que —r—° était continu et borné dans A.

(fi—<%o ; M

et s^annulle, par définition, pour Ài;> e.

/ —rs—°û^i est donc absolument intégrable dans A. Nous avons, en effet
•A, '^i

IX" cD^ -V:ôi—a» t^—^ d\ï \^ï M | LogAi |,

d^ù
/* 1 \ r ^ ,^°^X, ^Xi ^ 2 M | A i ( i - h l L o g A il j ) l -

PO l^ ^î

La quantité (25. i) est donc absolument inlégrable dans A; nous voyons de
plus que l'intégrale considérée est aussi petite que Pon veut pour | ^i [ assez petit.

b. Montrons que la quantité

XA= ^ j AÎ^._A)~ lim ̂ ^k-h) \AI ( Ài==o )

est absolument intégrable .dans A s'il en est ainsi des quantités analogues formées
ft^c^./ipo"1'^^-

Rappelons que ^(^-A) est donné par l'égalité suivante :

r~x
/J(A_/,)= ; <I>AÛ?XI

î
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Nou& avons vu que ^+l<^= ̂ h est une fonction continue et bornée dans A.

En dehors de A(| Xi [ > e [), nous remplaçons <I»A par p^-» ^ désignant la valeur

de <2^ pour ^i==o. Il est clair que ^f ^ <^AÛ^I est une fonction continue et
A.

bornée dans A dont la valeur pour ^i == o est

^UT^1'^""^1-
Nous avons montré au paragraphe 19 que <&A est de la forme suivante :

^
AÏ

A v^ (^^ ^ r~'A ^ )^=2^ r^"4"?^" / ^<A^^(ÂI Ai^, )

X/^^^A Î r '°$A^i-limX{/" "^A^il
^( ^ ^=o A, )

et nous avons

Nous voyons donc que ^A peut s'écrire sous la forme suivante :

x.=x/.+ri ^/ '(^i-.$r"^-^..)^AI_( J-^ \ Al AI J^ y

_iin,x{rV^-^r
)l,==0 V^ \ Ai ^ïJ^

^A-i ̂ 1 ) â?Ai },

où ̂  désigne une fonction continue et bornée dans A.
C'est-à-dire

<^..) ^^A-{ r-'^îî_^il^
( ^A, "l

/<-ao/^ r'"6^""1^ ^0 r""0^-1^^ l̂ U ^r^"^^ r̂ JrfXi .

Nous supposerons que ^/(_i est absolument intégrable dans A et nous montre-
rons qu'il en est de même de %A-I. Plus précisément, nous supposerons vérifiée
l'inégalité suivante ( l : t) :

y-30 | $/i-i_ <^-i j j
^-2 / 1 ^ — — , ° ' d\, ^ B | Logj X, [ |

^Ai A i 1
qui entraîne

|^_i|^B|Log|Ai||.

Nous remarquons alors que

x-r̂i
| (̂ -1 -- 0J-1

)^7î •<a?Xi

^l—^oest inférieure à la quantité précédente. Nous avons vu, d'autre part, que —,—° estAI

( l t) Les inégalités écrites dans ce paragraphe peuvent n'être valables que pour | A, ( assez petit.
Nous savons, par ailleurs, que les quantités étudiées sont continues et bornées en dehors d'un
voisinage de \ = o.
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continu et borné; il suffit donc de mettre (^^/t-l—dto€^~1 sous la forme
(^—(Ro)^-1-^-ôio^-1—<^;~1) pour obtenir une inégalité de la forme
suivante :

^-1^^-y.^-l^, ^B|LO^,|.

Par une transformation analogue, nous voyons que le terme suivant dans
l'expression (25.2) de ^h est inférieure à la quantité suivante :

^-, r 3 6 ! i^-^oi r/'1 ^ ^————A.
-^ i^-^oi r~' i^-1! <Ai l^oi r

AÎ ^

•—'° ( $/(-!_ $^-1 j

II est facile de voir que

| <^-i t
AÏ

est borné et que
"( l^oi r 0 81^- 1 -^ - 1

AÎ

A7'
•^i > d>.i

î } d\i

-^Ai ^)^

est inférieur à une quantité de la forme B | LogXi |. Nous voyons ainsi que ̂  est
intégrable absolument dans A et que, plus précisément

r""* \ <I»A_ d»A ]
Xî - 1 / ' ,^ t" '^- ' ^B|LogX.|.

-'')i- A «

C. Q. F. D.

Qui entraîne évidemment
l ^ l^BjLogXi l .

Le raisonnement par récurrence ainsi fait montre donc que les quantités
'/,h{k^h^\) sont absolument intégrables dans A, les intégrales vérifiant des
inégalités de la forme suivante :

\fl\^\^^ ^BJA i ( ( i 4 - Log-Xil).

Une démonstration à peu près identique montre que les quantités analogues

relatives à J^-b-bl et ^^"^ sont absolument intégrables, les intégrales vérifiantàx1 àx1oxl ~ ~
des inégalités de forme analogue. On en déduit finalement que Hi, donc H est
absolument intégrable et vérifie une inégalité de la forme suivante :

(25,3) /" ' [ H j ^ X i ^ M J A i L o g J A i l i ,

où M est une constante qui ne dépend que des bornes B.

26. Limite quand YÎ->O de» relations intégrales (22 ..i). — Les résultats des
paragraphes précédents montrent que les intégrales sont convergentes quand Y?
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tend vers zéro : nous avons montré en effet que H était absolument intégrable et
que 1 était borné dans A. Nous avons trouvé, par ailleurs,

^,l = ̂ ^^^^ t^l^o^

où Kn est le nombre figurant dans l'égalité (24. i), d'où la limite pour YÎ === o des
relations intégrales 22. i

(Î6.i) ^•••J^H^i^2...û?Xn-i-4-f...r{Ij^=:o^...rfXn--i=A:»M,(.rî),
v S.

où kn est le produit de K/» par l'aire de la sphère unité à n—2 dimensions
(-£0 désigne la surface de cette sphère).

Pour simplifier le calcul des intégrales précédentes, nous les écrirons en
variables a"*, Ày au lieu de Ai, ^ (représentation biunivoque, cf. § 4). Nous
obtenons :

(i) ^(a?î)== f F... fHdx»d\t... <A»-i-t- F... Ç { 1 ).r-=o rfX».. . rf^-i
*/.r'•=o •/ v. •/ J — JLo S,

où l'on a posé, cette fois

"-^(C^^-S^JA^^-

I - z ( ^^Pi )
(26.2)

~-^(A^+A^<r
Les quantités H et 1 s'expriment simplement (cf. les paragraphes ci-dessus) en

fonction :

i° Des quantités X(.rS p^ y{, z{, y\^ .. .), solutions d'équations de la forme :

r^
(2) X = = / Ea?.r»-i-Xo,

^f

où E est une des expressions ainsi désignée au paragraphe 5 ;
2° Des quantités îî((o^, (Q^, ...), solutions d'équations de la forme :

.̂r»
(3) Q = / F<^«-+-Qo;

.̂r?

X et î2 sont les fonctions de .r?, .y", ^a, . .., ^n-i ;
Xo et 0,0 sont les valeurs de X et û pour .c"=== x^ ;
3° Des quantités U(.ca) et A^2) (fonctions inconnues et coefficients des

équations E ainsi que leurs dérivées partielles jusqu'aux ordres respective-
ment 44-2/ r==/ î , 2 4 - 2 Â - = = / î — 2 e t o pour les A^, B^ et /,), où ̂  doit être
remplacé par la fonction X correspondante. Dans 1 interviennent de plus les

quantités ^(^,o) et § (^,0)^=0, i, . . . , ^—2) .
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Nous voyons ainsi que :

Les équations (i) , (2), (3) forment un système de relations intégrales où ne
figurent, outre les données A^»), que les inconnues X, i2, U.

D. — Transformation variable.

27. Les formules ci-dessus [(i), (2), (3)] ont été établies dans l'hypothèse où
les coefficients A^ prennent au point Mo, sommet du conoïde caractéristique, les
valeurs particulières ±c^. Il est aisé d'obtenir des formules analogues, valables
en tout point d'un domaine V où les coefficients sont astreints seulement à
vérifier les hypothèses d'hyperbolicité normale et de différentiabilité du para-
graphe 2 : la méthode est identique à celle utilisée dans A (chap. I, § 22). On
considère le changement de variables linéaire, attaché à chaque point Mo de Voù
les A'"- ont les valeurs A^, suivant

(â7.i» r^a^-r?, ^=a^y^

avec
a^a^^^y

et, de plus
a^ = o, d'où A^ = ( a'y1 )°.

D'après les hypothèses faites sur la forme quadratique A^X^Xp, les quan-
tités a^p et a^ sont des fonctions continues et bornées des coordonnées a^,
dans V.

Si nous écrivons les équations E à l'aide des nouvelles variables y®, nous obte-
nons un système qui s'écrit :

E-A^ .̂B;.̂ =o,

où les coefficients A^"- et B^ sont :

A*AÎX= Aapa^p, B;^= B^a^.

Les A*^ prennent au point Mo les valeurs suivantes :

Ar=i, Ay==ô, AÏ'=-8,

et satisfont dans un domaine V*(y) correspondant au domaine V par la représen-
tation (27. i) aux hypothèses du paragraphe 2. Nous écrirons donc (cf. A,
chap. I, § 22) des relations intégrales vérifiées par les solutions des équations E*,
en chaque point de V, copiées sur les-relations intégrales (26.2). Nous repasse-
rons ensuite aux variables primitives x9-. Nous remplacerons pour cela le para-
mètre yn par xn == annyn et remplacerons les équations de la forme

^
ya= 1 Eda;'1

^xlf
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par leurs combinaisons linéaires de coefficients 0^3 qui seront de la forme

r^
a-a == / E dx'1 -+- x^

.̂r?

(cf. calculs identiques dans A, chap. I, § 22). Nous obtiendrons ainsi un système
d^ équations intégrales vérifié par les solutions des équations E en tout point
du domaine V.

E. — Récapitulation des résultats du chapitre I.

28. Nous considérons on système d'équations aux dérivées partielles linéaires
du type

^afe-^â^^0 (^=^-,").
Hypothèses. — Dans le domaine D défini par

o^a-^s, xi—xi\^d.

i° La forme quadratique A'^X^Xu, est de type hyperbolique normal A"" >> o,
forme quadratique A^X,Xy définie < o.

2° Les coefficients A^H-, B^ et y, admettent des dérivées partielles continues et

bornées jusqu'aux ordres respectivement TI, n—2 et - — 2 , par rapport aux
variables respectivement x*, x"- et x11.

3° Les dérivées d'ordres respectivement n, n— 2 et - — 2 des coefficients A7".
B^ et/j satisfont à des conditions de Lipschitz données.

Conclusion. -— Toute solution des équations E possédant dans D des dérivées

partielles jusqu'à l'ordre — — i , continues et bornées, par rapport aux x0' vérifie,

dans D,.un système d'équations intégrales S de la forme suivante :
^n

^ = / E dx" •+- Xo,
J^
^n

Q = / F dxn -h Qo,
J^

U== Ç F... Ç^dx^d-kî... d\n-\-^- [f • • • Ç\d)^... d\n-^
J^ J v J J y J

A-e *•'•

Les quantités E, F, H s'expriment au moyen des coefficients des équations (E)
et de leurs dérivées partielles jusqu'aux ordres respectivement

2 Â - - + - 4 = = / Î , 2 Â - - h 2 = n — 2 et A: = - — 2
2

pour A^, Bf71 et/j, ainsi que des fonctions X, î2 et U.
On montre que le système d'équations intégrales i7, considéré indépendam-

ment des équations E comme système d'équations aux fonctions inconnues X,
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i2, U admet une solution unique, si Von remplace dans I, u{x1, o) et—^K^, o)

par des fonctions données, et que cette solution vérifie effectivement les équa-
tions E. Nous n'insisterons pas sur cette résolution qui ne sera qu'un cas parti-
culier de la résolution que nous allons donner du problème de Cauchy pour des
équations hyperboliques non linéaires.

CHAPITRE IL

ÉQUATIONS NON LINÉAIRES.
FORMATION DU SYSTÈME D'ÉQUATIONS INTÉGRALES VÉRIFIÉ PAR LES SOLUTIONS.

1. Nous considérons un système F de N équations aux dérivées partielles du
second ordre à N fonctions inconnues Ws et n (pair), variables x9- du type
suivant :

^<» vy
A^^^+/s=o (S=i,2, ..., N; ? . , u = = i , 2 , . . . , n\

Les coefficients A^ et /g sont des fonctions données des inconnues Ws, de leurs

dérivées partielles premières ——^ et des variables x*.

Nous faisons sur les coefficients A^ (qui sont les mêmes pour les N équations)
ctys 1e5 hypothèses suivantes :

2. Hypothèses H. — Dans un domaine D de l'espace des variables X9- centré
au point M de coordonnées x1, o et défini par :

\xt—'xl\^c^, \x'l\^^

et pour des valeurs des fonctions inconnues W^ e^ de leurs dérivées partielles

premières -»—s satisfaisant à :

IW W 1 ^7 fms rms ^ 1IWs-Wsl-^, -^---^ ^/,

('Ws et ̂  sont les valeurs de Ws et<ms en M\ :
\, ' ox ôx y

a. Les coefficients A'^ ety'g admettent des dérivées partielles par rapporta tous
leurs arguments jusqu'à l'ordre h + k.

b. La forme quadratique A'^X^Xp^ est de type hyperbolique normal.

Nous montrerons que, 'sous ces hypothèses, les solutions h -j- k + 2 fois ditle-
rentiables des équations F satisfont à un système d'équations intégrales analogue
à !5 : il nous suffira pour cela d'appliquer la méthode du chapitre 1 aux équa-
tions (F') dérivées h fois (14) (nous prendrons /(^:2Â'+5) par rapport aux

( u ) L'application directe aux équations (F) de la méthode du chapitre 1 conduirait à des équa-
tions intégrales dont les seconds membres contiendraient, outre les quantités X, û et W figurant
aux premiers membres les dérivées des W jusqu'à l'ordre 2 A"-h 5.
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variables x3- des équations (F), en considérant les coefficients A'-"- et /'s comme
des fonctions données des variables x9-. Nous aurons, par exemple.

8A^ _ à^ ^Ws à^ ^Ws àA>V-
^ ~~ r)Ws àx"- '4- , l <Ws \ àx"- àx^ ~t~ ~àx»~

^-à^)

en désignant par à la din'érentiation par rapport à x3- d'une fonction considérée
comme fonction donnée des variables x^-.

3. Équations dérivées des équations (F) par rapport aux x^. — Les équa-
tions F étant :
(F) A^(WT, Wia. ̂ S^ -+-/S(WT, WTO, ^).

Les équations dérivées par rapport aux x9- s'écrivent :
ôFs . - ^W^i [àh>^ ^A^.., ^A>-P. .., \-,
^ = ÀAa^-^ + ( -ô^ -4- .Wr WTal^ JWTÏ^^)^-

^ ̂  .- ̂  WTa.+ -^W^= o.
OX-i (/WT àVf'fy.

Il est clair que les équations dérivées h fois des équations (F) seront de h»
forme :
.F,^ ^FS ,. .̂. <;2^- . p^À^ ^^ F ) ô^r—s^^^^^^-^-4-^ àx^^^^
où ^ désigne une dérivée A^"1® de Wg, et où les coefficients B? ne sont fonctions
que de Wy, WTO» Wia^- Les/, sont fonctions de WT, W-rp,, . . ., WT^...^,,.

Nous serons amenés, pour appliquer aux équations Fg les résultats du cha-
pitre I, à dériver À fois par rapport à x11 les équations -s—^———yr = o.

Il sera important que les équations ne contiennent les dérivées

WTa,...a,//== ——^"'a' (avec i-^p > A)

que linéairement de manière à pouvoir annuler leurs coefficients en les faisant
entrer dans les équations ^^^o déterminant les fonctions auxiliaires : il faut

î\h V
pour cela que les quantités .—^———^ soient linéaires par rapport aux dérivées

de Ws d'ordre supérieur à A — k. Nous pouvons obtenir ce résultat, pour des
valeurs convenables de h et k, en remarquant que ces équations sont certainement

linéaires par rapport aux dérivées de Wg d'ordre supérieur ou égal à "h , l'ordre

total des dérivations incluses dans un terme de „ ., h—î—— étant h + 3.o.y-i... o.r-"*

Les équations F.v== ^-^———^- == o peuvent donc s'écrire :

(FI) ^^-S^S- S nr̂ wn,,,.-/̂ ,'=m
où r^-^l désigne l'entier ̂  A-^ le plus voisin de A-*- .̂
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II^* / - et /, sont des fonctions de WT et de leurs dérivées d'ordre ^ 4"3,

elles ne contiendront [pas de dérivées de Wj d'ordre supérieur à h — k

si h — k ̂  ——— - Nous prendrons donc h ̂  2 k + 3.— 2 r —
Nous pourrons alors écrire F, sous la forme :

<3-) ^^OT-^S- t ̂ -̂ ,..̂ =0,
?==A—<-

où A^ est une fonction de Wy, Wyaî B^'1 est une fonction de Wy, Wya , WTO'^
/, est une fonction de Wj, WT^ . • . WTa,...^-^ EÇ^ Ài est une fonction deWsel
de ses dérivées jusqu'à l'ordre h + 3 — / a u plus (puisque l'ordre total des déri-
vations est h + 3 et qu'elles apparaissent dans WT)^ \. à l'ordre i).

i. Application aux équations (P) des résultats du chapitre I. — Si nous consi-
dérons \̂ , Wa' ^ a.3 comme des fonctions données des variables a'*, les équa-
tions (F') sont un système d'équations linéaires du type (E), mais où figurent en

/<
outre les termes ^ nj^---7 '* WT^ ^.

l=h-k
k

Nous allons montrer que les équa fions V o ,̂ —j se mettent cependant sous
/==0

une forme analogue à (9. i) (chap. I). En effet :

Equations dérivées clés équations ¥s par rapport a .T" . — Nous désignons
comme au chapitre 1 par F^ la quantité suivante :

F<//r.') ==5/AÀti" àîvs -4-5/B^ ^L
QX^ àx^ àx^- ^x'11 àx^J

Nous posons, d'autre part :
1^=°^.^nl

i.es équations dérivées des F, par rapport à x" s'écrivent alors :

I^^JF^.W-. ̂  u"......./-/.>w .̂.,,,,L|̂ .
/^=0 ( i=h—k )

Combinaisons o-^- —^ . — Des calculs formellement identiques H ceux du

cas linéaire (cf. § 9, chap. I) conduisent aux identités suivantes :

^•" î lSl- î iii»./.]̂ -- ,̂]̂ -
/= • /=o />=o (

+<«,l["^,]Cf'-/-+[J^]

+4 2 [""••••^-'"nwT,,...,,/,!"]}.
i=n-* J)
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Les quantités L;;^, D^,C^) et ^ sont formellement identiques aux
quantités ainsi désignées dans le cas linéaire (cf. § 9, chap. I).

Ordonnons les équations (4. i) par rapport à u,.p :

<4•2)i^4S"|aÀé^i2iL^/'i-D;•^•-<,/:c"-/-.
/--" l^Q p \

h

+^/, ̂  c'f+"~'[nt•t''Ï',~")ïs'-.-,•••sîd »,./,]).
/=/,-<- )

-1 i^i[j^]-/'-flc?^^.•.,w.,...,Lo.
/=o //=o V i==/t-<- )

La sommation par rapport à p doit être effectuée entre o et / pour [urp}^-1'1
ï ct7+^_Pour ̂  D^p+ll. i-h et / pour les termes de la forme
[M,yjn,^ /^ ^. Ces termes en II ont été obtenus en remarquant que les dérivée-
d'ordre i-^ p de W, de la forme W^.,^, avec^+^/< peuvent ôtre consi-
dérées comme des dérivées d\)rdrc//=^ 4- i—h d'une fonction

M,.=WTa,...a;A-/.

Si u,. désigne la fonction Wy^ ^, nous avons :

VV TO^. .. x;/,' = u,.p 53;. ï . . . 8a\. avec y/ = p — h— i

(Jes ô^.^ . . . désignent les symboles de Kronecker).
Nous pouvons alors écrire les équations (4.2) sous la forme suivante :

^6S.+[^.lJ?;+^[^]^^+^(/)^^=o.
i ) i

Dans les coefficients ;̂, d?;̂  et g^, interviennent les fonctions inconnues W
et leurs dérivées jusqu'à l'ordre // au plus. Remarquons que les dérivées d'ordre //.
fonctions U, n'interviennent ni dans ^ ni dans ̂ , d'après les considération^
précédenles sur les ordres de dérivation.

o. Détermination des fonctions auxiliaires ̂  . — Ix.s équations déterminant
les o-^, s'écrivent :

i- P k
^.î) ^^L^^ ^ ^c^-)- y D^^

1--P l=P 2 /=,,-1
[X-,/^/'7 h

+ S ^ "X.^-7-)^,,..ô^<,=o
/=/» /=/(-+-/<—/

[ A , ^ + //] désigne le plus grand des nombres h e ty> 4- //.
('.os équations difÏÏ.rent dos équations (10. i) du cas linéaire par le terme :

'k,iî-^h\ h

\1 V lTT//-/'-+-f"—P)-/» ^n ,•
Zj Zj ".oc,...», ' " a / t - ' - Q a , . ^ / ;
/=/' /=/»4-/y-/
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qui ne contient que les o-^p où / est ^/?. Les équations (5. i) permettent donc,
comme dans le cas linéaire, de déterminer les o-̂  par récurrence : P équa-
tion c0^== o ne contient que les o-^, où l est ^/? — i.

i° Les fonctions o-̂  satisfont aux mêmes équations formelles que dans le cas
linéaire (obtenues pour p == k +1). o- sera donc donné par l'expression (11.5),
<t>^., satisfera aux équations intégrales (12. 2) (chap. I) et l'on aura

<<-)=^<(*).

2° Les équations déterminant o'^«_i, supposant o-̂  connu pour l^p s'obtiennent
en considérant les équations 6V\==o. Ces équations s'écrivent^/. 131, chap. I) :

<3.--» -D^_i)-+-a.^_,)(^-i)C(i)

* (
== ~~ 2 L?((//r/?) ~~ D%r+ ' ) "h ̂ (/) G(/-/?-h2)

l=p{
h }

+</) ^ II2^^)OS.-•••8S4==Î^-1)•
i=h+p-l )

Les deuxièmes membres de ces équations sont des quantités connues, 9^«_i ,
les premiers membres, égalés à zéro, sont identiques formellement aux équations
sans second membre (13. i) (chap. I). Nous poserons donc :

<^-1)=<"<(/,-1)5C^-1;»

&)^ , . satisfaisant aux équations intégrales (12.2) (chap. I) et y^,,_i, élant donné
par :

..->.3. ^-..-jT"^-^-"^,.

Existence et dérivabilité des o^. —Les fonctions W étant supposées posséder
des dérivées jusqu'à l'ordre h ̂  2 k + 5, les coefficients A^, B^, y, des équations E.»
possèdent, comme au chapitre I, sous les hypothèses H, des dérivées partielles
par rapport aux a"", dans le domaine D, continues et bornées jusqu'aux ordres
respectivement h—i^; SA-1-4? ^ — 2 ̂ 2 A'+3 et h. Les coefficients I1J-^^^
possèdent des dérivées partielles par rapport aux X"' jusqu'à l'ordre
// — ( / t -^ 3 — /) == /— 3 ; les coefficients T^^î1^ figurant dans (5.2) possèdent
donc des dérivées partielles par rapport aux x°-^ continues et bornées, jusqu'à
l'ordre /—3— (l—h -\-i-—p)=^p-\-h—k.—3^:2/?, puisque h—k—3^k^p.
jNous voyons donc que les fonctions o - ^ ^ déterminées par (^ .2) possèdent dos
dérivées partielles jusqu'à l'ordre 2^0, comme au .chapitre I, si les fonctions
y,^(/^;jo) possèdent des dérivées partielles jusqu'à l'ordre 2 ^ + 2 . o ' ^ p donné
par la même formule qu'au chapitre I, possédant des dérivées partielles jusqu'à
l'ordre 2 /T+2 , nous voyons que les fonctions o-^^(Z^Â') possèdent, comme au
chapitre I, des dérivées partielles par rapport aux x°- jusqu'à l'ordre 2 /4 -2 .
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6. Comportement au voisinage du sommet du conoïde caractéristique. — Les W
et leurs dérivées partielles jusqu'à l'ordre h étant supposées continues et bornées
dans (D), les o-^ auront le même comportement au voisinage de Ai == o qu'au
chapitre 1 (les coefficients II et leurs dérivées, continues et bornées, n'intro-
duiront aucun changement).

Si nous prenons, comme dans le cas linéaire, À = n — 2 nous obtiendrons des

formules de Rirchoff vérifiées par les solutions h + 2 + k fois différenliables des
équations (F) analogues aux formules (26. i) du chapitre I. Ces formules
s'écrivent :

(6.1) KM(^)=J^ y...yH^^^...^_,+f... flûTA2...rf^-,,

avec
( k r h ~\

H- 2 L^-4- 2 "S î̂̂ ...̂  \Ur
(/=o|_ i=h-l J

-2 ̂ ••fc'.,cw,......,i.[S] i,..î ,.,,,
•-22J-;ft''<.,>F.=î ,i,,

Les quantités E^., L^., . . . sont formellement identiques aux quantités ainsi
désignées au chapitre I, calculées à partir des coefficients A^ et B^. Les équa-
tions (6. i) sont valables en tout point de D; à condition de considérer comme
effectuée sur les coefficients la transformation définie au paragraphe 27 du cha-
pitre I.

La quantité H est donc une fonction algébrique des coefficients A'^, B^ et II.
fs ainsi que de leurs dérivées partielles par rapport aux ^jusqu'aux ordres respec-
tivement k + 2 et A- et des fonctions X(^', p^ ..., 4...̂ ,) et i2«^.. .<.../,„„ ).

Ces fonctions X et Î2 satisfont aux mêmes équations qu'au chapitre I, soit :

(6 -2 ) x = / E(;r)6^+Xo,J^
^x»

(6-3) L)^ F(X, Q)û^-+-Qo,
^x^

Xoetûo, valeurs de X et i2 pour x11 === x'y sont des fonctions données de ̂ , Â2..././,_i.
L'ensemble des relations intégrales (6.1), (6.2), (6.3) fait intervenir les

dérivées des coefficients A^, B^, n^...a, et/, par rapport aux x^ jusqu'aux ordres
respectivement 4 + a A-, 2 + a^r, îk—h + < et À" (c/. chap. I, § 28, conclusion).
Ces coefficients A^, B^, 11^...a. et/, dépendant des fonctions inconnues W et de
leurs dérivées partielles par rapport aux x^ jusqu'aux ordres respectivement 1 , 2 ,
A + 3 — / et h—À-, nous constatons que les relations intégrales (6.1), f 6 . a ) .
(6.3) font intervenir le-s dérivées partielles des W jusqu'à l'ordre o -h iket non
les dérivées d'ordre plus élevé. Il suffira donc de prendre //^ 5 + ik pour que
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les relations intégrales ne contiennent pas de dérivées des W d'ordre supérieur
à A, c'est-à-dire pas de dérivées des fonctions U.

Si nous joignons aux relations (6.1), (6.2), (6.3) les relations suivantes,
nécessairement vérifiées par les solutions A fois différentiables des équations (F) :

^
Wsa....^01) = / Wsa,...a,n^"-+- Wsa,...a,( '̂, o).

•^o

Nous obtenons un système d'équations intégrales <Ï, dont les deuxièmes
membres ne contiennent pas d'autres inconnues que les premiers membres,
vérifié par les solutions h + k + 2 fois différentiables des équations (F).

CHAPITRE III.

RÉSOLUTION DU PROBLÉMR DE CAUCHY.

Nous considérons le système hyperbolique non linéaire (F) :

(F ' ^S^-f—
Le problème de Cauchy relatif au système (F) est le problème de la détermi-

nation des solutions de (F) qui prennent, ainsi que leurs dérivées partielles pre-
mières, des valeurs données pour a?"== o :

Ws(^-, o) = osW, ^ (^, o) = <Ls(^).

Remarquons que le problème de Cauchy posé pour une hypersurface d'espace
quelconque peut toujours se ramener, par un changement de variables qui ne
change pas la forme du système (F), au problème de Cauchy posé pour l'hyper-
surface xn= o. Nous résoudrons ce problème de Cauchy localement de manière à
mettre en évidence le domaine de dépendance des solutions par rapport aux
données initiales. Plus précisément nous montrerons qu'il existe un système de
fonctions Wg (et un seul) défini dans un tronc de cône de base (d) et prenant
ainsi que leurs dérivées partielles des valeurs données dans (û?); (d) désigne un
domaine compact de l'hypersurface ;y"== o.

Nous utiliserons, pour cette démonstration, le système d'équations intégrales S
obtenu au chapitre II. Les mêmes difficultés que dans le cas de quatre variables
(cf: A, chap. II, § 5) se rencontrent pour résoudre directement le système d'équa-
tions intégrales vérifié par les solutions des équations (F) : les quantités figurant
sous le signe d'intégration n— i-uple dans 4es formules <te Kirchoff sont abso-
lument intégrables si les A'̂ , considérés comme fonctions des a-", sont suffi-
samment différentiables, ce qui n'est pas réalisé quand les Wg, Wsa, . • • , Myson t
considérés comme variables indépendantes comme elles doivent l'être dans un
essai pratique de résolution du système d'équations intégrales ô'.

Pour résoudre le problème de Cauchy, nous passerons donc, comme pour
quatre variables (cf. A, chap. III et Note C. B. Acad. Se., t. 234, 1951, p. 585)
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par l'intermédiaire d'équations approchées obtenues en remplaçant dans A'"- les

fonctions inconnues Ws et W'sa par des fonctions données Ws et Wsa ( j " ) . De
même que pour quatre variables, dans le cas général où les Absout des fonctions
des Ws et Wsa» nous devrons considérer des équations approchées non des équa-
tions données elles-mêmes, mais des équations déjà dérivées par rapport aux x3-
de manière à ce que le système d'équations intégrales obtenu ne fasse pas inter-
venir de dérivées des fonctions d'approximation d'ordre supérieur à l'ordre des
dérivées des fonctions inconnues qui y figurent. Nous pourrons alors montrer que

les solutions W§ de ces équations déterminent une réprésentation de l'espace

des fonctions Ws, convenablement choisi, dans lui-même et que cette représen-
tation admet un point fixe qui fournit une solution des équations non linéaires
données.

Nous voyons que, pour qu'il en soit ainsi, il faudra certainement dériver préala-
blement k -\- i fois les équations données F.

Ces équations s'écrivent, en eflet :

Fs-A/.KWï, WTO)^^ +/S(WT, \VTa)==o.

Nous avons à appliquer à ces équations dérivées h fois (cf. chap. II) la méthode
du chapitre I; c'est-à-dire que, après k dérivations par rapport à x11 et multi-
plication par des fonctions auxiliaires, nous mettons ces équations sous forme
d'un système d'équations intégrales qui ne contiennent les inconnues W§ et leurs
dérivées partielles que jusqu'à l'ordre //. Il est donc nécessaire que ces équations

ne fassent pas intervenir de dérivées des fonctions Ws d'ordre supérieur à h : il

faut pour cela que les fonctions "Wj et Wya ne soient remplacées par les fonctions
f i ) ( i ;

données W-r et W^a que dans les coefficients A711 des équations déjà dérivées
À- + i fois par rapport aux variables x^ et dans les coefficients A^ seulement.

1. Plan du chapitre III. — A. Nous considérons le système V\ d'équations
intégrodifférentielles obtenu en remplaçant dans les coefficients A7'"- des équa-
tions F' dérivées k + i fois par rapport aux x ' * - des équations données F les fonc-

tions inconnues W j et W\a par des fonctions données WT, W^. Nous formons
le système d'équations intégrales <Ji vérifié par les solutions des équations F'i.

B. Nous montrons que le système iJi admet une solution unique continue' et
bornée dans un domaine fixe D, si on le considère comme système d'équations
intégrales aux fonctions inconnues X, îî, W, U.

C. Nous montrons que la solution trouvée de J\ est solution de ¥\ dans le

( 1 5 ) Une méthode analogue est utilisée par Schauder (Fundam. Math., t. 24, i935), pour démontrer
un théorème d'existence ^)our les équations hyperboliques non linéaires à partir de majorations
obtenues pour les équations linéaires. Mais nous verrons que, dans notre cas, il est essentiel de ne
linéariser que les coefficients A^.



267 —

domaine D et satisfait aux mêmes hypothèses que les fonctions d'approxima-
(!' (1)

lion WT et WTO(.
D. Nous montrons que la représentation de l'espace des fonctions W-r dans

lui-même défini par la résolution des équations F^ admet un point fixe (obtenu
par itération). Les fonctions W-r correspondantes sont solutions des équations F'.
Nous montrons qu'elles sont solutions des équations F et possèdent des dérivées
partielles continues et bornées jusqu'à l'ordre h — k — i.

2. Hypothèses faites dans le chapitre III. — Nous ferons sur les coefficients A^.
y'g et les données de Cauchy cpg? ^s les mêmes hypothèses qu'au chapitre II. Nous
supposerons de plus vérifiées certaines conditions de Lipschitz, nous réunissons
ci-dessous toutes ces hypothèses sous le nom de

HypotJi^ses B. — i° Dans le domaine D défini par

[ xi — xi \ ̂  d, o ̂  x" ̂  s.

et pour des valeurs des fonctions Wg et Wga satisfaisant à

! Ws- os | ̂  /, | Ws<— ?sd ̂  ̂  1 Ws^-^s | ̂  /.

a. Les coefficients A'^, fs admettent des dérivées partielles par rapport à tous
leurs arguments jusqu'à l'ordre in —3, continues et bornées.

Les dérivées d'ordre in—3 satisfont à une condition de Lipschitz donnée par
rapport à tous leurs arguments.

b. La forme quadratique A'-^X^Xu. est de type hyperbolique normal, le
coefficient A"" étant supérieur à un nombre positif donné, la forme quadra-
tique A^X,Xy étant définie négative.

Nous remarquons que sous les hypothèses a et b les coefficients a^ et 0^3 son!
continus et bornés ainsi que leurs dérivées partielles jusqu'à l'ordre a / < — 3 ; les
dérivées d'ordre in—3 satisfont à une condition de Lipschitz par rapport à leurs
arguments (.z^Ws^;), Wsa(^î)).

2° Dans le domaine (d) défini par :

| x1 — ~x1 \ ̂  d,

les données de Cauchy (pg et ^g possèdent des dérivées partielles continues el
bornées par rapport aux variables x1 jusqu'aux ordres respectivement m — '.*.
et 2 n—\ \ les dérivées ^d'ordre 27?— a et m— i satisfaisant à une condition de
Lipschitz donnée.

Remarquons que les hypothèses faites sur les données de Cauchy, et celles

faites sur les coefficients A^ etfg permettent de montrer que toute solution -n fois

différentiable du problème de Cauchy posé relativement aux équations ( ¥ } a ses

dérivées partielles jusqu'à l'ordre — — i déterminées de façon unique, continues

el bornées, dans (d) : les valeurs, dans (d), des dérivées partielles jusqu'à
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l'ordre — » correspondant à une dérivation au plus par rapport à x " , des solu-

tions Wg du problème de Cauchy posé sont égales aux dérivées correspondantes
des fonctions ^g et ^g- Les valeurs, dans (û?), des dérivées partielles jusqu'à

l'ordre — correspondant à plus d'une dérivation par rapport à x" s'expriment en

fonction des précédentes, par l'intermédiaire des équations (F) et de leurs

dérivées partielles par rapport aux x"- jusqu'à l'ordre -n—2 (cf. A, chap. II,

§ i). Nous désignerons dans la suite par 9sai...a<, là valeur, dans D, de la
dérivée Wso^...a<, de la fonction Wg solution du problème de Cauchy considère.

Nous désignerons par bornes B les différentes bornes figurant dans ces hypo-
thèses (û?, £, /, bornes des coefficients, des données de Cauchy et de leurs
dérivées, bornes figurant dans les conditions de Lipschitz), ainsi que tout
nombre ;> o fini déterminé par ces bornes.

A. — Formation d'un système d'équations intégrales résoluble.

3. Système F'. — Le système d'équations données F s'écrivant sous la forme
suivante :

(F) FS^A^-^^ -+-/s==o.
àx^àx^

Nous désignons par F' le système d'équations déduit de F par k + i dérivations
par rapport aux variables .v*

(F-) ^ -4^L. + Bç '̂ _^= o.
àx^àx^- " àx^ J

S' et T' désignent une quelconque des combinaisons Sai. . .ay,+i, t's, désignant
ainsi une quelconque des dérivées k + i1""10 de la fonction inconnue W§>. Les
A^ sont toujours des fonctions de Wg et Wgaî les coefficients Bj^ sont des fonc-
tions de Wg, Wga» Wga^î les/s' sont des fonctions des inconnues Ws et de leurs
dérivées partielles jusqu'à l'ordre À" -h i , Wga, ..OUL •

Les solutions À-+3 fois différentiables du système (F) vérifient le système ( F' »
ainsi que les relations intégrales suivantes :

Ws= / Ws^^-hys,
•^o

(3.i)
r»

Sai...at= / Wsai...aji.n<^" -t- ^ss.i...0.1,1
•^a

w

où c p s ^ ^ désigne la valeur pour x"=o de la fonction Wsa,...ai.» correspondant
;m problème de Cauchy donné.

4. Système approché ¥\. — Nous nous donnons un système de fonctions

indépendantes Wsa....a^i(ai, . . ., a^-n == i , ..., n) possédant, dans le domaine (D),



des dérivées partielles continues et bornées jusqu'à l'ordre h —k—i par rapport
aux X9- ; les dérivées d'ordre h — k — i sont de plus supposées satisfaire à une
condition de Lipschitz par rapport aux variables x1.

Nous définissons les fonctions Wsai...^, . . . , W§ par les relations intégrales
suivantes :

(4.i)

[ Ws,...o^== / Ws,...<^.Wsaiat«<^"-h îpS^...^.,y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^
^ Ws= F Ws^"-+-?s.
\ «A»

Nous supposons les fonctions Wsa,...a^ choisies de façon que l'on ait, dans (D),
les inégalités suivantes :

|Ws—?s ^/, Ws,—?s( ^l, l^s/.-^sl^/.

Nous pouvons alors remplacer dans les coefficients A^ figurant dans le

système F' les fonctions Wg et Wga par les fonctions connues Wg el Wga- Nous
obtenons ainsi, en laissant les coefficients Bj^ et /g,, inchangés, un système
d'équations que nous désignons par F', :

F, A -^- + B?:'. ̂ î + /„= „.
ôx^àx^ s àx>- J

En adjoignant à ces équations les relations intégrales suivantes :

r^<a-"

^
Ws= / WsWs^^^-4-ys,

•/<»
(/',)

„.»:"
Wsa,...aA.== ^ W'sai...a^0?.^"-l-çsai...at,

Nous obtenons un système d'équations intégro-différentiel où les fonctions
inconnues Wga, . . ., Ws^...^ ne sont plus nécessairement les dérivées des
fonctions Wg.

Nous désignerons dans la suite par W^...<x, les dérivées /(èm^ par rapport
aux x* des fonctions Ws, par Wsa,...a; les dérivées i—i^"^ par rapport aux x°-
des fonctions Wg^p e^c.

5. Relations intégrales J, vérifiées par les solutions du système F,, f\. —
i° Les solutions h—k—i fois différentiables du système F',,/^ vérifient les
équations déduites des équations F, par h —k—i dérivations par rapport aux
variables x*. Ces équations sont de là forme suivante :

(^ ^^4-(ëAê-2A-S+/^•-•'•i^.-.'..•^-".
/==0 t=n—k

où Us désigne une dérivée h —i A — i10"10 de ('s'.
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Les coefficients Bf/', Iiy1 / • et/, sont des polynômes des coefficients B^/1, /y, A^,
dcJeurs dérivées partielles par rapport aux variables x9' et aux fonctions dont ils

dépendent (Wg, Wsa, • . - 5 Wga,...a^p Wg, Wga) ainsi que des dérivées partielles
de ces fonctions par rapport aux variables x9 jusqu'à l'ordre h — k -— i.

Les équations ¥ ' [ ne contiennent donc pas de dérivées des fonctions Wg,
Wga d'ordre supérieur à h — k — r . Nous savons, d'autre part, que l'indice /
affecté à une fonction W§ai...ai figurant dans les équations ¥\ ne peut être supérieur
à A +3 ; . ¥ ' [ est, en effet, déduit de F\ par h—k—i dérivations, F\ étant déduit
de F' en remplaçant dans A7^ les fonctions Wg et W§a par les fonctions d'indice

égal Wg et Wga? et F' déduit de F (où la somme des ordres de dérivation était au

plus 3) par k + i dérivations. Le coefficient B^- de -t— dépend donc de Wg, W?a,

^VSa, ^sa,a, et de Ws, Wga-, WSa, Wsow Les coefficients II^-^de W^.,^

dépendent de ^g, "^a,...a,^_; (p == o ou i ) et de Wg, . . . Wga,...a^_;
( i ) (o ( i )

(jo==o, . . . , / i+ i ) . Enfin le coefficient fs dépend de Wg, . . . , Wgat...a,,-t.
( p = o ou i) et de Wg, .. ., Wga....,a/^ (?= o, . . ., Â'+ i) .

2° Nous adjoignons aux équations Y'[ des relations intégrales nécessairement
vérifiées par les solutions h — k — i fois différentiables du système f\, f\. Ces
solutions vérifiaient les relations intégrales suivantes :

a»

(/i) Wsa,...a;== / Wsa,...a..^.r"-+-?sa,...a. {o^i^k).
^o

Leurs dérivées partielles jusqu'à l'ordre h—k vérifient donc, si elles sont
continues et bornées, les relations intégrales suivantes :

(/ï) Wsa,...a;A.../,= f Wsa;...a^y\.../^-h ?Sa,...a,A.../<
^o

(où y'i, . . ., ji désignent des indices de dérivation par rapport aux n — \ variables
« d'espace » x1).

Ainsi que les identités suivantes :

(î>.l) W^,^=Wsa,,.a^

Remarquons que ces relations permettent de calculer les fonctions Wgai...a,...af
(o ̂  ï ̂  k + ï , o ̂  l ̂  h — ï ) au moyen des fonctions W^...a^, fonctions que
nous avons désignées par u,. Les relations ¥\ etf'[ forment donc (compte tenu des
identités 5. ï ) un système d'équations intégro-différentielles aux fonctions incon-
nues Us.

6. Relations intégrales t7i vérifiées par les solutions du système F'i, f[. — De
même que nous considérions au chapitre II les équations aux dérivées partielles
non linéaires F' comme des équations linéaires pour chacune de leurs solutions,
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nous considérerons, pour une solution du système ̂ '[f\ les équations V[ comme
des équations aux dérivées partielles linéaires par rapport aux fonctions u,.

Montrons que, pour une valeur convenable de h les coefficients À^, 18 ,̂ n^1 / i

et /, satisfont aux hypothèses faites au chapitre II sur les coefficients A^, B^.
II^-^et/,.

a. Les coefficients A^, B^, n^1- Àt contiennent les fonctions Wg, Wga et leurs
dérivées partielles jusqu'aux ordres respectivement o, i , h. + 3 — /; les fonctions
ayant des dérivées partielles par rapport aux a?2 jusqu'à l'ordre h—k—i,
il suffira de prendre h ̂  2 k + 5 pour que, pour une solution suffisamment

différentiable de F';, /';, et sous les hypothèses B, les coefficients 'À^, B^ et

n.i^1^ possèdent des dérivées partielles par rapport aux variables x^ (dérivations
considérées comme effectuées) jusqu'aux ordres respectivement 2 Â " + 4 » 2 A'+2,
2 A-—1i + /, les dérivées d'ordre le plus élevé satisfaisant a une condition de
Lipsckitz par rapport aux variables x1.

b. Les coefficients fs contiennent les fonctions Ws, Wga et leurs dérivées
partielles par rapport aux variables x^ jusqu'à l'ordre h—À ; or on déduit de la
relation (4. i )

Wsa,..a,.= ^sa,...a.., d'où W^.,^ = W^.,^,^

On voit ainsi que les dérivées partielles par rapport à x11 (d'ordre ^/i) des

fonctions Wg» Wsa et de leurs dérivées partielles par rapport aux x* (d'ordre
^h—k) peuvent se mettre sous forme de déri.vées partielles des fonctions

' .1 ( ' )
Wg, . . . , W§^...a^i par rapport aux x* (d'ordre ̂  h — k— i ).

Les coefficients/^ admettent donc des dérivées partielles par rapport à x"
jusqu'à l'ordre k.

Les dérivées partielles d'ordre h — k — \ des fonctions Wga, y.^ vérifiant une
condition de Lipschitz par rapport aux variables x1^ il est clair (étant données les

hypothèses B) que les dérivées d'ordre le plus élevé des coefficients A^, B^,
( 1 ) \ ) ( l } • 'jJjÀ,. . . > ; et/'A' vérifient une conditon de Lipschitz par rapport aux x1.

On voit finalement que, sous les hypothèses faites sur les coefficients A^,
/s (§2), et celles faites sur les fonctions d'approximation (§ 4-), les coefficients des
équations (¥\) vérifient les hypothèses faites sur les coefficients des équations
(F') au chapitre II.

Nous pouvons donc appliquer aux équations (F^), comme nous l'avons fait au
chapitre II pour les équations (F'), les calculs faits au chapitre 1 pour transformer
le système d'équations aux dérivées partielles (E) en un système d'équations
intégrales J . Les équations (F';) diffèrent en fait des équations (V) \f. (3.i)] du
chapitre II par l'existence des termes I I ^ ^ ' W ^ ^ Ço^l^h—k) ; nous
n'aurons cependant pas de difficulté à écrire, après k dérivations par rapport à x ' 1

et multiplication par les fonctions auxiliaires o-^, les équations ( ¥ ' [ ) sous une
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forme tout à fait analogue à la forme (4.2) obtenue au chapitre II, c'est-à-dire
sous la forme suivante :

<• ^ k k 4-1

2 '̂" (ST/ =s À ̂  M.S î ;̂  [̂ ]̂ ,
/:=" /=0 p==i

k l h—p—l \

^'^(ST^ 2 fc1'̂ ,...,./, =",
/=0 ( i=h-k )

où les fonctions Wsa,...a,^ correspondant à i-}-p^h ne figurent que dans ê; et
par l'intermédiaire de Urp. Nous remarquons, en effet, que les quantités de la forme
Wsa^.. a^ (qui désignent, rappelons-le, les dérivées. pièmes par rapport à x" des
fonctions Wsa,...a.) peuvent se mettre sous la forme Usp si p 4- ?^ h. On déduit en
effet des relations (6.1), sachant que /—j ̂  h — k — i , donc que p ̂  k -h i _/ :

\v/ _ w*4'1
T ' ISal...a^/»— YJSlX^...3^iH...n^p-k—i-t-/}=ll^

avec
p' •=• p -+-1 — A.

Appliquons donc aux équations F'̂  les résultats du chapitre II. Nous obtiendrons
successivement :

CT. Equations déterminant le conoïde caractéristique. — Les fonctions x ' .
pi déterminant ce conoïde et leurs dérivées partielles jusqu'à l'ordre 2 k + 3 sont
solutions d'équations intégrales de la forme suivante :

/,-z-»
(a) X= I E(X)6to"-hXo.

J^

Ces équations ne faisant intervenir que les coefficients A'^ et leurs dérivées
partielles jusqu'à l'ordre 2 A + 4 ne contiennent pas d'autres fonctions inconnues
que les fonctions X. Les raisonnements du chapitre 1 s'appliquent ici intégrale-
ment : les fonctions X sont toutes définies, continues, bornées et vérifient une

•V __ -V

condition de Lipschitz dans (D). De plus, n _ °n est continu et borné ainsi
X — X ( i )

que —n~~n' (Rappelons que X désigne le quotient par x^—x11 d'une fonction X
qui s'annule pour xn == x^.

b. — Équations déterminant les fonctions auxiliaires. — Ces fonctions
auxiliaires satisfont aux équations suivantes

^'(/>;=0 (/>=!• ..., A:-H)

et sont données, comme au chapitre I, par des égalités de la forme :
<^=00)^^,

où o- est la fonction suivante, fonction connue des X :

^>o

~ 1 A \1'
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et où les ûi/.^ sont solutions d'équations intégrales de la forme

(6) û= f "F(Q)^.r"+Qo.
^.r?

Les %^) sont des fonctions données par des formules identiques aux
formules (5.3) du chapitre II.

c. Les fonctions Us satisfont à des .relations intégrales identiques aux
relations (6.1) du chapitre II déduites des relations (26. i ) du chapitre I. Ces
relations sont de la forme suivante :

(G) u = r ç • " fn dx't d^ • • ' d\n-^ r... Ci a^.... rfx,,_i,J^J ^J J s.'
où 1 est borné et H absolument intégrable.

d. Nous adjoindrons aux relations (a), (6), (c) les relations intégrales reliant
entre elles les fonctions Wsai...ay (o ^= i^ ^ + i, i^=J ^ n — ^— ï — i),
solutions du système intégro-difl'érentiel ¥ ' [ , f\. Ces relations sont de la forme
suivante :

{ci) w == r G^^+wo
où G est une fonction W ou une fonction U et Wo une fonction donnée des
variables x1.

THÉORÈME. —Pour une valeur convenable de h (h ̂  3 k -\- 5), V ensemble des
relations (a), (6), (c), (d) forme un système adéquations intégrales aux
fonctions inconnues X, î2, U, W ne faisant pas intervenir de dérivées de ces
fonctions ni de dérivées des fonctions d'approximation W d'ordre supérieur
àh—k—i.

Nous désignerons ce système d'équations intégrales par S^ et nous montrerons,
par une étude directe, qu'il possède une solution unique.

B. — Résolution du système d'équations intégrales Ji.

7. Considérons, indépendamment des équations initiales (Fi) le système <Ji
comme un système d'équations intégrales à quatre groupes de fonctions inconnues
X, û, W et U. Le système i7i se compose des quatre groupes d'équations
suivantes :

i° Équations intégrales ayant au premier membre une fonction X des coor-
données x^ et de n—i paramètres a?", ^.2» .. • i. ^n—i (fonctions correspondant
aux a-*, /?„ . . ., yi\.../,^,, ^L...7»t+3 définissant le conoïde caractéristique). Ces
équations sont de la forme

.r"

X(^,a-", A,, ..., A/,-,)== / Eû^»+Xo(^î,.^, Xs, .... À/,_,).J^
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Xo est une fonction donnée (pour x\ pi, y{, ... les valeurs de Xo sont respec-
tivement x\^ /??, o, . . . ).

E est une fraction rationnelle de dénominateur :

T*"= A*""-!- A*^j^°
des quantités suivantes :•

a. Coefficients A^ et dérivées partielles par rapport à tous leurs arguments
jusque l'ordre 2 k 4- 4 î

( i ) ( i )
6. Fonctions Wg et Wga et dérivées partielles jusqu'à l'ordre 2 k 4- 4 ;
c. Fonctions X;

û?. Quantités^? et^P.

On voit donc que E est une fonction donnée, continue et bornée, des seules
inconnues X.

2° Équations ayant au premier membre une fonction Î2 des x^ et des para-
mètres a?7', ?i2, . . ., ^,_i (fonctions correspondant à co^, . . ., ^/,...^,(/)» de la
forme :

r^Q = f F rfrc" -+- Qo ;
•/yn

0

t2o est une fonction donnée (pour co^, ûj^., . . . les valeurs de î2o sont <^'. o, .. . ).

F est une fraction rationnelle (de dénominateur T*n==A.*ntl-^-A*inpi) des quan-
tités suivantes :

a. Coefffîcients A^ et B^ et dérivées partielles par rapport à tous leurs argu-
ments jusqu'aux ordres respectivement a/:+3 et ïk-\-i (c'est-à-dire coeffi-

cients A^"-, fs et dérivées partielles jusqu'à l'ordre ik 4- 3);
( ! ) ( ! )

/^. Fonctions Ws, Wga et dérivées partielles jusqu'à l'ordre 2 A' + 3;

c. Quantités a^ et a^\
d. Fonctions X et î2;
e. Fonctions W (correspondant à Wsai...a,? l<i h).

L.es fonctions U ne figurent pas dans F.

3° Équations ayant au premier membre une fonction W des coordonnées X3-.
Ces équations sont de la forme

^
W(^a)=/ G^»-4-Wo(^).

•̂ o

Les fonctions W sont les fonctions Wga»...ai(<'< h).
Les G sont des fonctions W ou des fonctions U.
4° Formules de Rirchoff ayant au premier membre une fonction U des coor-

données x^ (les U sont les fonctions W|j^1.,^), de là forme
,,0 ..ïll .,7l TC 21: H TT

U ( ^ ) = = / / / • • • / H^»^ ...^/,-i-+- / / . . . / I ^ À 2 . . . ^ X » - i .
-'a-ç ^O «^o ^o JQ •^o •'•o
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a. H, calculé par la formule (8.1) (chap. II) à partir des coefficients des
équations F';, est défini par des intégrations par rapport à x11 portant sur des

fonctions algébriques des coefficients A^, B^, II1^...^ fs, de leurs dérivées
partielles et des fonctions X, Î2, W et U.

Nous avons montré au chapitre 1 que cette fonction H est absolument intégrable

si les coefficients A^P- possèdent des dérivées partielles jusqu'à l'ordre 2 A + 4.
b. I, comme H, est calculé par la formule (8.1) (chap. Il) au moyen des coeffi-

cients des équations F ' [ . C'est une fonction, définie d'une part par des intégrations
par rapport à x11 de fonctions algébriques des mêmes quantités que H, d'autre
part par les données de Cauchy, et prise pour la valeur a""== o du paramètre x ' 1 ;
dans les hypothèses faites, 1 est borné.

8. Résolution des équations ( i ). — Les équations (i) définissant le conoïde
caractéristique sont des équations intégrales non linéaires aux seules fonctions
inconnues X :

•̂»
< i ) X = = ^ E(X)^"-t-Xo.

^

Les E(X) étant bornés et lipschitziens pour des X bornés, les équations ( i )
admettent une solution unique, continue et bornée, vérifiant les inégalités :

| X — Xo ] ̂  d

dans le domaine A défini par les inégalités suivantes :

\xi,-xi\^d, |^[^Ê(^),
O^X'^X^^ O ^ X 2 ^ 2 Î T , O ^ X S ^ T T , ..., O^A,,-!^;^

où e(x\,) est défini par des inégalités de la forme suivante :

^•o)^-21^-"'1, î)^,

où M désigne un nombre qui ne dépend que des bornes B, et où & désigne le
nombre ainsi nommé dans les hypothèses B. Les n — i fonctions X correspondant
aux x1 définissent alors avec la variable x ' 1 un point appartenant au domaine D
correspondant à £ == e(^).

Propriétés des fonctions X. — Les fonctions X solutions des équations ( i )
possèdent les mêmes propriétés que les fonctions X du chapitre I, puisque les

coefficients A^ possèdent les mêmes propriétés que les fonctions A7^ de ce cha-
pitre. Nous avons en particulier les résultats suivants :

i° Les fonctions X et—^—(X est Je quotient par x ' ^ — x " d'une fonction X

s'annulant pour xn= x^) sont continues et bornées B dans A ;
2° Les fonctions X et X vérifient une condition de Lipschitz B par rapport ;ï

tous leurs arguments.
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9. Résolution des équations (2), (3), (4). — Nous considérons le système
d'équations intégrales à trois groupes de fonctions inconnues i2, W et U obtenu
en remplaçant dans les équations (a), (3), (4) les fonctions X par les solutions
trouvées des équations ( i )

i2 == / F ote"-t- Go?
"^

W=r C.6^"-4-Wo,
^0

u == f [ f . . . Çudx'1 en...... ci\n-^ r - " r\d\î... or/^-,.
.»•„ So ^-o

Espace fonctionnel S1. — Nous résoudrons les équations (2), (3), (4) comme
dans A (chap. IIÏ, § 16) en considérant un espace fonctionnel ̂ . Les coordonnées
d'un point de ^ étant des fonctions Wi, Ui et ûi définies et continues dans des
domaines D et A, prenant pour x11^ o les valeurs Wo, Uo et i2o ainsi désignées
précédemment et satisfaisant aux inégalités

I Q i — û o I ^^\x^—xn i,

où N est un nombre donné, dépendant des bornes B

|Wi-Wo|^, |Ui-Uol^,

où l est le nombre ainsi désigné dans les hypothèses B.
Nous supposerons de plus que les fonctions î2i, Wi etUi satisfont à une condi-

tion de Lipschitz respectivement par rapport aux variables x\^ x" et a^(10).
Nous définissons dans ^ la distance de deux points JHi, JH/i par la somme des

bornes supérieures, dans les domaines de variation respectifs de leurs arguments,
des valeurs absolues des différences de leurs coordonnées

d{3\\^\i\ ) == Max { S | Q'i — Qi j + S ; W^ — Wi j -h S | U\ — Ui \}.

L'espace 5F est alors un espace norme complet et compact (topologie de la
convergence uniforme).

Représentation de l'espace ^ ' . — Nous remplaçons dans F, G, H, 1 les incon-
nues îî, W, U par les coordonnées i2i, Wi, (Ji d'un point de £F; nous obtenons
ainsi une représentation de ^

12s == Ç Fiû^"-+-Qo,
«/-c?

,a:»
.q ^ \ Ws= F Gi^«4-Wo,
\ • - 'i JQ

U,= Ç f. • • fHi dx" d\î ... d\n-v+- 1 ' • ' 1 îi <A2 ... rfX,,-,
S»

(K) Nous ne supposons pas que Ui (qui n'intervient pas dans F) vérifie une condition de Lipschitz
par rapport à x".



Nous montrerons qu'il existe un nombre £(^0) définissant un domaine A et un
domaine D non vides tel que cette représentation est une représentation de
l'espace ^ dans lui-même et admet un point fixe.

10. i° Les quantités Fi et Gi étant continues et bornées B, il esl clair qu'il
existe un nombre £ non nul définissant un domaine D tel que pour \xn—x^\^-s.
(c'est-à-dire x'1 ̂ x^ ̂  £) les fonctions Î2^ Ws soient continues et satisfont aux
mêmes inégalités que i2i, Wi, dans leurs domaines de définition respectifs.

2° Étudions les fonctions u^ :

a. La quantité Hi n'est plus, comme pour quatre variables continue et bornée B,
mais il est facile de voir cependant que l'on peut choisir e définissant D, non vide,
tel que Us soit continu et borné par la même inégalité que Ui, dans D.

Nous avons vu, en effet, au chapitre 1 que la quantité H était absolument inté-
grable (cf. § 25, chap. I) si les coefficients A^ possédaient des dérivées partielles
continues et bornées jusqu'à l'ordre 2/T+ 4 par rapport aux variables x*. Les
fonctions X solutions des équations ( i ) possédant les mêmes propriétés qu'au cha-

( i )
pitre 1 et les A^"- admettant des dérivées partielles par rapport à ces fonctions jus-
qu'à l'ordre 2 À + 4 continues et bornées Hi vérifie une inégalité analogue à
l'inégalité (23.7) du chapitre I, c'est-à-dire :

(10. D /' F . . f i l , dx- ̂ ,... (^n-^ B | ^o log.r'o I ,
''5 ^o

où B désigne une borne B.
h. Rappelons que la quantité 1 est donnée par l'égalité suivante ( 1 7 ) :

(10 2 ) I- I ^^Pi't _^^^W-X-y'--6i,p^
< / R ^ ~ ~ i ^ ~ ' } . r " = 0 ~ T ^ î ^ — — — — — — — t » = o 1

avec
k l

^==2 S^^^
/==o /?=n

Nous voyons que Ii est continu et borné (de même que la quantilc l du
chapitre I, cf. §22).

Les résultats du chapitre I (§22) montrent de plus que tous les Lermes de
^sÏT^PiW—xn)ft-'2 figurant dans Ii sont produits de x^—xn par des quantités
bornées, donc tendent vers zéro quand x" tend vers x^ à l'exception du terme
[ u n ] J i :
(10.3) Ji^-^LÂ^]^^00^^-^)^.

Nous allons montrer que Ji tend vers acp,(^) == a MO quand x ' 1 tend vers x'^

( l ' ' ) Pour simplifier récriture, nous supprimons les signes *, correspond.inl à la transformation
variable (^ 26. chap. I), qui devraient figurer dans ces expressions.
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a étant une fonction de ^, . . ., À^ dont l'intégrale sur la sphère unité 1, est
"-i "

égale à i. En effet, les fonctions [X^-J, {x^—x^ o. et (;r«- .y;)' ̂  vérifient

des conditions de Lipschitz B par rapport aux fonctions X, les fonctions X (donc
aussi pj) et ^vérifiant elles-mêmes des conditions de Lipschitz B par rapport à
la variable x11 (résultats du chapitre 1 et hypothèses faites sur^i); nous avons vu,
d'autre part, au chapitre 1 que si les coefficients A^ sont suffisamment différen-

tiables (ce qui est le cas pour lesAÎ^), les fonctions 7^^ vérifient des inégalités
de la forme suivante :

n .

! X'^—X^ [ 2 ] 7J(o)— f ^.(0)).ï"=.r? [ ̂  B | log | X^—X^ \\\x'^—X^ |,

.^I^O) f^, ^ B I X " — XÏ\àxT àxt 1 .r»==.rî?

D'où l'inégalité suivante vérifiée par Ji :

(10^) ! (( Jl Jo——O - ? Jl Lr——.x.î? | ̂  B a-o1 lûg j ̂  I

OU

{ J.l }.r»=.r? = Kn 8;,

1\/, étant le nombre ainsi désigné au chapitre I.
Nous avons, d'autre part, par hypothèse :

["ri].c»=o= Qr(^1),

où x1, considéré comme une fonction X^, x ' 1 , /.;.>, . . . , / . „ _ , ) doit être ici pris
pour x11 == o.

Les fonctions X vérifiant une condition de Lipschitz B par rapport à la variable x " .
on a

| ; -K1 !.r"=o — .4 i = ; { Xi ^n=o — ( Xi \.^=^ | ̂  B ! X'Q I.

Les (p/.^) vérifiant, d'autre part, une condition de Lipschitz B par rapport
aux x1 (hypothèses § 2), on a

(10.5)

D'or

,(.rO-<p,(^.)l^B|^[.

["ri]J]i.r"=0 — K,,Cp,(^o) i ̂  B 1 X^ \ 10g 1 ̂  |,

la quantité 1, figurant sous le signe d'intégrale n—2-uple, donnée par la for-

mule (10.2) étant la somme de g {[^]J. P^^-2 j^(^, produit de R.

par l'aire de la sphère unité n—a-uple) et de termes dont le quotient par x^ est
borné B, on trouve finalement :

(10.9.) I,-^o^?.<(^o) ^BJ^ologl^ l ;
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^(^o) étant la fonction que nous avons désignée parUo, nous déduisons de f lO . i )
et ( lû.a) une inégalité de la forme suivante :

| U î — U o l ^ B ^ l o g l ^ l ) -

L'inégalité (10.3) ( i l () montre qu'il existe un nombre e non nul ne dépendant
que des bornes B tel que pour

I ̂ o 1 ̂  £5
on ait

[ U s - U o i ^ / .

11. Pour montrer que le point (JTla^a, Wy, Ua) est un point de ^, il nous faut
encore montrer que Î2a, W^, Us satisfont aux mêmes conditions de Lipschilz
que.Q,,W,,U,.

i° Nous avons :

Q^'i,...')-Q^xi„ ...)= F (Fi^J, ...)-Fi(^o, ...)^,
J^

où F^(a?'J, . . .) et Fi(^, . . .) sont calculés respectivement à l'aide des fonctions
X(^', . . .) , ̂ (^ .,.) et X(^,, . . . ) , ̂ (^, . ..).

Les Fi satisfont à des conditions de Lipschitz B par rapport aux X, Î2i, Wi, les
fonctions Wi satisfaisant elles-mêmes à une condition de Lipschitz par rapport
aux X == x1, tandis que les Î2i et X vérifient des conditions de Lipschitz par rapport
aux x\. Nous voyons donc que Fi vérifie une condition de Lipschitz B par rapport
aux x\. Supposons que le nombre N figurant dans l'inégalité soit précisément le
coefficient de cette condition de Lipschitz, nous avons alors :

| Q2(^, ...) - Û2 1 ^o, . • . ) | ̂  | ̂ o- ̂  | NS 1 x'é- .4 1

et il est clair que ^2 et Î2s vérifient les mêmes conditions de Lipschitz que Î2i etî2,.

2"

/,.r"
V^x'i, ^^—W,(^, x»)= (Gi(^, Q—GiOs ^))^-4-Wo(^Q—Wo(.c1 ' ) .W2(.r', ^^—W,(^, a;")= / (Gi(^, Q—Gi(^ , t)}dt -4- Wo(^Q — Wo(

Gi étant une fonction Wi ou une fonction ^i, il suffira de prendre

-^
(où / et /o< l désignent respectivement les coefficients des conditions de Lipschilx
satisfaites par Wi, Ui et Wo, Uo) pour que Wa vérifie les mêmes conditions de
Lipschitz que Wi.

(18) Cette inégalité laisse prévoir que la solution des équations intégrales J\ est solution du
problème de Cauchy : la fonction u(x^) donnée par la formule de Kirchoff tend vers Mg = ç,(-c-)
quand x^ tend vers zéro.



Us^^-U^o,^^ ( C ' " tCH^o', ...)-Hi(^o, ...)]^cu^2...^«-I
•rîl S.

+y- • •^/'[Ii(^, • . . ) - Ii(^o, . •.)] d\. . . . rf?.,-,,

On montre que ^ ' ^ t 7 ^ ' est absolument intégrable en utilisant une
méthode analogue à celle utilisée au chapitre 1 pour montrer que H est abso-

lument intégrable (cf. § 25), qui utilise la différentiabilité des A^P- (ici ÎA^) : on
(1 ) ,r} __ /n

montre que, sous cette hypothèse, vérifiée parles A^, les fractions ^~_ ^ vérifient

une condition de Lipschitz B par rapport aux variables x\ (démonstration iden-

tique à celle faite dans A, chap. III, § 22) et que, en conséquence, Ç ^^^° dx'^
-a:" ' ^ ^0 )

vérifie une condition de Lipschitz de coefficient B logi*^—a/g | par rapport à
ces variables. On trouve finalement :

( l l . i )

^BLr51og|.rgi S[a?'o—^o

Pour montrer que l'intégrale de surface

ç ' " r(ïi(^...)-ii(^o,...))^...
J v J

dhn

vérifie une inégalité analogue, nous remarquerons que tous les termes de Ii
vérifient une condition de Lipschitz par rapport aux x\ dont le coefficient est de
la forme \xn—;rî|B, à l'exception du terme [^ri]Ji. Nous voyons, par des
méthodes analogues à celles précédemment utilisées que Ji—K.n^., donc Ji
vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux variables x\ dont le coefficient
est de la forme \x"—^ | log | a?"—^IB. Nous avons, d'autre part, l'identité
suivante :

{[^l]Jl jx•"^=îr(^Q{J^^"^=K„9,( .r<o)+(Jl-K„809^(^o)-+-Jl(?r( .r<)-?r( .r /o))

D'où, d'après les inégalités (10.4) et ( 4 0.5), et le fait que

^rW—^r{^\^ ?r(^)—|?r(^')}..

X11 — X^X^—X^

vérifie une condition 4e Lipschitz B par rapport aux x\ :

! ; [urtpi j ^ — f [un]St i^|^==o^Kn|ç,(.r 'o')—?,(^o)|+B xï Log 1 x1}, \ S|^—.4|.



— 281 —

On en déduit l'inégalité suivante :

(11.2) f'"f\ Il^'O', . . .) - Il(^0, . . .) | ̂  . . . <^-1^| Uo(^o') - Uo(^o) 1

--'»

4-B ^Logl^j Sl^-^o!,
avec, par hypothèse,

|Uo(^)-Uo(^o)|^^S(.ry-^o).

On déduit de (11. i) et (11.2)

; U '̂o-, ...)|- U,(^o, . • . ) 1 ̂  ( ̂ o-+- B ^ Log | ^o | h S | ;ro1- ^o i,

d'où, pour un choix convenable de e définissant D :
|U,(^)-U,.(^o)|^^(.r'o'-^o) ( ^ > ^ o ) ;

Ls satisfait alors aux mêmes conditions de Lipschitz que Ui.

12. Nous allons montrer que la représentation (9. i) de l'espace ^ dans lui-
même admet un point fixe en l'itérant. Soit JTls^a, Wa, Us) le point représen-
tatif de JTli(^i, Wi, Ui) et 0)113(^3, Wa U3) le point représentatif de Jîl2.

Il résulte immédiatement de la forme des fonctions F et G que :

(12.1) j Q a — û s l ^ l ^ — . r ^ I B M a x I S i Q s — Q i | -t- 2 1 W s — W i l ),
(12.2) i W r t — W s l ^ l ^ 1 M a x f S | W 2 — W i | - ^ S j U s — U i 1 }.

Montrons que H vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux fonctions^ y

Ù, W et U, sous les hypothèses faites sur les coefficients (A^ est une fonction

donnée A7^, 2^-4-4 fois dinerentiable, des variables a?01), dont le coefficient est

de la forme B Log \xn —x^ \ .

Rappelons que
H=(t".]L;S^^^,)^^;,

où L^{? est donné par la formule (7. i) du chapitre I.
(D^

Les coefficients A'^=AA^A étant des fonctions données des variables a?", satis-
faisant aux hypothèses du chapitre I, ^(.^—d^1)2-71 est une fonction donnée,
continue et bornée dans (D). H est ainsi une forme linéaire des fonctions
( y" ^\ii-A-:\a.r / „ n \n-h-'î ̂ 1^ /y/» y't\n-A-l ^^(h) «,,,ç, ,̂,̂  Aa ]»^x — x ^ ) o-^,, {x —.r^ ^< » {^ —^o^ ^f ^j ainsi que de la

quantité ([AiJ]^^}(^n—^)tl~tî (cf- § 25, chap. I), les coefficients de cette
forme linéaire sont île» fonctions bornées vérifiant des conditions de Lipschitz B
par rapport aux fonctions U et W.

13. Montrons que les fonctions (x'1—x^)"-^'-^^^^ ( x " — x ^ ) " - ^ 2 s(h},

(x11—x^ y»-^-i ——h} vérifient des conditions de Lipschilz B par rapport aux
fonctions S2 et W.
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Rappelons que
' t ( h ) .^(/.j^^'c/DX*-

(x'1—xy o- est une fonction donnée, continue et bornée, co^ est une fonction U.
Étudions 5^^ par récurrence :

X.y(/t) = F ^'^^^ [form. (42.3), chap. I].
^r" -

J\ous avons vu au chapitre 1 que y^çk-i) est ^e ^a fo1'111^ suivante :

/ • - " ^_ ( (K

^-^^ (^-^o)2
â?^-",

où (R est une fonction continue et bornée (que l'on identifie pour x'1 <^ o avec la
valeur Ô^o qu'elle prend pour x'^=xnQ'). II est facile de voir, en se reportant à
l'expression de ^'s^-i} [(^* I ) » chap. I] que (R, vérifie une condition de Lipschitz B
par rapport aux fonctions Î2 et W :

| ^ 2 — ^ i | ^ B M a x { S| Q 2 — Q i | - + - S l W 2 — W i | ;-.

D'où:

K^-^)x^a-i)(2-K^-^o)X.i^-i)! i^BMax|2lQ2-Qi|-^SjW2-Wi|}.

2° On montre de manière analogue, en utilisant les expressions (19.3) et (19.4)

des dérivées de x^-i, que (^-^î^i et ( x- -^)-'Ç^ vérifient des
conditions de Lipschitz B par rapport aux î2 et W. Il en est donc ainsi de

/ ̂ n y" \Ï a'- ( -/< ^ \Ï -hl ̂ '^-A-) px / y/t __ ^n y. +2 ̂ ^(^-l) .
<^ ——^0; ^(Â:-!)'^ ——^0; ^f ^^ X Q ) 0 X ^ 0 X 1

3° Des raisonnements tout à fait analogues à ceux faits au chapitre 1 (§ 19)
permettent de montrer par récurrence que les fonctions (^ft—^^^^^-A)?

(^_-^)A+I ̂ /^-) et (x" — ̂ y^ ̂ ^J"^ vérifient des conditions de Lipschitz B

par rapport aux fonctions î2 et W. Il en est donc de même de (x11—^)/'-A~':lo"7;'.^,

(a-"-^)"-^^, (^-^)"-A-<^. (rappelons que k=^- a).

14. Montrons que les fonctions

"-a "-s
(^ / '—^) 2 X?(o)— hjn^a"'—^)' X.ï(o))

( x- - x'î, ̂  P^ - lim ( x- - x', )2 à'^.
' ' àx1 àxï .r"=.r'i; àx1 àxJ

vérifient, par rapport aux fonctions îî et ^V des conditions de Lipschitz dont le
coefficient est de la forme B Log ] x'1—x'^ [. Cette démonstration suit la méthode

du paragraphe 25 (chap. I), les A^ (qui sont ici les A^) étant suffisamment
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différentiables et les X possédant les propriétés des fonctions correspondantes du
chapitre I.

Nous montrerons que les quantités y^

<U• I-) /^-^.t^K^o1- .rn)/t^a-^-^^(^"-^)/t/;•';/-/<;>;

vérifient des conditions de Lipschitz de coefficient B Log |.y"—^ | par rapport
aux fonctions 12 et W ( l i )).

i° Nous avons vu au paragraphe 25 (chap. I) que /i est donné par l'expression
suivante :

_ r " ôi — .̂or v ^ — ̂
^=J^ ( X - - X Ï V '( x ' 1 — x^ '

c% = ̂ ^-\ ) t^-q-i )(^ — x'o Y
T"

prend la valeur Ôio pour ^'r^ ̂  et est identique à (Ro pour ^" < o.
Il résulte de l'expression de <p^_i; [(19. i), chap. I] que tous les termes de
yf}

^ _ ̂  sont bornés et vérifient une condition de Lipschitz B par rapport aux

fonctions Î2, Ù et W étant (quand les A^^A^ sont des fonctions à A-+4 fois

différentiables des x3-) des fonctions algébriques régulières des coefficients B? cl
des fonctions i2, S, à l'exception du terme

r A / / 1 7- ^2<J ( xn — ^'Q )
[A/]<^^? ^ '

II résulte de l'étude faite au chapitre 1 que

7 - rAf /1-^1 0— (^—^o)2

"^^^^7 .^T" î

qui est une fonction connue des variables x3- quand A^^À^, satisfait à
l'inégalité

Z — Z o
X ' 1 ——— X'Q

(On a désigné par Zo la valeur de Z pour x11 = ̂ ).

' ' i ' ^ n _ ^ H ' ! satisfait donc à une condition de Lipschitz B par rapport a ^2 et Ù.

tous les autres termes de (5{. tendant vers zéro quand^y" tend vers x'^ on a d'autre

part ^lo=<^Zo et l'on voit finalement que —=—^ satisfait a une condition de1 x11 — x^
Lipschitz B par rapport aux fonctions W. Î2 et Ù, on en déduit qui'

(1 9) Les fonctions U n'interviennent pas dans les expressions des fonctions <T^/, [cf. remarque ;'»
la fin du paragraphe (chap. II)].
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'/.i ==J (^«_^°)2 satisfait par rapport à ces fonctions à une condition de

Lipschitz dont le coefficient est de la forme B log \xn—xn\

2° Une démonstration similaire montre que les quantités analogues à %i

construites avec les dérivées ̂ ^ et '̂̂ 1) satisfont à des conditions de

Lipschitz de coefficients B log]^—x '^ \ par rapport aux fonctions î2, Ù et W.

3° Un raisonnement par récurrence analogue à celui fait au chapitre 1 (§25)
montre enfin que les quantités ̂  satisfont toutes (A-^ A ;> o) à des conditions de

Lipschitz de coefficients B log | x ' 1 — x ' ^ \ par rapport aux fonctions i2, & et W.

15. Le? résultats des paragraphes 13 et 14, et l'expression de H montrent que H
vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux fonctions î2, Si, W et U.

(l.-S.i) I H î - H i l ^ B l o g l ^ - ^ j
x M a x j s j Q s — Q i l + s J Q o — Q , | + S | W 2 — W , | -4- S | Ui— Ui | ( .

L'expression (11.2) de 1 et les résultats déjà démontrés sur les fonctions
o-;'̂  montrent, d'autre part, que I vérifie une condition de Lipschitz B par rapport
aux fonctions Î2 et W [dans 1 la fonction U qui n'intervient que directement et
non par l'intermédiaire des cr^ doit être remplacée par une fonction connue,
donnée de Cauchy <Dr(a'1)].

Nous écrirons donc :

( 13.2) | L— Ii i ̂  B { Maxï | Qs— Qi | + S | Wa—Wi | }.

On déduit finalement des inégalités (15. i) et (15.2) :

(48.3) ! U3- Uî ! ̂  B | ̂ o log | x', \\ Max j S | Qa-'ûi [ -+- S | y,.- H, \
-+- S 1 Wa— Wi j -h S 1 Uî— Ui 1 } -+- B Max { S | Wa— Wi | -h S j Q s — Q i | ).

Nous voyons qu'il suffira (comme dans A, § 19, chap. III) d'itérer une deuxième
fois la représentation (9. i) pour que la distance des points Jîl^ Jîla soit inférieure
à la distance Jîli Jîla pour un choix convenable du nombre s non nul définissant
le domaine D [cf. inégalités (12. i), (12.2) et (15.3)].

On en déduit l'existence d'un point fixe pour la représentation (9. i ), le point
fixe appartement à l'espace ^ir, les fonctions correspondantes û, W et U satisfont
aux hypothèses faites au paragraphe 9 sur l'espace ^ ' . Nous aboutissons ainsi au
théorème suivant : •

THÉORÈME. — Le système ^équations intégrales (2), (3), (4) admet dans
(D) une solution û, W, U continue et bornée. Les fonctions U satisfont à une
condition de Lipschitz par rapport aux variables x1.

Les inégalités (9. i), (9.2), (9.3) montrant l'existence de la solution montrent
aussi qu'elle est unique.
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C. — Les solutions des équations intégrales ^i sont solutions
du système intégro-différentiel F'i, //,.

Nous montrons maintenant que les fonctions Wg^.. a • (° ^= i^=. k 4- i) obtenues
comme solutions des équations intégrales à\ sont solutions du système intégro-
différentiel F,, /; et que les fonctions Ws^...^.( i^ k + i, j ̂  h) solutions des
équations «Ji sont les dérivées partielles d'ordre /—j de ces fonctions Wga a '
dans un domaine D ne dépendant que des bornes B. Nous utiliserons pour cette
démonstration l'approximation des fonctions continues par des fonctions analy-
tiques [méthode utilisée par Hadamard et de nombreux auteurs dans la synthèse
du problème de Cauchy {cf. A, p. 72)].

Cas analytique. — Considérons des équations F^ où coefficients et données de

Cauchy sont analytiques (A'-P-, /g, Wsa....a^ ?s et ̂  fonctions analytiques de-
leurs divers arguments). 11 est facile de montrer que le problème de Cauchy
(construit à l'aide de <ps et ^s) relatif au système intégro-différentiel F^, f[ admet
une solution analytique dans un voisinage V du domaine (o?) de la surface initiale
j?"==o portant les données de Cauchy (système de Cauchy par rapport aux
fonctions Ws, Wsa,...? Wsa,...at-n et la variable x'1 auquel on applique le théorème
de Cauchy-Kowalewki).

Considérons, d'autre part, indépendamment des équations F^, f[ le système
d'équations intégrales <Ji. Ces équations admettent, sous les hypothèses B, une
solution unique dans un domaine D ne dépendant que des bornes B. On montre
(cf. une démonstration analogue dans A, § 24, chap. III) que cette solution est
analytique dans D. Elle coïncide donc dans Vr»D avec la solution des équations
F,, f[, qui vérifie le système J\. Le prolongement analytique montre alors que
la solution des équations J\ est solution du système F'i, f[ dans D tout entier.

Remarquons que si l'on a désigné par Wgat..,a les fonctions W et U, solutions
des équations <Ji, les fonctions, solutions de ¥\, f[ sont les dérivées partielles
d'ordre y — / par rapport aux x"- des fonctions Wa^^a; (o ̂  /^ A- 4- i).

Coefficients et données de Cauchy ne satisfaisant qu'aux hypothèses B. —
]Nous approchons uniformément les coefficients A^, f^ les données de Cauchy

9s et ^s satisfaisant aux hypothèses B et les fonctions Wsa,...a^ satisfaisant aux
hypothèses (§5) par des fonctions analytiques satisfaisant aux mêmes hypothèses.
Nous obtenons ainsi des systèmes d'équations F^p f[^ approchés du système
^\i f'r ^es systèmes F^, f[^ ont dans D une solution, solution du système
d'équations intégrales JK^); les fonctions Wsa,...a;^ correspondant à ces solutions
sont les dérivées des fonctions Ws^...^ {i^k 4- i). Des inégalités analogues aux
inégalités montrant l'existence de la solution des équations Ji dans D (c/.
raisonnement analogue dans A, chap. III, § 26) montrent que ces solutions W(n),
U(,,), X(^), Î2(,,) convergent uniformément dans D vers des fonctions W, TJ, X, i2
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solutions du système <Ji. quand les fonctions d'approximation convergent vers les
fonctions données.

Les fonctions W et U, limites uniformes des solutions W(n), LI («) des équations
^\w> fiw P°ssèdent les mêmes propriétés, c'est-à-dire que :

i° Les fonctions Wga»...ay (<^ k + i) sont les dérivées partielles jusqu'à l'ordre
^ — k — i des fonctions Wsa,...a;. Les fonctions Wsa....a^, satisfont aux mêmes

hypothèses que les fonctions données Wsa,...at+i?
2° Les fonctions Wsa,...a; ( i ^ k - ^ - i ) sont solutions du système intégro-

différentiel F',, f[ dans le domaine D.

D. — Résolution des équations données F.

Résolution du système intégro-différentiel V\, f[. — Nous considérons l'espace
fonctionnel co des fonctions Ws^...ai ( < ^ ^ + i ) satisfaisant dans D aux
hypothèses (§ 5); w est un espace norme complet et compact pour la topologie de
la convergence uniforme.

La résolution du problème de Cauchy cpg, '^g relatif au système ¥\, f[ définit
(résultat du paragraphe précédent) une représentation de cet espace dans lui-
même. On montre que cette représentation admet un point fixe en utilisant un
système d'inégalités vérifié par les solutions du problème de Cauchy, déduit du
système d'équations intégrales J\ [cf. inégalités (26. i) dans A]. Les fonctions
Wgai...a; correspondant à ce point fixe sont solutions du problème de Cauchy
relatif au système F', f dans le domaine D et possèdent des dérivées partielles
jusqu'à l'ordre h—k—i, continues, bornées et satisfaisant à des conditions de
Lipschitz par rapport aux variables x1. On montre que cette solution est unique
en utilisant le système d'équations intégrales <J vérifié par les solutions du
système F', f : ce système S s'obtient pour les équations F', / ! comme le système
tJi a été obtenu pour les équations ¥\, f[ ; pour une solution des équations F', /'
possédant des dérivées partielles jusqu'à l'ordre h—k—i, la quantité H est
absolument intégrable et il n'y a aucune difficulté à écrire les inégalités classiques
relatives à des équations intégrales non linéaires prouvant l'unicité de la solution.

Résolution du système (inéquations aux dérivées partielles donné F. — Nous
montrerons que les solutions Wg du problème de Gauchy (pg, ^s relativement au
système V, f sont solutions de ce problème de Cauchy relativement aux
équations aux dérivées partielles données F, les fonctions Wga a solutions de
F^ f étant les dérivées partielles d'ordre i de ces fonctions Wg.-Nous utiliserons
pour cette démonstration la méthode d'approximation par des fonctions analy-
tiques, comme précédemment.

Cas analytique. — Considérons des équations F à coefficients analytiques et
des données de Cauchy analytiques. Les équations F ont alors, pour ce problème
de Cauchy, une solution analytique dans un voisinage V du domaine d de la
surface initiale (théorème de Cauchy-Kowalewki). Cette solution est solution du
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problème de Cauchy relatif à F', d'après la construction même de ce problème,
si les coefficients et données de Cauchy sont supposés satisfaire, de plus, aux
hypothèses B. On en déduit que la solution précédemment construite dans D des
équations F' (solution unique) est solution des équations F dans la partie
commune V n D aux domaines D et V. On en conclut (prolongement analytique)
que la solution du système F' coïncide avec la solution du système ¥ dans D tout
entier.

Il en résulte, en particulier, que les fonctions Wsai...a;» solutions de P, sont
les dérivées partielles d'ordre i des fonctions Wg correspondantes.

Cas non analytique. — Les coefficients A^, y§ et les données de Gauchy (p§ e^
^s ne satisfaisant qu'aux hypothèses B, nous les approcherons uniformément par
des fonctions analytiques A^ e t /g f / i ) ? ?s(n) et ^s(r<) satisfaisant aux mêmes hypo-
thèses. Les équations F7^ correspondantes ont, relativement au problème de
Cauchy 9s(/»p ^s(n)^ "î1^ solution analytique dans le domaine fixe D, qui satisfait
aux équations intégrales eT(ra). Les inégalités déduites de ces équations montrent
la convergence uniforme, dans D, de cette solution des équations F'̂  vers la
solution des équations F' (relativement au problème de Cauchy <?§» '-^s) quand les
fonctions A^, /g^, cps^)» +sw convergent vers les fonctions A^P-, /g, <ps^ +s-

Nous avons vu que la solution des équations analytiques F^ est solution des
équations F(^) dans D; les fonctions Wsai...a,^ correspondantes étant les dérivées
des fonctions Ws;,,). Les fonctions "Wgai .a, solutions de F', limites uniformes
dans D des fonctions Wsai a^n) sont donc solutions des équations F (pour le
problème de Cauchy cpg, ^§) dans D. Les fonctions Wsai...a; sont les dérivées
d'ordre i des fonctions Wg.

L'unicité de la solution du problème de Cauchy relativement à F1 résulte directe-
ment du système d'équations intégrales «J vérifié par cette solution.

Conclusion. — Sous les hypothèses B (§ 2), le système d'équations aux dérivées
partielles

^-^-^=0
àx^àx^

admet, relativement au problème de Cauchy cpg, d>g une solution unique possédant
les dérivées partielles continues et bornées jusqu'à l'ordre

, ., , . 3nh = 3 k -+- o = — — i.
2
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