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THEORIE ELEMENTAIRE .
DES GEOMETRIES NON EUCLIDIENNES (suite);

Par M. A. Tressk.

DEUXIEME PARTIE (%).

Métrique des fa-longueurs. Fonctions hyperboliques et circulaires.
Fa-polygones rectangles. Rectification des arcs de fa-cercles.

4. Addition de fa-longueurs. — Toute l'étude développée jusqu’ici reléve
seulement de la géométrie de position et les seules grandeurs mesurables qu’elle
fait intervenir sont des angles; en particulier, la notion de fa-distance de deux
points y joue un réle essentiel sans étre encore une grandeur mesurable et si elle
est représentée par divers invariants, ceux-ci ne doivent étre considérés jusqu’ici
que comme de simples échelles scalaires, des reperes, qui la définissent, mais
sans étre des mesures, et qui tiennent ainsi un réle analogue a celui d’une tempé-
rature, laquelle définit mais ne mesure pas un état physique, I'addition de deux
températures n’ayant en particulier aucun sens. Pour arriver & considérer une
fa-distance comme une grandeur mesurable qui sera alors fonction de I'un quel-
conque de ses invariants sans lui étre nécessairement égale, il faudra donc définir
d’abord 'addition de deux fa-distances.

Cette définition sera énoncée a priori a condition de vérifier ensuite qu’elle
obiét aux lois fondamentales de I’addition et en théorie on pourrait s’en tenir a ce
seul énoncé; mais il n’est pas inutile d’y arriver par des considérations simples en
commencant par soumettre Pune des deux fa-distances qu’il s’agit d’ajouter a un
fa-déplacement ayant pour effet de placer bout a bout ces deux fa-distances et de
ramener a deux fa-distances [AB], [BM], ayant une extrémité commune B.

Dans cette position A et B restant fixes, M peut varier en décrivant un
endocycle T de fa-centre B; on est ainsi conduit & étudier comment varie la
fa-distance [AM] d’un point fixe A & un point M mobile sur un endocycle T,

(!) La premiere partie a été publiée dans le tome 81, 1953, fascicule II du Bulletin.
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probléme qui se traite de la méme maniere que celui de la fa-distance de A a un
point mobile sur une fa-droite et ot 'on peut de méme s'aider de la forme-type
ou A est le centre de ©; en coupant T par un endocycle variable de fa-centre A et
de fa-rayon égal 4 la fa-dlstance variable [AM], endocycle figuré par un cercle
centré en A, on constate que la fa-distance [AM] reste comprise entre un
minimum et un maximum et en ne retenant que ce dernier, le maximum est
atteint en I"*, ou B est toujours intérieur a ', lorsque M se place au point G, ot la

Fig. 34.

fa-droite et droite AB, prolongée au-dela de B, rencontre I'; on est alors conduit
a définir la somme des deux fa-distances comme étant cette fa-distance maxi-
mum [AC]. '

En II° ou tout endocycle T' a deux fa-centres opposés nous ne retiendrons
comme on I'a déja fait que le fa-centre B associé a4 un fa-rayon répondant a un
angle 0 inférieur a un droit, ce fa-rayon ¢tant dit lui-méme inférieur a un droit

ou - sans attacher pour l'instant d’autre signification a cette notation; puis nous

ne considérerons que le seul cas ou les deux fa-distances a ajouter sont elles-mémes

! A'D B
Fig. 35.

toutes deux inférieures a »;E; le point B est alors, dans la forme type choisie,

intérieur au cercle w, centré en A, qui est le contraire du cercle fondamental w,
et dont tous les points sont 4 une fa-distance de ‘A égale & un droit, et de méme A
est intérieur au cercle Ty qui figure la fa-droite ayant pour pole B, tandis que

I'endocycle I dont tous les points sont & une fa-distance de B intérieure a un droit
est un second cercle intérieur a Iy, leur fa-centre commun B étant lui-méme
inlérieur a ces deux cercles I', Ty; dans ces conditions la disposition de la figure
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est la méme qu’en I" et lorsque M parcourt I, la fa-distance [AM] est maximum
lorsque M est au point d’intersection de I avec le prolongement de la fa-droite AB
au dela de B.

Ces considérations conduisent d’abord a compléter la notion de fa-distance de
deux points A, B en la considérant comme portée par la fa-droite joignant ces
points et en la regardant comme la fa-longueur du segment de fa-droite limité
a ces points, fa-longueur qui ne dépend pas de I'ordre des deux points et que I'on
représente indifféremment par [AB] ou [BA]; elles ameéneront ensuite & poser
a priori la définition suivante de I'addition de deux fa-distances : la somme de
deux fa-longueurs est la fa-distance des deux extrémités non communes A, G
lorsque par fa-déplacement on les améne sur une méme fa-droite en leur

donnant une extrémité commune B et en les disposant de part et d’autre de
celle-ci, et 'on représente cette somme en écrivant

[AC]=[AB]-+[BC].

Cette définition qui est générale en I'® a besoin d’étre précisée en II°, car si
dans le cas simple envisagé plus haut de deux fa-distances [AB], [BC] inférieures

a —;Ela somme [ AC] est une portion de fa-droite plus petite que celle qui sépare

deux points opposés A, A' et .qui est jusqu’ici la limite supérieure que nous dési-
gnerons par m des fa-distances, il n’en est pas toujours de méme avec deux

. . . . . T
a-distances queiconques, 1ni€rieures ou superieures a —; on s'én ren compte
fa-distance 1 es, infé é 5 ! d t

d’une fagon simple en placant cette fois B au centre du cercle fondamental; les
deux points A et G, ainsi que A et son opposé A’, se situent alors de part et
d’autre de B sur la méme fa-droite et droite ABC et lorsque A’ est entre B et G la
portion de fa-droite ABC définie comme la somme [AB]+[BC], aussi bien que
la portion AA’M de celle qui joint A a un point arbitraire M de I'endocycle et
cercle T centré en B et passant par C, est plus grande que la fa-longueur [AA’]
considérée jusqu’ici comme la limite supérieure que nous représenterons par « des
fa-distances; on est ainsi conduit a envisager au point de vue de I'addition une
nouvelle limite supérieure, que nous représenterons par 27, des fa-distances, et
qui répond au parcours total de la ligne fermée constituée par une fa-droite,
partant de I'un quelconque A de ses points pour revenir et se terminer au méme
point; ce fait est analogue, et I’analogie prendra plus loin un caractere plus



— 5 —

concret, a I'addition de deux angles, lesquels inférieurs chacun i deux droits,
peuvent avoir une somme supérieure 4 cette kimite de deux droits. On retiendra
donc de 1a que en II° la somme de deux fa-longueurs peut-étre dans certains
cas plus grande que la limite supérieure m des fa-distances de deuz points.

42. Propriétés fondamentales de Paddition des fa-longmeurs. — La somme
[AC]={AB]+ [BC] étant ainsi définie, et indépendante de Pordre des deux
extrémités de chacunc des trois fa-longueurs [AB], [BC}, [AC] on écrit aussi

[AC]—[AB]=[BC]

en disant que [BC] est la différence entre [AC] et [AB] ou mieux l'ezcés de la
Sa-longueur [AC] sur la fa-longueur AB.

Ces définitions ont des conséquences immédiates :la premiére est que inverse-
ment foute fa-longueur [ AC] peut se décomposer d’une infinité de maniére en
une somme de deux autres, le point intermédiaire B pouvant étre arbitrairement
choisi entre A et G sur la droite AC.

Cette addition posséde ensuite les propriétés fondamentales de I'addition arith-
métique : c’est ainsi que si l'une des fa-longueurs est nulle la somme est égale
a Pautre, [AB]=o signifiant par exemple A et B et confond et entrainant
[AC]=[BC]. Puis propriété capitale, I’addition de deux fa-longueurs est une
opération commutative car on peut parcourir aussi la méme fa-droite de C vers
A en rencontrant le méme point intermédiaire B, ce qui donne

[CA]=[CB]+[BA]

et peut aussi s’écrire :
[AC]=[BC]+[AB];

on en déduit encore :
[AC]—[BC]=[AB],

et [AB] est a son tour I'exces de [AC] sur [BC].

De méme l’addition de fa-longueurs obéit auz lois arithmétiques de l’iné-
galité, car d’apres la disposition des trois points A, B, G sur la méme fa-droite la
somme [ AC] représente bien une fa-distance supérieure au premier terme [AB]
de cette somme ct aussi par permutation et d’aprés ce qui préceéde au second
terme [BC]; inversement si-une fa-longueur est plus grande qu’une autre il en
existe une troisieme qui est 'exces de la premiére sur la seconde et qui, ajoutée &
cetle seconde donne la premicre, car on peut par fa-déplacement les disposer sur
une méme fa-droite a partir d’'un méme point A et dans le méme sens la plus
grande en [AC] la plus petite en [AB], B étant alors entre A et C et [BC] étant
Pexces de [AC | sur [AB].

En particulier, en II° si 'on consideére les deux parties d’'une meéme fa-droite
séparées par deux points non opposés quelconques A, C 'une de ces parties
comprend 'opposé¢ A' de A et répondant i [AA'G]=[AA'] 4 [A'C] est plus
grande que la fa-distance [AA'] de deux points opposés, tandis que l'autre partie
est un terme de la somme [ACA'| ==[AC]+ [CA'] et est plus petite que [AA']
et a fortiori que la premitre partie; on en déduit que, en II° deux points non



opposés quelconques d’une méme fa-droite séparent celle-ci en dewx parties
inégales dont la somme est le double de la fa-distance de deux points opposés.

Enfin, I'addition de fa-longueurs s’étend de proche en proche & des sommes
de 3, 4, ... fa-longueurs successives, toujours portées par unc méme fa-droite a
condition en II* d’envisager des fa-longueurs qui décrites dans un méme sens de
parcours sur la ligne fermée constituée par une méme fa-droite, peuvent se replier
sur elles-mémes en totalité ou en partie et étre ainsi plus grandes que de nouvelles
limites supérieurés 2w, 3%, ...; en particulier, la somme [AD] de trois fa-longueurs,
est représentée par :

{AD]=[AB]+[BC]~+{CD]

et répond, par définition, 4 deux additions consécutives se traduisant par :
[AD]=([AB]+[BC])+[CD];

sa qualit¢ essentielle est d’étre une opération associative car les points A, B, C,
D se succédant dans un méme sens sur la méme fa-droites, on a aussi, en
parcourant celle-ci dans le sens contraire,

[DA]=[DC]+[CB]+[BA]=([DC]+ [CB]+[BA],
ce que I'on peut écrire encore, en application de la qualité commutative :
[AD]=[AB]+ ([BC]+[CD])).

Les caractéres fondamentaux de I'addition arithmétique sont ainsi tous vérifiés;
leurs applications en sont les mémes et une somme de fa-longueurs en nombre
quelconque est indépendante de leur ordre et de leurs groupements, car elle ne
change ni quand on les intervertit d’'une maniére quelconque, ni quand on
remplace plusieurs d’entre elles par leur somme ou inversement 'une d’eatre elles
par plusieurs autres dont elle est la somme.

43. Mesures d’une fa-longueur. — En application de ces propositions, toute
Sfa-longueur a des multiples et sous-multiples (ou parties aliguotes); un
multiple de la fa-longueur a est la somme s = ra de n fa-longueurs égales a a et

inversement ¢ = % est un sous-multiple ou partie aliquote de s dit le »'*™° de s;

plus généralement, la fractiong de a, représentée par b = ga, est la somme de

p fa-longueurs égales au n'*™® de a. D’ou cette conséquence capitale que les fa-
longueurs sont des grandeurs arithmétiques mesurables, la mesure d’une
fa-longueur a s’établissant en choisissant une fa-longueur particuliere arbitraire
mais ni nulle, ni en I** égale a la limite supérieure des fa-distances, longueur
appelée unité u, la mesure de a étant suivant les cas, soit un nombre rationnel,

entier n ou fraction %’ lorsque @, dit alors commensurable avec cette unité, u est

. . . n . .
un multiple @ = nu, ou une fraction a = 7 u de u, soit dans le cas contraire, un

nombre irrationnel ou incommensurable, limite d’'un nombre rationnel variable
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mesurant une fa-longueur variable a' qui tend vers @ en restant commensurable
o
avec &.

Un caractére remarquable oppose ici les fa-longueurs en I et en II°. En I
toute fa-longueur [AB] est limitée & deux points fa-propres A, B d’une fa-droite
de points fa-impropres I, J parcourue dans I'ordre IABJ; elle peut toujours
s’accroitre car on peut placer arbitrairement sur la fa-droite IJ un point G entre B
et J, lequel donne une fa-longueur [AC] plus grande que [AB]; par exemple les
multiples successifs de [AB], [AG] = n[AB], portés a partir de la méme origine A
et dans le méme sens, se terminent en des points C qui, lorsque Pentier n croit, se
déplacent de B vers J sans jamais atteindre J; plus particuliérement, quel que soit
le point D placé entre B et J ou simplement quel que soit entier n, si grand qu'il
soit, cet entier détermine un point D, extrémité de la fa-longueur [AD] dont la
mesure est 72, avec [AB] pris pour unité, et avec tout autre entier n supérieur a n,

2%

Fig. 37.

on obtient une autre fa-longueur [AC] plus grande que [AD]; cela signifie que
en I'® les fa-longueurs sont des grandeurs arithmétiques pouvant prendre
toutes valeurs de zéro a Uinfini.

Il n’en est pas de méme en II°, car les points G répondant quel que soit 'entier
a[AC] = n. [AB] n’existent qu’avec les conventions établies plus haut qui font
envisager successivement des fa-longueurs comprises entre et 2w, 27 et 37, ...,
pouvant se recouvrir une ou plusieurs fois sur elles-mémes alors qu’en fait les
extrémités C de toutes ces fa-longueurs conventionnelles restent toutes & des fa-
distances de A au plus égales a la limite supérieure 7; par suite et contrairement
a.ce que l'on vient de voir en I' les fa-longueurs en II° sont des grandeurs
arithmétiques bornées, qui restent comprises entre o et T, et ne surpassent la
limite = que sous des conventions qui en changent la signification.

44. Inégalités entre fa-coétés d’'un fa-triangle. — Remontant alors a I'origine
de cette étude qui nous a fait envisager deux fa-longueurs consécutives [AB], [BM]
non portées nécessairement par la méme fa-droite et la fa-longueur [AM] se termi-
nant en leurs extrémités non communes, nous rencontrons un fa-triangle [ABM],
de sommets tous fa-propres en I'°, et nous sommes maintenant en mesure de
donner une forme simple aux conditions de possibilité de la construction d’un
fa-triangle dans le cas qui a été réservé, celui ou 'on connait les trois cotés, c’est-
a-dire les trois fa-longueurs

[AB]=¢, [BM]=a, [AM]=b.
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Nous placant d’abord en I'° en nous reportant a la construction du paragraphe 41
en supposant que [AB] = ¢ et [BM] =[BC] =@ sont les plus petits des trois cotés
donnés, cette construction fait apparaitre une condition nécessaire de possibilité
que [AM] = b soit inférieur a la fa-longueur maximum

[AC]=[AB]+[BC]=c+ a,

et cette condition se montre ensuite comme suffisante, car si elle est remplie
I'endocycle T' a deux points diamétralement opposés C, D, dont 'un C est exté-
rieur & Pendocycle et cercle T, de fa-centre A et de fa-rayon [AM] = b et 'autre D
intérieur comme les points B et A, T coupant donc nécessairement T, en un
point M intermédiaire entre C et D et donnant ainsi le fa-triangle ABM. Comme «
et ¢, les plus petits des trois cotés, satisfont en méme temps aux conditions ana-
logues a <<b-+4¢, c<<a-+b, il en résulte, en se libérant de la restriction
supposée sur I'ordre de grandeur des trois cotés, que le fa-triangle ABM existe,
dans tous les cas, sur les trois conditions nécessaires et suffisantes

a<lb+ec, b<c+a, c<a+b.
En II°la. construction et le raisonnement sont les mémes dans deux hypothéses,
la premiére que les deux cotés ¢ =[AB] et @ =[BM]=[BC] soient inférieurs
ou égaux a ;, la seconde que le troisi¢gme b =[AM] soit le plus grand; puis on se

libére de méme de la seconde en maintenant la premiére pour aboutir ainsi a la
méme conclusion.
Reste alors a étadier 'hypothese contraire dans laquelle les trois cotés donnés

n’en comprennent pas deux inférieurs a —), mais en comprennent donc deux au

moins, @, ¢, par exemple, supérieurs a —. Comme on I'a fait & propos d’un fa-

w | 31

triangle d’angles donnés, on peut alors ramener la construction du fa-triangle ABC
a celle d’un autre AB'C déduit du premier en y remplacant le sommet B par son
opposé B’ et de cotés égaux respectivement a b. = —a, =—c, les deux derniers

étant donc inférieurs a

“; on est ainsi ramend au cas précédent et les conditions
de possibilité sont :
bl (m—a)d+(=—c\ s—a~b— z—c\ s—c<b+zm—a
ou
a+b+crm el b—a. a<lb-+c;
il y figure, avee une inégalité nouvelle. deux de celles du premier cas, mais la
troisi¢me, b <C @+ ¢ est ¢galement veéritice car les précédentes donnent, a et ¢
étant supcérieurs &,
b (\m—aV+\ m—c)< a+c;
inversement indgalit¢é nouvelle est aussi vérifiée dans le premier cas ou @ et ¢

. . K .
étant inférieurs & - on a de la méme manidre :

bla+ce<L(zs—a)+(r—0b);
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on en déduit donc, dans toms les cas, les quatre conditions nécessaires et
suffisantes :

a<lb+ec, b<c+a, c<a‘+b, a+b+c<e2nm.

De la les conclusions générales suivantes ou I'on retrouve en particulier, celles
bien connues de la Géométrie euclidienne : les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que I'on puisse construire un fa-triangle de cotés donnés sont que
chacun des trois cotés soit inférieur a la somme des deux autres et en outre
en II* que leur somme soit inférieure & 2m.

De la construction du fa-triangle résulte que ces conditions s’appliquent aussi &
Iintersection de deux endocycles définis par leurs fa-centres et leurs fa-rayons et
signifient que les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux endocycles
solents sécants sont que leurs fa-rayons et la fa-distance de leurs centres
satisfassent aux mémes conditions d'inégalité que les trois cétés d’'un fa-
triangle.

45. Fa-périmétre de ligmes fa-polygonales. — De méme qu’en Géométrie
classique et par la méme méthode les inégalités précédentes s’étendent aux lignes
Ja-polygonales et a leurs fa-périmétres, une telle ligne étant une succession de
segments fa-rectilignes dits ses fa-cotés, I'origine du premier et extrémité du
dernier étant les extrémités de la ligne fa-polygonale et se confondant dans le cas
particulier d’une ligne fermée, tous ces fa-c6tés étant en outre en II° soumis
comme ceux d'un fa-triangle & la méme réserve d’étre inféricurs a =. Dans une
premiére généralisation la fa-distance [AB] de deuz points, fa-propres en I,
est plus petite que le fa-périmétre de toute ligne fa-polygonale ayant ces deux
points pour extrémités : si en effet cette ligne ACDB a trois cotés, cn menant la
fa-diagonale AD on a les inégalités :

[AD]<[AC]+[CD], [AB]<[AD]~+[DB{,
qui entrainent par addition :
[AB] < ’[AC] -+ [CD] + [DB],

et 'on peut continuer par récurrence en passant de n a n + 1 fa-cotés.

Une seconde généralisation concerne les lignes fa-polygonales convezes
disposées tout entiéres d'un méme c6té de chaque fa-droite portant I'un de ses fa-
cotés et deux quelconques de ces lignes ayant leurs extrémités communes A, B et
situées d’un méme coté de la fa-droite AB qui joint ces extrémités étant dites 'une
Uenveloppée qui est la plus proche de AB, l'autre [’enveloppante, termes qui
n’ont de sens en II° que sous la réserve que la fa-droite AB se limite au segment
de fa-longueur [ AB] inférieure a m, car avec l'autre segment terminé aux mémes
points il y aurait lieu d’échanger enveloppée et enveloppante.

Cela précisé, si 'on considére d’abord une enveloppée ACB de deux fa- -
cotes [AC], [CB], et si 'on prolonge au dela de C la fa-droite AC celle-ci coupe
en II° la fa-droite de base AB en A et en son opposé A’ lequel d’aprés la réserve
concernant cette base [AB] est situé sur son prolongement au dela de B et par
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conséquent, dans tous les cas, en II° et en I', ce prolongement de [AC] rencontre
Penveloppée en un point D qui sépare le fa-périmetre de celle-ci en deux parties
allant 'une a de A & D, I'autre b de D 4 B; on a alors, d’aprés la proposition
précédente :
[AC]+[CD]<a, [CB]<[CD]+b,
d’ou par addition : .
[AC]+([CB]< a-+b;

————

Fig. 38.

le résultat s’étend par récurrence & une enveloppée ayant un nombre quelconque
de fa-cotés et la seconde généralisation des propositions classiques est que s¢
deux lignes fa-polygonales convexes ont mémes extrémités AB et sont situées
d’un méme coté de la fa-longueur [AB] joignant ces extrémités, le fa-
périmétre de Uenveloppée est plus petit que celui de Uenveloppante sous réserve
en II* que la fa-longueur [ AB] soit inférieure a «.

46. Métrique des fa-longueurs en II°. — Dans tout ce qui précéde une fa-
longueur z = [AB] apparait comme un nouvel invariant de deux points A, B; elle
est donc fonction de ceux déja connus et il v a lieu de chercher comment

|

|

I

|

I

I b
-
|

1

]

|

Fig. 39.

clle s’exprime en fonction de I'un d’eux et inversement. Nous le ferons d’abord
en II* en cherchant comment z = [AB] est reli¢ a I'angle 8=(PA, PB) compris
entre o et denx droites formé par les demi-fa-droites joignant a A et B un péle P
de la fa-droite AB. On peut a cet effet s’aider d’une forme-type, soit de celle déja
utilisée précédemment dans laquelle un point particulier de la fa-droite AB étant
placée au.centre O de w, son opposé au point o, cette fa-droite est une droite
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passant par O et ses poles P, P’ deux points symétriques par rapport a cette droite
et & ce point O, soit de celle dans laquelle I'un des péles P étant placé en O la
fa-droite AB est le cercle réel w, centré en O et contraire 2 » et les demi-fa-
droites PA, PB, PG, ... joignent P aux divers points de AB des demi-droites
issues de P. La correspondance entre z et 6 apparait de suite : ainsi qu’on le sait
dé¢ja a deux valeurs égales de I'une de ces deux grandeurs correspondent des
valeurs égales de l'autre; en particulier elles sont nulles en méme temps et le
maximum de z, désigné par 7, correspond au maximum égal & deux droits d’un
angle arithmétique; passant ensuite a 'addition, la somme [AC] =[AB]+[BC]
de deux fa-longueurs portées par une méme fa-droite correspond a la somme

(PA, PC) = (PA, PB) + (PB, PC)

des angles correspondants avec cette particularité commune que si la premiére
surpasse la limite 7 et plus généralement dans 'addition d’un nombre quelconque

B

C
Fig. 4o.
de termes si elle surpasse w, 2m, 37, ..., la seconde surpasse de méme les
limites correspondantes de 2, 4, 6, ... droits.

Ces deux qualités relatives a 1'égalité et 4 'addition entrainent que en II¢ la fa-
longueur x et U'angle correspondant 0 sont des grandeurs arithmétiques
proportionnelles, et ne sont donc pas essentiellement distinctes, et plus particu-
lierement elles ont méme mesure sous condition que les unités choisies pour
Uune et I'autre soient des grandeurs correspondantes.

Dorénavant nous observerons toujours cette condition de sorte que en II° nous
ne distinguerons plus entre la fa-longueur = et 'angle 0; 'unité d’angle choisie
qui entraine le choix de l'unité de fa-longueur sera le degré ou le grade, ou le
plus souvent le radians mais on observera que cette derniére unité a un sens
essentiellement euclidien, celle de 'angle au centre qui intercepte sur le cercle
un arc de longueur égale i celle de ses rayons, et que en Géométric non
euclidienne de II° espeéce, elle n’a d’autre signification que d’étre I'unité avec
laquelle I'angle de deux droits a pour mesure le nombre m =3, 14...; nous lui
trouverons d’ailleurs plus tard a propos de la fa-longueur d’un arc de fa-cercle
une autre interprétation plus concrete.

Observons encore que ce choix du radian comme unité justifie la notation

e .. . .. T
utilisés provisoirement jusqu’ici avec les symboles 5' T 27, ... représentant

certaines fa-longueurs remarquables et devenant effectivement les mesures de ces
fa-longueurs.
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47. Métrique des fa-longueurs en I*°. — Poursuivant la méme étude ¢n I* on a
a relier une fa-longueur z a 'angle correspondant de parallélisme o; or la relation
s'est déja rencontrée a propos du fa-triangle défini par cette fa-longueur qui est
I'un de ses cotés et par les angles adjacents; dans la forme-type ou le cercle
fondamental o et la fa-droite & portant la fa-longueur z = [AB] sont deux droites
rectangulaires en un point I, cette relation s’est traduite par ’expression suivante

)
B

¢
A
2
I w K
Fig. 4.

de tg% ou mieux de cotg% qui a avantage de croitre dans le méme sens que z :

L c _IB
(1) colg . = 1x

{4

N

sous condition que les trois points se succédent sur é dans 'ordre I, A, B; cette’
relation, appelée a jouer un role fondamental, se retrouve en menant en B et A les
deux fa-droites BK, AK paralléles en un point fa-impropre K, la premiere
perpendiculaire en B a la fa-droite et droite AB, et portée par un demi-cercle
centré en I, la seconde portée par le demi-cercle passant par A et K et centré

aussi sur w; ¢ est alors 'angle en A formé par les demi-fa-droites AB, AK etui2
'angle en K du triangle rectangle AIK; on vérifie bien que pour z croissant de o

a + o, B s’¢loignant de A dans le sens IA, cotg% croit de 1 & + oo, définissant

un angle % qui décroit de 34 i 0, et un angle ¢ qui décroit de % ao.

Fig. 42.

Il pourra étre utile d’établir ce que devient cette relation (1) dans le cas d’une
forme générale ol » et & sont portés par deux cercles quelconques orthogonaux
aux deux points fa-impropres I, J de la fa~droite ¢; il suffit pour cela de revenir a
la forme type précédente par une inversion qui, rejetant J en o, a pour pole ce
point J et transforme ® et & en deux droites rectangulaires I, w, 1,9, issues de
Vinverse I; de I et paralleles aux tangentes enJ a w et d; 'inverse d’un point A
de d est un point A, de 9, et les deux triangles JIA, JI; A, qui a l'origine méme de
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la notion d’inversion deviennent homothétiques par symétrie autour de la bissec-
trice de leur angle commun en J donnent, entre les longueurs I; Ay, 1A, JIy, JA :

ﬂ'— = i, ou I,l:\;_

1A
TA F7N I

JA

on a de méme avec un second poiht B de 9 et son inverse B, :
IB
h 31 = m J[j,

et la relation (1) appliquée a I, A,, By, devient en supposant que les points de &
se succedent dans Pordre I, A, B, J :

I

, 9 _IB
() o, = 1A JB’

on observera que cette relation est bien générale, qu’elle s’applique dans des cas
particuliers ol w ou d sont rectjlignes : ¢’est immédiat lorsque w seul est rectiligne;
si c’est 8 qui scul est rectiligne, la méme homothétie relie encore TetA,, Aet]y;
enfin lorque w et 6 sont tous deux des droites on revient au premler cas de la

relation (1), le rapport A stant alors égal a 1 avec J rejeté a linfini.

On rencontre ici dans cette valeur de cotgE une expression dépendant de

quatre points I, A, B, J d’'un méme cercle, dite rapport ankarmonque ou double
rapport de ces quatre points.

Les relations (1) et (2) tiennent en I" mais dans des conditions moins simples
le role que joue en II° celle qui relie la fa-longueur z et 'angle 0; elles permettent
d’abord de vérifier la loi de I'égalité; en effet, dans la forme type (1), a des’
valeurs égales ¢, o' de 'angle ¢ répondent deux couples de points A, B et A’, B’
IB :i’, » sont homothétiques pa rrapport
a I et se déduisent donc I'un de I'autre par le produit de deux inversions positives
de pole 1, lesquelles sont deux fa—symétries d’axes perpendiculaires a 3, d’od
deux fa-longueurs = |{AB], #/=[A'B'] qui sont bien égales et de plus sont de
méme sens.

qui, placés sur 8 et reliés par la condition

Inversement et pour les mémes raisons; si I'on considére deux fa-longueurs.
égales x, #/, on vérifie que les angles correspondants ¢, ¢’ sont bien égaux en
ayant soin dans la premiere forme-type de désigner par A, B et A, B les exiré-
mités de ces fa-longueurs de maniére que 1'ordre IA'B’ soit le méme que IAB.

Reste alors a étudier la loi de P'addition : la somme z=[AC] de deux fa-
longucurs 2’ —=[AB], #"=[BC] étant représentée dans la premiere forme-type
a l'aide de poinis qui se succeédent sur  dans I'ordre I, A; B, C, les angles corres-
pondants ¢, o', " sont définis par : ‘

C -

cotg2 =;£, cotg v EB_, cotg
2 IA 2 IA .

w]e,
] Rl

et satisfont donc a la relation :
9 % a
(3) cotg > = cotg . cotg
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laquelle, ne faisant intervenir que des angles invariants, est valable dans toute
forme générale comme dans la forme-type, ce que l'on peut d’ailleurs vérifier
I'aide de calculs analogues portant sur la relation (2).

Cette relation (3) est moins simple que celle qui existe en II* entre les angles 6;
elle ne se traduit plus par une addition telle que

’ ”
o
=9 +39", ou cotgz = cotg % +cotg Ty 0w cosp = cosy + cos,

ou toute autre de méme forme, une telle relation étant indépendante de la précé-
dente (3); la conséquence est que en I les deux fonctions, inverses l'une de
I'autre, exprimant I'un des invariants z, ¢ en fonction de I'autre, sont des fonc-
tions nouvelles qu’il s’agit de construire et dans lesquelles le lecteur initié,

: ) o o
constatant la correspondance entre une somme 2’ + 2’ et un produit cotg > cotg s

reconnaitra les caractéres des logarithmes; mais le probleme lui-méme va
précisément permettre d’édifier la théorie de ces nouvelles fonctions en lui
donnant un support géométrique simple; pour le faire en toute généralité, il
suffira de compléter les notions précédentes d’égalité et d’addition, limitées
jusqu’ici a des fa-longueurs arithmétiques z et a des angles aigus ¢ en les étendant
4 des nombres algébriques z et a des angles 4, aigus ou obtus, compris entre o
etm.

48. Orientation des fa-longueurs et des angles de parallélisme. — De méme
que pour les segments orientés portés par une méme droite, une fa-longueur
orientée, que l'on représente par [AB] est une fa-longueur dont on distingue
centre les deux extrémités 'une A, dite son origine, I'autre B, dite son extrémité;
sa mesure algébrique # = [ AB | s’6tablit en choisissant @ priori sur la fa-droite 6
qui porte A et B un sens direct, elle a pour valeur absolue la fa-longueur arithmé-
tique [AB] et elle est positive lorsque le sens allant de I'origine A a 'extrémité B
est le méme que le sens direct, négative dans le cas contraire; elle est nulle
lorsque A et B sont confondus. Avec cette notion nouvelle la loi générale de
P'addition se traduit immédiatement par la formule de Chasles généralisée

[AC]=[AB]~[BC]

qui est valable dans tous les cas, quelle que soit la distribution sur & des trois
points et non plus seulement comme dans le cas des fa-longueurs arithmétiques
lorsqu’ils se succédent dans l'ordre A, B, C.

Des conventions analogues portent sur I'angle de parallélisme ¢ dont on étend
la définition en lui donnant pour sommet l'origine A de la fa-longueur orientée,
pour I'un de ses cétés la demi-fa-droite dirigée non plus nécessairement vers B
‘comme c’était lg cas avec les fa-longueurs arithmétiques, mais dans un sens
convenu 1J choisi @ préoré allant d'un point fa-impropre I de 9, a I'autre J, Pautre
coté de cet angle ¢ restant la demi-fa-droite qui joint A & un point fa-impropre K,
variable avec B, de la fa-droite perpendiculaire @ ¢ cn B, extrémité de la fa-
longueur algébrique; le nouveau sens direct IJ ainsi choisi pour définir le nouvel
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angle ¢ est indépendant de celui choisi pour définir la fa-longueur algébrique z;
ordinairement il sera le méme mais il pourra étre aussi son contraire. Cet angle
orienté de parallélisme ainsi défini est le méme que le premier compris, entre o

et glorsque le sens de A & B est le méme que celui de [ a J, Pordre des points
étant donc TABJ, mais dans le cas contraire ot 'ordre est IBAJ, il est son supplé-
mentaire, compris entre 325 et m, et la nouvelle valeur de cotg Z est I'inverse de la

premidre; il en résulte que les formules (1) et (2) sont générales, valables quelle
que soit la position des points A, B, sur 3, donnant toujours une valeur positive

de cotg%, une valeur de % comprise entre o et g et une de ¢ entre o et 7.

Ces conventions concernant les deux nouvelles grandeurs ainsi orientées z, ¢
entrainent immédiatement les conséquences suivantes que l'on peut d’ailleurs

B N
A
A B
b 8
Il w K Il w K
Fig. 43.

vérifier sur les formules générales (1) et (2) : dans un premier cas, celui ou les
deux sens directs choisis pour z et ¢ se confondent suivant 1J, lorsque z est
positif, Pordre étant IABJ, les valeurs de z et ¢ sont les mémes que pour les

grandeurs non orientées, cotg % croissant de 1 a4 + o, ¢ décroissant de ; ao
lorsque x croit de o & + %, et lorsque z est négatif décroissant de 0 & — o,

Pordre étant IBAJ, cotgg- décroit de 1 a o, 9 croit de .’25 A m; autrement dit,
lorsque x croit de — o & + cotggi croitde o @ + o, ¢ décroit de ™ a o, la

. 5 g =
valeur £ =o0 correspondant & colgl =1, o=y ++; dans le second cas, que

I'on évitera d’ailleurs dans les applications, le sens direct des fa-longueurs étant
I'opposé du sens 1J choisi pour les angles ¢, la valeur de z est I'opposée du :cas
précédent, tandis que celle de ¢. donnée par les formules (1) ou (2), reste la

¢
méme, et pour x croissant de — o & + oo, cotg% varie en sens contraire, décrois-

sant de -+ o a o et ¢ croit de o'a =.
De la résulte la généralisation de la loi d’égalité, d’apreés laquelle 4 des valeurs

g\lgébrlques égales de z correspondent des valeurs égales de 'cotg% comprises
entre o et -+ o, et de ¢ comprises entre o-et 7, et réciproquement.

Enfin, la loi d’addition se généralise de méme, la somme z = 2'+ 2" concerne
des nombres algébriques quelconques, et d’aprés la formule de Chasles rappelée
plus haut, se rapporte a trois points A, B, C placés d'une maniére quelconque sur d;
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la relation (3) se déduit donc encore des relations (1) et (2) et est ainsi valable en
toute généralité. Dans tout ce qui suit, nous en retiendrons surtcut I'invariant

que nous désignerons par £, £ = cotg%, pour étudier sa correspondance avec z
définie par les deux relations fondamentales :
(4) z=2+2 E=FF

entre des valeurs correspondantes de z et de §, chacune de ces relations étant
conséquence de P'autre, les z étant des nombres algébriques quelconques variant
de — o 4 + o, et les £ des nombres arithméliques variant de 2 0 4 0.

49. Logarithmes et exponentielles. — Ces seules considérations géométriques
établissent ainsi I'existence de deux fonctions, inverses 'une de l’autre, Vune
appelée fonction logarithmigue dans laquelle z est fonction de la variable £ ; 'autre
appelée fonction exponentielle on § est la fonction et z la variable, et représentées
par les notations qui se préciseront par la suite

(5) =logt, E[=epz.

Avec ces notations ou 'on a § = cotg%, la relation fondamentale (1) s’écrit sous

la forme suivante dont on fera de fréquentes applications :
, _ 1B
(1) ep(z) = -

On relevera d’autre part que dans ces deux fonctions § qui représente un rapport
tel 1B fonction circulaire cotg 2 a une signification numéri rigou-
el que 1 ou une g g que rig

reusement déterminée tandis que z, mesure algébrique d’une fa-longueur orientée
dépend des deux choix arbitraires de I'unité de fa-longueur ct du sens direct des
fa-longueurs sur une fa-droite ¢; par conséquent la fonction logarithmique et la
variable de la fonction exponentielle sont définies a un facteur pres arbi-
traire et constant, positif ou négatif mais non nul. Ce fait est le méme que
celui qui concerne les fonctions circulaires telles que y = sinz et leurs inverses
z = arcsiny, dans lesquelles z dépend du choix de I'unité d’angle tandis que y a
une signification rigoureusement déterminée.

Les propriétés de ces fonctions sont des conséquences immédiates de leur
origine géométrique et d’abord la fonction logarithmigue logt est définie pour
toute valeur positive de o @ +w de la variablet, la fonction exponentielle epx
Uest pour toute valeur algébrique de — & + o de la variable x; chacune
d’elles est constamment croissante ou décroissante lorsque la variable corres-
pondante est croissante, la fonction logarithmique passant par toute valeur
de — o a +®, et la fonction exponentielle ne prenant que des valeurs
positives de o & + o; elles sont toutes deuz continues, la continuité traduisant
ce fait que lorsque un point M se déplace sur une droite & en tendant vers un

. 1 . R . IA
point fixe B, le rapport % et Ia fa-distance [ AM ] tendent respectivement vers B
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et [AB]; les deuz fonctions sont inverses Uune de Uautre chacune se déduisant
.de l'autre par I'échange de la wariable et de la fonction, ce qui sexpnme par les
identités, vérifiées quels que soient z ou t.

(6) log(epz) =z,  ep(logk)=§,
enfin en se reportant aux valeurs remarquables de z et de gzcotgzg leurs

valeurs extrémes sont dans le cas ordinaire ou le sens direct des fa-distances
est le méme 1J que celui qui définit 'angle généralisé de parallélisme ¢,

(7) logo=—w, log(+®)=-4m; ep(—wo)=0o0, ep(+®)=-+ o,
et dans le cas contraire :
(7 logo=+w,  log(+o)=—n; ep(—w)=+x, ep(+®)=o,

et dans tous les cas elles ont la wvaleur particuliére remarquable pour =
ouxr—=—o

(8) logi=o, ep(o)=1.

Mais leur propriété capitale, traduite par les -deux relations fondamentales (4)
est que I'on a quels que soient les nombres algébriques 2/, 2' et les nombres
q q q gebriq
positifs ', £

9) logE't" = logt’ + logt’, ‘ep(x’+ z") = epz’ epa’,

la premiere égalité s’énoncant en termes classiques : le logarithme d’un produit
de facteurs positifs est égal @ la somme des logarithmes de ses facteurs.
Les conséquences et applications de ces relations sont nombreuses; c’est ainsi
que pour
E’ E"= 1, =

1
s ou z'+4 2" = o, 2’=—2,
E’ \

on trouve :

I
tog () =—logt,  ep(— =)= 7;
les logarithmes de deuz nombres inverses sont opposés, les valeurs de U'expo-
nentielle pour deux valeurs opposées de la variable sont inverses l'une de
Uautre, ces qualités résultant directement d’ailleurs des définitions posées plus
haut d’une fa-longueur orientée et de son angle de parallélisme. On en déduit :
1 epz

§ = — log¥’ —_—
log & =logt —log¥!,  ep(s — &) = epar 1 = £PZ,

la premiere relation donnant I'expression classique du logarithme d’'un quotient.
B0. Puissances arithmétiques et changement de base. — Les deux relations (9)
s’étendent immédiatement au produit d'un nombre quelconque de facteurs posi-

tifs £ et a la somme d’un nombre quelconque de nombres algébriques z; en
particulier, avec m facteurs tous égaux'a et m nombres tous égaux & 7, on a,

log(§m) = mlogf,  ep(mz) = (epz)m.
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‘On en déduit en particulier une méthode permettant d’établir avec précision,
Pexistence, quel que soit le nombre arithmétique ¥, de la racine mé¢me arithmé-
tique n="YE de ce nombre, laquelle répond par définition & n™=E, ce qui peut
s’écrire successivement :

log(nm)=logf, ~mlogn=1logf, logn=—-logf, m=ecp (%logi) .

Plus généralement ce procédé permet d'étendre la notion de puissance d’un
nombre arithmétique a, acquises jusqu'ici pour les seules puissances a™
d’exposant entier et positif m, aux puissances a* ayant pour exposant un nombre
algébrique quelconque z, positif ou négatif ou nul, enticr ou fractionnaire ou
irrationnel, en définissant @ priori a® par I'égalité

(10) log(a*)==zloga ou a*=ep(xloga),

laquelle détermine dans tous les cas un nombre a® et un seul et donne bien
d’autre part la valeur déja connue de @™ lorsque I'exposant m est un entier positif.

En particulier, rapprochant de cette définition la valeur n =Y/ d’une racine
m®®°, celle-ci s’interpréte comme une puissance particulitre d’exposant y:-'-,
. m

m étant enlier et positif, car on trouve :
I L
my- 1 = a™,
Va = ep( loga) a

De cette définition d’apreés laquelle une puissance s’exprime par une exponen-
tielle découlent de suite les propriéiés essentielles d’une puissance. lesquelles sont,
les meémes que celles de 'exponentielle, et dont les plus importantes s’expriment
par les relations suivantes :

a* @ = qr'+x" a=x=1, avt=p:
b a‘c ’

elles se complétent par une autre concernant P'expression (a*)r faite de puissances

superposées, d’exposants algébriques quelconques z, y, pour laquelle on a :
log(a*) =y logaz= yzloga,

ou

(11) (ax)r=(ar)c= av.

Toules ces propriétés subsistent, mais sont banales, avec log @ =0, a=1,
auquel cas’on a, quel que soit

1T=epo =1

Puis avec a> 1, qui donne log @ > o, en se plagant dans le cas ordinaire d’'un
méme sens direct pour les fa-longueurs et les angles de parall¢lisme, a* croit en
méme temps que Z log a et que z, ses valeurs extrémes élant a—> =0, @** =+
et de méme pour a<<1, (log @ <o), a® décroit lorsque z croit, passant de
a>=-+ o ada+*=o.

Mais le rapprochement entre puissance et exponentielle est encore plus étroit :

BULL. 80C. MATH. — T. 83. FASC. L ) 2
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revenant 4 la définition (10) dans laquelle on retrouve, comme pour I'exponen-
tielle, une variable z log @ proportionnelle et non nécessairement égale a z, il
existe toujours quelle que soit I’arbitraire dont dépend la définition (5) de log £
et ep z un nombre particulier @, positif mais différent de 1, que nous désignerons
par e, répondant a

(12) loge =1 ou e=epI,

avec lequel d’aprés (10) 'exponentielle epz se réduit a une puissance de e, en
prenant la forme que nous emploierons dorénavant :

(13) epxr = exr;

ce nombre e défini par (12) est dit la base de I'exponentielle e* comme de la
fonction logarithmique que pour préciser on représentera par log. £ ; de méme que
P'unité et le sens direct des fa-longueurs peuvent étre choisis arbitrairement, cette
base qui est la valeur de £ = epz pour £ =1 peut étre aussi un nombre positif,
différent de 1 choisi arbitrairement ; ordinairement elle sera choisie supérieure a 1,
de sorte que e” et log £ varieront dans le méme sens que les variables correspon-
dantes z et § tandis que pour e <1, elles varient en sens contraires.

De 1a une infinité de systémes de logarithmes parmi lesquels on en distingue
particulierement deux, les logarithmes népériens ou naturels, utilisés pour leurs
qualités intrinséques, dont la base e est un nombre remarquable qui sera défini
par la suite, et les logarithmes décimaux ou vulgaires, utilisés comme moyen
auxiliaire de calcul, dontla base estle nombre 10, base du systtme de numération
décimale, I'unité de fa-longueur [AB] étant alors représentée dans la premiere
forme-type par deux points A, B de la droite 1Z répondant a IB=10IA.

Un probleme se pose alors, dit du changement de base, qui consiste a calculer
les logarithmes d’un syst¢me de base a connaissant ceux d’un autre systéme de
base e ou inversement; sa solution est encore donnée par la relation (10) qui
s’écrit maintenant

= a%= exlosea
et donne
z = logat, zlogea = log.t, logat, logea = log.k,

d’ou la valeur cherchée :

__ loget
(14) logal = [opa’
od l'on vérifie que, comme on le savait @ priori que les logarithmes des deux
systémes sont proportionnels; le coefficient de proportionalité est

1

m= —;
log.a’

il est dit le module du changement de base ; on en déduit en outre, en permutant
les deux bases a et e qui jouent le méme réle, les modules correspondants étant
inverses 'un de P'autre, la relation remarquable, valable quelles que soient les

deux bases ¢, a:
log.alog,e =1,
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En particulier, si I'on passe d’une base ¢ 4 un inverse -, comme on a
' :
log,; =—log,.e =—1,

les logarithmes, comme on le prévoit & priori, se changent en deux opposés.

Signalons enfin pour terminer que la fonction dite forction puissance que nous
n’aurons pas a utiliser dans ces pages avec un exposant irrationnel a, est I'expres-
sion y = z* dans laquelle z est la variable tandis que l'exposant « est une
constante rationnelle ou irrationnelle, positive ou négative; son étude et ses
propriétés se ramenent d’ailleurs a ce qui précéde car on peut Pécrire

y= %= ealug,:t;
sa qualité essentielles, qui concerne la multiplication et non 'addition comme pour
Pexponentielle, s’exprime par la relation :
(zz' )= z2x'®,
51 a. Fonctions circulaires ou hyperboliques d’une fa-longueur. — De méme
qu'en II° ou a toute fa-distance z = [AB] on associe divers invariants, qui sont
des fonctions de cette fa-distance et que celle-ci se raménent a un angle, sont des

fonctions circulaires de z ou de ses multiples ou sous-multiples, il y a lieu en I*,
ou a une fa-distance 2 nous n’avons associé jusqu’ici en fonction de z que le seul

invariant e* = cotg g, de chercher a en construire d’autres qui joueront le role des

fonctions circulaires. en II°. A cet effet nous envisagerons dans les deux especes

des fa-distances variables et orientées z = [OC| ayant une origine fixe O et une

x B\C,b O] Jc /B <x
()

pl

Fig. 44.

extrémité C variable sur une fa-droite  issue de O et disposées dans une forme-
type commune dans laquelle origine O est placée au centre du cercle fonda-
mental w, 0 étant alors une droite 2/Ox issue de O orientée dans un sens
direct Oz.

En II°, pour construire l'angle z et ses fonctions circulaires on place le
cercle w, centré en O contraire au cercle fondamental @, son diametre PP’ perpen-
diculaire 2 Oz dont les extrémités sontles péles de 9, et son diametre situé sur O z-
dont les extrémités B',B sont disposées dans le sens direct 'Oz : 'angle = a pour

sommet P (ou son opposé P'); ses c6tés, fa-droites joignant P 4 O et G sont I'un
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la demi-droite PO, Pautre la tangente en P, dirigée de P vers G, au cercle qui,
passant par P, P’ et G, coupe Oz en G et en son opposé C' et a son centre sur Oz
au milicu G, de CC'; dans un premier cas, celui de G placé entre O et B, de

o< << ;E’ cet angle x est égal a 'angle en G, du triangle rectangle POC,, les

deux angles ayant leurs c6tés perpendiculaires deux a deux, et 'on a alors, les
rayons GoP, GoQ étant égaux, et R étant le rayon de w, :

(15) sinz=_-i‘, tgz = i COST =
GoC 0

ces relations s’étendent en outre a toute position de C sur d et A toute valeur, que
Pon peut toujours supposer comprise entre —m et —+m, de la fa-distance
orientée z,; on retrouve en effet en déplacant G sur 3 les quatre quadrants
classiques ; le premier est celui qui vient d’étre traité ; le second est celui de C

placé sur la demi-droite Bz, deg <z <, auquel cas B et C étant tous deux
entre O et G, CoC est positif, CoO négatif et les relations précédentes subsistent;

le troisidme quadrant, celui de G sur la demi-droite B'z, de 2 compris entre —2

et —, et le quatriéme, celui de C entre O et B, de 2 compris entre — 22 eto, se

déduisent respectivement du second et du premier quadrants par syméfrie par
rapport a O, z, CoC, C°,0 se changecant simultanément en leurs opposés, et les
relations (15) sont donc bien générales.

Nous plagant alors en ' avec la méme forme-type, on y retrouve la droite 9,
orientée dans le sens direct z/Oz des fa-distances orientées z =[OC], les points
opposés G, C' placés sur 8, 'un C intérieur, 'autre C’' extérieur au cercle tonda-
mental w, le cercle de diametre CC/, centré au milieu Co, de CC/, dont I’arc KCK,
intérieur 4 w est la fa-droite perpendiculaire en C a 9, les deux points C/, C,
n’appartenant pas a la figure proprement dite comme étant intérieurs au cercle
mais intervenant comme moyens auxiliaires ; I'analogie avec ce que 'on vient de
voir en II°® conduit alors a définir trois fonctions de z, appelées respectivement
sinus, tangente, cosinus hyperboliques, désignées pour abréger par les notations
shz, thz, chz, et d’expressions analogues a (15), R étant le rayon de  :

(16) sh~z==R—, Lhm:_—l}—-a chx=—0—c°’

0 G, Co
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dans lesquelles on a remplacé les deux segments C;0, CoC des formules (15) par

leurs opposés afin que ces nouveaux segments soient de méme signe que x, comme

Taxe CoC en II°. On pourra aussi y ajouter une quatriéme fonction, la cotangente

hyperbolique, cthz, considérée simplement comme l'inverse de th£, Pensemble
de ces quatre fonctions formant les fonctions hyperboliques de .

La premiére question a traiter, qui ne se pose pas en II°ou il y a identité entre

et le second invariant I'angle 0, est alors d’évaluer ces fonctions hyperboliques en

fonction du second invariant §{ = cotg% = e%; en raison de son importance, nous
le ferons successivement de deux maniéres.

Dans la premitre, plus géométrique, on envisage les deux cercles orthogonaux’
l'un , Pautre de diamétre CC' et la division harmonique I, J, G, C' qu’ils
tracent sur leur ligne des centres; on connait le rayon R du premier ainsi que le
rapport :—(-C:, lequel d’apras la relation (2) qui s’écrit

£ 1€ 10
— 10 JC
est précisément égal a £ sous la condition essentielle que nous supposerons toujours
remplie que les points fa-impropres I, J de ¢ soient disposés de fagon que les deux
sens directs choisis pour la fa-longueur orientée z et 'angle de parallélisme ¢
coincident, ou encore que la base e soit choisie supérieure ¢ 1, et il s'agit de
calculer en fonction de R et la distance orientée OC, des centres des deux cercles
et le rayon CC, du second. Utilisant plus commodément des vecteurs plutét que
des longueurs on a d’abord en toute généralité, G étant toujours entre I et J, et en
rapportant chaque vecteur au point O pris pour origine :

IC IC J10+4+0C R+O0C IC R+ 0C
= = — = ———— = —_— et = —0 = o)
JC @ OJ—0C R-—-OC ] OC—R

d’ou :

e L E—1 = o _O0C+0C _R(E—1)p+(§+1) _ _E+1
OC—R—+;’ OC.—RE—I’ OCn-— 2 —; E"—‘l _REZ"‘"
_E_Fﬁ’—ﬁﬁ_ﬂ(i+l)’—(i—l)’_ 2§ |
CCo= 5= 2 ) E—1 "RE:_,i

les relations (16) deviennent ainsi :

= = v

2F 2 28 2
. h .
et on en déduit, d’aprés f=e* et thz = :?h'; » les expressions cherchées :
ex— e—x er 4 g—x ex — e—x
(17) shz=—2—, chz = —_— thx:e_r-o-_e—;f

On rencontre, en outre, dans ce calcul, une interprétation géométrique du
rapport %E, qui s’écrit successivement :
ocC ex—1 e e

x
= e— = ————— = th =
R eT o1 z 2’
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cette valeur est a rapprocher de celle que I'on obtienten II° en observant, que dans’
la figure correspondante Pangle OPC est la moitié¢ de I'angle inscrit égal a z et que
P'on a ainsi, quel que soit le signe de z, et en H* comme en I'®, les deux formules
de méme forme suivantes :

(18) tg ) th

(SRR
=g
I8
1l
°E

Dans une seconde méthode on considere I'angle de parallélisme ¢ lequel avec
Z > o et sous laméme réserve de la coincidence des sens directs des z et des ¢ est
I'angle en O du triangle OKGC, rectangle en K, ce qui donne :

—_ K R OK 0GC, 1
shz-_C—Q‘_-—-o—cotgq;, thz—o—co_o—co—cos?, chz—ﬁo—m

ces égalités subsistant avec z <o, car ce cas peut se déduire du précédent en
changeant CC, et OC, en leurs opposés, et ¢ qui pour z > o est compris entre o
et g a son supplément m — ¢ compris entre T et g, cotge et cosg changeant donc

en méme temps de signe tandis que sino ne change .pas. On rencontre ainsi les
relations générales suivantes qui rameénent les trois fonctions hyperboliques de z
a trois fonctions circulaires de 'angle ¢

I 1
hzy = — hzy = — thz= ;
(19) shz tng’ chz Sing’ Z=coso;
il reste a calculer ces derniéres en fonctions de
?

= e*= colg *-
§ g,

Les formules connues de Trigonométrie, qui expriment sing, cos¢, tgo en fonc-

tions de tgg donnent la solution :

?
2tg —
sin J 2 2e~% ’ 2
1) = = = )
® 2 ¥ 1+ e—3* e+ e~
1+tg2
2
e
2tg — .
g 2 2 sin @ er—e—*
[g? = = , COS Y == —— == —————
9 er— e—% ' 1g¢ exr 4 e—%
2 ]
1I—tg Y

et I'on retrouve, en toute généralité, les expressions précédentes (17).

52. Variation des fonctions hyperboliques. — Les propriétés des fonctions
hyperboliques en I® vont se déduire aussi bien de leur définition donnée par les
formules (16) ou traduite par les relations (19) que de leurs expressions (17); on
y rencontrera des analogies et des oppositions avec les fonctions circulaires en II°.
Et d’abord les formules (16) ot ne figurent que des rapports de longueurs, aussi
bien que les formules (17) et la définition de { =e” pour laquelle il en est de
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méme, montrent que, comme les fonctions circulaires, la variable z des fonctions
hyperboliques n'est déterminée qu'a un facteur potitif arbitraire et constant
pres, tandis que la valeur de chaque fonction est bien définie. En raison de la
réserve imposée plus haut sur les sens directs, ce facteur arbitraire ne peut étre ici
négatif comme il le pouvait avec e®.

Ensuite, d’apres (16) comme de (19) et (17) les trods fonctions hyperboliques
shz, chz, thz, sont définies pour toute valeur algébrique positive ou négative
de x; d’autre part, en y changeant x en —x, ce qui revient a changer de signe
CC, et OC, et 9 en t—¢ elles satisfont, comme les fonctions circulaires, aux
1dentités suivantes :

(20) sh(—z) =—shz, th(—z)=— thz, ch(—z)=chz.

qui signifient que shz, tha sont des fonctions impaires et chx une fonction
paire; en particulier pour z=o0 (C en O, C’ et Gy en ) et pour z =+ ou

z=-—o, (G, Gy, C' confondus en J ou en I), elles ont les valeurs particuliéres :
sho = o, tho = o, cho =1,
(21) sh( 4w )= +x, th(+w)=1, ch(+0o)=+ow;
sh(—wo)=—wx, th(—w)=—1, ch(—®)=-+ o,

les trois premieres de ces valeurs étant les mémes que celles de sino, tgo, coso.
Quant au sens de variation, on peut d’abord le déduire directement des
premiéres formules (16), en y mettant la valeur de chz sous la forme :

chz = ——— = — +1,

et en observant que lorsque z est positif et croissant, OC est aussi positif et
croissant, tandis que CC, et OC, sont positifs et décroissants ; le cas de z négatif
se déduisant ensuite du précédent en changeant z en — z, on constate ainsi que
lorsque z croit de —w a + o, shz croit de—w a +o,thzde —1 a + 1, en
s'annulant tous deux pour x = o, tandis que chx croit de 1 @ + o et décroit de
0 a 1 suivant que x est positif ou négatif, ce que I'on traduit d’une facon
plus simple en disant que shz et thx sont des fonctions croissantes de x (variant
dans le méme sens que la variable), tandis que chz est urne fonction croissante
pour z positif, décroissante pour x négatif.

Ces résultats peuvent aussi s’établir encore et plus simplement a l'aide des
formules (19) ou suivant que z croit par valeurs positives ou négatives, de o a

~+ o oude —o0 & 0, 'angle de parallélisme ¢ décroit de g dooudema Z;; on peut

d’ailleurs éviter la discontinuité avec tge pour ¢ = g, x = o, en substituant a cet
N (']

angle ¢ son complément ¢ = ;—q) (égal a 'angle ; du paragraphe 11), ce second

angle ¢ étant de méme signe qué z, s’annulant avec lui, et croissant avec lui

de — —g a—+ :2", pour z croissant de — & +- ; les formules (19) prennent alors

la forme plus symétrique :

(19") shz = tg¢, thz = siny, chzcosy =1
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.dans laquelle des fonctions impaires sont égales, le sinus dune espéce étant
égal a la tangente de Uautre, tandis que les fonctions paires, les cosinus des
deuz espéces,sont inverses l'une de Pautre. On y retrouve ainsi, dans une forme
plus directe, le sens de variation des fonctions hyperboliques.

Notons enfin que les expressions (17) conduisent aussi aux méme résultats :
C’est immédiat avec shz ou e® croit et e décroit lorsque z croit, et pour thz

2.0 . .
(dans laquelle on reconnait sous la forme thz = : u_,_: une fonction homographi-

que de e2%) on obtient, en la comparant a sa valeur limite 1 pour z =+ :

i—thz= Kf_ = .L.,
er—+ e—% err 41
expression qui montre bien que pour z croissant €3 puis thz sont croissants.

En ce qui concerne chz, il sera plus simple de se référer aux propriétés de
calcul qui vont suivre.

On constate que ce sont ces caractéres numériques seuls qui différencient les
fonctions hyperboliques des fonctions circulaires et qui, en particulier, entrainent
que les fonctions hyperboliques ne sont pas périodigues. En revanche et comme
pour les fonctions circulaires, ils entrainent l’existence de leurs fonctions inverses
sous certaines conditions d’inégalité imposées a la variable, ct en particulier ils
permettront souvent de définir une fa-longueur z, orientée ou non, par la valeur
correspondante d’une fonction hyperbolique, car & toute valeur positive ou
négative de shz, @ toute valeur comprise entre —1 et +1 de thz, correspond
une valeur de x et une seule, tandis que & toute valeur supérieure @ 1 de chz
correspondent deux wvaleurs opposées de xz; plus particulierement toute
fa-longueur arithmétique x est déterminée d'une seule maniére soit par une
valeur positive de shz, soit par une valeur positive et inférieure é 1 de thz,
soit par une valeur supérieure a v de chz.

On notera que ces caractéres sont plus simples que ceux des fonctions circu-
laires a chacune desquelles correspondent toujours dans I'intervalle — 7, +m deux
valeurs de z et ou il faut donc limiter la variable z dans certains intervalles plus
restreints que le precédent pour qu’elle soit bien définie par la valeur correspon-
dante de la fonction, une valeur de sinz, par exemple, comprise entre —1 et + 1
ne définissant une seule valeur de  qu’en imposant a celle-ci d’étre comprise

T T
entre —"-; et + E.
Signalons enfin que si 'on a a utiliser la cotangente hyperbolique cthz on ne le
. . 1 . .
fera qu’en la considérant comme l'inverse cthz = v de thz : c’est ainsi, en

particulier, que cthz est discontinue et infinie pour z = o, et qu’elle est décrois-
sante, variant dc —1 4 —oo et de 4+ a + 1 lorsque z croit de —o a 0 et de o
a-+o.

53. Calcul des fonctions hyperboliques. — Les propriétés de calcul des fonc-
uons hyperboliques vont en revanche, contrairement aux précédentes, présenter
une identité presque totale avec celles des fonctions circulaires; elles se déduisent
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des propriétés. de calcul de 'exponentielle et des formules ( 17) qui peuvent s’écrire
aussi :

(22) e*=chz +shz, e—*=chaz —sha.

La loi d’addition (g) de P’exponentielle :
ex+y=e*Xey, e—iT+y) = e—* =7,
donne de suite :
ch(z + y)+ sh(z +y) = (chz +shz)(chy + shy),
ch(z +y)—sh(z +y)=(chz —shz)(chy —shy).

d’ou par addition et soustraction et divisant par 2, ou encore et plus simplement
en séparant dans chaque membre de la premiére relation les fonctions paires des
fonctions impaires les formules d’addition :

(23) ch(z+y)=chxchy +shzshy, sh(z + y)=shzchy + chzshy;

puis, en y changeant y en — y et appliquant les relations (20), les formules de
soustraction :

(24) ch(z —y)=chxzchy —shzshy, sh(z — y)=shzchy —chzshy.

A un scul signe prés dans les expressions de ch(z =+ y) ces formules sont les
mémes que celles que 'on connait concernant les fonctions circulaires, et il en
sera donc de méme pour leurs nombreuses conséquences. Ce fait conduit a intro-
duire une notation commune, sjz, ¢jz, tjz pour désigner aussi bien une fonction
circulaire sinz, cosz, tgz, qu'un fonction hyperbolique shz, chz, thz eta les
distinguer a I'aide seulement d’un simple coefficient numérique désigné par j de
valeur : '

J=++1enlre, j=—enll*
les relations précédentes (23), (24) et leurs analogues en II¢ s’écriront alors sous
la forme commune suivante :

(e(z+y)=dizcjy +jsjzsiy, si{z+y)=sjzcjy +cizsjy,

25 . A LN . . .
(25) lei(z—y)=cjzcjy —jsjzsjy, sj(z—y)=sjzcjy—cjzsjy,
en méme temps que I'on a :

. sjx

Yo = Fj‘;?

les relations (20) et (21) prenant a leur tour la forme générale :
(20") cj(—z)=cjz, sj(—z)=—sjr, t(—2z)=—tjz,
(21') cj(o)=1, sj(o)=o0, tj(o)=o.

Le lecteur cn déduira les mémes conséquences, assez nombreuses que celles qui
concernent seulement les fonctions circulaires ; nous n’en retiendrons que les plus
importantes. La premiere est la loi d’addilion et de soustraction des tangentes,
qui s’écrit de suite, en divisant haut et bas par cjz ¢j y,

tjz —tjy

- = Mzty (2 —y)=
(26) ti(z+y)= l+j'-j$(-j}” tj(z—y)= i—J Gz ty
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Puis, en faisant y = z dans cjz(z —y), on a entre cjx et sjz I'identité impor-
tante :
(27) iz —jsjtz =1,
qui, en II°, constitue la relation connue :
cos?x + sin?zx =1,

et ¢cn I'"® donne entre chz et sh la relation qu’il importe de souligner :
(27") ch?z —sh?z =1

De cette relation (27) on déduit en divisant par cj?z ou sj*z, les deux suivantes :

(27") ==+ jte=1, o —

c)rx Yz stz =

lesquelles, associées a la premiere (27), permettront dans les calculs d’exprimer
rationnellement 'un quelconque des trois carrés sj*z, cj*z, tj*z en fonction de
I'un quelconque des deux autres.

Les relations (25 ) permettent aussi, par addition et soustraction, de ¢ransformer
une somme ou différence de deux sj ou de deux cj en un produit; on obtient,
en effet :

cj(z+y)+cj(z—y)=2cjzcjy,. cj(z+y)—ci(z—y)=2jsjzsjy,
sj(z +y)+sj(x —y)=2sjzcjy, sj(z +y)—sj(xz+y)=12¢cjzsjy,

ce qui s’écrit en changeanlt de notation :

P+q9 .P—49 P+q9 .P—9

CjP+°j9=2°j—2—CJ'T" cjp—cig=2/sj P At
(28) '

. . p+q .p— . . .p+q .p—

5j}~+51q=251p2chp—2—q, Sjp—~s_]q=2C]P2quP-Tq’

les transformations de sjp -+ sjg et de sjp — sj¢ ne différant pas essentiellement
et se ramenant 'une a 'autre par le changement de ¢ en —gq.
Des transformations analogues concernant les tj s’obtiennent en remplagant

agque tj s : N oy -
chaque tj par le rapport o’ ce qui donne d’apres les secondes relations (25).

. - o S(p+9q) . L sitp—q)
28 typ +tjg = = . t t P SN SN
(28') 1PN =g P09 = ooy

En particulier, pour ¢ = o (¢jg =1), les premiéres formules (28) donnent les
suivantes, qui seront utilisées souvent :

CJ'p-r=zJ'sj"§;

cjp—+1= 2cj‘3]—;7
la seconde, appliquée a chp (j =+ 1), permet par exemple de retrouver directe-
ment le sens de variation établi plus haut de la fonction chz, ce sens de variation,
ainsi que ceux de shz et thz pouvant aussi se déduire des secondes relations

générales (28) et (28').
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-B4: Duplication et multiplication de la’fa-distance. — Une autre conséquence
importante des formules d’addition (25), (26), s’établit en y faisant y = z, ce qui
donne lés formules de duplication de la variable, toutes de caractére rationnet,

o el b §si2 Sinz — 28 p.ci oy 2UZ
(29) cj2x = cjra’+ jsjtx - sjex = 2s8jx.cjz, tjoz Ppa T

La premitre se transforme en tenant compte de la relation (27) et en restant

rationnelle dans les deux suivantes :

cj2x =1+ 2j sj’z, cj2x = 2¢)2z —1

P
2

D’autre part, en remplacant dans toutes ces formules (2g) sjz par sa valeur
sj& = c¢jz tjx, puis cj?x par son expression rationnelle déduite de (27") en fonc-
tion de 1j*z

lesquelles, pour z = £ sont les mémes que celles déja établies plus haut.

2r = —
SE= g

I'on aboutit & des expressions rationnelles de cj2x, sj2z, tj2 z en fonction de tjz,

ou de cjz, sjx, tjz, en fonction de tjg :

I 2j % 2tj >
. 2 . 2 . 2 ®
(30) Jjr=———0p sjg=——0y Yz = =
— 7 tj2= — 7= — 7=
1—J 4y 1—jy 1—Jj 4

Nous ne pousserons pas davantage les conséquences des formules d’addition (25)
en signalant toutefois qu’elles conduisent plus généralement et comme pour les
fonctions circulaires, aux formules de multiplication de la variable par un
entier positif m, formules dont on constatera encore le caractére rationnel, et en
indiquant que, en ce qui concerne les fonctions hyperboliques, ces formules
peuvent aussi s’établir directement, par application des relations (22) par le méme
calcul que celui qui a conduit aux formules d’addition (23) ; on obtient en effet,

emx=chmax + shmz = (chz + shz)m,,
e—mx=chmx — shmz = (chz — shz)m

d’ot par addition et soustraction :
chmz = —; [(chz + shz )" 4+ (chz — shxz )],
shmz = % [(chz + shz)m — (cha — shz)™].
et par exemple, pour m =3 :
ch3z =ch3z + 3chzshiz, sh3z =3ch*zshx+ shix.

Ce calcul, dans lequel &% et e~ sont positifs est d’ailleurs valable pour toute
autre valeur, positive ou négative, rationnelle ou irrationnelle, de l'exposant m et
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s’applique donc aussi A I'exposant %,\ ol m est entier en donnant en I les

JSformules de division qui n’ont pas leurs analogues en II° :

ch % = il_";'/chx +shz + '\/chz —shz s

sh% = i["\'/chz +shz — mychm—shz].

Bi. Fa-triangle-rectangle et ses cinq éléments. — Une premidre application des
fonctions circulaires et hyperboliques se rapporte, de méme qu’en Géométrie
classique, & I'élude d’un fa-triangle particulier remarquable, le fa-triangle

rectangle dont par définition I'un A des trois angles est droit (A = —:—), etala

recherche de relations générales existant, quel que soit ce fa-triangle entre ses
cinq éléments qui sont les deux autres angles B, C, généralement non droits
auxquels on réserve le nom d’argles proprement dits ou simplement d’angles du
fa-triangle rectangle et les trois cotés entre lesquels on distingue I'hypoténuse
a=[BC] qui est opposée a l'angle droit et les deux cétés de U’angle droit
b =[AC], ¢ =[AB], respectivement opposés aux deux angles B, C.

On connait déja certains caractéres généraux de ces cinq éléments : en I'® o la
somme des trois angles est inférieure a m, celle des deux angles proprement dits

. . 1 . T
est inférieure a 3’ chacun des deux angles est compris entre o et S €t pourra

donc étre défini par 'une quelconque de ses trois fonctions circulaires telles que
sin B, cos B, tg B, les deux premieres comprises entre o et 1, etla troisi®me étant
positive ; d’autre part, chacun des trois cétés a, b, ¢, peut prendre toute valeur
positive, tout comme une fa-longueur, et pourra étre défini par 'une quelconque
de ses -trois fonctions hyperboliques shz™ de valeur positive quelconque, chz
supérieure a 1 et thz comprise entre o et 1.

En II° ou la somme des trois angles est supérieure i =, chaque angle propre-
ment dit peut étre aigu ou obtus, et il en est de méme de chacun des trois cotés,
qui sont ici des grandeurs angulaires ; les uns et les autres pourront donc étre
définis soit par leur cosinus compris entre —1 et -+ 1, soit par leur tangente de
valeur positive ou négative quelconque, mais ne le seront plus par un sinus, dont
une valeur, comprise entre o et 1, répond a deux angles supplémentaires.

On peut d’ailleurs préciser la nature de ces divers angles en se plagant par
exemple dans la forme-type ou le sommet A de I'angle droit se situe au centre du
cercle fondamental » et de son contraire wo, les deux c6tés de ’angle droit,
b =[AC] et ¢ =[AB] étant alors portés par deux droites rectangulaires issues
de A; en faisant varier b, le point C décrivant le diametre Az de w,, A et B restant
fixes, on constate, quelle que soit la position de B, intérieur ou extérieur d w,,
que suivant que C est intérieur (entre A et G,), extérieur (au-dela' de C,), ou situé
sur wo, que le c6té b6 =[AC] et I'angle opposé B sont simultanément ou aigus, ou
obtus, ou droits; d’ou ce caractere essentiel que, en II° ur cété de Uangle droit
d'un fa-triangle rectangle et Uangle opposé sont toujours de méme nature,
simultanément aigus, obtus, ou droits.
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En particulier avec C placé en C, on rencontre un fa-triangle birectangle
qui a deux angles droits de sommets A et B et dont les colés opposés sont aussi
égaux 4 un droit, et 'on retrouve une circonstance déja rencontrée a propos des
obliques et perpendiculaire menées d'un point B a une fa-droite Az, ou une
oblique particuliere est égale a un droit en méme temps que la fa-distance de son
pied a celui de la perpendiculaire.

On constate en outre avec ¢ =[AB] aigu, B intérieur a w,, que I'hypoténuse
a= [BC] et le second c6té b = [AC] de I'angle droit sont aussi de méme nature,
tous deux ou aigus, ou obtus, ou droits; tandis que, dans le cas contraire de C
obtus, B étant remplacé par son opposé B, @ ct b sont au contraire de natures -
différentes sauf le cas limite ot ils sont tous deux droits, d’out ce second caractére
que en II° le nombre de cotés aigus d’un fa-triangle rectangle est toujours

Fig. 46.

impair, soit que les trois cotés soicnt aigus, soit qu'il y en ail un aigu et deux
obtus, un coté égal 2 un droit pouvant étre considéré comme limite d'un coté aigu
aussi bien qu'obtus.

On rencontre enfin un cas extréme, celui ot B et C élant tous deux placés en By
et Co sur wo on a un fa-triangle trirectangle dont les trois angles ct les trois
cOLés sont tous droits.

Observons encore que la méme figure, établie en supposant B et C intéricurs a ,,
leurs opposés B’, C’' élant donc extérieurs, met en évidence quatre fa-triangles
rectangles ABG, AB'C, ABC!, AB'C’, qui sc déduisent les uns des autres comme
on I'a déja vu a propos de fa-triangles quelconques, les éléments de I'un élant
égaux ou supplémentaires, & ceux d'un autre, le premicr, ABC ayant ses cinq
éléments tous aigus, tandis que AB'C’a une hypoténuse aigug et les deux cotés de
Pangle droit obtus, et que AB'C, ABC' ont I'hypoténuse et un coté obtus, le
troisiéme coté aigu.

B6. Relations générales entre éléments d’un fa-triangle rectangle. — Ces notions
générales élablies, la Géométrie montre que si 'on connait deux des cinq éléments
et plus particulierement les deux fa-cotés de 'angle droit d’un fa-triangle rectangle,
celui-ci peut étre construit immédiatement et, par suite, les trois autres éléments
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sont ‘déterminés en fonction des deux premiers; plus généralement, les cinq
éléments dépendent seulement de deux arbitraires et trois quelconques d’entre
eux sont liés par une relation générale valable quel que soit le fa-triangle
rectangle; ce sont ces diverses relations qu’il s’agit donc d’établir.

On utilisera a cet effei les fonctions, circulaires ou hyperboliques, de ces
éléments, et principalement dans le cas d’une fa-longueur z =[OC] dont une
extrémité O est placée au centre du cercle fondamental w, les formules (15) en II°
at (16) en I, qui avec la convention générale du paragraphe 83 se mettent sous la
forme commune

0C,

(31) Sj-'t='__i, 1j.z-=j_—E—, cjr==—)
CGCo 0G, CGCy

ol G, est le milieu du segment CC' limité au point C et a son oppos¢ C/, que les

B A wl A I
Fig. 47.

Fig. 48.

deux points C', C, appartiennent en [I° a la figure non euclidienne, ou qu’ils ne
lui appartiennent pas en ™.

Plagant par exemple en O le sommet B d'un angle proprement dit d’un
fa-triangle rectangle BAC, 'hypoténuse @ = [BC] et le c6té ¢ = [BA] sont recti-
lignes, formant entre eux I'angle B; le coté & =[AC] est porté par le cercle
centré en Ao, milieu de AA’, et coupant la droitec BC aux deux points opposés C.
C’ dont le milieu C, est la projection orthogonale de A,, ce qui donne

et entraine d’apres les relations (31) ot 'on remplace successivement z par'aetc,
OC, par BA, et BC, :
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d’oit une premiére relation générale :
(32) tjc =tjacosB.

On y retrouve immédiatement diverses propriétés.: en I', oa thc, tha sont
positifs, cosB compris entre o et 1, on en déduit the < tha, ¢ <a, etle coté ¢
est plus petit que I'hypoténuse a; il en est de méme en II° pour un fa-triangle
rectangle 4 éléments tous aigus : c’est, dans les deux espéces, I'inégalité entre
oblique a et perpendiculaire ¢c. De méme en II° ou B est de méme nature
que b, cosB de méme signe que cosb et tgd, on déduit de cette relation que le
produit des trois tangentes, tga, 1gb, tgc est toujours positif et 'on retrouve que
le fa-triangle rectangle comprend toujours un nombre impair de c6tés aigus.

Mais d’autres relations se présentent également : la forme-type utilisée fait
aussi apparaitre 'amgle C du fa-triangle, angle dont les cotés [CA] et [CR] sont
respectivement perpendiculaires a I’hypoténuse CA, et au co6té CGoA, du triangle
rectiligne rectangle CCoA,; comme I'angle en A, de celui-ci est aigu il est donc
¢gal en I a G qui est aussi aigu et il en est de méme en II° dans le cas ou le
fa-triangle ABC a tous ses éléments aigus, puis comme 'hypoténuse CA, est égale
a la longueur AA, on a donc alors :

CC,

sin C= ——,

AA,

ce qui d’apres (31) et comme avec la relation précédente, entraine

sinC= 3¢
sja
ou :
(33) sjc =sja sinC,

et cetle nouvelle relation qui est générale en I'® I'est aussi en II° car si un fa-triangle
rectangle ABC n’a pas tous ses éléments aigus, on peut le ramener a un autre tel
que AB'C pour lequel il en est ainsi cn changeant certains de ses éléments,
angles ou cotés en leurs supplémentaires, ce qui ne change pas cette relation.

La forme-type mettant ainsi en évidence d’une maniére simple les quatre
¢léments B, C, a, ¢, mais non le coté b, doit aussi conduire, aprés les deux
relations précédentes ou figurent a et ¢, a deux autres, 'une entre a, B, G, 'autre
entre ¢, B, C : la premiere s’établit en comparant les deux triangles rectangles
CGoAo, BCoA, qui ont un cété commun CoAy, un autre CCo ou BC, se rappor-
tant A @, et un angle, en A, ou B, égal a C pour le premier, & B pour le second
dans le premier cas simple o ces deux angles B, C sont aigus; on en déduit alors
successivement

_CGC _ _CC _
CoAy = gC = BGC, tgB, tgBtgC = RG, = cja’
ou
. 1
(34) CJG—W’

et de ]a méme maniére que la précédente (33) cette nouvelle relation, établie dans
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un premier cas, est encore générale, car-elle ne change pas en II°si, passant de
I'un & I'autre des fa-triangles rectangles ABC, AB'C, ABC!, A'BE€ on y remplace
deux des trois 6léments a, B, C par leurs suppléments sans chanver le troisiéme.

La derniere relation entre ¢, B, G s’établit de méme en rapprochant dans les
mémes triangles CCo A,, BC., A,, les derniers cdiés, 'un CA, = AA, ; 'autre

BA,, qui se rapportent tous deux 4 @, et qui, de la méme maniere, donnent suc-
cessivement dans le méme premier cas :

. BA, cosC
CoAo=AAocosC=BA,sinB  cjc= AA, ~ smB’
(35) cosC = ¢jc sinB,

relation qui est encore générale, car clle ne change pas en II° si I'on y remplace
par leurs suppléments soit B, soit simultanément C et c.

57. Il reste enfin, toutes les formules ainsi établies contenant I'hypoténuse a et
un c6té ¢, mais non le second colé b, a élablir celles qui relient Ies deux cotés
b, ¢ soit a I'hypoténuse a, soit 4 un angle B ou G, ce que nous ferons en les dédui-
sant des précédentes et de leurs analogues obtenues en y permutant les cotés
b, c et les :fnvles B, C; nous observerons, d’autre part, que toutes les formules
déja établies ont un méme caracteére simple, reliant chacune trois fonctions circu-
laires ou hyperboliques par les seules opérations de multiplication et de division
et non par addition et soustraction, ce qui se traduit en disant que ce sont des
formules calculables par logarithmes; nous devrons donc combiner . par
voie de multiplication et division sculement les formules établies, en y com-
prenant celle qui relie les trois fonctions d’'un méme élément z, tjz = ;—jr
et qui est de méme forme, et en excluant, par exemple I'emploi de la relation

sin?z + cos?zx =1,

qui n’a plus ce méme caractére.

Dans ces conditions, la relation entre b, ¢, B peut s’établir en égalant d’abord
les deux valeursde tja déduites de la relation (32) et de son analogue [ou de
sja déduites de (33)], ce qui élimine @ et donne :

tic _ tjb

5B = cosC ou tjb cos B = tjc cosC,

puis, en remplacant cosC par sa valeur (35), ona :
tjbcosB = tjccjc sinB,

d’ou la relation cherchée :

(36) tjb =sjctgB.

La deraiére relation, entre a, b, c s’obtient enfin par les mémes opérations en
déduisant des relations acquises ol ne figure pas G, les trois fonctions circulaires

deB:

cosB:E‘!—g, sin‘B:i!—b, gB=£‘!—b-,
tja sj sjc
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ce qui donne :

tjb _ sjb tja sjb sj¢ __ sja
o = u— ou S ST = o
sjc  sja tjc tjb tje  tju
ou enfin :
(37) cja=cjbcjc.

Signalons enfin un procédé permettant d’établir directement la relation (36) et
de retrouver en méme temps certaines des relations précédentes; il consiste dans
le recours a une autre forme-type dans laquelle le sommet A de I'angle droit est

/

T ———

o)
5]
N

Fig. 5o.

placé au centre du cercle fondamental, les deux cotés b =[AC]. ¢ =[AB] étant
alors portés par des droites et ’hypoténuse @ = [BC] par un cercle propre qui
coupe respectivement ces droites en B et C et en leurs opposés B', C; abaissant
du centre D de ce cercle les perpendiculaires de DB, DC, sur les cotés, B, et C,
sont les milieux de BB’ et CC/, les angles en D des triangles rectangles DB, B.
DC,C sont des angles aigus respectivement égaux aux angles B, C dans les
premiers cas simples ou ceux-ci sont aussi aigus, les deux hypoténuses DB. DC
sonl égales entre elles, les cotés DB, et DC, sont égaux a AC, et AB, et I'on a
ainsi dans ces premiers cas :

BB, _ BB,

B,D ~ AC,’

BULL. SOC. MATH. — T. 83, FAscC. I. 3

th:



avec
sc—--L tjb = A
ie=pB, f=3cgy
d’ou ‘
LjB=9.—b1
jc

et, en reprenant le méme raisonnement que plus haut, cette formule établie dans
des cas simples s’étend a tous les autres cas, car en II°, elle ne change pas sil'on
y remplace b et B par leurs suppléments; elle est donc générale et constitue bien
la formule (36).

En ne faisant intervenir qu'un seul coté ¢, les mémes triangles rectangles
donnent ensuite, dans les premiers cas simples :

ABy=GCoD = CD cosC, BB, = BD sin B,

d’ou, d’aprés (31) et CD = BD,

et l'on retrouve ainsi, en I'étendant de méme a tous les autres cas, la formule
générale (35).

Mais cette seconde méthode ne mettant pas en évidence d’une maniére simple
I'hypoténuse @ =[BG], figurée par un arc de cercle, ne conduit pas aux formules
contenant @, et ne dispense donc pas de la premiére méthode.

B8. Tableau des formules du fa-triangle rectangle. — En raison de leur impor-
tance, répétons et rassemblons ces diverses formules ; elles constituent un ensemble
de diz relations dont :

Une entre ’hypoténuse a et ses cotés b, ¢ (37) :

(n cja=cjbcjc;
Deux entre ’hypoténuse, un coté et 'angle compris (32) :
(I tjc = tjacos B, tjb =tjacosC;
Déux entre Phypoténuse, un coté et son angle opposé (33) :
(1) sjc =sja sinC, sjb=sjasinB;
Deux entre les cotés et un angle (36) :
() tjb=sjctgB, tjc=sjbtgC;
Deux entre les angles et un coté (35) :
(V) cosC = cjc sinB, cosB = ¢jb sinC;

Une entre les angles et 'hypoténuse (34) :

. 1
(Vl) cja = '-E-B—l-g—c'
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On observera et on en rctiendra des moyens mnémotechniques, l'analogic des
types (II), (III), (TV) avec les formules classiques concernant le triangle
rectangle; on retiendra aussi a cet cffet leur caractere signalé plus haut de ne
contenir que des symboles de multiplication ou division et ce fait que, a part les
formules (IIT) qui ne conticnnent que des sj tous positifs, chaque formule permet
de vérifier en II° ou bien qu’un angle et le coté opposé sont de méme nature, ou
bien que sur les trois cotés il y en a deux ou aucun qui soient obtus; on notera
encore que ces dix formules comprennent au total 30 termes qui six par six sont
des fonctions d’un méme élément, et deux par deux une méme fonction d’un
méme élément.

Signalons enfin qu’il ne peul exister ni une relation générale entre trois
¢léments distincte de la relation correspondante précédente, ni une relation géné-
rale eatre deux él¢ments sculement, car dans les deux cas, dés qu’un élément
serait donné, on ne pourrait plus en choisir arbitrairement un second.

Inversement, il existe des relations générales entre quatre éléments, celles par
exemple obtenues en égalant les deux valeurs, tirées des formules précédentes,
d’une méme fonction d’un mé¢me élément, celles de cje, par exemple; mais ces
relations, du seul fait qu’elles portent sur quatre éléments, présentent peu
d’intéret.

59. Fa-rectangle et ses cinq éléments. -— Avant de poursuivre Pétude et les
applications de ces relations il y a lieu de rapprocher le fa-triangle rectangle d’un
autre fa-polygone simple, le fa-rectangle, que I'on rencontre en méme temps que le
premier en diverses circonstances. Si, par ¢xemple, pour construire un fa-triangle
rectangle on place 'un des cotés ¢ = [ AB] de I'angle droit, puis deux fa-droites.
Pune Az perpendiculaire en A a la fa-droite AB. 'autre By menée arbitrairement

Fig. 51.

par B, on obtient un fa-triangle rectangle BAC lorsque A et By se coupent en un
peint G, ce qui est toujours le cas en II°; mais en I'® si Az et By sont non
sécanles, ce fa-triangle n’existe plus tandis que 'on peut mener une perpendicu-
laire commune DE 4 Az et By et obtenir ainsi un quadrilatere simple dont les
cOtés sont des segments de fa-droites et dont trois angles de sommets A, D, E sont
droits; il en est d’ailleurs de méme en 11° ot Az et By ont a la fois deux points
d’intersection opposés C, C' et une perpendiculaire commune DE. D'ou cette
premiere notion simple de quadrilatere ayant trois angles droits et un quatricme
angle quelconque.

Pour préciser, on observera qu’un tel quadrilatére peut aussi se construire en
placant arbitrairement le sommet D opposé a I'angle non droit, par exemple au
centre du cercle fondargental, puis deux demi-fa-droites rectangulaires Dz, Dy
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portant les cotés issus de ce sommet D, et abaissant ensuite, d’un point quel-
conque B pris a l'intérieur de I'angle droit # Dy les fa-droites perpendiculaires
BA sur Dz, BE sur Dy; les trois angles de sommets A, D, E du quadrilatere
BADE ainsi construit sont bien des angles droits, le quatritme B = ABE, qui
est quelconque, est U'angle proprement dit B du fa-rectangle; entre les quatre
cotés on distingue les deux cétés de l'angle ¢ =[BA], ¢'=[BE] issus du
sommet B de cet angle B, et les deux bases, b =[AD], ¥'=[ED], respective-
ment adjacentes a ces cOtés; de méme que le fa-triangle rectangle le fa-rectangle
a ainsi cing éléments, son angle B et ses quatre cotés b, b/, ¢, ¢'.

En I ot la construction précédente ne comporte aucune exception un
fa-rectangle est toujours un quadrilatére convexe, deux perpendiculaires 4 une
méme fa-droite, AB et DE par exemple perpendiculaires 4 Dz, étant non sécantes
et tous les points tels que A et B de I'une étant bien situés d’un méme coté de

l’autre ; dans ces conditions, I'une quelconque des deux fa-droites diagonales DB,
AE décompose le fa-rectangle en deux fa-triangles, la somme de ses quatre angles
est inférieure a quatre droits et en ce qui concerne l'angle proprement dit B, il
en résulte que en I'* Pangle non droit d’'un fa-rectangle est un angle aigu.

60. En II° la construction fait intervenir les poles des fa-droites rectangulaires
Dz, Dy, ceux de Dz étant situés 'un P sur la demi-fa-droite Dy I'autre P’ sur
son opposée Dy’, ceux de Dy ¢étant de méme I'un Q sur Dz I'autre () sur Do/,
ces poles étant en outre dans la forme-type choisie sur le cercle w, centré en
D contraire au cercle fondamental w; la perpendiculaire abaissée de B sur Dz
est portée par le cercle mené par les trois points B, P, P’; B étant intérieur a
Pangle z Dy et non situé sur 'un de ses cotés, ce cercle coupe la demi-fa-droite
Dz en un point A et un seul et coupe 'opposée D2’ en un second point A’, opposé
de A; de méme la perpendiculaire abaissée de B sur Dy est le cercle mené par
B, Q, Q' et coupe Dy en E, Dy’ en son opposé E'. Mais en ce qui concerne la
convexité du quadrilatere BADE ainsi construit si 'on observe encore que les
sommets A et B sont situés d’'un méme coté de la fa-droite y' Dy qui joint les
deux autres sommets D, E, que de méme E et B sont situés d’'un méme c6té de
z' Dz, inversement D et A ne sont plus nécessairement d’'un méme coté de la
fa-droite EQE'Q' qui joint B et E, ni D et E d’'un méme coté de APA’P’ qui joint
B et A ; D étant intérieur au cercle w, qui joint les poles P, P’ de Dz et Q, Q' de
Dy suivant que B est intérieur, ou extérieur a ce cercle w, le fa-rectangle BADE
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est convexe ou non convexe, son angle B est saillant ou rentrant, inférieur ou

supérieur a4 deux droits, ses bases b —=[AB], &' =[ED] sont inférieures ou
. T

supérieures & [DP]=[EQ]= --

Dans un cas limite, celui ot le sommet B se place sur I'arc PQ de w, mais non
en I ou Q, les deux cotés C, C' sont dans le prolongement 'un de Pautre et sont

complémentaires, leur somme étant [PQ]= %1 tandis que les bases placées
suivant [ DP] et [DQ] sont toutes deux égales a ;, le fa-rectangle se réduisant ainsi

A un fa-triangle trirectangle DPQ dont un cété [PQ] est décomposé en deux
parties [BP], [BQ].

Fig. 53.

Observant que dans tous les cas les deux cotés de I'angle ¢ =[BA], ¢'=[BE]
sont toujours plus petits que [AP] et [EQ], une premiere conclusion est donc
que en II° il existe deux variétés générales de fa- rectangles, les uns convexes

dont Uangle B est saillant (inférieur A x) et les bases inférieures a :—', les autres
non convexes dont U'angle B est rentrant (supérieur a ) et les bases supérieures

. ® ; ; P s
@ > les cotés de langle B étant dans tous les cas inférieurs a 5 dans une

\

variété limite le fa-rectangle se réduit a un fa-triangle trirectangle, son

angle B est plat (égal A ), ses bases sont égales & g et ses cotés de Uangle sont

complémentaires.

Si, par exemple, I'angle B est saillant, le point B étant placé dans la construc-
tion précédente a I'intérieur de I'angle droit 2Dy, cette méme construction ou
Pon remplace le sommet B et les demi-droites Dz, Dy par leurs opposés B/, D/,
Dy’ donne en méme temps un second fa-rectangle B'A’' DE' dont I'angle non droit,
de sommet B', est rentrant et I'on constate, en outre, en comparant les éléments
de ces deux fa-rectangles BADE, B'A’ DE' que en II° tout fa-rectangle est associé
@ un autre tel que leurs bases soient deux & deux supplémentaires, leurs cotés
de Vangle deux ¢ deux égaux et la somme de leurs angles non droits égale
a 2T,
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Si alors, comme on I'a fait en I, on décompose en deux fa-triangles le fa-rec-
tangle BADE, suppesé convexe en menant 'une de ses diagonales, on en déduit,
puisque 'on est en II°, que la somme des quatre angles de ce fa-rectangle est
supérieure 4 quatre droits (ou 2m), donc que P'angle proprement dit B, qui est

. . . . . ~
saillant est supérieur a un droit, donc compris entre 5 et quant au fa-rectangle
non convexe B'A' DE', associ¢ au précédent, son angle non droit, qui est rentrant,
. b4 3n . . R . . N
est compris entre am—_ =" el am— 7 =T, donc inférieur a trois droits; d’ou

ce caractére important que en II° langle non droit d'un fa-rectangle convexe
est supérieur a un droit et inférieur a deux droits et celui d'un fa-rectangle
non convexe, est inférieur & trois droits et supérieur a deux; d'une facon
générale, cet angle est toujours compris entre un droit et trois droits; dans les
calculs, cet angle B pourra donc étre défini soit par sinB, soit par tgB, tous deux
positifs si B est saillant, négatifs s'il est rentrant, tandis qu'une valeur de cosB
doit étre négative (o > cosB > — 1), mais répond a deux valeurs de B de somme
égale a 2m.

Revenant encore sur la construction précédente, on remarquera que les perpen-
diculaires abaissées de B sur les fa-droites Dz, Dy ont chacune deux pieds
opposés A, A’ ou E, E'; on pourrait donc, remplacant dans ce qui précede I'un
au moins des sommets A, E par son opposé, ce qui revient a remplacer I'un au
moins des cdtés ¢, ¢’ par son supplémentaire, envisager trois autres quadrilatéres
BA'DE, BADE', BA’ DE' ayant également trois angles droits; mais lorsque B est
intérieur & wo un angle droit de chacun de ces quadrilatéres est rentrant, son
sommet étant E pour le premier, A pourle second, D pour le troisiéme, et lorsque
B est extérieur a w, (ce qui revient sur notre figure a remplacer B par B’ et a
considérer les quadrilateres B'ADE', B’A' DE, B'ADE) les deux premiers quadri-
latéres ne sont plus connexes ayant deux colés opposés qui se croisent en un point
intermédiaire (B'A ¢t DE' en P', B'E et DA’ en Q') et 'angle droit de sommet D
du troisiéme est rentrant. Pour ces raisons ces divers quadrilatéres ne seront pas
considérés comme de véritables fa-rectangles; chacun d’eux s’associe d’ailleurs a
un fa-rectangle de facon que leurs divers cotés soient deux & deux égaux ou sup-
plémentaires et la somme de leurs angles non droits égale 4 @ ou & 2m; quant aux
deux fa-rectangles qui seuls ont été retenus BADE et B'A’DE/, ils se distinguent
essentiellement des précédents par la qualité signalée plus haut, étant les seuls

dont les deux c6tés de 'angle non droit sont inférieurs & 7;

Observons enfin, toujours en II°, que si I'on prolonge au dela de A ¢t B les
cotés [DA], [EB] du fa-rectangle convexe BADE, ces prolongements se coupeult
en un péle Q de la fa-droite DE et forment un fa-triangle rectangle BAQ dont les
cinq éléments sont reliés d’une maniére simple a ceux du fa-rectangle : un coté
[AB] leur est commun; deux autres cotés [AQ], [BQ] du fa-triangle sont les
compléments de deux autres cotés[AD], [BE] du fa-rectangle; leurs angles en B
sont supplémentaires; enfin I'angle en Q du fa-triangle, dont le sommet Q est un
pole de la fa-droite DE est égal au dernicr coté [DE] du fa-rectangle : tout
probleme sur le fa-rectangle, toute relation entre ses éléments, se raméne donc a



— 39 —

un probléme, & une relation concernant le fa-triangle rectangle. ¢t Pétude du
fa-rectangle pourrait en rester la; mais néanmoins et afin de conserver le parallé-
lisme entre I*® et II°, il sera intéressant de reprendre directement cette étude.

61. Relations générales entre éléments d’un fa-rectangle. — Ayant ainsi
observé en I et en II° que, de méme que le fa-triangle rectangle, le fa-rectangle
admet cinq éléments, et sa construction, cffectuée plus haut, dépend de deux
arbitraires telles que les fa-distances du sommet B aux deux fa-droites rectangu-
laires Dz, Dy, il existe donc une relation générale entre trois éléments quel-
conques d’un fa-rectangle et le probléme se pose d’établir ces diverses relations:
nous le ferons de plusieurs maniéres.

La premiére, déja utilisée plus haut pour étudier I'angle non droit B, procede
de la décomposition du fa-rectangle BADE effectuée en menant la diagonale DB,
rectiligne dans la forme-type choisie; le fa-rectangle se partage en deux fa-triangles

rectangles DAB, DEB, rectangles en A et E; ceux-ci ont méme hypo-
ténuse x = [DB], leurs autres cotés sont un coté de l'angle du fa-rectangle
et la base adjacente ¢ =[BA] et 6 =[AD] pour le fa-triangle DAB, ¢'=[BE],
et &' =[ED] pour DEB; leurs angles en D, § = ADB. "= EDB sont complémen-
taires; leurs angles en B, 3 = ABD, 3'= EBD ont pour somme 3 + &'=B. Ne
retenant d’abord pour chacun d’eux que les quatre premiers ¢léments b, ¢, x, 0 et
b, ¢, z, V, ceux-ci sont liés respectivement par les quatre relations générales
suivantes, ou les lignes trigonométriques de 'angle 0’ sont remplacées par les lignes
complémentaires de 'angle 0 :

cjz =cjbcje, tjc =sjbtgh, sjc = sjx sin b, tjb = tjr cosh,
38 b’
(38) ' cjz =cjb'cjc, tjc’:%y sj¢’ = sjx cosH, tjo’ = tjx sinh.

En vue d’¢liminer entre ces diverses relations les deux éléments auxiliaires z, 9,
on peut d’abord égaler les deux valeurs qui s’en déduisent de sinf, ou de cosf, ou
de 1g0, cc qui donne les relations suivantes :

sie _ubsie b te sy

sjiz Gz’ sz yx sib 4!
. sjx . ’
dans celles-ci # ne figure que par le rapport t;—x =cjx, et cn égalant alors les

quatre valeurs de cjz déduites de ces dernieres relations ct des précédentes, on
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obtient ainsi entre les quatre cotés b, ¢, ¥/, ¢ les relations générales suivantes :

(39) cjbcjc=cjb'cjc’=:Tch-;=?i—2, tjctje'=sjbsjd’;

certaines d’entre elles portent sur quatre éléments et ne sont intéressantes que par
leur symétrie, mais entre les quatre expressions deux a deux égales ne retenant
que les égalités reliant la premidre ou la seconde a chacune des deux autres, on
obtient les quatre relations générales suivantes entre trois éléments :

(40) tge =cjbtjd,
(41) sjic’=sjbcje,

(40") tjc'=cjb’' tjb;
(41") sjc =sjb'cjc’;

la maniére méme dont on vient d’établir ces quatre relations montre d’ailleurs que,
inversement, les autres relations (38) entre quatre éléments sont des conséquences
de celles-ci etla vérification s’en fait immédiatement.

62. Reste a établir les relations ou figure 1’angle B; la méme décomposition du
fa-rectangle qui donne B = {3 + @' permet le calcul rationnel des trois fonctions
circulaires de B en fonction de celles de 8 et §/, calcul qui s’effectuera en utilisant
les relations qui existent respectivement entre 3 et ' et les autres éléments des
fa-triangles rectangles BAD, BED, relations dont on a déja reproduit plus haut
celles qui ne portent pas sur 8 et 3. De la une variété assez grande de procédés
et d’exercices de calcul; retenant, par exemple, les relations dans le fa-triangle
BAD, entre les sinus et cosinus des angles 8, 0, ona :

cosf = cjb sinb, sinf= ——,

et de méme, dans le fa-triangle BED, ou 0 est remplacé par ; =0

: . sin 6
cosB' = cjb’ cosh, sinf/ = —— -
cjc
On en déduit d’abord,
. . . . cjb’ cjb .
sin B = sinj cos 3"+ sinf' cos{} = A2 o520 +- -—"—, sin20,
cjc cjc

d’ou, les coefficients de cos?0 et sin%0 élant égaux, d’apres les valeurs égales de
cjz (38), des deux expressions suivantes de sinB :

inB= 9% ink = 9.
(42) sinB = cjc’ sml;_.cjc,

On trouve ensuite :

PPV I 1
cos B = cos B cosf’'— sin 5 sin P’ = sin 6 cos0 [cjb cjb’ — cjccjc’]’
d’aprés les mémes valeurs de cjz, la quantité entre crochets s’écrit :

ez 1 cjfx—1 _ . sj’z
geed  gegd  ¢ege I gecc’
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alors.que les troisiémes égalités (38) donnent :

sjesjc’

sinf cosh = =— y
s)tx

d’ot, sjx n’étant pas nul, et d’aprés (39), les deux valeurs suivantes de cosB en
fonction de deux cotés :

(43) cosB = jtjetjc,
(43") cosB = jsjbsjb’.

On en déduit enfin, toujours en fonction de deux cotés, deux valeurs de tgB
que, a titre d’exercice, on pourra d’ailleurs calculer directement :

. )b’ . cjb’
¢B = T q T = - -
'8 J cjetjetjc’ sjegc’
ou, d’apres (41') :
1 J
B=j —F—F— = ——
(44) tgB =y Gocage — 5647
et de méme
(44" tgh =7

ybsjc

63. On peut d’ailleurs reprendre ces recherches par un procédé qui reste mieux
dans l’esprit de la méthode en évitant le recours, imposé par la décomposition de
I'angle B, a des additions et soustractions et qui consiste, ainsi qu’on l'a fait pour
le fa-triangle rectangle, dans ’emploi de formes-type ou I’on place un sommet du

fa-rectangle au centre du cercle fondamental. Lorsque ce sommet est celui de
Pangle non droit B les deux cotés de cet angle ¢ =[BA], ¢'=[BE] sont portés
par des demi-droites Bz, By issues de B, les bases b =[AD], &’=[ED] sont
des arcs de deux cercles centrés I'un en un point A, de Bz, I'autre en un point
E, de By et passant par les poinls opposés A, A’ pour I'un, E, E’ pour 'autre; ces
cercles forment avec le cercle fondamental » un systéme orthogonal, et si I'on
méne la hauteur E,H du triangle BA(E, ayant pour sommets les centres de ces
cercles, la valeur de la puissance du cercle w-centré en B donne I'égalité

JR2=BA,.BH = BA,.BE, cosB,
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ot BA, et BE, sont reliés aux fa-distances ¢ — [BA], ¢'=[BE] par les formules
générales (31), ce qui donne :

. R R
2= .
JR:= e tjc’COSB’

Pon retrouve ainsi la formule (43), puis d’aprés la derniére égalité (39), la
seconde formule (43').

Fig. 56.

Dans une seconde forme-type, c’est le sommet A d’un angle droit non opposé a
P’angle non droit qui se place au centre de ; le c6té ¢ = [BA] et la base adjacente
b= [AD].sont des segments rectilignes portés par des demi-droites rectangulaires
Az, At issues de A; la seconde base b'=[DE] est un arc d’un cercle dont
le centré D, et deux points diamétralement opposés D, D’ sont situés sur A¢; de
méme le second coté ¢/ =[BE] est un arc d’un second cercle centré en un point S
non situé sur Az et coupant cette droitc Az en B et son opposé B’ en formant

avec elle 'angle B du fa-rectangle; ces deux cercles forment avec le cercle fonda-
mental » un systéme orthogonal, leurs points d’intersection E, E' sont alignés
avec le centre A de » et en menant la hauteur SH du triangle formé par les trois
centres Dy, S, A, on a comme dans la forme-type précédente :

JR= ﬁo.}\T'I.:KT)mm;
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d’autre part, les cotés SB, SB, du triangle rectangle SB,B étant perpendiculaires
a ceux de 'angle B, on a aussi au moins en valeur ahsolue :

BoS = BB, cotgB,
‘"d’ou comme plus haut :

j R2= En .ﬁo cotgB,

ou

JcotgB =tjbsjc,
¢galité qui, en outre, se vérifie en signe soit que en I, ou B est aigu, tous ses
termes soient positifs, soit que en II°, ou sjc est toujours positif, B ¢st saillant,

. T . .
compris entre — el n(cotgB << o0, j =-—1), lorsque la base est comprise entre o

% . . . 3=
el E(lgb>0), soil que B soit rentrant, compris entre = et > lorsque & est

Fig. 58.

compris entre ; el m: celte vérification se fait aussi sur les deux formes qu’aflecte

la figure en 1I° en y échangeant simplement les points D et D', les fa-rectangles
BADE et BAD'E'] 'angle saillant de I'un et I'angle rentrant de l'autre, la base
b =[AD] du premier et la base supplémentaire [AD'] == — b de l'autre.

On retrouve donc bien la formule générale (44') ainsi que son analogue (44).

Le lecteur pourra retrouver de méme directement les formules donnant sinB
en utilisant la forme-type ou c’est le sommet D opposé a 'angle non droit qui se
place au centre du cercle fondamental et en appliquant la relation qui donne
I'angle de deux cercles en fonction de leurs rayons AA,, EE, et de la distance
AyE, de leurs centres; mais il nous suffira de déduire la valeur d¢ sinB de celles

ui viennent d’étre trouvées de cosB et cotgB, qut donnent :

cosB _ tjetje’ _ tjc

sinB = 6B = §bse ~ Gbge

d’ou d’apreés (41) une valeur ne dépendant que de deux cotés

sinB = E"—L i"—b,= M,
tjb sjc’  cje

ce qui reproduit bien 'une des formules (42).
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64. Tableau des formules du fa-rectangle. — En résumé on a trouvé comme
dans le fa-triangle rectangle, diz relations générales, portant chacune sur trois
quelconques des cinq éléments et qu’il est bon de reproduire en les répartissant
en six types, soit :

Deux relations entre les deux bases et un cété de U'angle (40) :

%) te=cjbtjb’,  tjc'=cjb tjb;
Deux entre ure base et les cétés de Uangle (41) :

(II) sjc=sjb' ¢cjc/, sjc’=sjbcjc;
Deux entre angle, une base et le coté adjacent (44) :

(IID) JjeotgB=tjbsjc, jcotgB=1tjb'sjc;
Deux entre l'angle, une base et le coté opposé (42) :

(IV) ¢jb = cjc’ sinB, cjb’ = cjc sinB;
Une entre U'angle et ses cotés (43) :

V) JceosB=tjetjc’;
Une entre Uangle et les deux bases (43') :

(VD) JcosB =sjbsjb’.

Les mémes observations générales que pour le fa-triangle rectangle, sur le
nombre et la nature des divers termes de ces formules, s’appliquent également
ici : nous signalerons encore en II° que ces formules s’appliquent aussi, mais
seulement en valeurs absolues et non plus en signes, a tout fa-quadrilatére ayant
trois angles droits, saillants ou rentrants : celui-ci se rattache en effet 4 un
fa-rectangle convexe de telle fagon que, en passant de I'un a 'autre, chaque terme
de I'une quelconque de toutes ces relations ne change pas ou ne fait que changer
de signe.

65. Application au fa-triangle rectangle impropre. — Rapprochant toutes ces
relations de celles qui concernent le fa-triangle rectangle, on contate, ainsi que le
font prévoir les considérations qui ont conduit a la notion de fa-rectangle, que
dans les deux groupes de relations il en est trois qui, rattachant I'angle B et un
c6té adjacent ¢ (désignés de la méme maniére dans les deux figures) a un troisi¢me
élément, peuvent se mettre sous une forme commune ayant respectivement les
mémes premiers membres, et s’écrivant pour le fa-triangle :

(45) sjctgB =1tjb, ch—=t.ja, cjc sinB = cos C,
cosB
pour le fa-rectangle :

e L, cjesinB =¢jd'.

’ 3 —_ _!; —_ L
(45 s"c"gB—tjb’ cosB ~ tjc’

En II° o0 chacun des seconds membres peut prendre toute valeur de — a
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+ @ pour les deux premidres relatives et de —1 & 41 pour les troisidmes, il n'y

a pas lieu de s'arréter davantage sur ce rapprochement ou Ion retrouve une

correspondance déja signalée entre un fa-rectangle et un fa-triangle rectangle.
Mais en I*°, en se reportant aux valeurs pour z > o des fonctions thz, chz,

cosz, on constate que les trois expressions she igB, —=, chesinB sont infé-

the
os B
rieures & 1 dans un fa-triangle rectangle, supenewe: a 1 dans un fa-
rectangle, et qu’il existe un cas limite intermédiaire répondant aux relations :
the ]

5" = =2¢
(45") shetgB =1, cosB

=1, chesinB =1
et aux valeurs particuli¢res C=o, '=o0, a, b, ¢ infinis, cas qui comme on
’avait prévu dans la construction initiale du paragraphe 59 est celui du fa-triangle
lectangle impropre; on retrouve bien d’ailleurs dans ces relations (45"), celles
qui rattachent une fa-distance c=2 aI'angle de para]léllsme correspondant B—=o.

Quant aux autres des dix relations de chacun des deux groupes, ou ne figure au
plus qu’un seul des deux éléments ¢, B, on constate qu’elles sont toutes vérifiées
identiquement pour les valeurs particulieres signalées de a, b, C dans le fa-
triangle, ¢/, b, b' dans le fa-rectangle. Ainsi les diz relations entre éléments soit
du fa-triangle rectangle, soit du fa-retcangle, s'appliquant aussi au fa-
triangle rectangle impropre, sept d’entre elles se réduisent alors a des identités.

Une application, que nous étendrons plus loin, montre 'importance de ces
rapprochements; elle conserve un caractére de ces relations (45), (43'); jusqu’ici
et de méme que pour toutes les autres des deux groupes de dix relations, il ne
leur a été attribué qu’un caractére nécessaire en ce sens qu’elles sont vérifiées
quel que soit le fa-triangle rectangle ou le fa-rectangle ou encore que, pour que
les trois éléments figurant dans chacune d’elles appartiennent a une telle figure,
il faut qu’ils satisfassent a cette relation. La question se pose donc d’examiner si
la relation posséde aussi le caractére suffisant, c’est-a-dire, si lorsque trois élé-
ments, donnés a priori, satisfont a cette relation, il existe une figure, fa-triangle
rectangle ou fa-rectangle, admettant ces trois éléments.

Le raisonnement étant le méme pour toutes ces relations comsidérons, par
exemple, en I', la relation

shetgB = thb,

et supposons, donnés a priori deux fa-longueurs ¢, b positives et un angle B.
compris entre o et 7 vérifiant cette relation. Ainsi qu’on I'a vu au début du para-
graphe 89 on peut construire, 2 la position pres, une figure et une seule, fa-
triangle rectangle ou fa-rectangle, ayant un premier coté [BA] égal a ¢ et un angle
adjacent égal a B; cette figure est ici un fa-triangle rectangle car, d’apres I'hypo-
these, le produit shetgB est inférieur 4 1 comme étant égal a thb, et le second
coté [CA] de son angle droit a une valeur bien déterminée b'=[CA] qui, puisque
le fa-triangle existe, satisfait a la relation shctgB =1thd', ce qui entraine
thd'=thb, et enfin '=>5, A une valeur comprise entre o et 1 des th corres-
pondant une valeur positive de z et une seule; le fa-triangle rectangle BAC ainsi
construit a donc bien trois éléments égaux respectivément aux valears données c,
b, B et la relation proposée est sufﬁsame.
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Le méme raisonnement s’applique aux relations paralleles (45'), (45")

I
SthgB=Eh_b’ shcigB =1,
concernant le fa-rectangle et le fa-triangle rectangle impropre; il s’applique
aussi en I1°, aux relations correspondantes :

. . I

sinctgB = tgb, 5mCth=i—g—b’
ou b variant de o a m, 1gb prend toute valeur positive de 0 a4 + a0, et ou il y alieu
de tenir compte de cette condition qu’un angle B d’un fa-triangle rectangle est

. . . T
compris entre o et 7, tandis que celui d’un fa-rectangle ’est entre 5 et %’5

Comme il en est de méme pour toutes les autres, on en déduit que chacune des
trois relations (45), (45") ou (45"), entre éléments d’un fa-triangle rectangle,
d’un fa-rectangle, ou d’un fa-triangle rectangle impropre, est une condition
nécessaire et suffisante entre ces éléments.

66. Fa-pentagone droit. — Il y a lieu d’étudier de méme les autres relations
des deux groupes; mais auparavant et de méme que nous avons associé la notion
de fa-rectangle a celle de fa-triangle rectangle en remplacant au moins en I,
deux fa-droites sécantes et leur angle par deux fa-droites non sécantes et la fa-

gle p
longueur de leur perpendiculaire commune, nous étudierons la figurc obtenue

g perp 8
lorsque, aux deux fa-droites sécantes qui portent les cotés de I'angle non droit
d’un fa-rectangle, on substitue deux fa-droites non sécantes. Cette circonstance se
présente en I, lorsqu’en se donnant arbitrairement les deux bases b —=[DA],
b’'=[DE] d’un fa-rectangle (D pouvant étre placé au centre du cercle fonda-

8 P P

mental), on porte ces bases sur deux fa-droites rectangulaires Dz, Dy, et l'on
mene les perpendiculaires en A 4 Dz et en E a Dy; celles-ci peuvent étre non
sécantes, auquel cas elles admettent une perpendiculaire commune FG coupant
la premiére en un point F, la seconde en un point G, d’ott une nouvelle figure,
constituée par un fa-polygone de cinq cotés DAFGE, dont tous les angles sont
droits et qui sera dit fa-pentagone droit; ce fa-pentagone est convere, car deux
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de ses cotés non consécutifs [DE] et [FG], par exemple, sont toujours portés par
deux fa-droites qui, perpendiculaires & une méme troisitme EG, sont non
sécantes, ce qui entraine que les sommets F et G, puis pour la méme raison,
F ct A, sont situés d'un méme coté de la fa-droite DE joignant les deux autres
sommets D, E; ce fa-pentagone droit a, d’autre part, comme le fa-triangle rectangle
et le fa-rectangle, cinq éléments, qui sont ses cdlés, b=[DA], &' =[DE],
¢ =[AF], ¢' =[EG], @ = [FG], mais qui jouent alors tous le méme réle.

Fig. 6o.

Comme au paragraphe 59 un cas limite se présente, celui ou les perpendi-
culaires en A 3 Dz et en E a Dy sont paralleles, d’od une forme limite commune
au fa-rectangle et au fa-pentagone droit dans laquelle s’annule I'angle non droit
du premicr ou un cété du second, qui sera dite fa-rectangle impropre, 'un de
ses sommets ¢étant le point fa-impropre commun a ses deux cotés paralleles.

Reprenant cette question en II° ou deux fa-droites ont a la fois deux points
d’intersection opposés ct une perpendiculaire commune, on pourrait obtenir
simultanément, & partir des mémes données, un fa-rectangle et un fa-pentagone
droit. Pour en discuter, rcprenons et poursuivons la construction du para-
graphe 60, avec un premier sommet D placé au centre du cercle fondamental o et
de son contraire wo et ou 'on a déja placé dans le cas général deux premidres fa-
droites rectangulaires Dz, Dy, issues d’un premier sommet D, puis deux autres
perpendiculaires 'une APA'P' 4 Dz, I'autre EQE' Q' a Dy, celles-ci, constituées
par les cercles de diametres AA'et EE/, se coupant en deux points opposés B, B
non situés en général sur wy, 'un que on peut toujours supposer éire B étant
intérieur & wy et Pautre B’ extérieur. Il reste, pour former un fa-pentagone droit
a placer une cinquidme fa-droite perpendiculaire commune aux deux précédentes;
celle-ci qui a pour péles B, B’ est placée sur un cercle centré sur la droite BB' et
coupant w, aux extrémités R, R’ du diamétre perpendiculaire & BB'; elle coupe la
fa-droite APA'P’ en des points opposés F, F' et de méme EQE'Q’ en G, G/, le
dernier coté du pentagone ayant donc pour extrémités F ou ¥/, G ou G'; or les
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fa-distances a B de tous ses points étant toutes égales a g, donc supérieures aux

cotés [BA], [BE] de I'angle B du fa-rectangle DABE, les points D, A, E sont tous
situés dans la méme région limitée & ce cinquidme coté, tandis que A’ et E' ne
sont pas dans la méme région que D : le fa-pentagone ne pourrait donc étre
convexe que si wois de ses premiers sommets sont D, A, E; par rapport au
coté DA, les trois autres sommets doivent donc étre E, G, F/, et par rapport a DE,
ils doivent étre A, G’ et F, d’ott contradiction et, par suite, impossibilité en II° de
construire un fa-pentagone droit convexe.

Le lecteur curieux pourra vérifier, en conservant toujours le premier sommet D
et en choisissant pour chacun des suivants entre A et A/, F et F/, Get G/, E et E/
qu’aucun des 16 pentagones ainsi formés, tout en ayant ses cinq angles tous droits,
n’est convexe, certains comme DAFGE, DAFG'E, DAFG'E' ayant un angle droit
rentrant de sommet D, A ou F, d’autres comme DAF'G'E, ayant tous leurs angles
saillants, mais dont le périmetre est une ligne polygonale formée avec un point de
croisement B.

La conclusion est qu’:l n’existe de fa-pentagone droit convexe qu’en I et que
les relations entre ses cotés qui vont étre établies ne seront pas valables en II°, si
cen’est que, de méme qu’on I'a vu pour les fa-rectangles non convexes, ces relations
puissent encore s’appliquer entre valeurs absolues seulement.

Remarquons enfin, en rapprochant cette conclusion de celles qui concernent le
fa-triangle rectangle et le fa-rectangle et en rappelant la valeur classique en Géo-
métrie euclidienne de la somme des angles d’un polygone, que nous rencontrons
ici une nouvelle opposition entre les trois espéces de Géométric, opposition qui se
confirmera plus tard & propos des aires sous une forme plus concréte, et par suite
que les seuls fa-polygones convexes ¢ angles tous droits ont trois cétés en 11°,
quatre en III° et cimg au moins en I°.

67. Relatioms emtre tOtés d'un fa-pentagone droit. — Ces principes établis, on
observe que de méme que pour un fa-triangle rectangle et un fa-rectangle, un fa-
pentagone droit admet encore d’une part cing éléments qui sont ses cités, et sa
construction d’autre part dépend de deux arbitraires telles que les deux cotés
consécutifs [DA], [DE]; il existe donc une relation générale entre trois quel-
conques des cing odtés et le probléme se pose d’établir ces diverses relations.

A cet effet nows décomposons le fa-pentagone DAFGE en deux fa-rectangles
DAFH, DEGH, en abaissant du sommet D sur le coté opposé [FG] la perpendi-
culaire [DH]; cette perpendiculaire, représentée dans la forme-type utilisée plus
haut_par la dreite joiznant D au centre du cercle portant le coté [FG], appartient
au méme faisceam gme les deux autres perpendiculaires [GE], [FA] a4 la méme
fa-droite [FG]; elle se situe donc, comme son point D, entre ces deux dernieres,
son pied H est plaoé emitre les sommets F et G et le fa-pentagone est bien décom-
posé en deux fa-rectamgles DAFH, DEGH qui ont un c6té commun [DH] = z et
dont les angles mom dirwits, de sommet commun D, § = ADH, 8’ = EDH sont aigus
et complémentaires; demx des autres cotés de chacun de ces fa-rectangles, [DA]=25,
[AF] = ¢ powr Yum, [DE] = ', [EG] = ¢’ pour l'autre, sont aussi des cotés du
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fa-pentagone et l'on distingue ainsi dans chacun quatre éléments, Pangle 6 ou
o= g —0, les deux cotés de 'angle z, b ou z, &', et une base ¢, ou ¢, d’ott entre
ces quatre éléments, les quatre relations suivantes, appartenant respectivement
aux types (II), (III), (IV), (V)
shz =shechi, cotgl = thesho, che = chz sind, cosd = thxthb:

shz = shc' chd’, tgd = the' shé, ch¢' = chz coso, sinf = thz thd’;

ces relations ont la méme forme que les relations (38) du paragraphe 61 et les
mémes calculs donnent d’abord en égalant entre elles les deux valeurs qui s’en

déduisent
che = chz thz thd = sha thd/, che'=shx thb,

puis, en laissant de coté diverses relations portant sur quatre cotés, et remplacant
sha par ses premictres valeurs, on obtient entre trois c6tés les relations suivantes :

che =shechbth?, che =she chd' thd',

ou
(46) thechbthd' =1,
7 che =she¢ shi

¢t de méme :
the' chd' thd =1, che'=sheshb.

Ces quatre relations sont deux a deux de méme forme, vérifiant ainsi que les
cing colés du fa-pentagone jouent tous le méme roéle; deux portent sur trois
cotés consécutifs ¢ = [AF], b =[DA], ¥'=[ED], ou ¢, b, b, ou mieux sur un
¢Olé b ou ¥, compris entre deux autres; deux autres portent sur trois cétés non
consécutifs, ou mieux sur un coté ¢ ou ¢', opposé a deux autres nécessairement
adjacents ¢/, ' ou ¢, .

Comme chacun des cinq cotés peut jouer le méme role, on en déduit des
conclusions analogues a celles qui concernent le fa-triangle rectangle et le
fa-reclangle et d’apres lesquelles il existe dix relations générales liant trois par
trois les cing cotés d’un fa-pentagone droit, et ces dix relations appartiennent
cing par cing a deux types seulement, suivant qu'elles portent sur un coété
compris entre deux autres ou opposé a deux autres.

68. Application au fa-rectangle impropre. — De méme qu'au paragraphe 63, il
¥ a licu de rapprocher ces diverses relations de celles qui, en I'®, concernent le
fa-rectangle, et plus particulidrement celles de ces relations ou figurent les bases
initiales b, &' el qui s'écrivent, pour le fa-rectangle :

A8 chb th#/ = the, chd’ thd = the', shbshd = cosB,
¢t pour le fa-pentagone droit, @ ¢étant le colé opposé a b et b’ :
(%) chbtht' = ——, chd' thd = #c" shbshd' =cha

the
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On constale ainsi (comme au paragraphe 65) que les trois expressions chb th¥',
chd'thd, shbshd' sont inférieures a 1 dans un fa-rectangle, supérieures a 1
dans un fa-pentagone droit, et qu'il existe un cas limite intermédiaire dit du
Jfa-rectangle impropre dans lequel I'angle non droit du fa-rectangle ou un cété
du fa-pentagone est nul (B =0 ou a =o0), tandis que les deux cotés ¢, ¢’ adja-
cents a cet angle ou & ce premier colé sont infinis; ce cas se caractérise par
chacune des relations :

(48") chbthd'=1, chd'thb=1, shbshd' =1,

les sept autres relations entre les cinq éléments étant identiquement vérifiées.
Il est intéressant de transformer ces relations en fonction des angles de parallé-
lisme o, ¢' correspondant aux fa-longueurs &, &'; elles s’écrivent ainsi

1

I
cosp' =1, ———Cosp =1, —_— =1,
tgetge

sin ¢’

sin @
ou
sin ¢ = cosy’, sing’ = cos o, tgo = cotgo’,

et se réduisant & une seule ¢ + ¢'= ", et 'on retrouve bien, ainsi qu'on pouvait

le prévoir dans la décomposition du fa-rectangle en deux fa-triangles rectangles et
du fa-pentagone en deux fa-rectangles un cas particulier des angles complémen-
taires 0, 0/

69. Synthése de relations entre éléments des trois figures. — Le rapprochement
entre les formules (48), (48'), (48") et son analogie entre les formules (45), (45'),
(45") vont nous permettre de discuter du caractere nécessaire et suffisant de ces
diverses relations; mais auparavant il conduit & une synthese de toutes ces
formules.

Nous rendrons d’abord plus expressives les relations (46), (47) entre c6tés d'un
fa-pentagone droit en désignant ces c6tés, rangés dans l'ordre ou ils se succédent
en parcourant le périmetre du fa-pentagone par p, g, r, s, ¢, et en substituant
a shz, chz, thz, d’autres notations S(z), G(z), T(z) qui, confondues avec les
précédentes dans le cas du fa-pentagone, auront un sens plus général en s’appli-
quant aussi bien aux deux autres polygones et aux deux cspeces I'® et II° les
relations (46), (47) concernant un cdté quelconque p du fa-pentagone associé &
ses cOtés adjacents ¢, ¢ pour l'une, ou a ses c6lés opposés r, s pour lautre, se
mettant ainsi sous les formes :

(49) C(P)=—__—T(q)IT(t)’
(50) C(p)=S(r), S(s).

Reprenons alors en les complétant les rapprochements des paragraphes 65 et 68
en écrivant sous les formes précédentes ou sous des formes voisines, les types (46),
(47) des relations concernant le fa-pentagone droit dont les cotés se succédent
dans l'ordre b, ¢, a, ¢, b', puis ceux du paragraphe 64 qui concernent le fa-
rectangle dont les cinq éléments successifs sont b, c, B, ¢/, b/, et enfin ceux du



paragraphe 38 qui concernent le fa-triangle rectangle d’éléments successifs 4, C,
a, B, ¢, nous relevons, appartenant au premier type (49), les relations suivantes :

Pour le fa-pentagone :
1

ch = Howmy’

Pour le fa-rectangle :
R _L_jg R et
c;b_.tjb,' sjc—_—tjbth' JcosB =tjctjc

et pour le fa-triangle rectangle :

sjc = yb sB—"j—C Cja = ——
1= B’ cosP = ga’ 1¢= BB wo
et appartenant au second type (50) :
Pour le fa-pentagonc :
cha =shbshd’

Pour le fa-rectangle :
cjb’ =cjcsinB, sjc =sjb’ ¢jc’, JcosB =sjbsjb,
et pour le fa-triangle-rectangle :
cos C = c¢jc sin B, sjb = sja sin B, cja=cjbcjc.

De ces rapprochements on déduit que toutes les relations établies entre trois
éléments de I'un ou l'autre des trois polygones ou de leurs formes-limites im-
propres sont de la forme générale (49) ou (50) suivant qu'elles relient un élé-
ment auzx deux éléments adjacents ou opposés, a condition que les trois
expressions S(z), CG(z), T(x) répondent aux définitions suivantes qui entrainent
toutes : S

x
et qui s¢ rapportent toutes aux cinq éléments, cotés ou angles, rangés dans un
ordre détermin¢ :

Si z est un c6té non adjacent & un angle ou adjacent & deux, ce qui est le
cas d’un c6té du fa-pentagone, d’une base du fa-rectangle, de 'hypoténuse du
fa-triangle, on a :

(51t) S(z)=sjx, C(z)=cjx, T(z)=tj=.

Si z est un coté adjacent a un angle et un seul, coété de I'angle non droit du
fa-rectangle, ou c6té de 'angle droit du fa-triangle, il y a échange, et I'on a :

(517) S(z)=cjz,  C(z)=sjx, T(@) = 75

Si z est Uangle non droit unique du fa-rectangle, on a :
(513) S(z) = sinz, C(z) =/ cosx, T(z)=jtgx
et s z est un angle du fa-triangle rectangle :

(51%) S(x)=sinz, C(x) = cosz, T(z)=tgx.
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On notera que toutes ces notations et interprétations s’appliquent dans les cas
limites, soit en I'* ceux du fa-rectangle et du fa-triangle tous deux impropres dorit
certains éléments sont nuls, d’autres infinis, ce qui répond a

sjo =sho = o, cjo=cho=1, tjo=tho =o,

et
sj(+)=sh(+wo)=-+ow, cj(+®)=ch(+w)= +ow, tg(+o) =th(+wo) =1,

soit en II° celui du fa-triangle bi ou tri-rectangle ou il importe d’observer que un
ou deux angles ont alors une valeur particuliére égale 4 un droit tout en restant
des ¢léments de ce fa-triangle, et se distinguent ainsi de I'angle droit initial qui ne
compte pas parmi les cinq éléments.

70. Caractére suffisant des relations. — Cette syntheése posée et toutes les rela-
lions envisagées entre trois éléments se présentant d’apreés leur origine avec un
caractére nécessaire, leur caractére suffisant s’établira, s’il y a lieu, ainsi qu’on I'a
déja fait sur un exemple particulier, en observant que la démonstration repose sur
deux circonstances essentielles : la premiére est que la construction géométrique
de la figure peut toujours se faire connaissant deux éléments consécutifs figurant
dans la relation envisagée et cela sans aucune condition ou bien sous une condition
qui est remplie du fait que cette relation est vérifice; la seconde est que cette rela-
tion donne pour le troisi®me élément, en fonction des deux premiers, unc valeur
et une seule, définie par I'une de ses fonctions circulaires ou hyperboliques.

La question est donc de passer en revue les diverses relations envisagées et
d’examiner si I'on y retrouve ces deux circonstances. Ceci est d’abord le cas en I'
pour le fa-pentagone droit que ’on a appris a construire connaissant deux cotés
consécutifs et dont un troisitme cété x a une valeur positive et une seule définie,
suivant que la relation est de la forme (46) ou (47), par thz ou chz.

Considérons ensuite en I"eten II°, un fa-rectangle dont les éléments se rangent
dans l'ordre b, ¢, B, ¢/, b'; si 'on se donne les deux bases b, ', la conslruction
est immédiate, c’est celle qui a conduit a la notion de fa-pentagone droit; et qui,
suivant les valeurs de b et &' donne un fa-rectangle ou un fa-pentagone droit, si
I'on se donne une base b, et le coté adjacent ¢, la construction se fait en portant
sur les fa-droites cotés d’un angle droit DAB les fa-longueurs [AD] = &, [AB] = ¢,
puis menant Dz perpendiculaire en D a [AD] et abaissant de B la perpendiculaire
[BE] a Dz; si enfin les données sont I'angle non droit B et un coté ¢ =[BA] de
cet angle, la construction est tout aussi immédiate, c’est celle qui a conduit a la
notion de fa-rectangle et qui suivant les valeurs de B ct ¢ donne un fa-triangle
rectangle ou un fa-rectangle.

De méme avec un fa-triangle rectangle BAC, d’éléments successifs ¢, B, a, C, b,
silon se donne un angle B et le coté adjacent ¢ (ou G ct b), la construction est
celle que nous venons de rappeler; elle est aussi immédiate si 'on se donne les
deux c6tés b, c de I'angle droit; et enfin si les données sont ’hypoténuse ¢ = [BC]
et un angle B, elle se réduit a placer cet angle B, porter [BC] = a sur I'un des
c6tés de cet angle et abaisser de C la perpendiculaire [CA] sur 'autre c6té.
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Cette premiére circonstance ainsi établie sans réserve aucune, il reste a examiner
la seconde, la détermination unique par la relation envisagée du troisi¢me élément z :
celle-ci est immédiate en I'° ot tout fa-coté est bien défini par une valeur positive
de l'une quelconque de ses trois fonctions hyperboliques, alors que tout angle non
droit d’un fa-triangle rectangle ou d’un fa-rectangle, ¢tant alors aigu, l'est aussi
par 'une quelconque de ses trois fonctions circulaires; il ¢n est de méme en II° si
Pon consideére seulement des fa-triangles rectangles a ¢léments tous aigus et des

fa-rectangles a angle saillant dont les quatre c6tés sont aizus et dont P'angle B,
e} q i) 2 H
compris entre ; et , est encore bien défini par I'une quelconque des trois fonctions

sinB, cosB, tgB, e¢n observant que les deux dernitres sont alors négatives.

Mais certaines réserves sont a observer et les trois fonctions ne jouent plus le
méme réle si, toujours en II°, on considére des fa-triangles rectangles et des fa-
rectangles quelconques, a ¢léments aigus ou obtus, a angle saillant ou rentrant.
Si la relation envisagée est d’abord du type (49) ol z cst alors un terme extréme
d’un groupe de trois éléments conséculifs, il est donné et défini par T(z), donc
dans tous les cas (31') et (512) par tgz, et la relation a le caractére suffisant. Si
la relation est du type (50) ou les seuls éléments consécutifs sont r, s, elle donne z
par C(z), donc suivant les cas par cosz ou sinx; lorsque z estun coté, il est donc
bien défini dans le premicr cas (511) et I'est aussi dans le second (512) s'il s’agit
d’un fa-rectangle, x élant alors aigu comme coté de 'angle non droit, mais il ne
Iest plus s’il s’agit d’un fa-triangle rectangle, ce qui fait ainsi réserver la relation
cnire un cOté z d'un fa-triangle rectangle et les deux éléments opposés, I'angle
opposé et I'hypoténuse; lorsque z est un angle. G(x) égal au signe pres
a coszx (51%), (51%), définit bien encore z s'il s’agit d’un angle aigu ou obtus.
@’un fa-triangle rectangle mais non plus si z est1'angle non droit d'un fa-rectangle,

R . = 3= .
une valeur de cosz répondant alors a deux angles compris entre > et - I'un saillant,

Pautre rentrant de somme égale a 27 ; ceci fait donc réserver la relation, dans le
fa-rectangle entre I'angle B et les deux bases b, ', ¢léments opposés a cet angle.

En résumé, toutes les diz relations générales entre trois éléments d'un fa-
triangle rectangle, d’un fa-rectangle, ou d’un fa-pentagone droit, ont en I'*
le caractére suffisant et il en est de méme en 11° en se limitant au fa-triangle
rectangle a éléments tous aigus, et au fa-rectangle a angle saillant: en II°,
avec un fa-triangle rectangle ou un fa-rectangle quelconque, les seules de ces
dix relations n’ayant pas le caractére suffisant sont les deux relations entre
un coté, U'angle opposé et Uhypoténuse d’un fa-triangle rectangle et celle entre
Uangle non droit et les deux bases d’un fa-rectangle. 11 y a licu d’observer que
cette derniére conclusion n’est valable qu’en raison du caractere essentiel des deux

ks

cotés ¢, ¢' de I’angle non droit d’étre inféricurs a = -

71. Systémes suffisants de relations entre les cinq éléments. — Toutes les
considérations précédentes concernent seulement trois ¢léments et non tous les
cinq de I'un des trois fa-polygones étudiés. Il y aurait donc lieu de rechercher si
entre les dix relations établies on peut en séparer certaines qui, exprimant déja
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comme on sait des conditions nécessaires pour que cinq éléments soient ceux
d’un fa-polygone correspondant, expriment aussi des conditions suffisantes et sont
donc telles que si elles sont vérifiées par cinq éléments donnés a prior: il existe
un fa-polygone admettant ces cinq éléments. Sans entrer dans cette recherche,
que pourra traiter le lecteur, nous ne ferons que signaler certains systemes simples
qui répondent immédiatement 4 la question.

Etant donné le caractere suffisant de certaines des dix relations, il suffira d’en-
visager une premidre relation qui, a partir de deux éléments consécutifs quel-
conques p, ¢, en détermine un troisi®me z, puis une seconde qui, a partir soit de
P et g, soit plus généralement de deux des éléments p, g, z pourvu qu’ils soient
consécutifs, en détermine un quatriéme y, et enfin une troisiéme relation déter-
minant le cinqui¢me élément z en fonction soit de p, ¢, soit de deux ¢léments
conséculifs choisis entre p, ¢, x, y : un tel systtme de trois relations posséde bien
le caractére suffisant car si cinq éléments quelconques, donnés a priori, satisfont
a ces trois relations, il existe un fa-polygone et un seul qui admet d’apres la
premiére, les trois éléments donnés p, ¢, x, puis aussi d’apres la seconde 'élé-
ment y et d’aprés la troisieme I'élément z. On peut donc dire d’une inaniére
générale que les conditions nécessaires et suffisantes pour que cinq éléments
quelconques appartiennent a un méme fa-triangle rectangle, un méme fa-
rectangle, un méme fa-pentagone droit peuvent s'exprimer par trois relations,
convenablement choisies, entre les dix relations générales reliant trots par trois
ces cing éléments.

Par exemple, dans un fa-triangle rectangle, en s’inspirant des premicres relations
qui ont été établies entre ses ¢léments, on peut choisir comme éléments consécutifs
initiaux p, ¢, un angle B ct le coté adjacent ¢, comme relations celles qui donnent
successivement I'hypoténuse @ en fonction de ¢ et B (32), le second angle C ¢n
fonction de a et B (34), et le dernier coté b cn fonction de a et G, soit le sysiéme
de trois relations,

(52) tjc = tjacosB, cja tj-b = tjacosC.

I
=~ igBigl’
De méme avec un fa-rectangle, chosissant pour éléments initiaux par analogie
avec les précédents, I'angle non droit B et I'un de ses cOtés ¢, les trois relations
pourront étre celles qui donnent successivement le second coté ¢', puis la base b
en fonction de B et ¢, et enfin la seconde base &' en fonction de ¢ et B, soit les
trois relations établies directement au paragraphe 63 :
J 7
= — - tgB = — "
fjbsjc’ & )b’ sjc

(52") cosB = jtjetjd, tgB

72. Une premiére application de ce caractere suffisant d’un systeme de trois
relations est que toute autre relation générale entre trois éléments est nécessaire-
ment une conséquence des trois premitres, élant vérifiée par toute solution de
celles-ci. Elle peut donc se déduire de ce premier systéme et en le vérifiant on
rencontre non seulement une grande variété d’exercices de calcul, mais encore un
nouveau procédé permettant d’établir les diverses relations entre trois éléments,
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une fois acquises trois d’entre elles, convenablement choisies, et, par exemple, les
relations (52) ou (52') qui viennent d’dtre rappelées; les calculs restent encore
rationnels mais peuvent comporter, contrairement a ceux du paragraphe 57, des
additions et des soustractions et a ce titre utiliseront non seulement la relation
monome entre les trois fonctions sjz, cjz, tjz, mais aussi les relations entre les
carrés de deux quelconques d’entre elles (27), (27'), (27").

Opérant, par exemple, avec un fa-triangle rectangle sur le systeme établi plus
haut (52), on peut entre les deux premieres relations ou ne figure pas b, éliminer
soit a, soit B. En choisissant d’abord B, on obtient successivement d’apres (27') :

1 lja OB 1 tjza 1
cosB ~ tjc’ B

T catgC’ t'c  gratg’C "

sjza tg?C — tj2c = tjzc cj2a tg?C;

celte relation, ou ne figurent que des carrés peut se metire sous diverses formes
en donnant pour I'un quelconque z des trois éléments «, ¢, C et 'un quelconque
des trois carrés cj*z, sj?z, tj*x une expression rationnelle en fonction des deux
autres, cela en utilisant toujours les formules (27), (27'), (27"). Sans reproduier
les trois essais qui doivent tous étre tentés, on constate que 'une des expressions
obtenues est un carré parfait : ¢’est ici le cas pour sja, la relation s’écrivant en
effet successivement :

sjizatg?C — tj2c = (1+ Jsj*a) tj2c tj2C, sizatg2C(1—jtj2e) = tjze (1+ 182 C),

5j=atg2chlzc =tj‘-’c;—5:—26, sjza sin2C = sj2¢

et comme les trois sinus sont toujours positifs, on retrouve ainsi la relation (33),
sja sinC = sjc,

puis on obtient de méme, le systeme (52) ne changeant pas en échangeant c et G
avec b et B, la relation analogue entre b, «, B.

Ayant ainsi retrouvé les formules (32), (33), (34) du paragraphe 56, les calculs,
sans addition ni soustraction, du paragraphe 57 s’appliquent, et I'on déduit bien
ainsi, des trois relations (52) seulement, les sept autres relations générales entre
trois éléments.

Le procédé est identiquement le méme, dans un fa-rectangle avec les rela-
tions (52').

Une application naturelle de ce caractére suffisant concerne le probleme de la
résolution de U'un des trois fa-polygones qui consiste dans le calcul des trois
éléments inconnus connaissant les deux autres et qui se rameéne, a I'aide d'un
systéme suffisant formé par trois des relations générales, a la résolution et la dis-
cussion d’un systéme de trois équations & trois incorinues.

Mais auparavant nous traiterons une autre application qui nous permettra
d’approfondir les caractéres des Géométries non euclidiennes et des fonctions
hyperboliques.

(a suivre).
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ERRATA A LA PREMIERE PARTIE

Page 95, ligne 8, au lieu de =, lire;;E .

« 105, ligne 16, intercaler & entre w et un.
« 106, ligne 21, supprimer 8,.
« 110, ligne 6, au lieu de A,, lire A; ligne 9, au liew de A, lire A,..

« 115, aux deux derniéres lignes, au lieu de &, lire 8.




