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THÉORIE ÉLÉMENTAIRE
DES GÉOMÉTRIES NON EUCLIDIENNES (sui(e);

PAR M. A. TRESSE.

DEUXIÈME PARTIE (1).

Métrique des fa-longueurs. Fonctions hyperboliques et circulaires.
Fa-polygones rectangles. Rectification des arcs de fa-cercles.

41. Addition de fa-longueurs. — Toute l'étude développée jusqu'ici relève
seulement de la géométrie de position et les seules grandeurs mesurables qu'elle
fait intervenir sont des angles; en particulier, la notion de fa-distance de deux
points y joue un rôle essentiel sans être encore une grandeur mesurable et si elle
est représentée par divers invariants, ceux-ci ne doivent être considérés jusqu'ici
que comme de simples échelles scalaires, des repères, qui la définissent, mais
sans être des mesures, et qui tiennent ainsi un rôle analogue à celui d'une tempé-
rature, laquelle déunit mais ne mesure pas un état physique, l'addition de deux
températures n'ayant en particulier aucun sens. Pour arriver à considérer une
fa-distance comme une grandeur mesurable qui sera alors fonction de l'un quel-
conque de ses invariants sans lui être nécessairement égale, il faudra donc définir
d'abord l'addition de deux fa-distances.

Cette définition ̂ era énoncée a priori à condition de vérifier ensuite qu'elle
obiét auxlois fondamentales de l'addition et en théorie on pourrait s'en tenir à ce
seul énoncé; mais il n'est pas inutile d'y arriver par des considérations simples en
commençant par soumettre l'une des deux fa-distances qu'il s'agit d'ajouter à un
fa-déplacement ayant pour effet de placer bout à bout ces deux fa-distances et de
ramener à deux, fa-distances [AB], [BM], ayant une extrémité commune B.

Dans cette position A et B restant fixes, M peut varier en décrivant un
endocycle T de fa-centre B; on est ainsi conduit à étudier comment varie la
fa-distance [AM] d'un point fixe A à un point M mobile sur un endocycle F,

(1) La première partie a été publiée dans le tome 81, igSS, fascicule II du Bulletin.
BUl.. 800. MATH. — T. ,83. FASC. I. î
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problème qui se traite de la même manière que celui de la fa-distance de A à un
point mobile sur une fa-droite et où l'on peut de même /s'aider de la forme-type
où A est le centre de &) ; en coupant F par un endocycle variable de fa-centre A et
de fa-rayon égal à la fa-distance variable [AM], endocycle figuré par un cercle
centré en A, on constate que la fa-distance [AM] reste comprise entre un
minimum et un maximum et en ne retenant que ce dernier, le maximum est
atteint en P10, où B est toujours intérieur à F, lorsque M se place au point G, où la

Fig. 34.

fa-droite et droite AB, prolongée au-delà de B, rencontre F; on est alors conduit
à définir la somme des deux fa-distances comme étant cette fa-distance maxi-
mum [AC].

En IIe où tout endocycle r a deux fa-centres opposés nous ne retiendrons
comme on l'a déjà fait que le fa-centre B associé à un fa-rayon répondant à un
angle 6 inférieur à un droit, ce fa-rayon étant dit lui-même inférieur à un droit
ou — sans attacher pour l'instant d'autre signification à cette notation ; puis nous

ne considérerons que le seul cas où les deux fa-distances à ajouter sont elles-mêmes

toutes deux inférieures à "; le point B est alors, dans la forme type choisie,

intérieur au cercle c»)o centré en A, qui est le contraire du cercle fondamental c«),
et dont tous les points sont à une fa-distance de A égale à un droit, et de même A
est intérieur au cercle To qui figure la fa-droite, ayant pour pôle B, tandis que
l'endocycle T dont tous les points sont à une fa-distance de B intérieure à un droit
est un second cercle intérieur à Fo, leur fa-centre commun B étant lui-même
intérieur à ces deux cercles F, TQ ; dans ces conditions la disposition de la figure



est la même qu'en P® et lorsque M parcourt F, la fa-distance [AM] est maximum
lorsque M est au point d'intersection de t avec le prolongement de la fa-droite AB
au delà de B.

Ces considérations conduisent d'abord à compléter la notion de fa-distance de
deux points A, B en la considérant comme portée par la fa-droile joignant ces
points et en la regardant comme la fa-longueur du segment de far-droite limité
à ces points, fa-longueur qui ne dépend pas de l'ordre des deux points et que l'on
représente indifféremment par [AB] ou [BA]; elles amèneront ensuite à poser
a priori la définition suivante de l'addition de deux fa-distances : la somme de
deux fa-longueurs est la fa-distance des deux extrémités non communes A, G
lorsque par fa-déplacement on les amène sur une même fa-droite en leur

Fig. 36.

donnant une extrémité commune B et en les disposant de part et d^autre de
celle-ci^ et l'on représente cette somme en écrivant

[AC]=[AB]-i-[BC].

Cette définition qui est générale en P® a besoin d'être précisée en II®, car si
dans le cas simple envisagé plus haut de deux fa-distances [AB], [BC] inférieures

à 3t la somme [AC] est une portion de fa-droite plus petite que celle qui sépare

deux points opposés A, A' et qui est jusqu'ici la limite supérieure que nous dési-
gnerons par TT des fa-distances, il n'en est pas toujours de même avec deux
fa-distances quelconques, inférieures ou supérieures à-; on s'en rend compte

d'une façon simple en plaçant cette fois B au centre du cercle fondamental ; les
deux points A et G, ainsi que A et son opposé A', se situent alors de part et
d'autre de B sur la môme fa-droile et droite ABC et lorsque A' est entre B et C la
portion de fa-droite ABC définie comme la somme [AB] 4- [BC], aussi bien que
la portion AA'M de celle qui joint A à un point arbitraire M de l'endocycle et
cercle r centré en B et passant par C, est plus grande que la fa-longueur [AA^]
considérée jusqu'ici comme la limite supérieure que nous représenterons par TT des
fa-distances ; on est ainsi conduit à envisager au point de vue de l'addition une
nouvelle limite supérieure, que nous représenterons par 277, des fa-distances, et
qui répond au parcours total de la ligne fermée constituée par une fa-droite,
partant de l'un quelconque A de ses points pour revenir et se terminer au même
point; ce fait est analogue, et l'analogie prendra plus loin un caractère plus



concret, à l'addition de deux angles, lesquels inférieurs chacun à deux droits,
peuvent avoir une somme supérieure à cette limite de deux droits. On retiendra
donc de là que en IIe la somme de deux fa-longueurs peut-être danf certains
cas plus grande que la limite supérieure w des fa-distances de deux points.

42. Propriétés fondamentale» d» Paddition des fa-longueurs. — La somme
[AC]===[AB] -h[BC] étant ainsi définie, et indépendante de l'ordre des deux
extrémités de chacune des trois fa-longueurs |AB], [BC], [AC] on écrit a.ussi

[AC]—[AB]=[BC]

en disant que [BC] est la différence entre [AC] et [AB] ou mieux V excès, delà
fa-longueur [AC] sur la f a-longueur AB.

Ces définitions ont des conséquences immédiates : la première est que inverse-
ment toute fa-longueur [AC] peut se décomposer d'une infinité de manière en
une somme de deux autres^ le point intermédiaire B pouvant être arbitrairement
choisi entre A et C sur la droite AC.

Cette addition possède ensuite les propriétés fondamentales de l'addition arith-
métique : c'est ainsi que si l'une des fa-longueurs est nulle la somme est égale
à l'autre, [AB]=o signifiant par exemple A et B et confond et entraînant
[AC] == [BC]. Puis propriété capitale, l'addition de deux fa-longueurs est une
opération commutative car on peut parcourir aussi la même fa-droite de C vers
A en rencontrant le même point intermédiaire B, ce qui donne

[CA]==[CB]-+-[BA]
et peut aussi s'écrire :

[AC]==[BC]-+-[AB];
on en déduit encore :

[AC]-[BC]=[AB],

et [AB] est à son tour l'excès de [AC] sur [BC].
De même l'addition de fa-longueurs obéit aux lois arithmétiques de l'iné-

galité, car d'après la disposition des trois points A, B, C sur la même fa-droite la
somme [AC] représente bien une fa-distance supérieure au premier terme [AB]
de cette somme et aussi par permutation et d'après ce qui précède au second
terme [BC]; inversement si-une fa-longueur est plus grande qu'une autre il en
existe une troisième qui est l'excès de la première sur la seconde et qui, ajoutée à
cette seconde donne la première, car on peut par fa-déplacement les disposer sur
une même fa-droite à partir d'un même point A et dans le même sens la plus
grande en [ACJ la plus petite en [AB], B étant alors entre A et C et [BC] étant
l'excès de [AC] sur[AB].

En particulier, en IIe si l'on considère les deux parties d'une même ia-drôite
séparées par deux points non opposés quelconques A, C l'une de ces parties
comprend l'opposé A' de A et répondant à [AA'G] == [AA'] 4- [A'C] est plus
grande que la fa-distance [AA/] de deux points opposés, tandis que l'autre partie
est un terme de la somme [ACA'] == [AC] 4- [ÇA.'] et est plus petite que [AA']
et a fortiori que la première partie; on en déduit que, en IIe deux points non
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opposés quelconques d'une même fa-droite séparent celle-ci en deux parties
inégales dont la somme est le double de la fa-distance de deux points opposés.

Enfin, l'addition de fa-longueurs s'étend de proche en proche à des sommes
de 3, 4? • • < fa-longueurs successives, toujours portées par une même fa-droite à
condition en IIe d'envisager des fa-longueurs qui décrites dans un même sens de
parcours sur la ligne fermée constituée par une même fa-droite, peuvent se replier
sur elles-mêmes en totalité ou en partie et être ainsi plus grandes que de nouvelles
limites supérieures 2îr, 3w, ...; en particulier, la somme [AD] de trois fa-longueurs,
est représentée par :

[AD]=[AB]-+-[BC]-4-[GD]

et répond, par définition, à deux additions consécutives se traduisant par :

[AD]==([AB]-h[BC])+[CD];

sa qualité essentielle est d'être une opération associative car les points A, B, C,
D se succédant dans un même sens sur la même fa-droites, on a aussi, en
parcourant celle-ci dans le sens contraire,

[DA] = [DC] -4- [CB] -h [BA] = ([DC] -+- [CB] -+- [BA],

ce que l'on peut écrire encore, en application de la qualité commutative :

[AD]=[AB]-4-([BC]-h[CD]).

Les caractères fondamentaux de l'addition arithmétique sont ainsi tous vérifiés;
leurs applications en sont les mêmes et une somme de fa-longueurs en nombre
quelconque est indépendante de leur ordre et de leurs groupements, car elle ne
change ni quand on les intervertit d'une manière quelconque, ni quand on
remplace plusieurs d'entre elles par leur somme ou inversement l'une d'entre elles
par plusieurs autres dont elle est la somme.

43. Mesures d'une fa-longueur. — En application de ces propositions, toute
fa-longueur a des multiples et sous-multiples (ou parties aliquotes); un
multiple de la fa-longueur a est la somme s == na de n fa-longueurs égales à a et

inversement a === s- est un sous-multiple ou partie aliquote de s dit le n^9 de s ;

plus généralement, la fraction JL- de a, représentée par h == ^ a, est la somme de

p fa-longueurs égales au n1^6 de a. D'où cette conséquence capitale que les fa-
longueurs sont des grandeurs arithmétiques mesurables, la mesure d'une
fa-Ion^ aeur a s'établissant en choisissant une fa-longueur particulière arbitraire
mais ni nulle, ni en P® égale à la limite supérieure des fa-distances, longueur
appelée unité M) la mesure de a étant suivant les cas, soit un nombre rationnel,
entier n ou fraction n » lorsque «, dit alors commensurable avec cette unité, u est

un multiple a === nu^ ou une fraction a == /- u de M, soit dans le cas contraire, un

nombre irrationnel ou incommensurable, limite d'un nombre rationnel variable
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mesurant une fa-longueur variable a' qui tend vers a en restant commensurable
avec &.

Un caractère remarquable oppose ici les fa-longueurs en P® et en IIe. En P®
toute fa-longueur [AB] est limitée à deux points fa-propres A, B d'une fa-droite
de points fa-impropres I, J parcourue dans l'ordre IABJ; elle peut toujours
s'accroître car on peut placer arbitrairement sur la fa-droite IJ un point G entre B
et J, lequel donne une fa-longueur [AC] plus grande que [AB]; par exemple les
multiples successifs de [AB], [AC] === »[AB], portés à partir de la même origine A
et dans le même sens, se terminent en des points G qui, lorsque l'entier n croît, se
déplacent de B vers J sans jamais atteindre J; plus particulièrement, quel que soit
le point D placé entre B et J ou simplement quel que soit l'entier no si grand qu'il
soit, cet entier détermine un point D, extrémité de la fa-longueur [AD] dont la
mesure est no avec [AB] pris pour unité, et avec tout autre entier n supérieur à no

Fïg. 37.

on obtient une autre fa-longueur [AC] plus grande que [AD]; cela signifie que
en P® les fa-longueurs sont des grandeurs arithmétiques pouvant prendre
toutes valeurs de zéro à F infini.

Il n'en est pas de même en IIe, car les points G répondant quel que soit l'entier n
à [AG] = n. [AB] n'existent qu'avec les conventions établies plus haut qui font
envisager successivement des fa-longueurs comprises entre TT et 27r, 27r et 3 TT, ...,
pouvant se recouvrir une ou plusieurs fois sur elles-mêmes alors qu'en fait les
extrémités G de toutes ces fa-longueurs conventionnelles restent toutes à des fa-
distances de A au plus égales à la limite supérieure TT ; par suite et contrairement
à. ce que l'on vient de voir en F® les fa-longueurs en II® sont des grandeurs
arithmétiques bornées, qui restent comprises entre o et TT, et ne surpassent la
limite TT que sous des conventions qui en changent la signification.

44. Inégalités entre fa-côtés (Fun fa-triangle. — Remontant alors à l'origine
de cette étude qui nous a fait envisager deux fa-longueurs consécutives [AB], [BM]
non portées nécessairement par la même fa-droite et la fa-longueur [AM] se termi-
nant en leurs extrémités non communes, nous rencontrons un fa-triangle [ABM],
de sommets tous fa-propres en P®, et nous sommes maintenant en mesure de
donner une forme simple aux conditions de possibilité de la construction d'un
fa-triangle dans le cas qui a été réservé, celui où l'on connaît les trois côtés, c'est-
à-dire les trois fa-longueurs

[AB]==c, [BM]=a, [AM] = b.
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Nous plaçant d'abord en F0 en nous reportant à la construction du paragraphe 41
en supposant que [AB] ==c et [BM] ==[BC]=:a sont les plus petits des trois côtés
donnés, cette construction fait apparaître une condition nécessaire de possibilité
que [AM] == b soit inférieur à la fa-longueur maximum

[AC] = [AB] -+- [BC] = c 4- a,

et cette condition se montre ensuite comme suffisante, car si elle est remplie
Fendocjcle F a deux points diamétralement opposés G, D, dont l'un C est exté-
rieur à Fendocycle et cercle I\ de fa-centre A et de fa-rayon [AM] == b et l'autre D
intérieur comme les points B et A, r coupant donc nécessairement I\ en un
point M intermédiaire entre G et D et donnant ainsi le fa-triangle ABM. Comme a
et c, les plus petits des trois côtés, satisfont en même temps aux conditions ana-
logues a < b + c, c<a+6 , il en résulte, en se libérant de la restriction
supposée sur l'ordre de grandeur des trois côtés, que le fa-triangle ABM existe,
dans tous les cas, sur les trois conditions nécessaires et suffisantes

<z < 6-h c, 6 < c-t-CT, c<.a-^-b.

En IIe la. construction et le raisonnement senties mêmes dans deux hypothèses,
la première que les deux côtés c==[AB] et a == [BM] = [BC] soient inférieurs
ou égaux à -"» la seconde que le troisième b == [AM] soit le plus grand; puis on se
libère de même de la seconde en maintenant la première pour aboutir ainsi à la
même conclusion.

Reste alors à étudier l'hypothèse contraire dans laquelle les trois côtés donnés
n'en comprennent pas deux inférieurs à ^i mais en comprennent donc deux au

moins, a, c, par exemple, supérieurs à-^- Comme on l'a fait à propos d'un fa-
Iriangle d'angles donnés, on peut alors ramener la construction du fa-triangle ABC
à celle d'un autre AB'C déduit du premier en y remplaçant le sommet B par son
opposé B' et de côtés égaux respectivement à b. -.—a,-.—c. les deux derniers
étant donc inférieurs a " ; on e-t ainsi ramené au cas précédent et les conditions
de possibilité sont :

b < ( T: — <i^ •+- ^ r. — c\ -. — </ ^ b — ^.- — c*\ r. — c < b •+- r. — a

OU
fi -4- h -r- c < ?.-. t* < /» — et. <r < b -+- c ;

il v figure, avec une inégalité nouvelle, deux de celles du premier cas, mais la
troisième, b << a -4- <• est également vérifiée car les précédentes donnent, a et c

étant supérieurs à ^ »
/» ̂  ̂ 7: — (^ -+- ̂  — C) < Cl -h C ;

invcrsemeni l'inégalité nouvelle est aussi vérifiée dans le premier cas où a et c

étant inférieurs a ît on a do la môme manière :
6<rt-+-c<(^ — a)-+-(ît — 6);
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pn en déduit donc, dans tous les cas, les quatre conditions nécessaires et
suffisantes :

a < 6-4-c, 6 <^ c-t-a, c-<a-+-(&, «•4-^-+-c-<2ro.

De là les conclusions générales suivantes où l'on retrouve en particulier, celles
bien connues de la Géométrie euclidienne : les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que Von puisse construire un fa-triangle de côtés donnés îont que
chacun des trois côtés soit inférieur à la somme des deux autres et en outre
en IIe que leur somme soit inférieure 027;.

De la construction du fa-triangle résulte que ces conditions s'appliquent aussi à
l'intersection de deux endocycles définis par leurs fa-centres et leurs fa-rayons et
signifient que les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux endocycles
soients sécants sont que leurs fa-rayons et la fa-distance de leurs centres
satisfassent aux mêmes conditions d'} inégalité que les trois côtés d^un fa-
triangle.

45. Fa-périmètre de lignes fa-polygonales. — De même qu'en Géométrie
classique et par la même méthode les inégalités précédentes s'étendent aux lignes
fa-polygonales et à leurs fa-périmètres^ une telle ligne étant une succession de
segments fa-rectilignes dits ses fa-côtés, l'origine du premier et l'extrémité du
dernier étant les extrémités de la ligne fa-polygonale et se confondant dans le cas
particulier d'une ligne fermée^ tous ces fa-côtés étant en outre en IIe soumis
comme ceux d'un fa-triangle à la même réserve d'être inférieurs à TT. Dans une
première généralisation la fa-distance [AB] de deux points, fa-propres en 1"'',
est plus petite que le fa-périmètre de toute ligne fa-polygonale ayant ces deux
points pour extrémités : si en effet cette ligne ACDB a trois côtés, on menant la
fa-diagonale AD on a les inégalités :

[AD] < [AG] -+- [CD], [AB] < [AD] -+- [DB{,

qui entraînent par addition :

[AB]<[AC]-h[CD]-+-[DB],

et l'on peut continuer par récurrence en passant de n à n 4- i fa-côtés.
Une seconde généralisMion concerne les lignes fa-polygonales convexes

disposées tout entières d'un même côté de chaque fa-droite portant l'un de ses fa-
côtés et deux quelconques de ces lignes ayant leurs extrémités communes A, B et
situées d'un même côté de la fa-droite AB qui joint ces extrémités étant dites l'une
l^ enveloppée qui est la plus proche de AB, l'autre l'enveloppante, termes qui
n'ont de sens en IIe que sous la réserve que la fa-droite AB se limite au segment
de fa-longueur [AB] inférieure à TT, car avec l'autre segment terminé aux mêmes
points il y aurait lieu d'échanger enveloppée et enveloppante.

Cela précisé, si l'on considère d'abord une enveloppée ACB de deux fa-
côtés [AC], [CB], et si l'on prolonge au delà de G la fa-droite AC celle-ci coupe
en IIe la fa-droite de base AB en A et en son opposé A' lequel d'après la réserve
concernant cette base [AB] est situé sur son prolongement au delà de B et par
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conséquent, dans tous les cas, en IIe et en P®, ce prolongement de [AC] rencontre
l'enveloppée en un point D qui sépare le fa-périmètre de celle-ci en deux parties
allant Fune a de A à D, Fautre b de D à B; on a alors, d'après la proposition
précédente :

(AC]-h[CD]<a, [CB]<[CD]-+-A,
d'où par addition :

[AC]-4-[CB]<a-4-6;

Fig. 38.

le résultat s'étend par récurrence à une enveloppée ayant un nombre quelconque
de fa-côtés et la Seconde généralisation des propositions classiques est que si
deux lignes fa-polygonales convexes ont mêmes extrémités AB et sont situées
d^un même côté de la fa-longueur [AB] joignant ces extrémités, le fa-
périmètre de V'enveloppée est plus petit que celui de l'enveloppante sous réserve
en IIe que la fa-longueur [AB] soit inférieure à TT.

46. Métrique des fa-longueurs en IIe. — Dans tout ce qui précède une fa-
longueur x === [AB] apparaît comme un nouvel invariant de deux points A, B ; elle
est donc fonction de ceux déjà connus et il y a lieu de chercher comment

Fig. 89.

elle s'exprime en fonction de l'un d'eux et inversement. Nous le ferons d'abord
en IIe en cherchant comment ;r== [AB] est relié à l'angle 9==(PA,PB) compris
entre o et deux droites formé par les demi-fa-droites joignant à A et B un pôle P
de la fa-droite AB. On peut à cet effet s'aider d'une forme-type, soit de celle déjà
utilisée précédemment dans laquelle un point particulier de la fa-droite AB étant
placée au .centre 0 de w, son opposé au point oo, cette fa-droite est une droite
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passant par 0 et ses pôles P, Pf deux points symétriques par rapport à cette droite
et à ce point 0, soit de celle dans laquelle l'un des pôles P étant placé en 0 la
fa-droite AB est le cercle réel coo centré en 0 et contraire à &) et les demi-fa-
droites PA, PB, PC, ... joignent P aux divers points de AB des demi-droites
issues de P. La correspondance entre x et 9 apparaît de suite : ainsi qu'on le sait
déjà à deux valeurs égales de l'une de ces deux grandeurs correspondent des
valeurs égales de l'autre; en particulier elles sont nulles en même temps et le
maximum de a?, désigné par TT, correspond au maximum égal à deux droits d'un
angle arithmétique; passant ensuite à l'addition, la somme [AC] === [AB]4-[BG]
de deux fa-longueurs portées par une même fa-droite correspond à la somme

(PA, PG)==(PA, PB)-h (PB, PC)

des angles correspondants avec cette particularité commune que si la première
surpasse la limite TT et plus généralement dans l'addition d'un nombre quelconque

Fig. 4o.

de termes si elle surpasse TT, 271, STT, . . . , la seconde surpasse de môme les
limites correspondantes de 2, 4» 6j - ' ' droits.

Ces deux qualités relatives à l'égalité et à l'addition entraînent que en IIe la fa-
longueur x et V angle correspondant 9 sont des grandeurs arithmétiques
proportionnelles^ et ne sont donc pas essentiellement distinctes, et plus particu-
lièrement elles ont même mesure sous condition que les unités choisies pour
l'une et l'autre soient des grandeurs correspondantes.

Dorénavant nous observerons toujours cette condition de sorte que en IIe nous
ne distinguerons plus entre la fa-longueur x et l'angle 0 ; l'unité d'angle choisie
qui entraîne le choix de l'unité de fa-longueur sera le degré ou le grade^ ou le
plus souvent le radian^ mais on observera que cette dernière unité a un sens
essentiellement euclidien, celle de l'angle au centre qui intercepte sur le cercle
un arc de longueur égale à* celle de ses rayons, et que en Géométrie non
euclidienne de IIe espèce, elle n'a d'autre signification que d'être l'unité avec
laquelle l'angle de deux droits a pour mesure le nombre TT== 3, i4- • • ; nous lui
trouverons d'ailleurs plus tard à propos de la fa-longueur d'un arc de fa-cercle
une autre interprétation plus concrète.

Observons encore que ce choix du radian comme unité justifie la notation

utilisés provisoirement jusqu'ici avec les symboles "» TT, 27T, ... représentant

certaines fa-longueurs remarquables et devenant effectivement les mesures de ces
fa-longueurs.
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47. Métrique des fa-longueurs en I1'®. — Poursuivant la même étude en P® on a
à relier une fa-longueur x à l'angle correspondant de parallélisme o ; or la relation
s'est déjà rencontrée à propos du fa-triangle défini par cette fa-longueur qui est
l'un de ses côtés et par les angles adjacents; dans la forme-type où le cercle
fondamental w et la fa-droite ô portant la fa-longueur x == [AB] sont deux droites
rectangulaires en un point I, cette relation s'est traduite par l'expression suivante

de tg9 ou mieux de cotg^ qui a l'avantage de croître dans le même sens que x :

(^ ^^ÎA
IB
ÎA

sous condition que les trois points se succèdent sur o dans l'ordre I, A, B; cette*
relation, appelée à jouer un rôle fondamental, se retrouve en menant en B et A les
deux fa-droites BR, AK parallèles en un point fa-impropre R, la première
perpendiculaire en B à la fa-droite et droite AB, et portée par un demi-cercle
centré en I, la seconde portée par le demi-cercle passant par A et K et centré
aussi sur &) ; o> est alors l'angle en A formé par les demi-fa-droites AB, AR et-

l'angle en K du triangle rectangle AIK ; on vérifie bien que pour x croissant de o

à + oo, B s'éloignant de A dans le sens IA, cotg^ croît de i à 4-00, définissant

un angle ^ qui décroît de ^ à o, et un angle c? qui décroît de ^ à o.

Fig. 42.

Il pourra être utile d'établir ce que devient cette relation (i) dans le cas d'une
forme générale où &) et ô sont portés par deux cercles quelconques orthogonaux
aux deux points fa-impropres I, J de la fa.-droite ô; il suffit pour cela de revenir à
la forme type précédente par une inversion qui, rejetant J en oo, a pour pôle ce
point J et transforme &) et ô en deux droites rectangulaires Ii(ùi, Iiôi issues de
l'inverse Ii de 1 et parallèles aux tangentes en J à co et ô; l'inverse d'un point A
de ô est un point Ai de ôi et les deux triangles JIA, JIiAi qui à l'origine même de
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la notion d'inversion deviennent homo^hétiques par symétrie autour de la bissec-
trice de leur angle commun en J donnât, entre les longueurs IiAi, ÏA, JÏi, JA :

ï iAi 31, - , IA ..
-[A^JA ou ^-JA^'

on a de même avec un second point B de ô et son inverse Bi :

f.B.=J|jI,,

et la relation (i) appliquée à Ii, Ai, Bi, devient ensupposant que les points de ô
se succèdent dans l'ordre I, A, B, J :
, , y IB JA
(2) ^^ ÎAÎBÎ

on observera que cette relation est bien générale, qu'elle s'applique dans des cas
particuliers où co ou ô sont rect^lignes : c'est immédiat lorsque &) seul estrectiligne;
si c'est ô qui seul est rectiligne, la même homothétie relie encore 1 et Ai, A et Ii;
enfin lorque &) et ô sont tous deux des droites on revient au premier cas de la

relation (i), le rapport -„. étant alors égal à i avec J rejeté à Finfini.

On rencontre ici dans cette valeur de cotg^ une expression dépendant de

quatre points I, A, B, J d'un même cercle, dite rapport anharmonque ou double
rapport de ces quatre points.

Les relations ( i ) et ( 2 ) tiennent en Ve mais dans des conditions moins simples
le rôle que joue en IIe celle qui relie la fa-longueur a? et l'angle 6;.elles permettent
d'abord de vérifier la loi de l'égalité; .en effet, dans la forme type (i), à des*
valeurs égales <p, a/ de l'angle (p répondent deux couples de points A, B et A', B

ÏR tiV
qui, placés sur ô et reliés par la condition _- == •rr7' sont homothétiques pa rrapport

à 1 et se déduisent donc l'un de l'autre par le produit de deux inversions positives
de pôle I, lesquelles sont deux fa-symétries d'axes perpendiculaires à ô, d'où
deux fa-longueurs x == [AB], x'= [A'B'] qui sont bien égales et de plus sont de
même sens.

Inversement et pour les mêmes raisons, si l'on considère deux fa-longueurs,
égales x^ a/, on vérifie que les angles correspondants cp, cp' sont bien égaux en
ayant soin dans la première forme-type de désigner par A, B et A', B^ les extré-
mités de ces fa-longucurs de manière que l'ordre ÏA'B' soit le même que IAB.

Reste alors à étudier la loi de l'addition : la somme x == [AC] de deux fa-
longucurs *r/== [AB], x"= [BC] étant représentée dans la première forme-type
à l'aide de points qui se succèdent sur ô dans l'ordre I, A, B, C, les angles corres-
pondants 9, CP', Q" sont définis par :

o ;IC ç' IB y" IC
^i-îA5 ^i—îA" ^T-nr

et satisfont donc à la relation :

(3) corg^ ==cotg^cotg^-,
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laquelle, ne faisant intervenir que des angles invariants, est valable dans toute
forme générale comme dans la forme-type, ce que Fon peut d^ailleurs vjérifier à
Faide de calculs analogues portant sur la relation (2^.

Cette relation (3) est moins simple que celle qui existe en II" entre les angles 6;
elle ne se traduit plus par une addition telle que

çp == <p' -»- ̂  OU COtg ^ = COtg ^- -h COtg '- î OU C0»5 = COS S' -4- COS 5"',

ou toute autre de même forme, une telle relation étant indépendante de la précé-
dente (3); la conséquence est que en P® les deux fonctions, inverses l'une de
l'autre, exprimant Fun des invariants *r, 9 en fonction de l'autre, sont des fonc-
tions nouvelles qu'il s'agit de construire et dans lesquelles le lecteur initié,

constatant la correspondance entre une somme a/ -h^ et un produit cotgj- cotg^-»

reconnaîtra les caractères des logarithmes ; mais le problème lui-même va
précisément permettre d'édifier la théorie de ces nouvelles fonctions en lui
donnant un support géométrique simple; pour le faire en toute généralité, il
suffira de compléter les notions précédentes d'égalité et d'addition, limitées
jusqu'ici à des fa-longueurs arithmétiques x et à des angles aigus 9 en les étendant
à des nombres algébriques x et à des angles 9, aigus ou obtus, compris entre o
et?;.

48. Orientation des fa-longueurs et des angles de parallélisme. — De môme
que pour les segments orientés portés par une même droite, une fa-longueur
orientée^ que l'on représente par [AB] est une fa-longueur dont on dislingue
entre les deux extrémités l'une A, dite son origine, l'autre B, dite son extrémité}
sa mesure algébrique x= [AB] s'établit en choisissant a priori sur la fa-droite ô
qui porte A et B un sens direct, elle a pour valeur absolue la fa-longueur arithmé-
tique [AB] et elle est positive lorsque le sens allant de l'origine A à l'extrémité B
est le môme que le sens direct, négative dans le cas contraire; elle est nulle
lorsque A et B sont confondus. Avec cette notion nouvelle la loi générale de
l'addition se traduit immédiatement par la formule de Chastes généralisée :

[AC]==[AB]-t- [BC]

qui est valable dans tous les cas, quelle que soit la distribution sur à des trois
points et non plus seulement comme dans le cas des fa-longueurs arithmétiques
lorsqu'ils se succèdent dans l'ordre A, B, G.

Des conventions analogues portent sur l'angle de parallélisme 9 dont on étend
la définition en lui donnant pour sommet l'origine A de la fa-longueur orientée,
pour l'un de ses côtés la demi-fa-droite dirigée non plus nécessairement vers B
comme c'était le cas avec les fa-longueurs arithmétiques, mais dans un sens
convenu IJ choisi a priori allant d'un point fa-impropre 1 de ô, à l'autre J, l'autre
côté de cet angle 9 restant la demi-fa-droite qui joint A à un point fa-impropre K-,
variable avec B, de la fa-droile perpendiculaire à ô en B, extrémité de la fa-
longueur algébrique; le nouveau sens direct IJ ainsi choisi pour définir le nouvel
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angle 9 est indépendant de celui choisi pour définir la fa-longueur algébrique x ;
ordinairement il sera le même mais il pourra être aussi son contraire. Cet angle
orienté de parallélisme ainsi défini est le même que le premier compris, entre o

et -- lorsque le sens de A à B est le même que celui de 1 à J, l'ordre des points

étant donc IABJ, mais dans le cas contraire où l'ordre est IBAJ, il est son supplé-

mentaire, compris entre — et TT, et la nouvelle valeur de cotg1" est l'inverse de la

première; il en résulte que les formules ( i ) et (2) sont générales^ valables quelle
que soit la position des points A, B, sur ô, donnant toujours une valeur positive

de cotg-î? une valeur de Jr comprise entre o et - et une de y entre o et n.

Ces conventions concernant les deux nouvelles grandeurs ainsi orientées a-, 9
entraînent immédiatement les conséquences suivantes que l'on peut d'ailleurs

Fig. 43.

vérifier sur les formules générales (i) et (2) : dans un premier cas, -celui où les
deux sens directs choisis pour x et 9 se confondent suivant IJ, lorsque x est
positif, l'ordre étant IABJ, les valeurs de x et 9 sont les mêmes que pour les

grandeurs non orientées, cotg -<p croissant de i à + oo, 9 décroissant de ^ à o

lorsque x croît de o à + oo, et lorsque x est négatif décroissant de o à — oo,

l'ordre étant IBAJ, cotg ? décroît de i à o, 9 croît de 7- à TT; autrement dit,
2 2

lorsque x croit de — oo à -\- oo cotg-1- croît de o à 4- °o, 9 décroît de TT à o, la

valeur x == o correspondant à cotg^ == i , 9== - ' -» • • • ; dans le second cas, que

l'on évitera d'ailleurs dans les applications, le sens direct des fa-longueurs étant
l'opposé du sens IJ choisi pour les angles 9, la valeur de x est l'opposée du :cas
précédent, tandis que celle de 9. donnée par les formules (i) ou (2), reste la

même, et pour .y croissant de — oo à 4- oo, cotg'' varie en sens contraire, décrois-
sant de + oo à o et 9 croît de o à TT.

De là résulte la généralisation de la loi d'égalité, d'après laquelle à des valeurs
algébriques égales de x correspondent des valeurs égales de cotg ^ comprises
entre o et -\~ oo, et de 9 comprises entre o et TT, et réciproquement.

Enfin, la loi d'addition se généralise de même, la somme x == x1-\- x ' concerne
des nombres algébriques quelconques, et d'après la formule de Chasies rappelée
plus haut, se rapporte à trois points A, B, C placés d'une manière quelconque sur ô;
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la relation (3) se déduit donc encore des relations (i) et (2) et est ainsi valable en
toute généralité. Dans tout ce qui suit, nous en retiendrons surtout l'invariant
que nous désignerons par Ç, Ç== cotg'» pour étudier sa correspondance avec x
définie par les deux relations fondamentales :

(4) x^x'-^-^, $=ÇT

entre des valeurs correspondantes de x et de Ç, chacune de ces relations étant
conséquence de l'autre, les x étant des nombres algébriques quelconques variant
de — oo à 4- oo ? et les Ç des nombres arithmétiques variant de à o 4- oo.

49. Logarithmes et exponentielles. — Ces seules considérations géométriques
établissent ainsi l'existence de deux fonctions, inverses l'une de l'autre, l'une
appelée fonction logarithmique dans laquelle x est fonction de la variable Ç; Fautre
appelée fonction exponentielle où Ç est la fonction et x la variable, et représentées
par les notations qui se préciseront par la suite

(5) a?=logç, ç=eprc.

Avec ces notations où l'on a Ç == cotg7» la relation fondamentale (i) s'écrit sous
la forme suivante dont on fera de fréquentes applications :

o') ^)=S-
On relèvera d'autre part que dans ces deux fonctions î, qui représente un rapport
tel que ,.- ou une fonction circulaire cotg ̂  a une signification numérique rigou-
reusement déterminée tandis que *r, mesure algébrique d'une fa-longueur orientée
dépend des deux choix arbitraires de l'unité de fa-longueur et du sens direct des
fa-longueurs sur une fa-droite ô; par conséquent la fonction logarithmique et la
variable de la fonction exponentielle sont. définies à un facteur près arbi-
traire et constante positif ou négatif mais non nul. Ce fait est le même que
celui qui concerne les fonctions circulaires telles que y=== smx et leurs inverses
x == arc siny, dans lesquelles x dépend du choix de l'unité d'angle tandis que y a
une signification rigoureusement déterminée.

Les propriétés de ces fonctions sont des conséquences immédiates de leur
origine géométrique et d'abord la fonction logarithmique logÇ est définie pour
toute valeur positive de oà 4-00 de la variable^, la fonction exponentielle epa?
l^est pour toute valeur algébrique de — oo à 4- oo de la variable x; chacune
dîelles est constamment croissante ou décroissante lorsque la variable corres-
pondante est croissante^ la fonction logarithmique passant par toute valeur
de —.00 à 4-00, et la fonction exponentielle ne prenant que des valeurs
positives de o à 4- oo î elles sont toutes deux continues^ la continuité traduisant
ce fait que lorsque un point M se déplace sur une droite ô en tendant vers un
point fixe B, le rapport y. et la fa-distance [AM] tendent respectivement vers p.
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et [AB]; les deux fonctions sont inverses V une de Vautre chienne se déduisant
de Paùtre par réchange de la ^variable et de la fonction, ce qui s'exprime par les
identités, vérifiées quels que soient xou Ç.

(6) log(ep^)=.r, ep(lo^)=S,

enfin en se reportant aux valeurs remarquables de x et de Ç^cotg-^» leurs

valeurs extrêmes sont dans le cas ordinaire où le sens direct des fa-distances x
est le même IJ que celui qui définit l'angle généralisé de parallélisme y,

(7) logo =—oo, log^-t-oo) =-4-ao, ep(—-oo)==o,. ep(-+-oo)=-hoo,

et dans le cas contraire :
( 7 ' ) logO ==-h oo,. log(-^-oo) =—oo,- ep(—oo)=-4-oô, ep(-4-ao) = 0,

et dans tous les ca& elles ont la valeur particulière remarquable pour Ç == i
ou x == o

(8> Iogi=o, ep(o)=i.

Mais leur propriété capitale, traduite par les'deux relations fondamentales (4)
est que l'on a quels que soient les nombres algébriques a/, x ' et les nombres
positifs ^, V :

(9) logÇT^ logç'-4- logf, ep(^-h af) = epa^ ep^,

la première égalité s'énonçant en termes classiques : le logarithme d^ un produit
de facteurs positifs est égal à la somme des logarithmes de ses facteurs.

Les conséquences et applications de ces relations sont nombreuses ; c'est ainsi
que pour

^^=1, $*= ,, ou a?'-t-a^=o, af=—x',

on trouve :
}0^(~) ==--10^ ep(—a?)= i)=~logç, ep(-^)=^;

les logarithmes de deux nombres inverses sont opposés^ les valeurs de I1 expo-
nentielle pour deux valeurs opposées de la variable sont inverses Vune de
Vautre^ ces qualités résultant directement d'ailleurs des définitions posées plus
haut d'une fa-longueur orientée et de son angle de parallélisme. On en déduit :

\ogy =logç—log^ ep(.2'—aQ=ep*p——7 = ^r»

la première relation donnant l'expression classique du logarithme d^un quotient.

50. Puissances arithmétiques et changement de base. — Les deux relations (9)
s'étendent immédiatement au produit d'un nombre quelconque de facteurs posi-
tifs Ç et à la somme d'un nombre quelconque de nombres algébriques x', en
particulier, avec m facteurs tous égaux à Ç et m nombres tous égaux à a?, on a,

lo^^)^ wlogç, ep(wa?)=(epd?)w.
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On en déduit en particulier une méthode permettant d'établir avec précision,
l'existence, quel que soit le nombre arithmétique Ç, de la racine m1^'^ arithmé-
tique T) === ^/Ç de ce nombre, laquelle répond par définition à 10^==^, ce qui peut
s'écrire successivement :

log^^slogç, wlogTi==logç, }ogi\ == ^ logç, ^==ep^logîn.

Plus généralement ce procédé permet d'étendre la notion de puissance d ^un
nombre arithmétique a, acquises jusqu'ici pour les seules puissances a771

d'exposant entier et positif w, aux puissances 0e ayant pour exposant un nombre
algébrique quelconque a?, positif ou négatif ou nul, entier ou fractionnaire ou
irrationnel, en définissant a priori a30 par l'égalité

(10) It̂ a3') == a? loga ou 0-*'== ep(*î?Ioga),

laquelle détermine dans tous les cas un nombre 0e et un seul et donne bien
d'autre part la valeur déjà connue de a"1 lorsque l'exposant m est un entier positif.

En particulier, rapprochant de cette définition la valeur Y} === ^/Ç d'une racine

w^"1®, celle-ci s'interprète comme une-puissance particulière d'exposant y == ^- »

m étant entier et positif, car on trouve :

"^a == ep( — loga ) = a"1.

De celle défînilion d'après laquelle une puissance s'exprime par une exponen-
tielle découlent de suite les propriétés essenlielles d'une puissance, lesquelles sont,
les mêmes que celles de l'exponenliellc, et dont les plus importantes s'expriment
par les relations suivantes :

a^a^sa-^-1--2', a-x=, -I^, a°==i;

elles se complètent par une autre concernant l'expression (a^y faite de puissances
superposées, d'exposants algébriques quelconques x, y, pour laquelle on a :

log(a•r)y==y loga^ssy.!? loga,

ou

(n) (a^r^ay^sa'y.

Toutes ces propriétés subsistent, mais sont banales, avec log a = = = o , a = = = i ,
auquel cas'on a, quel que soit x

!•»•== epo =i

Puis avec a> i, qui donne log a > o, en se plaçant dans le cas ordinaire d'un
môme sens direct pour les fa-longueurs et les angles de parallélisme, 0e croît en
même temps que a? log a et que x, ses valeurs extrêmes étant a~* == o, a"*"" === 4- oo ;
et de même poura<<i , ( loga<<o), a^ décroît lorsque x croît, passant de
a-30 = + oo à a^ == o.

Mais le rapprochement entre puissance et exponentielle est encore plus étroit :
BULL. SOC. MATH. — T. 83. PASC. I. 2
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revenant à la définition (10) dans laquelle on retrouve, comme pour l'exponen-
tielle, une variable x log a proportionnelle et non nécessairement égale à a?, il
existe toujours quelle que soit l'arbitraire dont dépend la définition (5) de log Ç
et ep x un nombre particulier a, positif mais différent de i, que nous désignerons
par e, répondant à

(12) loge==i ou e = e p i ,

avec lequel d'après (10) l'exponentielle epa? se réduit à une puissance de e, en
prenant la forme que nous emploierons dorénavant :

(13) epx=e^;

ce nombre e défini par (12) est dit la base de l'exponentielle ex comme de la
fonction logarithmique que pour préciser on représentera par loge Ç ; de même que
l'unité et le sens direct des fa-longueurs peuvent être choisis arbitrairement, cette
base qui est la valeur de Ç= epa? pour x= i peut être aussi un nombre positif,
différent de i choisi arbitrairement ; ordinairement elle sera choisie supérieure à i ,
de sorte que ev et log ^ varieront dans le même sens que les variables correspon-
dantes x et Ç tandis que pour e <. i, elles varient en sens contraires.

De là une infinité de systèmes de logarithmes parmi lesquels on en distingue
particulièrement deux, les logarithmes népériens ou naturels^ utilisés pour leurs
qualités intrinsèques, dont la base e est un -nombre remarquable qui sera défini
par la suite, et les logarithmes décimaux ou vulgaires, utilisés comme moyen
auxiliaire de calcul, dont la base est le nombre 10, base du système de numération
décimale, l'unité de fa-longueur [AB] étant alors représentée dans la première
forme-type par deux points A, B de la droite 1Z répondant à IB== loIA.

Un problème se pose alors, dit du changement de base, qui consiste à calculer
les logarithmes d'un système de base a connaissant ceux d'un autre système de
base e ou inversement; sa solution est encore donnée par la relation (10) qui
s'écrit maintenant

ç == 0^== e3'108'0

et donne
X = lûgaÇ, X\Q^a = log<.Ç, logaÇ, log<.a = logeÇ,

d'où la valeur cherchée :

04) ^-ëâ'
où l'on vérifie que, comme on le savait a priori que les logarithmes des deux
systèmes sont proportionnels ; le coefficient de proportionalité est

il est dit le module du changement de base ; on en déduit en outre, en permutant
les deux bases a été qui jouent le même rôle, les modules correspondants étant
inverses l'un de l'autre, la relation remarquable, valable quelles que soient les
deux bases e, a '.

logealoga<î=I,
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En particulier, si Fon passe (Tune base e à un inverse y comme on a

loge^ =—log<.e=—I,
0

les logarithmes, comme on le prévoit à priori, se changent en deux opposés.
Signalons enfin pour terminer que la fonction dite fonction puissance que nous

n'aurons pas à utiliser dans ces pages avec un exposant irrationnel a, est l'expres-
sion y •==. x9- dans laquelle x est la variable tandis que l'exposant a est une
constante rationnelle ou irrationnelle, positive ou négative ; son étude et ses
propriétés se ramènent d'ailleurs à ce qui précède car on peut Récrire

y •==. .ra== ey•}us'x\

sa qualité essentielles, qui concerne la multiplication et non l'addition comme pour
l'exponentielle, s'exprime par la relation :

{xxf)a•= x^-x19-.

51 a. Fonction» circulaires ou hyperboliques d^une fa-longueur. — De même
qu'en IIe où à toute fa-distance x == [AB] on associe divers invariants, qui sont
des fonctions de cette fa-distance et que celle-ci se ramènent à un angle, sont des
fonctions circulaires de x ou de ses multiples ou sous-multiples, il y a lieu en F6,
où à une fa-distance x nous n'avons associé jusqu'ici en fonction de x que le seul

invariant 0e =. cotg <p» de chercher à en construire d'autres qui joueront le rôle des
fonctions circulaires en IIe. A cet effet nous envisagerons dans les deux espèces
des fa-distances variables et orientées x == [OC] ayant une origine fixe 0 et une

Fig. 44.

extrémité C variable sur une fa-droile ô issue de 0 et disposées dans une forme-
type commune dans laquelle l'origine 0 est placée au centre du cercle fonda-
mental (o, ô étant alors une droite a-'Oa? issue de 0 orientée dans un sens
direct Oa?.

En IIe, pour construire l'angle x et ses fonctions circulaires on place le
cercle MO centré en 0 contraire au cercle fondamentale»), son diamètre PP'perpen-
diculaire à Ox dont les extrémités sont les pôles de ô, et son diamètre situé sur Ox
dont les extrémités B^B sont disposées dans le sens direct x'Ox : l'angle x a pour
sommet P (ou son opposé P) ; ses côtés, fa-droites joignant P à 0 et G sont Fun
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la demi-droite PO, l'autre la tangente en P, dirigée de P vers G, au cercle qui,
passant par P, P' et G, coupe Ox en G et en son opposé G' et a son centre sur Ox
au milieu Go de CC' ; dans un premier cas, celui de G placé entre 0 et B, de

o <a*< ^» cet angle x est égal à l'angle en Go du triangle rectangle POCo, les

deux cingles ayant leurs côtés perpendiculaires deux à deux, et l'on a alors, les
rayons CoP, CoQ étant égaux, et R étant le rayon de coo ;

(.5) ————è* ^A» cos^^

Ces relations s'étendent en outre à toute position de G sur ô et à toute valeur, que
l'on peut toujours supposer comprise entre —ÎT et -+-7T, de la fa-distance
orientée XQ ; on retrouve en effet en déplaçant G sur 3 les quatre quadrants
classiques ; le premier est celui qui vient d'être traité ; le second est celui de G

Fig. 45.

placé sur la demi-droite Ba*, de" -<a*<<7r, auquel cas B et G étant tous deux

entre 0 et G, CoC est positif, CoO négatif et les relations précédentes subsistent;

le troisième quadrant, celui de G sur la demi-droite B'x, de x compris entre — —

et —TT, et le quatrième, celui de G entre 0 et B', de x compris entre — — et o, se

déduisent respectivement du second et du premier quadrants par symétrie par
rapport à 0, a?, CoC, C",0 se changeant simultanément en leurs opposés, et les
relations ( i5) sont donc bien générales.

Nous plaçant alors en J""® avec la même forme-type, on y retrouve la droite ô,
orientée dans le sens direct x'Ox des fa-distances orientées .2?== [OC], les points
opposés G, G' placés sur ô, l'un G intérieur, l'autre G' extérieur au cercle fonda-
mental co, le cercle de diamètre CC', centré au milieu Go de CC', dont l'arc K.CK.I
intérieur à &) est la fa-droile perpendiculaire en C à ô, les deux points G', Co
n'appartenant pas à la figure proprement dite comme étant intérieurs au cercle &)
mais intervenant comme moyens auxiliaires ; l'analogie avec ce que l'on vient de
voir en II® conduit alors à définir trois fonctions de x, appelées respectivement
sinus, tangente^ cosinus hyperboliques^ désignées pour abréger par les notations
sha*, tha?, cha?, et d'expressions analogues à ( i5), R étant le rayon de co :

(16) sW = —— ^ th a* =====—? cha?==-==î»
GGo OCo CCo
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dans lesquelles on a remplacé les deux segments CoO, C®C des formules (i5) par
leurs opposés afin que ces nouveaux segments soient de même signe que-c, comme
l'axe CoC en IIe. On pourra aussi y ajouter une quatrième fonction, la cotangente
hyperbolique^ dha?, considérée simplement comme l'inverse d& ih^, l'ensemble
de ces quatre fonctions formant les fonctions hyperboliques de x.

La premièr.e question à traiter, qui ne se pose pas en IIe où il y a identité entre x
et le second invariant Fangle 0, est alors d'évaluer ces fonctions hyperboliques en
fonction du second invariant Ç== cotg-^ == e^ ; en raison de son importance, nous
le ferons successivement de deux manières.

Dans la première, plus géométrique, on envisage les deux cercles orthogonaux
l'un &), l'autre de diamètre CC7 et la division harmonique I, J, C, C' qu'ils
tracent sur leur ligne des centres, on connaît le rayon R du premier ainsi que le

IC"rapport j^.» lequel d'après la relation (a) qui s'écrit
IÇ JO

' 1 0 JC

est précisément égal à Ç sous la condition essentielle que nous supposerons toujours
remplie que les points fa-impropres I, J de 6 soient disposés de façon que les deux
sens directs choisis pour là fa-longueur orientée x et l'angle de parallélisme y
coïncident, ou encore que la base e soit choisie supérieure à i, et il s'agit de
calculer en fonction de RetÇla distance orientée OCo des centres des deux cercles
et le rayon CCo du second. Utilisant plus commodément des vecteurs plutôt que
des longueurs on a d'abord en toute généralité, C étant toujours entre 1 et J, et en
rapportant chaque vecteur au point 0 pris pour origine :

I C Ï C f O - + - O C R - + - O C ^ lO R -»- OCIVj IV^t J \J -+- \J\jl S\ -T- \J\^l 1\^ A» -t- \J\jl

^J^a^oj-oc" R-OC et ^^^OC-R
d'où :
HP i^-1 n^ n^1 nr OC+'OC' R^-i^-i-a-^i)' p^-n^^r^ oc=Rç-rT Î oc^—2—^——F^-i——^F^i"

^ _ ce _ oc-oc _R(e-4-ip-a-i)^ 2ç .
<J^~• T"~ ———2——— ~~2—————F^I————— ~""F"=~P

les relations (16) deviennent ainsi :
. Ç 2—! 1 / „ I \ . ^-+-1 1 / - I \sha? == • — — = - ( ç — - ) , c h a ? = - — — = - ( ç - 4 - - ) ,

2Ç 2 V ' Ç/ 2Ç 2 V Ç/

et on en déduit, d'après Ç == ̂  et th .a? == —^î les expressions cherchées :

ex—e-jc ^-^-ç—^ , ex—e—"
(17) sha?=——^——, ch.r=——^——, th.r=^-^.

On rencontre, en. outre, dans ce calcul, une interprétation géométrique du
rapport °^> aul s'écrit successivement :

•T .V

OC ex— i ei~ e î . a ?
^ = e^F == T"""̂  = "'s'

e^e î



cette valeur est à rapprocher de celle que l'on obtient en IIe en observant, que dans
la figure correspondante l'angle OPC est la moitié de l'angle inscrit égal à a? et que
l'on a ainsi, quel que soit le signe de a*, et en IIe comme en F®, les d,eux formules
de même forme suivantes :
, .. , x OC , x OCd8) ^—ïr' ^--R-

Dans une seconde méthode on considère l'angle de parallélisme <p lequel avec
x >> o et sous la même réserve de la coïncidence des sens directs des x et des 9 est
l'angle en 0 du triangle ORCo rectangle en K, ce qui donne :

, R OK , R OK , OCo i
^-CC^KCo^01^ ^^^"OCo^089' ^ ^ K C o ^ s m y *

ces égalités subsistant avec x < o, car ce cas peut se déduire du précédent en
changeant CCo et OCo en leurs opposés, et <p qui pour x > o est compris entre o
et -k a son supplément TT—9 compris entre TT et — » cotg<p et coscp changeant donc

2 2

en même temps de signe tandis que sinœ ne change'pas. On rencontre ainsi les
relations générales suivantes qui ramènent les trois fonctions hyperboliques de x
à trois fonctions circulaires de l'angle 9 :

(19) sh.r== ——y ch.»== ——» th.r== coscp;
tg<p smœ

il reste à calculer ces dernières en fonctions de

$= e^== cotg ? -

Les formules connues de Trigonométrie, qui expriment sinq?, coscp, tgo» en fonc-
tions de tg ^ donnent la solution :

0 2

œ
2 te T

6 2 ie—x 2sm ç = ————— = ————— = —————»
,^-tg.j I+e-2z ex+e-x

0
2 tS —2 2 sm o e^'—e~x

ts o == ————— == ————— i cos s == ——- == —————
I-tg2Î ^-^-a' > tg(p ^-h^-^

et l'on retrouve, en toute généralité, les expressions précédentes (17).

52. Variation des fonctions hyperboliques. — Les propriétés des fonctions
hyperboliques en F® vont se déduire aussi bien de leur définition donnée par les
formules (16) ou traduite par les relations (19) que de leurs expressions (17) 5 on
y rencontrera des analogies et des oppositions avec les fonctions circulaires en IIe.
Et d'abord les formules (16) où ne figurent que des rapports de longueurs, aussi
bien que les formules (17) et la définition de Ç==^ pour laquelle il en est de



même, montrent que, comme les fonctions circulaires, la variable x des fonctier^s
hyperboliques n'est déterminée qu'à un facteur potitif arbitraire et constant
près, tandis que la valeur de chaque fonction est bien définie. En raison de la
réserve imposée plus haut sur les sens directs, ce fadeur arbitraire ne peut être ici
négatif comme il le pouvait avec e3^.

Ensuite, d'après (16) comme de (19) et (17) les trois/onctions hyperboliques
sh.r, chxy tha?, sont définies pour toute valeur algébrique positive ou négative
de x\ d'autre part, en y changeant x en —a?, ce qui revient à changer de signe
CCo et OCo et cp en TT—cp elles satisfont, comme les fonctions circulaires, aux
identités suivantes :

(20) sh(—.1')==—sh.2', th(—.r)==—th.r, ch(—x) ==ch.r.

qui signifient que sha?, th;r sont des fonctions impaires et ch.r une fonction
paire ; en particulier pour x==o (G en 0, G' et Co enoo) et pour ;r==+oo ou
x ===—oo, (C, Co, C7 confondus en J ou en I), elles ont les valeurs particulières :

! sho = o, tho == o, c h o = = i ,
(21) sh(-{-ao)== -4-00, th(-+-oo)== l, ch (-+-oo )==-{-oo ;

sh(—oo)===—», tb (—oo)==— i , ch(—oo)==-4-oo,

les trois premières de ces valeurs étant les mêmes que celles de sino, tgo, coso.
Quant au sens de variation, on peut d'abord le déduire directement des

premières formules ( 16), en y mettant la valeur de ç\\x sous la forme :

"OC -4- CCo ~OCch x == ————— == —— -+- i,
CCo CCo

et en observant que lorsque x est positif et croissant, OC est aussi positif et

croissant, tandis que CCo et OCo sont positifs et décroissants ; le cas de x négatif
se déduisant ensuite du précédent en changeant x en —Xy on constate ainsi que
lorsque x croit de —oo à -h oo, shx croit de—oo à 4- oo, th x de —i à 4- i, en
s'annulant tous deux pour x == o, tandis que chx croit de i à -\- oo et décroît de
4- a? à i suivant que x est positif ou négatif^ ce que l'on traduit d'une façon
plus simple en disant que shx et \hx sont des fonctions croissantes de x ( variant
dans le môme sens que la variable), tandis que chx est une fonction croissante
pour x positif, décroissante pour x négatif.

Ces résultats peuvent aussi s'établir encore et plus simplement à l'aide des
formules (19) où suivant que x croît par valeurs positives ou négatives, de o à

+ oo ou de —oo à o, l'angle de parallélisme 9 décroît de ^ à o ou de TT à ^; on peut

d'ailleurs éviter la discontinuité avec tgq> pour <p == -? a?== o, en substituant à cet

angle <p son complément ^ == — — 9 (égal à l'angle - du paragraphe 11 ), ce second

angle ^ étant de même signe que x, s'annulant avec lui, et croissant avec lui

de — TC à + "î pour x croissant de —oo à + oo ; les formules (19) prennent alors

la forme plus symétrique :

(19') sha?==tg<)/, th*r==sin^, cha?cos<j^==i
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.dans laquelle des fonctions impaires sont égales^ le sinus d'une espèce étant
égal à la tangente de Vautre, tandis que les fonctions paires', les cosinus des
deux espèces^sont inverses F une de Vautre. On y retrouve ainsi, dans une forme
plus directe, le sens de variation des fonctions hyperboliques.

Notons enfin que les expressions (17 ) conduisent aussi aux même résultats :
c'est immédiat avec shx où e31 croît et e^ décroît lorsque x croît, et pour tha?
(dans laquelle on reconnaît sous la forme tha?== <?^"~l une fonction homographi-
que de e^) on obtient, en la comparant à sa valeur limite i pour x == 4- oo :

26-^ 2i—th.2?=
ex-^-e~x e'^-^ï

expression qui montre bien que pour x croissant e^ puis tha? sont croissants.
En ce qui concerne cha?, il sera plus simple de se référer aux propriétés de

calcul qui vont suivre.
On constate que ce sont ces caractères numériques seuls qui différencient les

fonctions hyperboliques des fonctions circulaires et qui, en particulier, entraînent
que les fonctions hyperboliques ne sont pas périodiques. En revanche et comme
pour les fonctions circulaires, ils entraînent Inexistence de leurs fonctions inverses
sous certaines conditions d'inégalité imposées à la variable, et en particulier ils
permettront souvent de définir une fa-longueur a?, orientée ou non, par la valeur
correspondante d'une fonction hyperbolique, car à toute valeur positive ou
négative de sha?, à toute valeur comprise entre — i et -+- \ de tha?, correspond
une valeur de x et une seule, tandis que à toute valeur supérieure à i de chx
correspondent deux valeurs opposées de x ; plus particulièrement toute
fa-longueur arithmétique x est déterminée dune seule manière soit par une
valeur positive de sha?, soit par une valeur positive et inférieure à i de tha",
soit par une valeur supérieure à i de cha?.

On notera que ces caractères sont plus simples que ceux des fonctions circu-
laires à chacune desquelles correspondent toujours dans l'intervalle—TT, +'7rdeux
valeurs de x et où il faut donc limiter la variable x dans certains intervalles plus
restreints que le précédent pour qu'elle soit bien définie par la valeur correspon-
dante de la fonction, une valeur de sina?, par exemple, comprise entre — i et + i
ne définissant une seule valeur de x qu'en imposant à celle-ci d'être comprise

entre — 5C et + " •
2 2

Signalons enfin que si l'on a à utiliser la cotangente hyperbolique clha" on ne le

fera qu'en la considérant comme l'inverse clha?==-,— de tha? : c'est ainsi, en

particulier, que ctha? est discontinue et infinie pour x == o, et qu'elle est décrois-
sante, variant de — i à —oo et de 4-00 à + i lorsque x croît de —oo à o et de o
à +00.

53. Calcul des fonctions hyperboliques. — Les propriétés de calcul des fonc-
tions hyperboliques vont en revanche, contrairement aux précédentes, présenter
une identité presque totale avec celles des fonctions circulaires ; elles se déduisent
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des propriétés de calcul de l'exponentielle et des formules ( 17 ) qui peuvent s'écrire
aussi :
(22) ff•c= chx -4- sha?, e—^s cha? — shd?.

La loi d'addition (9) de l'exponentielle :

e^+y = ex er, e-\^^ = e-^ e-y,
donne de suite :

ch(a? -4-y) -4- sh(a? -+-y) = (cha? -4- sha?)(chy -»- shy),
ch(a? -4-y) — sh(a? -+-y) = (cha? — sha?) (chy — shy).

d'où par addition et soustraction et divisant par a, ou encore et plus simplement
en séparant dans chaque membre de la première relation les fonctions paires des
fonctions impaires les formules d'addition :

(28) ch(a? -+-y) = cha? chy -h sha; shy, sh(a; •+- y) = sha; cby -+- cha? shy ;

puis, en y changeant y en —y et appliquant les relations (20), les formules de
soustraction :
(24) ch(ar —y) == cha? chy — sh x shy, sh(a- —y)= sha? chy — cha? shy.

A un seul signe près dans les expressions de ch(x±y) ces formules sont les
mêmes que celles que l'on connaît concernant les fonctions circulaires, et il en
sera donc de môme pour leurs nombreuses conséquences. Ce fait conduit à intro-
duire une notation commune, sj.r, c\x, i]X pour désigner aussi bien une fonction
circulaire sina?, cosrc, tga?, qu'un fonction hyperbolique sh.r, ch.r, th;r et à les
distinguer à l'aide seulement d'un simple coefficient numérique désigné par y de
valeur :

j == -+-i en 1 ,̂ j = — en IIe

les relations précédentes (28), (24) et leurs analogues en IIe s'écriront alors sous
la forme commune suivante :

cj(a? -i-y) = éja? cjy -hy sja? sjy, n(x -h y) = sj x cjy -h cja; sjy,
c j ( -c—y)=cja?cjy—ysja-sjy, sj(;r —y) = sja; cjy —cja; sjy,(25)

en même temps que l'on a :
sja-

tj x == -L— îcja:

les relations (20) et (21 ) prenant à leur tour la forme générale :
(20') cj(—a?)=cja?, sj(— a?) =— sja;, tj(—a?)==—tja;,

(2l') cj(o)=i, sj(o)=o, tj(o)==o.

Le lecteur en déduira les mêmes conséquences, assez nombreuses que celles qui
concernent seulement les fonctions circulaires ; nous n'en retiendrons que les plus
importantes. La première est la loi d'addilion et de soustraction des tangentes,
qui s'écrit de suite, en divisant haut et bas par cja?cjy,

(.6) ,(-.)= .-î̂  ^-^T^fe-
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Puis,en faisant y==a? dans cja?(.r—y), on a entre cj.y et sja? Fidentité impor-
tante :

(27) upa '—ysj 2 ^^! ,

qui, en II®, constitue la relation connue :

cos2.^ -(- sin2^ == i,

et en F® donne entre chx et sh;y la relation qu'il importe de souligner :

(27') ch 2 ^—sh^^r

De cette relation (27) on déduit en divisant par cj3 x ou sp.y, les deux suivantes :

<2^) î -;- '̂̂ ^ Tir;-^^
i . .„ __ i i

cp"^ -+"• / J" l y~ ï î '\fx~^~x

lesquelles, associées à la première (27) , permettront dans les calculs d'exprimer
rationnellement l'un quelconque des trois carrés sj2^, cj2^, \\^x en fonction de
l'un quelconque des deux autres.

Les relations ( a5 ) permettent aussi; par addition et soustraction, de transformer
une somme ou différence de deux sj ou de deux cj en un produite on obtient,
en effet :

cj(^-4-y)-+-cj(^—y)=2cj.rcjy, cj( .r-+-y)—cj(^—y)== 2/sj.rsjy,
^x -+-V) -+- sj(^ —y) = 2sj.r cjy, sj(^ -+-y) — sj(.r -h.r) == 2cj.c sjy,

ce qui s'écrit en changeant de notation :

. p-\-q . p—a . . . . p -h q . p — q^P^-^9 =2CJ /—-^-cJ /——^, cj^—cjy^ysj^——^sj^—-',
(28) . 2 2 2 2

. . . p -+- q . p — q . . . P -+- q . p — q
SJ/ l^SJy=2SJJ^——^- /-CJJ^--——, SJ^—SJÇ=2CJJ t--^SJ<———-^-,

les transformations de S]R -4- sjç et de sj/?—sj^ ne différant pas essentiellement
et se ramenant Fune à l'autre par le changement de q en —q.

Des transformations analogues concernant les tj s'obtiennent en remplaçant

chaque tj par le rapport s! » ce qui donne d'après les secondes relations (20).

(28') tj^tj^5^-^, t^-tjg-8^-^.
^pnq ^p^y

En particulier, pour q == o (cj^= i ), les premières formules (28) donnent les
suivantes, qui seront utilisées souvent :

CJP-+-I ==2cj'2^, cj/?—i=2ysj-^;

la seconde, appliquée à chp (y==+i ), permet par exemple de retrouver directe-
ment le sens de variation établi plus haut delà fonction cha?, ce sens de variation,
ainsi que ceux de sh.r et th.r pouvant aussi se déduire des secondes relations
générales (28) et (28').
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54: Duplication et multiplication de la fa-distance. —- Une autre conséquence
importante des formules d'addition (25), (26), s'établit en y faisant y == a*, ce qui
donne lés formules de duplication de la variable, toutes de caractère rationnel^

(29) CJ2B7 = C}1 X-¥• J ̂  X SJ2B? = 2SJa?.cJa?, tJ2«C= i -t-y tj2a7

La première se transforme en tenant compte de la relation (27) et en restant
rationnelle dans les deux suivantes :

cj ix = i •+• î'} sj2a*, cj ix = 2cj2a7 — i

lesquelles, pour x == ̂  sont les mêmes que celles déjà établies plus haut.
D'autre part, en remplaçant dans toutes ces formules (29) sja* par sa valeur

sja* == cja* tja?, puis cj2^ par son expression rationnelle déduite de (27^) en fonc-
tion de t]2^

c'^x == ——:—:— )J i-Jtj^

l'on aboutit à des expressions rationnelles de cj'23", sJ2;y, tj 2 a* en fonction de tj;r,

ou de cja*, sja?, tja', en fonction de t j— :

i -»-/* tj2.»? . x . x
- 2tJ- 2tJ - -
2 2 2 î*(3o) cjx=——————» sja*=——————f tj;r=

i-ytj^ I-^tj2^ I-^ti2^

Nous ne pousserons pas davantage les conséquences des formules d'addition (a5)
en signalant toutefois qu'elles conduisent plus généralement et comme pour les
fonctions circulaires, aux formules de multiplication de la variable par un
entier positif m, formules dont on constatera encore le caractère rationnel, et en
indiquant que, en ce qui concerne les fonctions hyperboliques, ces formules
peuvent aussi s'établir directement, par application des relations (22) parle même
calcul que celui qui a conduit aux formules d'addition (28) ; ^on obtient en effet,

^w.ï== chmx -+- shmx == (cha? -+- sha?)"*,
e-"»-1^ chmx — shmx = Çchx — sha?)"1

d'où par addition et soustraction :

chmx == - [(cha?-+- sha?)"'-^- (cha?— sh.!?)"1],

shmx == - [(cha? -+- sha?)"1 — (cha? — sha?)7"].

et par exemple, pour m== 3 :

ch 3 x = ch3 x -+- 3 ch a? sh^a?, sh 3 a? = 3 ch2 a? sh x -+• sh3 x.

Ce calcul, dans lequel è30 et e~x sont positifs est d'ailleurs valable pour toute
autre valeur, positive ou négative, rationnelle bu irrationnelle, de. l'exposant m et
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s'applique donc aussi à l'exposant-I-» où m est entier en donnant en P® les
formules de division qui n\mt pas leurs analogues en IIe :

ch — == - l/ycha? •+- sha? -4- "^cha?— sha?]»

sh — = - ["̂ ch.r -+• sha- — ^cha? — sha?].

5 .̂ Fa-triangle-rectangle et ses cinq éléments. — Une première application des
fonctions circulaires et hyperboliques se rapporte, de même qu'en Géométrie
classique, à l'étude d'un fa-triangle particulier remarquable, le fa-triangle

rectangle dont par définition l'un A des trois angles est droit (A== ")» et à la

recherche de relations générales existant, quel que soit ce fa-triangle entre ses
cinq éléments qui sont les deux autres angles B, G, généralement non droits
auxquels on réserve le nom Sangles proprement dits ou simplement d'angles du
fa-triangle rectangle et les trois côtés entre lesquels on distingue V hypoténuse
a == [BG] qui est opposée à l'angle droit et les deux côtés de l'angle droit
b == [AC], c == [AB], respectivement opposés aux deux angles B, G.

On connaît déjà certains caractères généraux de ces cinq éléments : en P® où la
somme des trois angles est inférieure à TT, celle des deux angles proprement dits

est inférieurç à - ? chacun des deux angles est compris entre o et " et pourra

donc être défini par l'une quelconque de ses trois fonctions circulaires telles que
sin B, cos B, tg B, les deux premières comprises entre o et i, ella troisième étant
positive ; d'autre part, chacun des trois côtés a, 6, c, peut prendre toute valeur
positive^ tout comme une fa-longueur, et pourra être défini par l'une quelconque
de ses -trois fonctions hyperboliques shjf de valeur positive quelconque, chx
supérieure a i et thx comprise entre o et i.

En IIe où la somme des trois angles est supérieure à TC, chaque angle propre-
ment dit peut être aigu ou obtus, et il en est de même de chacun des trois côtés*,
qui sont ici des grandeurs angulaires ; les uns et les autres pourront donc être
définis soit par leur cosinus compris entre —i et 4- i, soit par leur tangente de
valeur positive ou négative quelconque, mais ne le seront plus par un sinus, dont
une valeur, comprise entre o et i, répond à deux angles supplémentaires.

On peut d'ailleurs préciser la nature de ces divers angles en se plaçant par
exemple dans la forme-type où le sommet A de l'angle droit se situe au centre du
cercle fondamental &) et de son contraire coo*, les deux côtés de l'angle droit,
b == [AC] et c == [AB] étant alors portés par deux droites rectangulaires issues
de A; en faisant variera, le point G décrivant le diamètre Ax de coo, A etB restant
fixes, on constate, quelle que soit la position de B, intérieur ou extérieur à ûi)o,
que suivant que G est intérieur (entre A et Go), extérieur (au-delà de Go), ou situé
sur (*)o, que le côté b = [AC] et l'angle opposé B sont simultanément ou aigus, ou
obtus, ou droits ; d'où ce caractère essentiel que, en IIe un côté de Vangle droit
d'un fa-triangle rectangle et Vangle opposé sont toujours de même nature,
simultanément aigus, obtus, ou droits.
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En particulier avec C placé en Co on rencontre un fa-triangle birectangle
qui a deux angles droits de sommets A et B et dont les côtés opposés sont aussi
égaux à un droit, et Fon retrouve une circonstance déjà rencontrée à propos des
obliques et perpendiculaire menées d'un point B à une fa-droile Aa*, où une
oblique particulière est égale à un droit en même temps que la fa-distance de son
pied à celui de la perpendiculaire.

On constate en outre avec c==[AB] aigu, B intérieur à d)o» que l'hypoténuse
a == [BC] et le second côté h == [AC] de l'angle droit sont aussi de môme nature,
tous deux ou aigus, ou obtus, ou droits ; tandis que, dans le cas contraire de G
obtus, B étant remplacé par son opposé B', a et b sont au contraire de natures
différentes sauf le cas limite où ils sont tous deux droits, d'où ce second cîiractùre
que en IIe le nombre de côtés aigus d'un fa-triangle rectangle est toujours

impair^ soit que les trois côtés soient aigus, soit qu'il y en ait un aigu et deux
obtus, un côté égal à un droit pouvant être considéré comme limite d'un côlé aigu
aussi bien qu'obtus.

On rencontre enfin un cas extrême, celui où B et G étant tous deux placés en Bo
et Co sur (*)o on a un fa-triangle trirectangle dont les trois angles cl les trois
côtés sont tous droits.

Observons encore que la même figure, établie en supposant B et G intérieurs à ^o,
leurs opposés B', G' étant donc extérieurs, met en évidence quatre fa-trismgk's
rectangles ABC, AB'C, ABC\ AB'C', qui se déduisent les uns des autres comme
on Fa déjà vu à propos de fa-triangles quelconques, les éléments de l'un étant
égaux ou supplémentaires, à ceux d'un autre, le premier, ABC ayant ses cinq
éléments tous aigus, tandis que AB'C'a une hypoténuse aiguë et les deux côtés de
l'angle droit obtus, et que AB'C, ABC' ont l'hypoténuse et un côté obtus, le
troisième côté aigu.

56. Relations générales entre éléments d'un fa-triangle rectangle. —Ces notions
générales établies, la Géométrie montre que si Pon connaît deux des cinq éléments
et plus particulièrement les deux fa-côtés de l'angle droit d'un fa-triangle rectangle,
celui-ci peut être construit immédiatement et, par suite, les trois autres éléments
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sont déterminés en fonction dès deux premiers; plus généralement, les cinq
éléments dépendent seulement de deux arbitraires et trois quelconques d'entre
eux sont liés par une relation générale valable quel que soit le fa-triangle
rectangle ; ce sont ces diverses relations qu'il s'agit donc d'établir.

On utilisera à cet effet les fonctions, circulaires ou hyperboliques, de ces
éléments, et principalement dans le cas d'une fa-longueur ^==[OC] dont une
extrémité 0 est placée au centre du cercle fondamental rx>, les formules ( î5) en IIe

<^t ( 16) en Y\ qui avec la convention générale du paragraphe 53 se mettent sous la
forme commune

(3ï) sja;==7
CCo' ^•A' OCo

^-W

où Go est le milieu du segment CC' limité au point G et à son opposé G', que les

Fig. 48.

deux points G', Go appartiennent en IIe à la figure non euclidienne, ou qu'ils ne
lui appartiennent pas en Ve.

Plaçant par exemple en 0 le sommet B d'un angle proprement dit d'un
fa-triangle rectangle BAC, l'hypoténuse a == [BC] et le côté c == [BA] sont recti-
lignes, formant entre eux l'angle B; le côté 6==[AC] est porté par le cercle
centré en Ao, milieu de AA', et coupant la droite BC aux deux points opposés C.
C' dont le milieu Co est la projection orthogonale de Ao, ce qui donne

BCo=BAoCosB

et entraîne d'après les relations (3i) où Fon remplace successivement x par a etc,
OCo par BAo et BCo :

cosB = BCo _ tjc
BAo tja.
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d'où une première relation générale :

(32) tjc ==tjacosB.

On y retrouve immédiatement diverses propriétés : en P0, où thc, tha sont
positifs, cosB compris entre o et i , on en déduit thc <i tha, c <<a, et le côté c
est plus petit que l'hypoténuse a; il en est de même en II® pour un fa-triangle
rectangle à éléments tous aigus : c'est, dans les deux espèces, l'inégalité entre
oblique a et perpendiculaire c. De même en IIe où B est de même nature
que b, cosB de même signe que cosb et tg6, on déduit de cette relation que le
produit des trois tangentes, tga, tgè, tgc est toujours positif et l'on retrouve que
le fa-triangle rectangle comprend toujours un nombre impair de côtés aigus.

Mais d'autres relations se présentent également : la forme-type utilisée fait
aussi apparaître l'angle C du fa-triangle, angle dont les côtés [ÇA] et [CE] sont
respectivement perpendiculaires à l'hypoténuse CAo et au côté CoAo du triangle
rectiligne rectangle CCoAo; comme l'angle en Ao de celui-ci est aigu il est donc
égal en P0 à C qui est aussi aigu et il en est de même en IIe dans le cas où le
fa-triangle ABC a tous ses éléments aigus, puis comme l'hypoténuse CAo est égale
à la longueur AAo on a donc alors :

- _ /. CCosin C=
AAo'

ce qui d'après (3i) et comme avec la relation précédente, entraîne

sinC^^sja
ou :

( 33 ) sj c = sj a sin C,

et cette nouvelle relation qui est générale en F® l'est aussi en IIe car si un fa-triangle
rectangle ABC n'a pas tous ses éléments aigus, on peut le ramener à un autre tel
que AB'C pour lequel il en est ainsi en changeant certains de ses éléments,
angles ou côtés en leurs supplémentaires, ce qui ne change pas cette relation.

La forme-type mettant ainsi en évidence d'une manière simple les quatre
éléments B, C, a, c, mais non le côté 6, doit aussi conduire, après les deux
relations précédentes où figurent a et c, à deux autres, l'une entre a, B, C, l'autre
entre c, B, C : la première s'établit en comparant les deux triangles rectangles
CCoAo, BCoAo qui ont un côté commun CoAo, un autre CCo ou BCo se rappor-
tant à a, et un angle, en Ao ou B, égal à C pour le premier, à B pour le second
dans le premier cas simple où ces deux angles B, C sont aigus; on en déduit alors
successivement

C.A,=^=BC.tgB, tgBtgC=^=^.

OU

(34) ^TgiTtër
et de la même manière que la précédente (33) cette nouvelle relation, établie dans
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un premier cas, est encore générale, car elle ne change pas en IIe si, passant de
F un à Fautre des fa-triangles rectangles ABC, AB^C, AB(7, A^BC on y remplace
deux des trois éléments a, B, C par leurs suppléments sans changer le troisième.

La dernière relation entre'c, B, G s'établit de même en rapprochant dans les
mêmes triangles CCoAo, BCoAo, les derniers côtés, run CAo==AAo; Fautre
BAo, qui se rapportent tous deux à a, et qui, de la même manière, donnent suc-
cessivement dans le même premier cas :

CoAo= AAoCosC= BAo sin 6 cjc == . ft- = ——^»
(35) cos C = cj c sin B,

relation qui est encore générale, car elle ne change pas en IIe si Fon j remplace
par leurs suppléments soit B, soit simultanément G et c.

57. Il reste enfin, toutes les formules ainsi établies contenant l'hypoténuse a et
un côté <;, mais non le second côté b-, à établir celles qui relient les deux côtés
6, c soit à Fhypolénuse a, soit à un angle B ou C, ce que nous ferons en les dédui-
sant des .précédentes et de leurs analogues obtenues en y permutant les côtés
A, c et les rfngles B, C; nous observerons, d'autre part, que toutes les formules
déjà établies ont un même caractère simple, reliant chacune trois fonctions circu-
laires ou hyperboliques par les seules opérations de multiplication et de division
et non par addition et soustraction, ce qui se traduit en disant que ce sont des
formules calculables par logarithmes ; nous devrons donc combiner par
voie de multiplication et division Seulement les formules établies, en y com-
prenant celle qui relie les trois fonctions d'un môme élément x, tja*=== ^»
et qui est de même forme, et en excluant, par exemple Femploi de la relation

siu2^ -4- cos^x = i,

qui n'a plus ce même caractère.
Dans ces conditions, la relation entre é, c, B peut s'établir en égalant d'abord

les deux valeursde tja déduites de la relation (3a) et de son analogue [ou de
sja déduites de (33)], ce qui élimine a et donne :

tjc \\b ., - . ,,—•—— == - ou t| b cos B =s: tj c cos C,cosB co.sC " ''

puis, en remplaçant cos G par sa valeur (35), on a :

tj b cos B == tj c cjc sin B,
d'où la relation cherchée :
(36) tj6==?jctgB.

La dernière relation, entre a, 6, c s'obtient enfin par les mêmes opérations en
déduisant des relations acquises où ne figure pas C, les trois fonctions circulaires
de B :

cosB^îlî, sinB^, tgB^Î^,tja sj<z 1 sjc
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ce qui donne
Uh_
sjc

sjb tja
sja tjc

sj6 sjc
tf6 tjc

sja
tl^

ou enfin

(3?) cja == cj6 cjc.

Signalons enfin un procédé permettant d'établir directement la relation (36) et
de retrouver en même temps certaines des relations précédentes; il consiste dans
le recours à une autre forme-type dans laquelle le sommet A de l'angle droit est

Fig. 49-

Fig. 5o.

placé au centre du cercle fondamental, les deux côtés b == [AC], c = [AB] étant
alors portés par des droites et l'hypoténuse a==[BC] par un corde propre qui
coupe respectivement ces droites en B et C et en leurs opposés B\ C7; abaissant
du centre D de ce cercle les perpendiculaires de DBo DC^ sur les côtés, B^ et C^
sont les milieux de BB' et C(7, les angles en D des triangles rectangles DB^B.
DCoC sont des angles aigus respectivement égaux aux angles B. C dans les
premiers cas simples où ceux-ci sont aussi aigus, les deux hypoténuses DB. DC
sont égalée entre elles, les côtés DBy et DC(( sont égaux a AC^ et ABp et l'on a
ainsi dans ces premiers cas :

. - BBo BBor> ""« ""p
^^B^AC»'

BULL. SOC. MATH. — T. 83. VASC. 1
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avec

sjc=^, tj6=^,

d'où

tJB=î^
SJC

et, en reprenant le même raisonnement que plus haut, cette formule établie dans
des cas simples s'étend à tous les autres cas, car en IIe, elle ne change pas si l'on
y remplace b et B par leurs suppléments; elle est donc générale et constitue bien
la formule (36).

En ne faisant intervenir qu'un seul côté c, les mêmes triangles rectangles
donnent ensuite, dans les premiers cas simples :

ABo = Go D == CD cos C, BBo = BD sin B,

d'où, d'après (3i) et CD ==BD,

ABo . cosC
BB-o-^-iinB

et l'on retrouve ainsi, en l'étendant de même à tous les autres cas, la formule
générale (35).

Mais cette seconde méthode ne mettant pas en évidence d'une manière simple
l'hypoténuse a == [BC], figurée par un arc de cercle, ne conduit pas aux formules
contenant a, et ne dispense donc pas de la première méthode.

58. Tableau des formules du fa-triangle rectangle. — En raison de leur impor-
tance, répétons et rassemblons ces diverses formules ; elles constituent un ensemble
de dix relations dont :

Une entre l'hypoténuse a et ses côtés 6, c (37) :

( Q C]a == c\b cjc;

Deux entre l'hypoténuse, un côté et l'angle compris (3a) :

(n) t jc = tjacosBi t.j6 = tjacosC;

Deux entre l'hypoténuse, un côté et son angle opposé (33) :

( I I f) s j c = = s J C T s i n C , s J 6 = s j a s i n B ;

Deux entre les côtés et un angle (36) :

(Jv) t j A = = s j c t g B , t j c=s jô tgC;

Deux entre les angles et un côté (35) :

(v) cosC==cjcs inB, cosB = cjb sin G;

Une entre les angles et l'hypoténuse (34) :

(VI) c i a = = — — — — .cja == t gB tgC



On observera et on en retiendra des moyens mnémotechniques. l'analogie des
types (II), (III), (IV) avec les formules classiques concernant le triangle
rectangle; on retiendra aussi à cet effet leur caractère signalé plus h a u t de ne
contenir que des symboles de multiplication ou division cl ce fait que, a part les
formules (III) qui ne contiennent que des sj tous positifs, chaque formule permet
de vérifier en IIe ou bien qu'un angle et le côté opposé sont de même nature, ou
bien que sur les trois côtés il y en a deux ou aucun qui soient obtus; on notera
encore que ces dix formules comprennent au total 3o termes qui six par six sont
des fonctions d'un même élément, et deux par deux une môme fonction d 'un
môme élément.

Signalons enfin qu'il ne peut exister ni une relation générale entre trois
éléments distincte de la relation correspondante précédente, ni une relation géné-
rale entre deux éléments seulement, car dans les deux cas, dès qu'un élément
serait donné, on ne pourrait plus en choisir arbitrairement un second.

Inversement, il existe des relations générales entre quatre éléments, celles par
exemple obtenues en égalant les deux valeurs, tirées des formules précédentes.
d'une môme fonction d'un môme élément, celles de cja, par exemple; mais ces
relations, du seul fait qu'elles portent sur quatre éléments, présentent peu
d'intérêt.

59. Fa-rectangle et ses cinq éléments. — Avant de poursuivre l'étude et les
applications de ces relations il y a lieu de rapprocher le fa-triangle rectangle d'un
autre fa-polygone simple, le fa-rectangle, que l'on rencontre en même temps que le
premier en diverses circonstances. Si, par exemple, pour construire un fa-triangle
rectangle on place l'un des côtés c '==[AB] de Pangle droit, puis deux fa-droites.
l'une Ax perpendiculaire en A à la fa-droite AB. l'autre B y menée arbitrairement

par B, on obtient un fa-triangle rectangle BAC lorsque A y et By se coupent en un
point G, ce qui est toujours le cas en IIe; mais en P0 si A x et By sont non
sécantes, ce fa-triangle n'existe plus tandis que l'on peut mener une perpendicu-
laire commune DE à Kx et By et obtenir ainsi un quadrilatère simple dont les
côtés sont des segments de fa-droiles et dont trois angles de sommets A. D, E sont
droits; il en est d'ailleurs de même en IIe où Kx et By ont a la fois deux points
d'intersection opposés G, G' et une perpendiculaire commune DE. D'où cette
première notion simple de quadrilatère ayant trois angles droits et un quatrième
angle quelconque.

Pour préciser, on observera qu'un tel quadrilatère peut aussi se construire en
plaçant arbitrairement le sommet D opposé à l'angle non droit, par exemple au
centre du cercle fondamental, puis deux demi-fa-droites rectangulaires Djr, Dy
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portant les côtés issus de ce sommet D, et abaissant ensuite, d'un point quel-
conque B pris à l'intérieur de l'angle droit a?Dy les fa-droites perpendiculaires
BA sur Da?, BE sur Dy; les trois angles de- sommets A, D, E du quadrilatère
BADE ainsi construit sont bien des angles droits, le quatrième B==ABE, qui
est quelconque, est V angle proprement dit B du fa-rectangle ; entre les quatre
côtés on distingue les deux côtés de Vangle c==[BA], c'=[BE] issus du
sommet B de cet angle B, et les deux bases^ b= [AD], 6'==[ED], respective-
ment adjacentes à ces côtés ; de môme que le fa-triangle rectangle le fa-rectangle
a ainsi cinq éléments, son angle B et ses quatre côtés 6, 6', c, c'.

En F® où la construction précédente ne comporte aucune exception un
fa-rectangle est toujours un quadrilatère convexe^ deux perpendiculaires à une
même fa-droite, AB et DE par exemple perpendiculaires à Da?, étant non sécantes
et tous les points tels que A et B de l'une étant bien situés d'un même côté de

Fig. 52.

l'autre; dans ces conditions, l'une quelconque des deux fa-droiles diagonales DB,
AE décompose le fa-rectangle en deux fa-triangles, la somme de ses quatre angles
est inférieure à quatre droits et en ce qui concerne l'angle proprement dit B, il
en résulte que en Ve Vangle non droit d! un fa-rectangle est un angle aigu.

60. En IIe la construction fait intervenir les pôles des fa-droitcs rectangulaires
Dx, Dy, ceux de D*r étant situés l'un P sur la demi-fa-droite Dy l'autre P' sur
son opposée Dy', ceux de Dy étant de même l'un Q sur Dx l'autre Q' sur Dx',
ces pôles étant en outre dans la forme-type choisie sur le cercle ^o centré en
D contraire au cercle fondamental co; la perpendiculaire abaissée de B sur Dx
est portée par le cercle mené par les trois points B, P, P'; B étant intérieur à
l'angle .rDy et non situé sur l'un de ses côtés, ce cercle coupe la demi-fa-droite
DcT en un point A et un seul et coupe l'opposée Dx' en un second point A', opposé
de A; de même là perpendiculaire abaissée de B sur Dy est le cercle mené par
B, Q, Q' et coupe Dy en E, Dy' en son opposé E'. Mais en ce qui concerne la
convexité du quadrilatère BADE ainsi construit si l'on observe encore que les
sommets A et B sont situés d'un même côté de la fa-droite y'Dy qui joint les
deux autres sommets D, E, que de même E et B sont situés d'un même côté de
x' D.r, inversement D et A ne sont plus nécessairement d'un même côté de la
fa-droite EQE'Q' qui joint B et E, ni D et E d'un même côté de APA'P' qui joint
B et A ; D étant intérieur au cercle COQ qui joint les pôles P, P' de Dx et Q, Q' de
Dy suivant que B est intérieur, ou extérieur à ce cercle coo le fa-rectangle BADE



— 37 —

est convexe ou non convexe, son angle B est saillant ou rentrant, inférieur ou
supérieur à deux droits, ses bases &==[AB], 6'==[ED] sont inférieures ou
supérieures à [DP] = [EQ] == î.

Dans un cas limite, celui où le sommet B se place sur Parc PQ de (DO mais non
en P0 ou Q, les deux côtés C, 0 sont dans le prolongement Fun de l'autre et sont
complémentaires, leur somme étant [PQ]==-Ll tandis que les bases placées

suivant [DP] et [DQ] sont toutes deux égales à ̂  le fa-rectangle se réduisant ainsi
à un fa-triangle trirectangle DPQ dont un côté [PQ] est décomposé en deux
parties [BP], [BQ].

Observant que dans tous les cas les deux côtés de Pangle c = [BA], c'= [BE]
sont toujours plus petits que [AP] et [EQ], une première conclusion est donc
que en IIe il existe deux variétés générales de fa- rectangles, les uns convexes
dont V angle B est saillant (inférieur à w) et les bases inférieures à^i les autres
non convexes dont V angle B est rentrant (supérieur àîr) et les bases supérieures
à - » les côtés de V angle B étant dans tous les cas inférieurs à " ; dans une
variété limite le fa-rectangle se réduit à un fa-triangle trirectangle, son
angle B est plat (égal à îr), ses bases sont égales à^- et ses côtés de V angle sont
complémentaires.

Si, par exemple, Fangle B est saillant, le point B étant placé dans la construc-
tion précédente à Pintérieur de l'angle droit ;r»Dy, cette même construction où
Pon remplace le sommet B et les demi-droites Dx^ Dy par leurs opposés B', Da^,
Dy' donne en môme temps un second fa-rectangle B^DE7 dont l'angle non droit,
de sommet B', est rentrant et Fon constate, en outre, en comparant les éléments
de ces deux fa-rectangles BADE, B^'DE' que en IIe tout fa-rectangle est associé
à un autre tel que leurs bases soient deux à deux supplémentaires, leurs côtés
de V angle deux à deux égaux et la somme de leurs angles non droits égale
à 27T.
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Si alors, comme on l'a fait en T°,i on décompose en deux fa-triangles le fa-rec-
tangle BADE, supposé convexe en menant l'une de ses diagonales, on en déduit,
puisque l'on est en IIe, que la somme des quatre angles de ce fa-rectangle est
supérieure à quatre droits (ou 27r), donc que l'angle proprement dit B, qui est

saillant est supérieur à un droit, donc compris entre -^ et TT; quant au fa-rectangle

non convexe B'A'DE', associé au précédent, son angle non droit, qui est rentrant,

est compris entre 2îr—"=== -" et a i r—îr==7r , donc inférieur à trois droits; d'où

ce caractère important que en IIe F angle non droit d'un fa-rectangle convexe
est supérieur à un droit et inférieur à deux droits et celui d1 un fa-rectangle
non convexe, est inférieur à trois droits et supérieur à deux; d'une façon
générale^ cet angle est toujours compris entre un droit et trois droits; dans les
calculs, cet angle B pourra donc être défini soit par sinB, soit par tgB, tous deux
positifs si B est saillant, négatifs s'il est rentrant, tandis qu'une valeur de cosB
doit être négative (o >> cosB >>— i ), mais répond à deux valeurs de B de somme
égale à 27T.

Revenant encore sur la construction précédente, on remarquera que les perpen-
diculaires abaissées de B sur les fa-droites Dx, Dy ont chacune deux pieds
opposés A, A' ou E, E'; on pourrait donc, remplaçant dans ce qui précède l'un
au moins des sommets A, E par son opposé, ce qui revient à remplacer l'un au
moins des côtés c, c ' par son supplémentaire, envisager trois autres quadrilatères
BA'DE, BADE', BA'DE' ayant également trois angles droits; mais lorsque B est
intérieur à &)o un angle droit de chacun de ces quadrilatères est rentrant, son
sommet étant E pour le premier, A pour le second, D pour le troisième, et lorsque
B est extérieur à (^o (ce qui revient sur notre figure à remplacer B par B' et à
considérer les quadrilatères B'ADE'^ B'A'DE, B'ADE) les deux premiers quadri-
latères ne sont plus connexes ayant deux côtés opposés qui se croisent en un point
intermédiaire (B'A et DE' en P', B^E et DA' en Q^) et l'angle droit de sommet D
du troisième est rentrant. Pour ces raisons ces divers quadrilatères ne seront pas
considérés comme de véritables fa-rectangles; chacun d'eux s'associe d'ailleurs à
un fa-rectangle de façon que leurs divers côtés soient deux à deux égaux ou sup-
plémentaires et la somme de leurs angles non droits égale à TT ou à 27:; quant aux
deux fa-rectangles qui seuls ont été retenus BADE et B'A'DE', ils se distinguent
essentiellement des précédents par la qualité signalée plus haut, étant les seuls
dont les deux côtés de l'angle non droit sont inférieurs à - •

Observons enfin, toujours en IIe, que si l'on prolonge au delà de A et B les
côtés [DA], [EB] du fa-rectangle convexe BADE, ces prolongements se coupeut
en un pôle Q de la fa-droite DE et forment un fa-triangle rectangle BAQ dont les
cinq éléments sont reliés d'une manière simple à ceux du fa-rectangle : un côté
[AB] leur est commun; deux autres côtés [AQ], [BQ] du fa-triangle sont les
compléments de deux autres côtés [AD], [BE] du fa-rectangle; leurs angles en B
sont supplémentaires; enfin l'angle en Q du fa-triangle, dont le sommet Q est un
pôle de la fa-droite DE est égal au dernier côté [DE] du fa-rectangle : tout
problème sur le fa-rectangle, toute relation entre ses éléments, se ramène donc a
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un problème, à une relation concernant le fa-triangle rectangle, et l'étude du
fa-rectangle pourrait en rester là; mais néanmoins et afin de conserver le parallé-
lisme entre P® et IIe, il sera intéressant de reprendre directement cette étude.

61. Relations générales entre éléments (Tun fa-rectangle. — Ayant ainsi
observé en P® et en IIe que, de même que le fa-triangle rectangle, le fa-rectangle
admet cinq éléments, et sa construction, effectuée plus haut, dépend de deux
arbitraires telles que les fa-distances du sommet B aux deux fa-droites rectangu-
laires Da?, Dy, il existe donc une relation générale entre trois éléments quel-
conques d'un fa-rectangle et le problème se pose d'établir ces diverses relations :
nous le ferons de plusieurs manières.

La première, déjà utilisée plus haut pour étudier l'angle non droit B, procède
de la décomposition du fa-rectangle BADE effectuée en menant la diagonale DB.
rectiligne dans la forme-type choisie ; le fa-rectangle se partage en deux fa-triangles

rectangles DAB, DEB, rectangles en A et E ; ceux-ci ont même hypo-
ténuse J"==[DB], leurs autres côtés sont un côté de l'angle du fa-rectangle
et la base adjacente c=[BA] et & = = [ A D ] pour le fa-lriangle DAB. c'==[BE],
et^==[ED] pour DEB; leurs angles en D. 0=ADB. 0'= EDB sont complémen-
taires ; leurs angles en B, (3 = ABD. ^== EBD ont pour somme 3 + 6'== B. Ne
retenant d'abord pour chacun d'eux que les quatre premiers éléments 6, c, x, 6 et
b1, c ' , x, 0', ceux-ci sont liés respectivement par les quatre relations générales
suivantes, où les lignes trigonométriques de l'angle 0'sont remplacées parles lignes
complémentaires de l'angle 0 :

l cj x = cj b cj c, t jc=s j6 tg6, sjc == sjj? sin b, tj6 = tjjc co?6,

<38) . .,, . , . . sj^ . , .f cj x = cj b cj c , tj c = —— ? sj c = sj x cos 6. tj b = tj x sin 6.

En vue d'éliminer entre ces diverses relations les deux éléments auxiliaires x, 9,
on peut d'abord égaler les deux valeurs qui s'en déduisent de sinO. ou de cosO, ou
de tg9, ce qui donne les relations suivantes :

sj c tj b' sj c' tj b tj c sj b'
s\x tj a? sj x tj x sj b ~ tj c '

dans celles-ci x ne figure que par le rapport -4^ = cp', et en égalant alors les

quatre valeurs de G]X déduites de ces dernières relations et des précédentes, on
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obtient ainsi entre les quatre côtés 6, c, b', c' les relations générales suivantes :

W cj6cjc=cj^cjc'= ̂ 7 = ^—î tjctjc^sjôsj^;

certaines d'entre elles portent sur quatre éléments et ne sont intéressantes que par
leur symétrie, mais entre les quatre expressions deux à deux égales ne retenant
que les égalités reliant la première ou la seconde à chacune des deux autres, on
obtient les quatre relations générales suivantes entre trois éléments :

(4o) ^ c = = c ] b t ] b ' ,

(40 sjc/= sj 6 cj c,
(4<Q tjc^cjô'tjô;

(4 i 7 ) sjc = sjé'cjc';

la manière même dont on vient d'établir ces.quatre relations montre d'ailleurs que,
inversement, les autres relations (38) entre quatre éléments sont des conséquences
de celles-ci et la vérification s'en fait immédiatement.

62. Reste à établir les relations où figure l'angle B; la même décomposition du
fa-rectangle qui donne B = (3 + ̂  permet le calcul rationnel des trois fonctions
circulaires de B en fonction de celles de j3 et (3', calcul qui s'effectuera en utilisant
les relations qui existent respectivement entre ,3 et ^ et les autres éléments des
fa-triangles rectangles BAD, BED, relations dont on a déjà reproduit plus haut
celles qui ne portent pas sur (3 et (3'. De là une variété assez grande de procédés
et d'exercices de calcul; retenant, par exemple, les relations dans le fa-triangle
BAD, entre les sinus et cosinus des angles (3, 6, on a :

cos ? = cj b sin 6, sin Û = ^°i6 ,
CJC

et de même, dans le fa-triangle BED, où 6 est remplacé par 7: - — 0 :

cos.B'= cj^cosO, sinp'

On en déduit d'abord,

sin 6
c\c'

sin B = sin 3 cos y --+- sin 3' cos 3 = c^— cos2 6 -+- - " - sin2 0
cjc cjc' ?

d'où, les coefficients de cos2 6 et sin^O étant égaux, d'après les valeurs égales de
G]X (38), des deux expressions suivantes de sinB :

(42) sinB=^, smB==^.
CJ C CJ C

On trouve ensuite :

cos B == cos p cos 3'— sin 3 sin P' = sin 6 cos 0 cj b cj b' — ——ï-—— ,
L cjccjc'J

d'après les mêmes valeurs de G]X, la quantité entre crochets s'écrit :

cfx ^ -ï _ c^x—i _ . sj2^
cj c cj c' cj c cj c' ~~ cj c cj c' ~ " cj c cj c'f
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alors, que les troisièmes égalités (38) donnent :

^ecose^^,
Sj2^

d'où, sja* n'étant pas nul, et d'après (3g), les deux valeurs suivantes de cosB en
fonction de deux côtés :

(43) cosB = y'tj cljc',

( 43" ) cos B = j sj b sj b''.

On en déduit enfin, toujours en fonction de deux côtés, deux valeurs de tgB
que, à titre d'exercice, on pourra d'ailleurs calculer directement :

^ . c\b' . cj b'tgB =/ -—".——-, = / —'——,i
- cj c tj c tj c sj c tj c

ou, d'après (41 ') :

(44) igB = / ' . CJ . , = . j . ,sj b cj c' tj c' sj &' tj c'

et de même

(44') tg:B=— /—-t j6s jc

63. On peut d'ailleurs reprendre ces recherches par un procédé qui reste mieux
dans l'esprit de la méthode en évitant le recours, imposé par la décomposition de
l'angle B, à des additions et soustractions et qui consiste, ainsi qu'on l'a fait pour
le fa-trianglc rectangle, dans l'emploi de formes-type où l'on place un sommet du

fa-rectangle au centre du cercle fondamental. Lorsque ce sommet est celui de
l'angle non droit B les deux côtés de cet angle c==[BA], c'==[BE] sont portés
par des demi-droites Ba?, By issues de B, les bases b= [AD], ^==[ED] sont
des arcs de deux cercles centrés l'un en un point Ao de Ba?, l'antre en un point
Eo de By et passant par les points opposés A, A' pour l'un, E, E' pour l'autre; ces
cercles forment avec le cercle fondamental o> un système orthogonal, et si l'on
mène la hauteur EoH du triangle BAoEo ayant pour sommets les centres de ces
cercles, la valeur de la puissance du cercle &) centré en B donne l'égalité

yR°-= BAo.BÏÏ = BÂo.'BËo cosB,
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où BAo et BEo sont reliés aux fa-distances c == [BA], ^^[BE] par les formules
générales (3i), ce qui donne :

yR2= .R- -^LCOSB;
•' tjc tjc' *

l'on retrouve ainsi la formule (43), puis diaprés la dernière égalité (SQ), la
seconde formule (4^).

Fig. 56.

Dans une seconde forme-type, c'est le sommet A d'un angle droit non opposé a
l'angle non droit qui se place au centre de co; le côté c == [BA] et la base adjacente
b === [AD] sont des segments rectilignes portés par des demi-droites rectangulaires
Az, A t issues de A; la seconde base 6'== [DE] est un arc d'un cercle dont
le centré Do et deux points diamétralement opposés D, D' sont situés sur A^; de
même le second côté c' == [BE] est un arc d'un second cercle centré en un point S
non situé sur A.Z et coupant cette droite Az en B et son opposé B' en formant

avec elle l'angle B du fa-rectangle ; ces deux cercles forment avec le cercle fonda-
mental &) un système orthogonal, leurs points d'intersection E, E' sont alignés
avec le centre A de u et en menant la hauteur SH du triangle formé par les trois
centres Do, S, A, on a comme dans la forme-type précédente :

yR^=AJDo.Â1î=ADo.^S;
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d'autre part, les côtés SB, SB,, du triangle rectangle SBoB étant perpendiculaires
à ceux de l'angle B, on a aussi au moins en valeur absolue :

'd'où comme plus haut :
BoS= BBoCotgB,

j R2 == Al>o .'ÏÏÏÏo colgB,

y'cotgB == t j & s j c ,

égalité qui, en outre, se vérifie en signe soit que en P®, où B est aigu, tous se^
termes soient positifs, soit que en IIe, où sjc est toujours positif, B csl saillant,

compris entre ^ et 7r(cotgB << o, y ==—i) , lorsque la base est comprise entre o

el ^ ( l §^^ > o )^ solt ^{xe ^ solt rentrant, compris entre r. et -" lorsque b est

compris entre '- et T T ? celte vérification se tait aussi sur les deux formes qu'afîecte

la figure en IIe en y échangeant simplement les points D et D' , les fa-rectangles
BADE et BAD'E', l'angle saillant de l'un et l'angle rentrant de l'autre, la base
b == [AD] du premier et la base supplémentaire [AD^] == r. — b de l'autre.

On retrouve donc bien la formule générale (44') ainsi que son analogue (44)-
Le lecteur pourra retrouver de même directement les formules donnant sinB

en utilisant la forme-type où c'est le sommet D opposé à l'angle non droit qui se
place au centre du cercle fondamental et en appliquant la relation qui donne
l'angle de deux cercles en fonction de leurs rayons AAo, EEo et de la distance
AoEo de leurs centres; mais il nous suffira de déduire la valeur de sinB de celles
qui viennent d'être trouvées de cosB et cotgB, qut donnent :

. cos B tj c tj c' tj c
sin n == —•—- == ——:— == ————»

cotg B tj b sj c tj b cj c

d'où d'après (4i) une valeur ne dépendant que de deux côtés

sinB — tjc sîb == ^^
t]b sj'c' c jc ' ^

ce qui reproduit bien l'une des formules (42)-
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64. Tableau des formules du fa-rectangle. — En résumé on a trouvé comme
dans le fa-triangle rectangle, dix relations générales^ portant chacune sur trois
quelconques des cinq éléments et qu'il est bon de reproduire en les répartissant
en six types, soit :

Deux relations entre les deux bases et un côté de Vangle (4o) :

(I) tjc==cj6tj6', ti</==cj6'tj6;

Deux entre une base et les côtés de F angle (41) :

( II ) sj c = sj b' cj c'y sj c' = sj b cj c ;

Deux entre F angle ̂  une base et le côté adjacent (44) :

(III) ycotgB==tjésjc, ycotgB=tj6 's j</ ;

Deux entre F angle ̂  une base et le côté opposé (42) :

(IV) cj b == cj c' sinB, cj b' = cj c sin B ;

Une entre V angle et ses côtés ( 43 ) :

(V) ycosB==tjct j ( / ;

Une entre V angle et les deux bases (4^7) '-

(VI) ycosB =sj6sj6'.

Les mêmes observations générales que pour le fa-triangle rectangle» sur le
nombre et la nature des divers termes de ces formules, s'appliquent également
ici : nous signalerons encore en IIe que ces formules s'appliquent aussi, mais
seulement en valeurs absolues et non plus en signes^ à tout fa-quadrilatère ayant
trois angles droits, saillants ou rentrants : celui-ci se rattache en effet à un
fa-rectangle convexe de telle façon que, en passant de l'un à l'autre, chaque terme
de l'une quelconque de toutes ces relations ne change pas ou ne fait que changer
de signe.

65. Application au fa-triangle rectangle impropre. — Rapprochant toutes ces
relations de celles qui concernent le fa-triangle rectangle, on contate, ainsi que le
font prévoir les considérations qui ont conduit à la notion de fa-rectangle, que
dans les deux groupes de relations il en est trois qui, rattachant l'angle B et un
côté adjacent c (désignés de la même manière dans les deux figures) à un troisième
élément, peuvent se mettre sous une forme commune ayant respectivement les
mêmes premiers membres, et s'écrivant pour le fa-triangle :

(45) sjctgB=tj6, ^^=tja, cj c sin B == cos C,

pour le fa-rectangle :

W) sjctgB=^, ^B=^ cjcsmB^cj^.

En IIe où chacun des seconds membres peut prendre toute valeur de —oo à
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+ 00 pour les deux premières relatives et de — i à 4- i pour les troisièmes, il n'y
a pas lieu de s'arrêter davantage sur ce rapprochement où l'on retrouve une
correspondance déjà signalée entre un fa-rectangle et un fa-triangle rectangle.

Mais en P0, en se reportant aux valeurs pour x ^> o des fonctions tha*, ch*r,
cos.r, on constate que les trois expressions shc tgB, —^y chcsinB sont infé-
rieures à i dans un fa-triangle rectangle^ supérieures à i dans un fa-
rectangle^ et qu'il existe un cas limite intermédiaire répondant aux relations :

(45") shc tgB==i , ——n 2 3 1 ' c h c s i n B = = i

et aux valeurs particulières C==o, b'==o, a, 6, c' infinisy cas qui comme on
Pavait prévu dans la construction initiale du paragraphe 59 est celui du fa-triangle
rectangle impropre, on retrouve bien d'ailleurs dans ces relations (4^f /)» celles
qui rattachent une fa-distance c= x à l'angle de parallélisme correspondant B == 9.

Quant aux autres des dix relations de chacun des deux groupes, où ne figure au
plus qu'un seul des deux éléments c, B, on constate qu'elles sont toutes vérifiées
identiquement pour les valeurs particulières signalées de a, b, G dans le fa-
triangle, c\ 6, b' dans le fa-rectangle. Ainsi les dix relations entre éléments soit
du fa-triangle rectangle, soit du fa-retcangle, s'appliquant aussi au fa-
triangle rectangle impropre, sept d ) entre elles se réduisent alors à des identités.

Une application, que nous étendrons plus loin, montre l'importance de ces
rapprochements; elle conserve un caractère de ces relations (4^)» (4^)î jusqu'ici
et de même que pour toutes les autres des deux groupes de dix relations, il ne
leur a été attribué qu'un caractère nécessaire en ce sens qu'elles sont vérifiées
quel que soit le fa-triangle rectangle ou le fa-rectangle ou encore que, pour que
les trois éléments figurant dans chacune d'elles appartiennent à une telle figure.
il faut qu'ils satisfassent à cette relation. La question se pose donc d^xaminer si
la relation possède aussi le caractère suffisante c'est-à-dire, si lorsque trois élé-
ments, donnés a priori, satisfont à cette relation, il existe une figure, fa-triangle
rectangle ou fa-rectangle, admettant ces trois éléments.

Le raisonnement étant le même pour toutes ces relations considérons, par
exemple, en F0, la relation

shctgB = lh6,

et supposons, donnés a priori deux fa-longueurs c, b positives et un angle B,
compris entre o et TT vérifiant cette relation. Ainsi qu'on l'a vu au début du para-
graphe 59 on peut construire, à la position près, une figure et une seule, fa-
triangle rectangle ou fa-rectangle, ayant un premier côté [BA] égal à c et un angle
adjacent égal à B; cette figure est ici un fa-triangle rectangle car, d'après Phypo-
thôse, le produit shctgB est inférieur à i comme étant égal à th6. et le second
côté [ÇA] de son angle droit a une valeur bien déterminée b'= [ÇA] qui, puisque
le fa-triangle existe, satisfait à la relation shctgB = th6', ce qui entraîne
th6 '===th^, et enfin bf==b, à une valeur comprise entre o et i des th;r corres-
pondant une valeur positive de x et une seule ; le fa-triangle rectangle BAC ainsi
construit a donc bien trois éléments égaux respectivement aux valeurs données c,
6, B et la relation proposée est suffisante.
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Le même raisonnement s'applique aux relations parallèles (45'), (4^)

s h c t g B = = — — ï s h c t g B = = i ,

concernant le fa-rectangle et le fa-triangle rectangle impropre; il s'applique
aussi en IIe , aux relations correspondantes :

sine tgB == tg6, s i n c t g B = = — - _ • )

où b variant de o à TT, tg6 prend toute valeur positive de o à + oo, et où il y a lieu
de lonir compte de cette condition qu'un angle B d'un fa-triangle rectangle est

compris entre o et TT, tandis que celui d'un fa-rectangle l'est entre - et — «

Comme il en est de même pour toutes les autres, on en déduit que chacune des
trois relations (4^)? (4^) ou (4p)//)î entre éléments d'un fa-triangle rectangle^
d'un fa-rectangle^ ou d^ un fa-triangle rectangle impropre^ est une condition
nécessaire et suffisante entre ces éléments.

66. Fa-pentagone droit. — II y a lieu d'étudier de même les autres relations
des deux groupes ; mais auparavant et de même que nous avons associé la notion
de fa-rectangle à celle de fa-triangle rectangle en remplaçant au moins en I^,
deux fa-droites sécantes et leur angle par deux fa-droites non sécantes et la fa-
longueur de leur perpendiculaire commune, nous étudierons la figure obtenue
lorsque, aux deux fa-droites sécantes qui portent les côtés de l'angle non droit
d'un fa-rectangle, on substitue deux fa-droites non sécantes. Cette circonstance se
présente en P", lorsqu'on se donnant arbitrairement les deux bases b == [DA],
V ^=. [DE] d'un fa-rectangle (D pouvant être placé au centre du cercle fonda-

Fig. 59.

mental), on porte ces bases sur deux fa-droites rectangulaires Da?, Dy, et l'on
mène les perpendiculaires en A à Dx et en E à Dy; celles-ci peuvent être non
sécantes, auquel cas elles admettent une perpendiculaire commune FG coupant
la première en un point F, la seconde en un point G, d'où une nouvelle figure,
constituée par un fa-polygone de cinq côtés DAFGE, dont tous les angles sont
droits et qui sera dit fa-pentagone droit; ce fa-pentagone est convexe, car deux
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de ses côtés non consécutifs [DE] et [FG], par exemple, sont toujours portés par
deux fa-droites qui, perpendiculaires à une môme troisième EG, sont non
sécantes, ce qui entraîne que les sommets F et G, puis pour la même raison,
F et A, sont situés d'un môme côté de la fa-droite DE joignant les deux autres
sommets D, E; ce fa-pentagone droit a, d'autre part, comme le fa-triangle rectangle
et le fa-rectangle, cinq éléments, qui sont ses côtés, b = [DA], ^^[DÉ],
c == [AF], c' == [EG], a == [FG], mais qui jouent alors tous le même rôle.

Fig. 60.

Comme au paragraphe 59 un cas limite se présente, celui où les perpendi-
culaires en A à D.T et en E à Dy sont parallèles, d'où une forme limite commune
au fa-rectangle et au fa-pcntagone droit dans laquelle s'annule l'angle non droit
du premier ou un côté du second, qui sera dite f'a-rectangle impropre, l'un de
ses sommets étant le point fa-impropre commun à ses deux côtés parallèles.

Reprenant cette question en IIe où deux fa-droites ont à la fois deux points
d'intersection opposés et une perpendiculaire commune, on pourrait obtenir
simultanément, à partir des mêmes données, un fa-rectangle et un fa-pentagone
droit. Pour en discuter, reprenons et poursuivons la construction du para-
graphe 60, avec un premier sommet D placé au centre du cercle fondamental w et
de son contraire (ùo et où l'on a déjà placé dans le cas général deux premières fa-
droites rectangulaires Da?, Dy, issues d'un premier sommet D, puis deux autres
perpendiculaires l'une APA'P7 à Da-, l'autre EQE'Q' à Dy, celles-ci, constituées
par les cercles de diamètres AA^ et EE^ se coupant en deux points opposés B, B'
non situés en général sur c»)o, l'un que l'on peut toujours supposer être B étant
intérieur à &)o et l'autre B' extérieur. Il reste, pour former un fa-pentagone droit
à placer une cinquième fa-droite perpendiculaire commune aux deux précédentes;
celle-ci qui a pour pôles B, B' est placée sur un cercle centré sur la droite BB' et
coupant Mo aux extrémités R, B/ du diamètre perpendiculaire à BB^; elle coupe la
fa-droite APAT^ en des points opposés F, F ' et de môme EQE'Q' en G, G', le
dernier côté du pentagone ayant donc pour extrémités F ou F', G ou G'; or h1?
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fa-distances à B de tous ses points étant toutes égales à -^ » donc supérieures aux

côtés [BA], [BE] de Fangle B du fa-rectangle DABE, les points D, A, E sont tous
situés dans la même région limitée à ce cinquième côté, tandis que A! et E' ne
sont pas dans la même région que D : le fa-pentagone ne pourrait donc être
convexe que si trois de ses premiers sommets sont D, A, E; par rapport au
côté DA, les trois autres sommets doivent donc être E, G, F', et par rapporta DE,
ils doivent être A, Gf et F, d'où contradiction et, par suite, impossibilité en IIe de
construire un ia-penla^one droit convexe.

Le lecteur curieux pourra vérifier, en conservant toujours le premier sommet D
et en choisissant pour chacun des suivants entre A et A', F et F', G et G\ E et E'
qu^aucun des 16 pentagones ainsi formés, tout en ayant ses cinq angles tous droits,
n'est convexe, certanis comme DAFGE, DAFG'E, DAFG^E' ayant un angle droit
rentrant de sommet D,, A ou F, d'autres comme DAF^'E, ayant tous leurs angles
saillants, mais dont le périmètre est une ligne polygonale formée avec un point de
croisement B.

La conclusion est qu^7 n'existe de fa-pentagone droit convexe qu'en Ve et que
les relations entre ses côtés qui vont être établies ne seront pas valables en IIe, si
ce n'est que, de même qu'on l'a vu pour les fa-rectangles non convexes, ces relations
puissent encore s'appliquer entre valeurs absolues seulement.

Remarquons enfin, en rapprochant cette conclusion de celles qui concernent le
fa-triangle rectangle et le fa-rectangle et en rappelant la valeur classique en Géo-
métrie euclidienne de la somme des angles d'un polygone, que nous rencontrons
ici une nonveUe opposition entre les trois espèces de Géométrie, opposition qui se
confirmera plos tard à propos des aires sous une forme plus concrète, et par suite
que les seuls fcL-polygones convexes à angles tous droits ont trois côtés en IIe,
quatre en DP et ccuq au moins en P®.

67. Belatui— —ET» côtés d'un fa-pentagone droit. — Ces principes établis, on
observe qne de même que pour un fa-triangle rectangle et un fa-rectangle, un fa-
pentagone droit ail—et encore d'une part cinq éléments qui sont ses côtés, et sa
construction d^autne part dépend de deux arbitraires telles que les deux côtés
consécutifs [DA],, PIE].; il existe donc une relation générale entre trois quel-
conques des cinq cêtês et le problème se pose d^établir ces diverses relations.

A cet effet nous AtoBnnposons le fa-pentagone DAFGE en deux fa-rectangles
DAFH, DEGH, ea aAkaassant du sommet D sur le côté opposé [F G] la perpendi-
culaire [DH]; oetfte perpendiculaire, représentée dans la forme-type utilisée plus
haut. par la dnMEtejpi^xiant D au centre du cercle portant le côté [FG], appartient
an môme laisce» que les deux autres perpendiculaires [GE], [FA] à la même
fa-droite [FGj; «Ue sa? «itue donc, comme son point D, entre ces deux dernières,
son pied H est placé (Huître les sommets F et G et le fa-pentagone est bien décom-
posé en deux. lÊft-f^ctfeamgles DAFH, DEGH qui ont un côté commun [DH] == x et
dont les mufles MM (AMUIS, de sommet commun D, 0 = ADH, 0'== EDH sont aigus
etcomplémeatea^ iSeaas. des autres côtés de chacun de ces fa-rectangles, [DA] ==6,
[AF]=<? (MNM r«uaL, ^SE]=b1, [EG]^=c' pour Fautre, sont aussi des côtés du
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fa-pentagone et l'on distingue ainsi dans chacun quatre éléments, l'angle 0 ou

ô'= ^ —0, les deux/côtés de l'angle a-, b ou a?, b^ et une base c, ou c\ d'où entre

ces quatre éléments, les quatre relations suivantes, appartenant respectivement
aux types (II), (III), (IV), (V)

shx == shccït^, cotg6 == thc sh^, chc == cha: sin6, cos6 = th.y tli h:

sha-= shc'ch^', tg6 = thc'sh6', clic' == chx cosô; sinO = thx tli6';

ces relations ont la même forme que les relations (38) du paragraphe 61 et les
mêmes calculs donnent d'abord en égalant entre elles les deux valeurs qui s'en
déduisent

chc = c\\x \}\x t\\b' = sha? th6', chc'= shx th6.

puis, en laissant de côté diverses relations portant sur quatre côtés, et remplaçant
shx par ses premières valeurs, on obtient entre trois côtés les relations suivantes :

cli c = sh c cli b tli b' ^ cl» c = sli c' cli b' th 6',

<4C:»

(.̂

et de moine :

tliccli^ [}\b'= i.

chc == shc' sh //

thc' cli^ lh^ = i, chc'= sliesh^.

Ces quatre relations sont deux a deux de même forme, vérifiant ainsi que les
cinq côtés du fa-pcntagone jouent tous le même rôle; deux portent sur trois
côtés consécutifs c=[AF], b = [DA], &'== [ED], ou c ' , b ' , b, ou mieux sur un
côté b on br, compris entre deux autres; deux autres portent sur trois côtés non
consécutifs, ou mieux sur un côté c ou c', opposé à deux autres nécessairement
adjacents c', b' ou c, b.

Comme chacun des cinq côtés peut jouer le même rôle, on en déduit des
conclusions analogues à celles qui concernent le fa-triangle rectangle et le
(a-rectangle et d'après lesquelles il existe dix relations générales liant trois par
trois les cinq côtés d'un fa-pentagone droite et ces dix relations appartiennent
cinq par cinq à deux types seulement^ suivant quelles portent sur un côtr
compris entre deux autres ou opposé à deux autres.

08. Application au fa-rectangle impropre. — De même qu'au paragraphe 60, il
y a lieu de rapprocher ces diverses relations de celles qui. en P®. concernent le
la-rcctangle, et plus particulièrement celles de ces relations où figurent les bases
initiales b, b' et qui s'écrivent, pour le fa-rectangle :

< \^ ) ch h IRA' = ih c, ch b' th b = tli c', sli b sh // == co? B.

el pour le fa-penlagone droit, a étant le côlé opposé à b et b' :

< » H ' ) ch^th//= ——, ch/ / th&= ——, sh6sh&'=ch<7
thc thc

BL't.L. 900. MATH. — T. 83. PASC. I.
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On constate ainsi (comme au paragraphe 65) que les trois expressions ch b th b\
ch64h^, sh^shô' sont inférieures à i dans un fa-rectangle, supérieures à i
<^a/iA* un fa-pentagone droite et qu'il existe un cas limite intermédiaire dit du
fa-rectangle impropre dans lequel l'angle non droit du fa-rectangle ou un côté
du fa-pentagone est nul (B == o ou a== o), tandis que les deux côtés c, c' adja-
cents à cet angle ou à ce premier côté sont infinis; ce cas se caractérise par
chacune des relations :

(48^) c\\b\.}\b'=\, c h 6 ' t h & = i , s\\bshb'=ï,

les septautres relations entre les cinq éléments étant identiquement vérifiées.
Il est intéressant de transformer ces relations en fonction des angles de parallé-

lisme 9, <f1 correspondant aux fa-longueurs 6, b1, elles s'écrivent ainsi

1 , 1 i
— — — C O S ; P = = I , — — — — ; C O S O = = I , — — — — — — — 7 = = I ,
smç smç ' f&î1^?

ou
sino=cosîp / , sin 9'== cosç, tgç = cotgcp',

et se réduisant à une seule cp 4- (P' == ^ » et l'on retrouve bien, ainsi qu'on pouvait

le prévoir dans la décomposition du fa-rectangle en deux fa-triangles rectangles et
du fa-pentagone en deux fa-rectangles un cas particulier des angles complémen-
taires 6, 9'.

69. Synthèse de relations entre éléments des trois figures. — Le rapprochement
entre les formules (48), W)î W) et son. analogie entre les formules (45), (45' ),.
(4^) vont nous permettre de discuter du caractère nécessaire et suffisant de ces
diverses relations; mais auparavant il conduit à une synthèse de toutes ces
formules.

Nous rendrons d'abord plus expressives les relations (4^), (47) entre côtés d'un
fa-pentagone droit en désignant ces côtés, rangés dans l'ordre où ils se succèdent
en parcourant le périmètre du fa-pentagone par p , q, r, s, <, et en substituant
à sh;y, cha?, thrc, d'autres notations S (a?), C(a'), T(*r) qui, confondues avec les
précédentes dans le cas du fa-pentagone, auront un sens plus général en s'appli-
quant aussi bien aux deux autres polygones et aux deux espèces P® et IIe, les
relations (4^)» (4?) concernant un côté quelconque p du fa-pentagone associé à
ses côtés adjacents y, t pour l'une, ou à ses côtés opposés r, s pour l'autre, se
mettant ainsi sous les formes :

(49) ^^ï^-mïy
(5o) C(/?)=S(r), S(s).

Reprenons alors en les complétant les rapprochements des paragraphes 65 et 68
en écrivant sons les formes précédentes ou sous des formes voisines, les types (4^)y
(47) des relations concernant le fa-pentagone droit dont les côtés se succèdent
dans l'ordre &, c, a, c ' y b ' , puis ceux du paragraphe 64 qui concernent le fa-
rectangle dont les cinq éléments successifs sont b, c, B, ^, b\ et enfin ceux du
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paragraphe 58 qui concernent le fa-triangle rectangle d'éléments successifs b, C,
a, B, c, nous relevons, appartenant au premier type (49)» ^es relations suivantes :

Pour le fa-pentagone :

^^TÏÏ^îr^
Pour le fa-rectangle :

cj6=^, ^=,p^p- ycosB=t jct j<"

et pour le fa-triangle rectangle :

n b ., tj c . î
^-îiB' ^"-tja' r^tiTHgC'

et appartenant au second type (5o) :
Pour le fa-pentagonc :

ch« == sh& sh b'
Pour le fa-rcctangle :

cj b' = cj c sin B, sj c = sj b' cj c', y cos B = sj 6 sj b',

et pour le fa-triangle-rectangle :
cos C == cj c sin B, sj b = sj a sin B, cj ci = cj b cj c.

De ces rapprochements on déduit que toutes les relations établies entre trois
éléments de l'un ou l'autre des trois polygones ou de leurs formes-limites im-
propres sont de la forme générale (49) ou (5o) suivant qu'elles relient un élé-
ment aux deux éléments adjacents ou opposés, à condition que les trois
expressions S(;z*), C(a-), T\x) répondent aux définitions suivantes qui entraînent
toutes :

^-ê&i
et qui se rapportent toutes aux cinq éléments, côtés ou angles, rangés dans un
ordre déterminé :

Si x est un côté non adjacent à un angle ou adjacent à deux, ce qui est le
cas d'un côté du fa-pentagone, d'une base du fa-rectangle, de F hypoténuse du
fa-triangle, on a :
( 5 1 1 ) S(.r)=sja-, C(.r)=cja:, T(a-) = tjd7.

Si x est un côté adjacent à un angle et un seul^ côté de l'angle non droit du
fa-rectangle, ou côté de l'angle droit du fa-lriangle, il y a échange, et l'on a :

(512) S(;r)==cj;r, C(.r)=sj.r, T(aQ = ——

Si x est V angle non droit unique du fa-rectangle, on a :

(513) S(a')=sina-, C{x) ==/ COSA-, T(.r)==ytg-c

et si x est un angle du fa-triangle rectangle :

(5i*) S(.r)=5ina-, C(.c)=cosa-, T(A') = tgx.
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On notera que toutes ces notations et interprétations s^appliquent dans les cas
limites, soit en F6 ceux du fa-rectangle et du fa-triangle tous deux impropres dont
certains éléments sont nuls, d'autres infinis, ce qui répond à

s j o = s h o = o , c j o = c h o = = i , tjo == tho == o,
et

sj(-hoo)= sh(-+-oo)==-+-oo, cj(-4-oo)= ch(-hoc)= -+-00, tg(4-oo)== th(-t-oo)==i,

soit en IIe, celui du fa-triangle bi ou tri-rectangle où il importe d'observer que un
ou deux angles ont alors une valeur particulière égale à un droit tout en restant
des éléments de ce fa-triangle, et se distinguent ainsi de l'angle droit initial qui ne
compte pas parmi les cinq éléments.

70. Caractère suffisant des relations. — Cette synthèse posée et toutes les rela-
tions envisagées entre trois éléments se présentant d'après leur origine avec un
caractère nécessaire, leur caractère suffisant s'établira, s'il y a lieu, ainsi qu'on l'a
déjà fait sur un exemple particulier, en observant que la démonstration repose sur
deux circonstances essentielles : la première est que la construction géométrique
de la figure peut toujours se faire connaissant deux éléments consécutifs figurant
dans la relation envisagée et cela sans aucune condition ou bien sous une condition
qui est remplie du fait que cette relation est vérifiée; la seconde est que cette rela-
tion donne pour le troisième élément, en fonction des deux premiers, une valeur
et une seule, déunie par l'une de ses fonctions circulaires ou hyperboliques.

La question est donc de passer en revue les diverses relations envisagées et
d'examiner si l'on y retrouve ces deux circonstances. Ceci est d'abord le cas en F1'
pour le fa-pentagone droit que l'on a appris à construire connaissant deux côtés
consécutifs et dont un troisième côté x a une valeur positive et une seule définie,
suivant que la relation est de la forme (4^) o11 (47)? P^ tntr ou c\\x.

Considérons ensuite en F® et en IIe, un fa-rectangle dont les éléments se rangent
dans l'ordre 6, c, B, c', b' ; si l'on se donne les deux bases b, b ' , la construction
est immédiate, c'est celle qui a conduit à la notion de fa-pentagonc droit; et qui,
suivant les valeurs de b et b' donne un fa-rectangle ou un fa-pentagone droit, si
l'on se donne une base ^, et le côté adjacent c, la construction se fait en portant
sur les fa-droites côtés d'un angle droit DAB les fa-longueurs [AD] === b, [AB] === c,
puis menant Dx perpendiculaire en D à [AD] et abaissant de B la perpendiculaire
[BE] à Da?; si enfin les données sont l'angle non droit B et un côté c == [BA] de
cet angle, la construction est tout aussi immédiate, c'est celle qui a conduit à la
notion de fa-rectangle et qui suivant les valeurs de B et c donne un fa-triangle
rectangle ou un fa-rectangle.

De même avec un fa-triangle rectangle BAC, d'éléments successifs c, B, a, C, b,
si l'on se donne un angle B et le côté adjacent c (ou C et b), la construction est
celle que nous venons de rappeler; elle est aussi immédiate si l'on se donne les
deux côtés &, c de l'angle droit; et enfin si les données sont l'hypoténuse a == [BC]
et un angle B, elle se réduit à placer cet angle B, porter [BG] == a sur l'un des
côtés de cet angle et abaisser de C la perpendiculaire [ÇA] sur l'autre côté.
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Cette première circonstance ainsi établie sans réserve aucune, il reste à examiner
la seconde, la détermination unique parla relation envisagée du troisième éléments :
celle-ci est immédiate en F0 où tout fa-côté est bien défini par une valeur positive
de l'une quelconque de ses trois fonctions hyperboliques, alors que tout angle non
droit d'un fa-triangle rectangle ou d'un fa-rectangle, étant alors aigu, l'est aussi
par l'une quelconque de ses trois fonctions circulaires; il en est de même en IIe si
l'on considère seulement des fa-triangles rectangles à éléments tous ai^us et des
fa-rectangles à angle saillant dont les quatre côtés sont aigus et dont l'angle B.

compris entre " et zr, est encore bien défini par l'une quelconque des trois fonctions

sinB, cosB, tgB, en observant que les deux dernières sont alors négatives.
Mais certaines réserves sont à observer et les trois fonctions ne jouent plus le

môme rôle si, toujours en IIe, on considère des fa-triangles rectangles et des fa-
rectangles quelconques, à éléments aigus ou obtus, à angle saillant ou rentrant.
Si la relation envisagée est d'abord du type (49) où x (>S1 alors un terme extrême
d'un groupe de trois éléments consécutifs, il est donné et défini par T( ' x } ^ donc
dans tous les cas ( ^ i 1 ) et ( 5 i 2 ) par tga", et la relation a le caractère suffisant. Si
la relation est du type (5o) où les seuls éléments consécutifs sontr. s, elle donne a?
par C(^c), donc suivant lès cas par cos;y ou sin.r; lorsque x est un côté; il est donc
bien défini dans le premier cas ( 5 i 1 ) et l'est aussi dans le second ( 5 i 2 ) s'il s'agit
d'un fa-rectanglc, x étant alors aigu comme côté de 1 angle non droit, mais il ne
l'est plus s'il s'agit d'un fa-triangle rectangle, ce qui fait ainsi réserver la relation
entre un côté x d'un fa-triangle rectangle et les deux éléments opposés, l'angle
opposé et l'hypoténuse; lorsque x est un angle. C(a") égal au signe près
a cos*r ( 5 i 1 ) , ( 5 i 1 ) , définit bien encore x s'il s'agit d'un angle aigu ou obtus.
d'un fa-triangïc rectangle mais non plus si x est l'angle non droit d'un fa-rectangle.

une valeur de cosx répondant alors à deux angles compris entre '^et—1 l'un saillant.

l'autre rentrant de somme égale à 27: ; ceci fait donc réserver la relation, dans le
fa-rectanglc entre l'angle B et les deux bases b, b ' , éléments opposés à cet angle.

En résumé, foutes les dix relations générales entre trois éléments d'un fa-
triangle rectangle^ d'un fa-rectangle^ ou d'un fa-pentagone droit, ont en 1'^
le caractère suffisant et il en est de même en IIe en se limitant au fa-triangle
rectangle à éléments tous aigus, et au fa-rectangle a angle saillant: en IIe,
avec un fa-triangle rectangle ou un fa-rectangle quelconque, les seules de ces
dix relations n'ayant pas le caractère suffisant sont les deux relations entre
un côté, V angle opposé et Vîrypoténuse d^un fa-triangle rectangle et celle entre
1} angle non droit et les deux bases d^ un fa-rectangle. Il y a lieu d'observer que
cette dernière conclusion n'est valable qu'en raison du caractère essentiel des deux

côtés c, c' de l'angle non droit d'être inférieurs à ^ «

71. Systèmes suffisants de relations entre les cinq éléments. — Toutes les
considérations précédentes concernent seulement trois éléments et non tous les
cinq de l'un des trois fa-polygones étudiés. Il y aurait donc lieu de rechercher si
entre les dix relations établies on peut en séparer certaines qui, exprimant déjà
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comme on sait des conditions nécessaires pour que cinq éléments soient ceux
d'un fa-polygone correspondant, expriment aussi des conditions suffi santés et sont
donc telles que si elles sont vérifiées par cinq éléments donnés a priori il existe
un fa-polygone admettant ces cinq éléments. Sans entrer dans cette recherche,
que pourra traiter le lecteur, nous ne ferons que signaler certains systèmes simples
qui répondent immédiatement à la question.

Étant donné le caractère suffisant de certaines des dix relations, il suffira d'en-
visager une première relation qui, à partir de deux éléments consécutifs quel-
conques/?, <7, en détermine un troisième .y, puis une seconde qui, à partir soit de
p et q, soit plus généralement de deux des éléments /?, q^ x pourvu qu'ils soient
consécutifs, en détermine un quatrième y, et enfin une troisième relation déter-
minant le cinquième élément z en fonction soit de /?, ^, soit de deux éléments
consécutifs choisis entre/?, q, x, y : un tel système de trois relations possède bien
le caractère suffisant car si cinq éléments quelconques, donnés a priori, satisfont
à ces trois relations, il existe un fa-polygone et un seul qui admet d'après la
première, les trois éléments donnés /?, q^ *y, puis aussi d'après la seconde l'élé-
ment y et d'après la troisième l'élément z. On peut donc dire d'une manière
générale que les conditions nécessaires et suffisantes pour que cinq éléments
quelconques appartiennent à un même fa-triangle rectangle^ un même fa-
rectangle^ un même fa-pentagone droit peuvent s'exprimer par trois relations^
convenablement choisies^ entre les dix relations générales reliant trois par trois
ces cinq éléments.

Par exemple, dans un fa-triangle rectangle, en s'inspirant des premières relations
qui ont été établies entre ses éléments, on peut choisir comme éléments consécutifs
initiaux/?, q, un angle B et le côté adjacent c, comme relations celles qui donnent
successivement l'hypoténuse a en fonction de c et B (82), le second angle G en
fonction de a et B (34), et le dernier côté b en fonction de a et G, soit le système
de trois relations,

(52) tjc== tjacosB, cj a == ̂ ^ , rj^ = tj CT cos C.

De même avec un fa-rectangle, chosissant pour éléments initiaux par analogie
avec les précédents, l'angle non droit B et l'un de ses côtés c, les trois relations
pourront être celles qui donnent successivement le second côté c', puis la base b
en fonction de B et c, et enfin la seconde base b' en fonction de c et B, soit les
trois relations établies directement au paragraphe 63 :

(52') cosB^./ljctjc', lgB=^, ,gB=^^.

72. Une première application de ce caractère suffisant d'un système de trois
relations est que toute autre relation générale entre trois éléments est nécessaire-
ment une conséquence des trois premières, étant vérifiée par toute solution de
celles-ci. Elle peut donc se déduire de ce premier système et en le vérifiant on
rencontre non seulement une grande variété d'exercices de calcul, mais encore un
nouveau procédé permettant d'établir les diverses relations entre trois éléments,
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une fois acquises trois d'entre elles, convenablement choisies, et, par exemple, les
relations (5a) ou (5a') qui viennent d'être rappelées; les calculs restent encore
rationnels mais peuvent comporter, contrairement à ceux du paragraphe 57, des
additions et des soustractions et à ce titre utiliseront non seulement la relation
monôme entre les trois fonctions sj*r, cj*r, tja", mais aussi les relations entre les
•carrés de deux quelconques d'entre elles (27), (27'), (2^).

Opérant, par exemple, avec un fa-triangle rectangle sur le système établi plus
haut (5 a), on peut entre les deux premières relations où ne figure pas 6, éliminer
soit a, soit B. En choisissant d'abord B, on obtient successivement d'après (27') :

——^î^, tgB=————, î^-—————^,,
cosB tjc 1D cjatgG tj^c c^at^C '

sj2^ ̂ C — tj2^ == tj^cj^atg^C;

cette relation, où ne figurent que des carrés peut se mettre sous diverses formes
en donnant pour l'un quelconque x des trois éléments a, c, C et l'un quelconque
des trois carrés cj3^, sj2.^, tj2^ une expression rationnelle en fonction des deux
autres, cela en utilisant toujours les formules (27), (27'), (27^). Sans reproduier
les trois essais qui doivent tous être tentés, on constate que l'une des expressions
obtenues est un carré parfait : c'est ici le cas pour sj2^, la relation s'écrivant en
effet successivement :

9j2atg2C—tj2c=(I-+-ysj2a)t j •2ct j2C, s'^a tg'^CC i —yt j -^c) == tj:^c(I-^- tg-C),

^^^"c ""^co^C5 ^as'm-C^s^-c

et comme les trois sinus sont toujours positifs, on retrouve ainsi la relation (33),

sj a sin C == sj c,

puis on obtient de même, le système (^2) ne changeant pas en échangeant c et G
avec 6 et B, la relation analogue entre 6, a^ B.

Ayant ainsi retrouvé les formules (3a), (33), (34) du paragraphe 56, les calculs,
sans addition ni soustraction, du paragraphe 57 s'appliquent, et l'on déduit bien
ainsi, des trois relations (5a) seulement, les sept autres relations générales entre
trois éléments.

Le procédé est identiquement le même, dans un fa-rectangle ave.c les rela-
tions (5 2').

Une application naturelle de ce caractère suffisant concerne le problème de la
résolution de Vun des trois fa-polygones qui consiste dans le calcul des trois
éléments inconnus connaissant les deux autres et qui se ramène, à l'aide d'un
système suffisant formé par trois des relations générales, à la résolution et la dis-
cussion d'un système de trois équations à trois inconnues.

Mais auparavant nous traiterons une autre application qui nous permettra
d'approfondir les caractères des Géométries non euclidiennes et des fonctions
hyperboliques.

(a suivre).
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ERRATA A LA PREMIÈRE PARTIE

Page 95, ligne 8, au lieu de ic, lire, - '

« io5, ligne 16, intercaler S entre w et un.

« 106, ligne 21, supprimer 8p

« no, ligne 6., au /t'eu de Ap ^ire A; ligne 9, au lieu de Ao lire A,.

« n5, aux deux dernières lignes, au lieu de S', lire 8.


