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SUR LES DEMI-GROUPES RETICOLES
SATISFAISANT A UNE CONDITION DE CHAINE

Par M. L. Lgsieur.

Introduction.

En cherchant a obtenir une théorie unifiée des idéaux d'un anneau A ou d'un
demi-groupe D satisfaisant a4 une condition de chaine, j’ai été amené a étudier
I’ensemble de ces idéaux au moyen de la théorie des treillis. Cet ensemble cons-
titue en effet un demi-groupe réticulé (1) T quand on prend comme relation
d’ordre la relation d’inclusion des ensembles. L’opération d’union est, pour un
anneau, la réunion complétée, et, pour un demi-groupe, la réunion des idéaux.
L’opération d’intersection est I'intersection au sens de la théorie des ensembles.
L’opération de multiplication est celle des idéaux; elle est associative et distribu-
tive par rapport a P'union. T admet un élément universel u qui est I'idéal A ouD,
tel que.l'on ait pour tout idéal z la relation z < u. T est quasi-entier, c’est-
a-dire que le produit ab de deux idéaux quelconques a et b vérifie les
relations ab =< b, ab < a. T est résidué, le résiduel a droite ‘a .- b étant I'idéal
maximum z qui vérifie la relation bz < a et le résiduel a gauche @ -. b étant
I'idéal maximum z tel que zb < a. Je suppose en outre que T satisfait & une
condition de chaine qui est soit la condition de chaine ascendante, soit. la
condition de chaine descendante pour les éléments d’'un ensemble minoré, que
Jappellerai condition de chaine descendante affaiblie. Je désignerai I'ensemble
de ces différentes hypotheses sous le nom de :

Condition (H). — T est un demi-groupe réticulé résidué quasi-entier avec
élément universel, satisfaisant a la condition de chaine ascendante ou a la
condition de chaine descendante affaiblie.

Cette condition (H) est remplie lorsque que le mot résidué est remplacé par le
mot complet (2) ([9], p- 130) (®). Elle s’applique en particulier, comme nous
P’avons vu, au treillis T, des idéaux d’un anneau A, ou au treillis T}, des idéaux
d’un demi-groupe D, lorsque A ou D satisfont 4 une condition de chaine pour
les idéaux.

(') La terminologie est celle de M. L. Dubreil-Jacotin, L. Lesieur et R. Croisot.
(?) On démontre que la condition ainsi obtenue est équivalente  la condition (H).
(*) Les numéros entre crochets renvoient 4 la bibliographie indiquée 2 la fin.
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On pourra se faire une idée des questions étudiées par le sommaire suivant :

Résiduels premiers d’un élément.

Radical.

Décomposition en éléments primaux.

Décomposition réduite. Théoréme d’unicité.
Décomposition en éléments N -irréductibles.

Eléments primaires.

Premier cas de décomposition en éléments primaires.
Deuxié¢me cas de décomposition en éléments primaires.
Troisieme cas de décomposition en éléments primaires.
Théorémes d’unicité.

. Conditions suffisantes pour que la condition de chaine descendante affaiblie
entraine la condition de chaine ascendante.

O LRS-

—
—

Les quatre premiers paragraphes sont les plus généraux car ils ne font inter-
venir aucune autre hypotheése que la condition (H). Sauf en ce qui concerne T,
dont la théorie est bien connue, les résultats obtenus sont pour la plupart ori-
ginaux. Les références connues sont d’ailleurs indiquées.

Le paragraphe 3 établit I'existence d’une décomposition d’un élément z€ T en
intersection d’un nombre fini d’éléments n-irréductibles. Cette décomposition
est immédiate lorsque T satisfait a la condition de chaine ascendante ([9],
p- 117). Lorsque T satisfait a la condition de chaine descendante affaiblie, je
I’établis moyennant une hypothése supplémentaire : la relation

zn<U )'1> =J@nr

xEAQ ce@

est supposée vérifiée pour les éléments y, d’une chainé minorée. Cette hypothese
est remplie quand T est n-continu; elle est donc valable pour T, et pour T).

Le paragraphe 6 est une étude des éléments primaires du point de vue de leurs
résiduels premiers.

Les paragraphes 7 et 8 établissent deux cas de décomposition en un nombre
fini d’éléments primaires au moyen de la décomposition en éléments N -irréduc-
tibles et de deux conditions supplémentaires dont I'une est présentée au para-
graphe 7 et autre au paragraphe 8. Lorsque la condition de chaine descendante
affaiblie est vérifiée, les théorémes obtenus sont nouveaux. Lorsque la condition
de chaine ascendante est vérifiée, les théorémes obtenus sont une amélioration
des résultats de M. Ward et R. Dilworth [30], et J. Qertaine [B], en ce sens que
la modularité de T, supposée par ces auteurs, est 1ci remplacée par la semi-
modularité. Ces théordmes sont valables pour T, et pour T}, dans des cas généraux
comprenant le cas abé¢lien.

Le troisitme cas de décomposition en éléments primaires, traité au para-
graphe 9, ne fait plus appel ni aux éléments n-irréductibles, ni a ‘2 semi-modu-
larité, mais il est restreinta la condition de chaine descendante affaiblie, et repose
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sur une condition supplémentaire vérifiée par T, lersque A est abélien, mais non
par T). -

On sait que si T, vérifie la condition de chaine descendante, il satisfait a la
condition de chaine ascendante. Par contre il n’en est pas de méme pour T.
Ce fait est expliqué au paragraphe 11 ou il est montré que certaines des
conditions rencontrées aux paragraphes précédents sont suffisantes lpour que la
condition de chaine descendante affaiblie entraine la condition de chaine

ascendante.

I. — Résiduels premiers d'un élément.

T est un demi-groupe réticulé satisfaisant a la condition (H) précisée dans
I'introduction.

Proerikrt 1. 1. — Toute chaine de résiduels de a est finie (3).
Supposons, par exemple, la condition de chaine descendante pour les
¢léments > a, et montrons qu’une chaine ascendante de résiduels a gauche :

a'mla <. <a.m<...

est finie. Formons les résiduels a droite :

as(a.n)>a.(a.n)>...>a. (a.n)X....

En vertu de la condition de chaine descendante affaiblie, il existe 4 tel que
ac(an)=a. (a.m) (K>k).
D’ouw, en formant les résiduels a gauche de @ par ces éléments :
a(a.(an))y=a-.(a.(a. ny)) (K>k),

c’est-d-dire, d’aprés un résultat établi dans [9] (exercice 1, p. 174),
a.np=a-.np (K> k).

Définition 1. 1. — On appelle résiduel a gauche propre de a £ u, uu résiduel
a gauche de la forme a -. n avec n £ a.

Si T est entier, c’est-a-dire si u est élément unité, un résiduel a gauche propre
est un résiduel a gauche différent de u. Si D est quasi-entier sans étre entier, un
résiduel a gauche propre peut étre égal 4 u. Par exemple,siu®*<a,onaa . u =u,
qui est donc un résiduel a gauche propre de a. Dans tous les cas, un résiduel a
gauche non propre ne peut étre que u, car n < a entraine a *. n = u.

Lemne 1. 1. — Pour que z soit un résiduel & gauche, propre, de a, il faut
et il suffit que

z=a". (a. xz) avec a. x> a.

(?) Les propriétés 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4 sont une généralisation de propri¢tés établies dq; le
cas commutatif entier noetherien par R. Apéry [1] en théorie des idéaux d’un anneau.
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L’égalité est nécessaire et suffisante pour que z soit un résiduel & gauche
de a ([9], exercice 1, p. 174); s'il est propré on aenplusz=a"-.n,avec nL a,
d’ot xn Z a, et n Za .  z. La condition n 4£ a entraine donc @ .-z £ a, c’est-a-
dire a .- 2> a.

On définit de facon analogue un résiduel z a droite, propre, de a. Il est carac-
térisé par la propriété '

r=a.(a.z), avec a-‘.z > a.

Proeritre 1. 2. — Tout élément a4 u admet au moins un résiduel a
gauche premier propre.

En effet, I'ensemble des résiduels a gauche propres de a n’est pas vide
puisqu'il contient @ ‘. u. D’aprés la propriété 1. 1, cet ensemble admet un
élément maximal p = a-. n. Si p n’était pas premier (*), il existerait b et ¢ tels
que beZp, bL£p, cLp. On aurait ainsi : b<p-.c, donc p<<p-.c.
Or,p-.c=(a-.n).c=a".(cn) est un résiduel a gauche de a. Ce résiduel est
propre, car cn < a entrainerait ¢ < a -. » = p. Donc p ne serait pas maximal, et,
par suite, p est premier.

Prorprigere 1. 3. — S¥ p est un résiduel & gauche premier propre pour a # u,
et st b p, pest un résiduel & gauche premier propre pour a .- b.

Formons
m=(a.b).[(a.-b).p]
On a ([9], exercice 1, p. 174) : p<m, puis
(a. b)y,m=(a.b). . [(a.-b).((a-b) p)l=(a-b).p=a.bp>a.p.
D’ou
a.‘bm>a.p et bm<Za-.(a.-bm)<Za-.(a.-p)=p.

Or, p est.premier et 'on a b <£ p; on en déduit m < p, d'ou p =m.

De plus, p est propre pour a.-b; en effet, si p n’était pas propre, on aurait
d’aprés le lemme 1.1, a.-bp=a.b, ce qui entrainerait a:'péa . b,

dona-.(a.cp)>a-.(a. b) > b, c’est-a-dire p b, ce qui serait contraire a
Phypotheése.

Proerigrt 1.4. -— Tout élément a=u n’admet qu’un nombre fini de
résiduels & gauche (ou & drotte) premiers, propres.

Parmi les résiduels 4 gauche de a, premiers et propres, choisissons en un
maximal b, et formons ay=a .- b,.

(*) Rappelons que p est premier si les relations bc < p, b &£ p, ¢ £ p sont incompatibles ([9],
p- 142). Méme dans le cas des idéaux d’un anneau A non commutatif, cette définition est la mieux
adaptée, et non pas celle ot interviennent les éléments de I’anneau (Cf. N. Mac Coy, [ 23]).
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'On a, d’apres le lemme 1.1 :

a< a.

Soit p un résiduel & gauche premier propre de a, distinct de b;.

On a donc b, L p, et p est un résiduel a gauche propre pour ay, d’apreés la
propriété 1.3. Tous les résiduels a gauche premiers propres de a, sauf
peut-étre by, sont donc des résiduels & gauche premiers propres de @;. On choisit
parmi eux un résiduel & gauche maximal premier propre, soit by, et 'on forme

Ay= Q4 .‘b,:a.'b‘bz

qui est tel que a; << @, et qui admet nécessairement parmi ses résiduels & gauche
premiers et propres ceux de a,, donc ceux de a.

En poursuivant ce raisonnement, on voit que l'existence d’une infinité de
résiduels a gauche premiers et propres pour a entrainerait I'existence d’une
chaine infinie de résiduels a droite de @, ce qui est impossible d’apres la
propriété 1. 1. La propriété 1.4 est donc démontrée ainsi que les deux suivantes :

Proeriete 1.5. — Il existe un nombre fini d’éléments premiers p;> a tels

i=k .
que [I pi<Za.
i=1
11 suffit de prendre pour p; les éléments premiers intervenant dans la formation
de la chaine précédente a < ay<<a,<<.... On aboutit nécessairement a un
¢lément sans résiduel a gauche premier propre, donc égal a u, c’est-a-dire

k—1
Ak .* Pk—1 = U = Pi ou a.‘(Hp,):ph
i=1
k
[Ir<e

i=1

Parmi ces éléments p; figurent tous les résiduels a gauche premiers propres
de a et, éventuellement, d’autres éléments premiers qui sont tous des résiduels
miztes de la forme

» (a. b).c (5)

Propriete 1.6. — Il n’existe qu’'un .nombre fini d’éléments premiers
minimauz p> a. Ce sont, dans le cas non commutatif, des résiduels ou des
résiduels miztes de a et, dans le cas commutatif, des résiduels de a.

Considérons les éléments premiex:s Pi> a vérifiant la propriété 1.5.
Soit p > a un élément premier minimal.

(®) On peut se demander si les résiduels premiers mixtes de a sont en bre fini. La rép est
affirmative dans le cas commautatif d’aprés la propriété 1.4. La question reste posée dans le cas non
comnmutatif.
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On a donc

k .
]___[PtéP

i=1

‘et il existe un indice 7 tel que p; < p.

On en déduit p=p;, et les éléments premiers minimaux p> a sont les
éléments p; minimaux qui figurent dans la propriété 1.5 (¢).

Nous utiliserons en outre, la propriété suivante :

Proerittt 1.57. — Pour que a .- n = a, il faut et ¢l suffit que
n £ pi

o les éléments pi(i=1, 2, ..., k') sont les résiduels a gauche premiers
mazimauz propres de a. :

Supposons n < p, o p est un résiduel a gauche de @, premier et propre.
On a donc d’apres le lemme 1.1, a . p > a.

Formons
a-n>a. p>a, dot’ a..n>a.

Inversement, supposons a.'n>a; si ay=a-.(a. n)=u, u est résiduel a
gauche premier propre de a et la propriété est démontrée. Sinon, @, u admet
un résiduel a gauche premier propre p et 'on a nZa;=p; de plus, p est
résiduel a gauche de a, car

p=a.ny=(a‘.(a.-n)).n= a'..Qn,(a:n)).

C’est aussi un résiduel propre de a car ny(a . n) Z a entraine a." n < a.* n,
dona-.(a.-r)>a‘. (a. ny)> ny, soit ;> ny, ce qui est impossible.

La Propriété 1.7 est démontrée en faisant intervenir tous les résiduels a
gauche premiers propres de a; la restriction aux résiduels a gauche premiers
propres maximaux ne change rien.

L’élément n étant fixé, l'application’ a->(ra). n est une application de
fermeture considéré par P. Dubreil [31]. Pour que @ soit fermé par rapport a »,
c’est-a-dire ponr que @ = na .- n, il suffit que @ = a .- n. La propriété 1.7 donne
une condition suffisante pour gu’il en soit ainsi.

II. — Radical.
T est toujours un demi-groupe réticulé satisfaisant a la condition (H).

TueoreME 2.1. — Les éléments x pour lesquels il existe un nombre

(%) On en déduit P'unicité des p, minimaux intervenant dans la propriété 1.5. Cette propriété 1.5
s’applique en particulier aux treillis T, et Ty des idéaux d’un anneau A ou d’un demi-groupe D non
commutatif satisfaisant a4 une condition de chaine. Elle a été établie pour un anneau ncetherien
non commutatif, par D. C. Murdoch [34].



naturel m(x) tel que

admettent un élément maximum r, et U'on peut prendre m <k, ou k est un
nombre naturel fixe qui dépend de a.

Définition 2.1. — Cet élément r s’appelle le radical de a.

Supposons
xrm L a.

Considérons les ¢léments premiers p; intervenant dans la propriété 1.3, qui
vérifient

Pix>a et l__[p,é a.

On a donc . .
xm <L p; (i=1,2, ..., k).

On en déduit, les p; étant premiers,

xZLp, (i=1,2, ..., k)

Zé"=hpi-

i=1

¢l par suite

D’ailleurs, la relation

k
rZp; (i=1,2, ..., k) entraine rké[lp,-é a,
i=1
ce qui achéve la démonstration du théoréme.
Cette démonstration donne aussi I'interprétation suivante du radical.

Tueorine 2.2. — Le radical r de a est Uintersection des éléments premiers
minimauzx pi> a. Si le produit est commutatif, r est un résiduel de a.

On a vu, en eflet (propriétés 1.3 et 1.6), que chaque p; est un résiduel de a.
de la forme
(a.cb)-.c

c’est-a-dire, dans le cas commutatif,

k
pi=a: ng d’ou r=n(a:n,)=a:(Un,).

Dans le cas particulier ot le demi-groupe réticulé T posséde un zéro (oz =20=0.
2> 0), le théoréme 2.1 donne le cas particulier suivant obtenu en prenant @ = o.

TuroreMe 2.3. — L’union des éléments nilpotents de T est un élément
nilpotent r. L’union b d’une infinité d’éléments nilpotents b, est un élément
nilpotent. )
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On a, en effet, 6 =< r, dou b* Zrk=o0 et bi=o.

Les hypotheses faites sur T peuvent étre généralisées de la fagon suivante :

Soit G un gerbier () avec élément maximum u. Considérons le sous-gerbier T
des éléments quasi-entiers de G. Soit a€T, et z€G un élément quasi-entier
A gauche tel que zm<a. On a la propriété suivante, bien connue pour le
cas @ = o dans la théorie des idéaux a gauche d’un anneau (8).

Prorritrt 2. 1. — a étant un élément quasi-entier, I'élément x quasi-entier
a gauche, tel que x™ < a, est inférieur ou égal a U'élément 2'=2zvzu,
quasi-entier, qui vérifie '™ Z a.

Montrons que ' est quasi-entier :

ur'=uzrvuzru Lzvzu=ux,
u=zuvzruu ZzuLzx.
De plus :

z'm=(zVzu)rLrmuznu Lavau = a.

On en déduit le théoréme suivant :

Tutorieme 2.4. — 8¢ le sous-gerbier T des éléments quasi-entiers d’un ger-
bier G avec élément universel u constitue un demi- groupe'T réticulé résidué,
satisfaisant a la condition de chaine descendante affaiblie, il existe un élé-
ment maximum parmi les éléments z de G quasi-entiers a gauche (ou a
droite) qui vérifient

‘Z‘," é a)

« étant un élément quasi-entier de G.

~Cet élément maximum est, en éffet, d’apres le théoréme 2. 1 et la propriété 2.1,
le radical r de a dans T.
En particulier, si T posséde un zéro, on a le théoréme suivant, ou les hypo-
theéses du théoréme 2.4 sont conservées :

Treoreme 2.5. — L’union des éléments nilpotents de G quasi-entiers
a gauche (ou & droite), est un.élément nilpotent quasi-entier (°).

Exemples. 1. En appliquant le théoréme 2.5 auxidéaux a gauche d’un anneau,
on retrouve le théoréme suivant de Hopkins-Brauer (1) :

(') Un gerbier est un demi-groupe demi-réticulé (voir [9], p. 128).

(®) Cf. par excmple, N. Jacobson [14], p. 63.

(?) Yai énoncé ce théoréme dans les Notes [17] et [18] sous le nom de théoréme de Hopkins, avec
unc démonstration différente.

(1) Ce théoréme a été établi par Ch. Hopkins [12] dans le cas non commutatif en supposant la
condition de chaine descendante pour les idéaux & gauche. R. Brauer [4] a remarqué que la condi-
tion de chatne descendante pour les idéaux bilatéres suffisait. Leurs démonstrations ne s’appliquent
pas ici, car elles font intervenir les éléments de I'anneau; il len est de méme des autres démons-
trations données par J. Levitzki [21], N. Jacobson [14], p. 63; P. Samuel [25] (chap. I, th. 1).
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A étant un anneau quelconque dont les idéaux bilatéres satisfont ¢ la con-
dition de chaine descendante, la réunion complétée des idéaux i gauche (ou é
droite) nilpotents est un idéal bilatére nilpotent qu’on appelle le radical de A.

2. Le théoréme 2.5 s’applique aussi aux idéaux i gauche (ou a droite) d’un
demi-groupe avee zéro. On obtient alors le théoreme de Hopkins pour les idéaux
i gauche d’un demi groupe avec zéro, dont les idéaux satisfont a la condition de
chaine descendante. Il a ¢té signalé aussi par M. Teissier [27], postérieurcment
a ma Note [17], et, plus récemment, par K. Iseki [13].

Le théoreme 2. 4 s’applique aux idéaux a gauche (ou a droite) d’un demi-groupe
quelconque, avec ou sans zéro, dont les idéaux bilatéres satisfont a la condition
de chaine descendante affaiblie. Il cn est [ainsi, en particulier pour les demi-
groupes D ayant un noyau de Suschkewitch N et ne possédant pas d’autres idéaux
bilatéres que N et D, ou demi-groupes simples au sens de S. Schwarz [26].

On’ ¢énoncera de méme les théorémes obtenus en remplacant les idéaux d'un
anneau ou d’un demi-groupe par les ensembles suivants :

3. L'cnsemble des idéaux particuliers d’un demi-groupe considérés par

A. Clifford [6] et M. Ward et R. Dilworth [29], sous le nom ova.
4. L’ensemble des idéaux a gauche (ou a droite) d’un annoide (!1).

5. Le sous-treillis des éléments x < e appartenant a un demi-groupe réticulé
résidué avec élément unité e.

6. Considérons un tredllis distributif pseudo-relativement complémenté
(G. Birkhoff, [2], p. 147) avec élément universel, satisfaisant a la condition de
chaine descendante affaiblie. En prenant pour multiplication I'opération d’inter-
section, on obtient un demi-groupe réticulé satisfaisant a la condition (H). Le
radical de a est a; un élément premier est un élément N -irréductible et récipro-
quement. Le théoréme 2.2 donne alors le théoréme suivant :

Turorene 2.6. — T étant un treillis distributif pseudo-relaticement
complémenté avec élément universel, satisfaisant & la condition de chaine
descendante affaiblie, tout élément a est lintersection d'un nombre fini
d’éléments p;n-irréductibles. Ceux-ct sont les éléments n-irréductibles
minimauz > a; ce sont aussi des pseudo-compléments relatifs de la forme
pPi= a.n;.

Le treillis T satisfait a la loi de n-distributivité générale et la décomposition
obtenue devient un cas particulier du théoréme 5. 1 qui sera établi plus loin.

(') Un annoide est un demi-groupc muni d’une ou de plusicurs autres opérations distribuées par
la multiplication («ringoid » de G. Birkhoff [2] p. 203). Ses idéaux A gauche sont des complexes
fermés pour ces opérations et permis d gauche pour la multiplication. Ils ont été étudiés dans le
cas commutatif par V. S. Krishnan [15].
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III. — Décomposition en éléments primaux.

Etant donné un treillis T, les problemes de décomposition consistent & cher-
cher une représentation de tout ¢lément z €T par Vintersection d'un nombre
fini d’¢léments d’un sous-ensemble S de T. On dit alors que z est N -ezpressible
par rapport & S, et que S est n-générateur de T (12). '

Nous allons résoudre ce probleme d’existence, sans autres hypothéses sur T que
la condition (H), lorsque S est 'ensemble des éléments primaux de T.

Définition 3.1. — On dit qu’un élément est primal (**) a droite si les
relations ’
a.n > a, a.n>a
entrainent

(a:n)n(a.: ny)> a.

On définit de méme un élément primal & gauche et un élément primal, ic’est-a-
dire un élément primal & droite et a gauche.

On sait ([9], p. 117) qu'un ensemble Sn-générateur de T doit contenir
I'ensemble des éléments N -irréductibles.

Il en est bien ainsi pour I'ensemble des éléments primaux a droite, d’apres la
propriété suivante :

Proeritre 3. 1. — Tout élément n-irréductible est primal.

Si @ n’était pas primal & droite, il existerait deux éléments n, et n, vérifiant les
relations
a.n>a, a.n> a, (a-n)n(a. n) =a,

ce qui est impossible lorsque a est supposé n -irréductible.
Il est facile de caractériser un élément primal a droite au moyen de ses rési-
duels premiers a gauche et propres.

Prorritre 3.2. — Pour que a soit primal & droite, il faut et il suffit qu'il
n’admette qu’un résiduel premier & gauche mazximal propre.
En effet, si @ n’admet qu’un résiduel premier a gauche maximal propre p, la
condition @ .- n > @ équivaut & n < p, d’apres la propriété 1.7. On a donc
(a:n)n(a-n)=a.(nun)>a.
La condition est donc suffisante.

Elle est aussi nécessaire, car si @ admettait deux résiduels premiers maximaux
distincts propres p; et p», on aurait d’apres la propriété 1.7 :

a.:.p,>a, a. p:>a, (a-pi)n(a-p)=a.(pup:)=a.

(1?) Voir [9], p- 116.
(1) La notion d’idéal primal a ¢éLé introduite dans la théorie des idéaux d’un anneau commutatif
par L. Fuchs [11].
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Définition 3.2. — Le résiduel premier 2 gauche propre maximal de @, supposé
primal a droite, sera désigné par résiduel premier p, associé a a.

TutoreMe 3. 1. — Tout élément a non primal a droite est intersection d’un
‘nombre fini d'éléments primaux & droite, qui sont des résiduels a droite de a.

L’élément a n’étant pas primal a droite, on a
a=(a.n)n(a.n), a.n > a, a.cny> a.

Raisonnons par l'absurde en supposant le théortme faux pour «; il en
résulte que @ . ny ou a." n, sont non primaux a droite ct que le théoréme ne
s’applique pas i I'un au moins d’entre eux, soit @, =@ ." ny.

En vrépélant ce raisonnement, on trouverait une chaine infinie @ << ay << @><<. ..
d’¢léments dont chacun est résiduel a droite du précédent, donc d’éléments rési-
duels a droite de a, ce qui est contraire & la propriéié 1.1.

TueorkMe 3.2. — Tout élément a non primal est intersection d’un nombre
fini d’éléments primauz (¢ droite et a gauche) qui sont des résiduels ou des
résiduels mixtes de a.

La démonstration du théoréme 3.2 utilise la propriété suivante :

Proeriere 3.3. — Toute chaine ascendante a << ay,<< as<< ... d’'éléments
dont chacun est résiduel d’un cété ou résiduel mizte du précédent est finie.

La propriété est immédiate avec la condition de chaine ascendante. Supposons
donc vérifiée la condition de chaine descendante affaiblie. On a, en prenant des
résiduels mixtes :

ay=(a.b).c ay=(a,. by ) .cy, az=(as. bs).cs,
ou

as=(a. bby).cc, az=(a. bb;by) .cscqc,

La chaine descendante i
avub>avubb; > avubb b, ...

d’éléments > a a ses termes tous égaux a partir d'un certain rang. Il en est donc
de méme pour les termes de la chaine ascendante constituée par les éléments

a-(aub)y=a.b, a.-(aubb)=a.bb, a-(aubbbs)=abbiby,  ....

La chaine donnée se présente donc a partir d'un certain rang comme une
chaine de résiduels & gauche d’'un méme élément, et cette chaine est !finie d’apres
la-propriété 1. 1.

Revenons a la démonstration du théoréme. L'élément ¢ n’étant pas primal
n’est pas primal a droite, par exemple, et I'on a

a=a. nna.n a:sn>a, a.n,>a.

En supposant le théoréme faux pour a, les éléments ay=a .- ny el @, =a. n,



— 172 —

auraient la propriété suivante : T'un au moins d’entre eux n’est [pas primal et le
théoréme ne lui est pas applicable. Soit @; cet ¢lément. En répétant ce raison-
nement, on trouverait une chaine infinie @ <@y <<...<< a;<<... d’éléments dont
chacun serait résiduel a droite ou a gauche du précédent, ce qui serait contraire
ala propriété 3.3. ' ‘

IV. — Décomposition réduite. Théoréme d’unicité.

Sous la forme précédente, il n’y a pas unicité des composantes, ni méme de
leur nombre, comme le montre un exemple emprunté a la théorie des.idéaux d’un
anneau, donné par L. Fuchs [11]. Pour obtenir unc décomposition plus précise,
nous allons comparer les résiduels a gauche premiers propres de @ a ceux des
éléments a; qui interviennent dans la décomposition.

. Prorrikte 4. 1. — Dans une décomposition quelconque a = aynasn ... Nan,
tout résiduel @ gauche premier propre de a est un résiduel & gauche premier
proprede l'un des a;(i =1, 2,...,m).

On peut évidemment se ramener au cas de deux composantes. Soit @ = a4 N a,.
Formons
a:p=(ai-p)n(a:-p),
puis '
p=a-.(a:p)=[a (a1 p)n(a:-p))]lnla:"((ap)n(a: - p)))
d'ou )
px>(ar.(ar-p))n(as.(a::p))>p,
et par conséquent :
p=(ar.(ar-p))n(as.(a:p)).

Or un élément premier p est N -irréductible (1*). On en déduit :
p=ai.(ay.p) ou p=as-.(a.p)

et p est un résiduel premier a gauche de ay ou a,, soit par exemple a,. Si p
n’était pas propre pour @y, on aurait @;.* p = a4 ; on cn déduirait

u=p=as-.(a.p);

p serait donc un résiduel a gauche premier de a,. Si p était impropre pour a» on
aurait as .- p = as et
a:p=(ar-p)n(as-p)=a,

ce qui serait contraire a ’hypothése.

La réciproque de la propriété 4.1 n’est pas vraie, mais les décompositions
suivantes, appelées réduites, vont jouer un role important dans les théorémes
d’unicité.

(*) En effet, si 'on avait p=bnc, avec b>p, ¢> p, on en déduirait bcL bnhc=p, dou
puisque p est premier, b < p ou ¢ < p.
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Définition &. 1. — On appelle décomposition réduite i droite
a=aNa:Nn...Na,

une décomposition en éléments a; 5% u dans laquelle a; . n > «; entraine .- n > .
On définit de méme une décomposition réduite a gauche, ainsi qu'une décom-
position réduite (a droite et a gauche).
On a immédiatement la propriété suivante :

Proeriert 4.2. — Pour qu'une décomposition soit réduite a droite. (l
Sfaut et il suffit que tout résiduel a gauche premier mazimal propre
de ai(i =1,2,..., m) soit contenu (**) dans l'un au moins des iésiduels
gauche premiers mazimaux propres de a.

Une décomposition réduite quelconque permet d’obtenir une décomposition
réduite plus particulitre satisfaisant a la propriété suivante :

Prorritre 4.3. — S’il existe une décomposition réduite ¢ droite de 1+ u en
éléments primaux a droite, on peut trouver une décomposition de a réduite a
droite en éléments primaux & droite tels que leurs résiduels premiers associés
sotent incomparables (1%).

Soit p; le résiduel premier associé a a;. Parmi les p:(d=1, 2,..., m). const
p ] b ? b Vi
dérons les maximaux piy, pis, . . ., pis- L'indice ¢ étant fixé, soit A;; Pinter ction
des a; pour lesquels on a p; = p;;. On peut donc écrire :

P j

a= n Ay, avec A u.
=1, 2,08
Nous allons montrer que cette décomposition satisfait a la propriété %.3.
Vérifions d’abord que A;, est primal a droite avec p; comme résiduel premier
associé. D’aprés la propriété 4.1, toutrésiduel a gauche premier propre maximal
de A, est contenu dans pj,. D’autre part, on a

a=A;nApn...nA.

Si piy n’était pas contenu dans un résiduel a gauche premier propre maximal
de A;y, on aurait A, .- p;y= Ay, eten vertude Ay pu=A;(j>1), a. py=a.
Comme on a a;, .* pi, > a;,, la décomposition donnée ne serait pas réduite a droite.
11 en résulte que p;, est bien le seul résiduel a gauche premier propre maximal
de Aj,. On démontre de méme que tous les A;; sont primaux a droite, avec p;,
comme résiduel premierassocié. De plus ladécomposition a—=A;;nAnn ... nA;
ost réduite a droite d’apres la propriété 4. 2.

Tueoresme 4. 1. (Unicité). — Deux décompositions de a réduites & drotte, en
éléments primaux & droite dont les résiduels premiers associés sont incom-

(**) b est contenu dans ¢ signifie b < c.
(%) b et ¢ sont incomparables lorsque b 4 ¢, ¢ 4= b.
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parables, admettent le méme nombre de’ composantes avec les mémes éléments
premiers associés.
Soit o
a=anan...Nan

une décomposition en éléments a; primaux a droite dont les résiduels premiers
associés satisfont aux hypotheses du théoréme. Nous allons montrer que ces élé-
ments p, sont les résiduels & gauche premiers propres maximaux de a. En effet,
la décomposition étant réduite a droite, p; est contenu dans un résiduel a
gauche p; premier propre maximal de a (propriété 4.2). D’aprés la propriété 4.1,
p'; est un résiduel a gauche premier propre de I'un des éléments ay, as,..., an.
On a donc

Comme p; et p; sont incomparables, on a
Pi=pj=Ppi-

Inversement, tout résiduel a gauche p; premier propre maximal de a est,
d’aprés la propriété 4. 1, un résiduel & gauche propre de I'un des éléments a; et
il est par suite contenu dans I'un des p; qui-d son tour est contenu dans un
résiduel 4 gauche premier propre maximal de @, soit p;. On a donc

, PiLpi<Lpiy
d’ou résulte p; = p;.

TutorkMe 4. 2. (Existence). — Tout élément a non primal & droite admet une
décomposition réduite a droite en éléments a; primaux a droite et résiduels a
droite de a, dont les résiduels premdiers associés sont incomparables.

D’aprés la propriété 4.3, il suffit d’établir 'existence d’une décomposition
réduite a droite en résiduels primaux a droite pour tout élément @ non primal a
droite. On utilise a cet effet le lemme suivant :

Lemue 4. 1. — Tout élément a non primal & droite admet une décomposition
réduite ¢ droite en deux résiduels a droite > a.

I’6lément a n’étant pas primal a droite, on peut écrire :
a=(a.n)n(a.n), avec a. n > a, a.n,> a.

Si un résiduel & gauche premier propre maximal p; de a . r, vérifie .- p1=q,
on a
a=(a - mp)n(a. np)={a: np)n(a.u,),
avec
aascn <a.:np;.

En répétant ce raisonnement, on aboutit d’aprés la propriété 1. a une décom-
position
a=(a. m)n(a n,)
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dans laquelle les résiduels a gauche propres p de « .- my vérifient tous « .- p >a.
De méme on peut trouver une décomposition

a=(a.-m)n(a. my)

pour laquelle les résiduels relatifs & @ .- m, ont la méme propriété. Cette décom-
position est bien une décomposition réduite a droite.

Appliquons le lemme 4. 1 ala démonstration du théoréme. Sile théoréme n’était
pas vrai pour &, I'un au moins des éléments «.-my ou « . msaurait la pro-
priété suivante : cet élément, par exemple @y = @ . my, n’est pas primal a droite
et il n’admet pas de décomposition réduite a droite en résiduels primaux a droite.
En poursuivant ce raisonnement, on aurait une chaine infinie de résiduels a droite
de @, contrairement a la propriété 1.1.

On élablira de méme en s’appuyant sur la propriété 3.3 le théoréme suivant :

TutoreMe 4.3. — Tout élément a non primal admet une décomposition
réduite en éléments primaux qui sont des résiduels ou des résiduels mixtes
de a.

V. — Décomposition en éléments}n —irréductibles.

Il nous faut distinguer ici la condition de chaine ascendante et la condition de
chaine descendante affaiblie. La décomposition dans le premier cas est bien
connue ([9], p. 115).! Dans le deuxiéme cas on ne peut Pobtenir sans une
hypothese supplémentaire.

Définition 5.1. — On dit que T est facblement n-continu si la relation
zn U}"" =U(xnya)
zea rea

est vérifiée pour les éléments y, d’une chaine minorée. Cette condition est
vérifiée si T est n-continu ([9], p. 42), et, en particulier, si T satisfait a la
condition de chaine ascendante.

TueorkMe 5.1. — Si T est un tredllis avec élément universel, faiblement
n-continu, satisfaisant & la condition de chaine descendante affarblie, tout
élément a € T est U'intersection d'un nombre fini d’éléments n-irréductibles (*7).

En vertu des hypotheses, T est comi)let pour l'union et complet pour l'inter-
section des ¢léments z > a, a étant un élément quelconque. L'ensemble des élé-
ments N -irréductibles 2. a n’est pas vide puisqu’il contient u. L’intersection ¢ de
ces éléments existe; elle vérifie /> a. Nous allons montrer I'égalité { = a. D’apres
la condition de chaine descendante affaiblie, I'hypothése > entrainerait

(1) Yai énoncé ce résultat dans la Note [ 20].
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Vexistence d’'un élémentp tel que 7 > p > a (*2). L’ensemble F des sléments z € T
qui vérifient p N z = a est inductif; en effet, si 'ona p Nz, = @ pour les éléments
d’une chaine {2, }aea’ cette chaine est minorée par a et I'on peut écrire, T étant

faiblement N -continu :
pn<Uz¢>= U(pnxa) =a.

aea aea

D’apres le théoréme de Zorn, cet ensemble F admet donc un élément maximal y.
Supposons y = y1 N ys(y1>y, y2>). On auraitdonc: ysnp>a,y,np>a,
et, puisque p> @, y1Np=ysNp=p, cest-d-dire ynp=p, ce qui serait
contraire a I’hypothése y n p = a. Donc y serait n-irréductible. Il en résulterait,
d’apres la définition de , y > ¢, d’ou y > p, el y np = p, ce qui est impossible.
On a bien /= a et le théoréme est démontré, puisque P'intersection ¢ d'un nombre
quelconque d’éléments N -irréductibles > a est égale a I'intersection d’un nombre
fini d’entre eux.

Tout élément N -irréductible étant primal (propriéié 3. 1), le théoréme 5. 1 nous
redonne l'existence d’une décomposition de @ en un nombre fini d’éléments
primaux (cf. théoréme 3.2) lorsque T satisfait a la condition (H), du moins dans
le cas ou T est faiblement n-continu.

On peut donner une autre démonstration du théoréme 5.1 en utilisant un
résultat de G. Birkhoff et O. Frink, ou intervient la notion d’élément
U -inaccessible.

Définition 8.2. — On dit qu’un élément z est U -inaccessible (mod a) si la
relation
T = U.z‘a
aEQ

est impossible pour une chaine d’éléments z, > a tels que I'on ait 2, << 2 pour
tout x € .. ,

Le théoréme de G. Birkhoff et O. Frink ([3], théoréme 7, p. 304), légérement
généralisé, s’énonce alors :

Si T est un treillis complet pour Uunion, faiblement n-continu, danslequel
tout élément > a est union d’éléments U-inaccessibles (mod a), a est inter-
section d’éléments n-irréductibles.

Pour démontrer le théoréme 8.1, il suffit donc d’établir le lemme suivant :

Leuue B.1. — S¢ T est un treillis avec élément universel, satisfaisant a la
condition de chatne descendante ajffaiblie, tout élément >a est- union
d’éléments U-inaccessibles (mod a).

(*8) La notation p = a signifie p couvre a, c'est-d-dire qu'il n’existe aucun élément z
vérifiant p > x> a ([9], p. 5).
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Pour le démontrer, nous passons par Pintermédiaire des-¢léments complétement’
V-irréductibles (mod a), ¢ est—d-dlre des éléments z tels que la relauon

:_t._Uza, avec a < zu<l

est impossible pour les éléments z, d’un ensemble formant ou non une A,chhi‘ne.-
Un élément compldtement U -irréductible (mod a) est donc: U -inaccessible (mod a)
et le lemme sera démontré ‘si 'on remplace « U-inaccessible » par « comple-
tement U -irréductible ».

Raisonnons par Pabsurde. En supposant le lemme non vrai, il existerait, d’aprés
la condition de chaine descendante affaiblie, un élément minimal 4 > a pour
lequel le lemme est faux. En particulier, b ne serait pas complétement U -irréduc-
tible (mod @); on aurait donc :

b=U.1:a, a< gl X
aE€EQ

Mais z, serait, d’aprés 'hypothése b minimal, 'union d’éléments completement
U -irréductibles (mod @); il en serait donc de meéme de b, ce qui est contraire &
I'hypothése.

V1. — Eléments primaires.

T désigne 4 nouveau un demi-groupe réticulé satisfaisant a la condition (H).
Rappelons la définition d’un élémert g primaire & droite ([9], p. 143) : les
relations

Ty<q, y£4q

entrainent I'existence d’un nombre naturel k tel que zk < q.
En appelant r le radical de g, défini et étudié au paragraphe 2, cette définition
peut étre mise sous 'une des formes équivalentes suivantes :

(1) zy £ q, yLq entrainent z < r;
(2) xy £ q, xLr entrainent y < g;
(3) xLr entrainent ¢ .-z =gq.

Nous allons caractériser un ¢lément primaire a droite du point de vue de ses

résiduels & gauche premiers propres.
Lorsque ¢ =r, ¢ est premier. Son seul résiduel & gauche (ou & droite) propre

est égal & ¢. Supposons donc g << r.
Proprikts 6. 1. — r est un résiduel & gauche propre de q.

D’aprés le théoréme 2.1, il existe un nombre naturel & tel que r“=gq. On
a k> 1 et Pun peut supposer r*1 L g. On a donc rri—t < q, c’est-d-dire

r<qortt=g.
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De plus, zri—1 4q avec 1~ 4 q, entrainent, puisque ¢ est primaire a droite, zér
On en déduit : »
r=gq-ri-1,  avec rh=1 £gq.

Prorritrk 6.2. — Tout élément primaire & droite est primal & droite; le
- résiduel @ gauche premier associé étant égal & r.

D’aprés la forme (3) de la définition et la propriété 1.7, il suffit de démontrer
la relation ¢ ."r >¢. Or, ona ri—t < g .- r et ri=t L£ ¢, d’od résulte ¢ .- r > g.

Prorrittk 6.3. — r est un élément premier minimum > q
Soit p/-un élément premier tel que p'> ¢. Les relations
‘ rt<q<p

entrainent, p' étant premier : r £ p'.
Proeriktt 6.4. — r est Uunique résiduel a gauche premier propre de q.

"En effet, tout résiduel p & gauche premier propre de g vérifie la relation’ pr
"d’apreés la propriété 6.2 et la relation p r d’aprés la proprlété 6. 3 On a
doncp=r. .
Les propriétés précédentes sont caractéristiques d’un élément primaire a droite,
& aprés le théoréme suivant : v

Takorexe 6. 1. — Pour que q soit primaire & droite, il faut et i suffit qu'il -
n’admette qu'un résiduel a gauche premier propre p, cet élément p étant un .
élément premwl minimum > q.

Ces conditions sont nécessaires d’apres les propriétés 6.3 et. 6 4 Montrons
qu’elles sont suffisantes. Elles entrainent p =r d’apreés la propriété 1.6. L'élément ¢
est donc primal avec r pour résiduel premier associé. La propriété 1.7 donne alors :

rxLr entraine ¢. zr=gq,

ce qui est la définition d’un élément primaire & droite sous laforme (3).

L’énoncé se simplifie quzmd la multiplication est commutative puisque, dans
ce cas, tout élément premier minimal > ¢ est un résiduel de ¢ d’aprés la
propriété 1.6. Il devient :

TrtorknE 6.2. — Quand la multiplication est commutative, q est. primaire
si et seulement s'il n’admet qu’un résiduel premier propre.-

Comme application, signalons le théoréme suivant, ou théoréme de structure
établi par W. Krull ([16], p. 9) dansle cas de T,.

Treorkne 6.3. —L’ tlément p étant premier minimal > a, il existe un résiduel
primaire q de a admettant p pour résiduel premier associé. L'élément q est de
la forme a:l, avec l &£ p, et c'est 'élément primaire minimum du segment [ a, p|
ayant p pour associé.
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La ,Propriété 1.3 et la recherche des résiduels premiers de a exposée au para-
graphe 1 montrent dans le cas commutatif l'existence d'un résidugl ¢g=a: 1,
avec /4 p, n'admettant que p pour résiduel premier. L’élément ¢ est donc
primaire avec p pour résiduel premier associé. Soit-z un élément primaire
vérifiant @< x < p et admettant p pour résiduel premier associé. On a

lgLaczx et lLp, d’ou q <L x.

Remarquons en outre que ¢ est I'élément maximum parmi les éléments y qui
vérifient

ary£p.

VII. — Premier cas de décomposition en éléments primaires.

La décomposition en éléments primaires que nous allons obtenir repose sur la
décomposition en éléments n-irréductibles. Nous supposerons donc T faible-
ment n-continu (§ B), et satisfaisant a la condition (H). Mais ces hypothéses ne
suffisent pas pour que la décomposition en éléments primaires soit valable,
comme le montrent certains demi-groupes réticulés résidués de longueur finie
donnés comme exemple par R. P. Ward et M. Dilworth [30]. Pour obtenir des
théorémes de décomposition, ces auteurs ajoutent deux hypotheéses dont 'une est
la modularité de T. Nous allons remplacer ici la modularité par la semi-modula-
rité, et donner d’abord une propriété utile d’un treillis semi-modulaire
quelconque.

ProprieTE 7.1. — a étant un élément n-irréductible d’un treillis T semi-
modulaire, les relations anb = a'nb, a'> a, entrainent b = a (1?).

Considérons I'élément ¢ = a’'n (au b). Si T est modulaire,
c=av(a'nb)=av(anbd)=a.

On a donc a=a'n(avbd) et, puisque a est n-irréductible, la relation a'>a
entraine a U b = a, c’est-a-dire b < a.

Supposons maintenant T semi-modulaire, sans étre modulaire.
Considérons a nouveau 1’élément

c=an(avb)
et montrons qu'on a encore ¢ = a. On peut écrire :
anbzLa<a<auvub.

Les signes d’égalité peuvent d’ailleurs étre supprimés lorsque ¢ > a. En effet,

(1%) On en déduit en particulier une conséquence intéressante : toute décomposition d’un
élément z d’un treillis semi-modulaire comme intersection d’un nombre fini d’éléments n-irréduc.
tibles, aucun d’eux n’étant superflu, est telle. qu'une composante quelconque a ne peut étre rem-
placée par un élément a’'> a.

12,
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de d'=a'u b on déduirait b Za', dot.anb=a nb==>b et b < a, cest-a-dire
aUb=a et c=a. D’autre part, la relation ¢'nbd=a entrainerait anb=a
dod a=b et aub="b, donc c=anb=anb; par suite cZa, et,
comme ¢ a, c=a.

On aurait donc, en supposant ¢ > a,

anb<a<a<auvb.

Mais, le treillis étant semi-modulaire (2°), la condition (S,) ([9], p. 85) entraine
Pexistence d’un élément ¢ vérifiant

anb<t<ZLb et a=(avt)na’'.

On a nécessairement a U ¢ > a, car, si 'on avait aut=a dou t<=a, on en
déduirait ¢ < a' et, puisque ¢ =< b, t < a’'n b. Ce résultat serait en contradiction
avec la relation a'nb<Ct. En définitive, on obtiendrait @« = (aut)na' avec
avt>a, a'>a, et Pélément a ne serait pas n-irréductible.

Il en résulte @ =a’'n(au b), ce qui entraine, comme dans le cas modulaire,
b<<a.

Nous allons appliquer ces résultats & un premier cas de décomposition en
¢léments primaires.

Tueorine T.1. — S7 T, supposé semi-modulaire et farblement n-continu,
satisfait a la condition (H) et a la condition suivante :

Condition (1). — a et d étant donnés, il existe un nombre naturel s tel
que @' nd = ad et un nombre naturel & tel que, a nd" = ad,
tout élément x est intersection d’un nombre fini d’éléments primaires.
D’apres le théoréme 5.1, il suffit de montrer que tout élément ¢ N -irréduc-
tible est primaire. Supposons ab < g, b £ ¢. On a donc
d=bug>gq et ad =abvaq £ q.
La condition (I) entraine 'existence d’un nc:«bre naturel s tel que

a’nd = ad.

On a donc
and<q

et par suite
a’ndZang.

D’autre part, ¢ < d entraine a’ng =< a*nd. D’ou

and=ang, d>q, (g n-irréductible).

(2°) La définition de la semi-modularité est celle qui est donnée dans [9], p. 85. La semi-modula-
rité est caractérisée par la condition (8,) : les relations ¥ Nz < x < z < yUsz impliquent Pexistence
de ¢ tel que ynz <ty et z = (xut)ns. Cette condition, utilisée par R. Croisot [8], a été
donnée par S. Mac-Lane [24].
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Le treillis étant semi-modulaire, la propriété 7.1 s’applique et donne
. Cwizg , A

q est bien primaire 4 droite.
On démontre de méme que ¢ est prlmalre 4 gauche, et par suite, primaire.

VIII. — Deuxidme cas de décompositiqn en éléments primaires.

Pour présenter le deuxiéme cas, nous allons considérer dans T des éléments qui
jouent le role des idéaux principaux dans la théorie des idéaux d’un anneau ou
d’un demi-groupe commutatif.

Envisageons, dans un gerbier quelconque, l’apphcauon opératoire z — z' = az,
définie par l'élément a. Elle fait correspondre aux éléments x <56 des
éléments 2’ < ab. Elle applique par conséquent la section principale commen-
cante (2!) (b) dans la section principale commencante (ab). Si, pour tout
élément b, (b) est appliquée sur (ab), 'élément a est dit principal a droite. Cela
revient donc a la définition suivante :

Définition 8.1. — Dans un gerbier quelconque, un élément a est principdl a
droite si, pour tout élément b, la relation z'<ab entraine l'existence d’un
élément z < b tel que z'= ax. .

On définit de méme un élément principal a gauche, et un élément principal
(a droite et a gauche).

Ces éléments principaux satisfont aux propriétés suivantes :

Prorerikre 8. 1. — Dans un gerbier quelconque, le produit d’un nombre fini
d’éléments principaux & droite est principal a droite:

En effet supposons a, et @, principaux a droite, et ' < @, a1 b. Il existe, a, étant
principal, un élément c.=a,b, tel que '=a,c. Mais, a, étant principal, il
existe z Z b tel que ¢ = @, 2. Onadonc 2'= a,a,x et a,a, est principal a droite.

Proprikre 8.2. — a étant un élément principal a droite d’un gerbier résidué
a drotte, la relation x < ab entraine x = a(z .- a).
En effet, z < ab entraine z = az’, avec 2/ < b. On a donc
rLx.,a e z=ar'La(z. a).
Comme a(z.* @) < z, on a bien

z=a(z. a)

Prorritre 8.3. — L’élément a étant principal a droite, dans un gerbier
quelconque, la relation b c entratne ab >~.ac ou ab = ac.

(*') Ensemble des éléments z < b.
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Supposons ab 7 ac et soit ab > #'> ac. L’élément a étant principal a droite,
il existe z < b tel que 2'=az. On a donc
z'=axvac=a(zvc) avec b>zvecxec.
11 en résulte, puisque b - c,

zUuc=1"b ou zUc=c,

c’est-a-dire ' = ab ou 2’ = ac, donc ab > ac.

Tutorime 8.1. — Si T, supposé semi-modulaire et faiblement n-continu,
satisfait a la condition (H) et & la condition suivante :

Condition (II). — Tout élément est I'union d’élémeats principaux,

tout élément x quelconque est intersection d’un nombre fini d’éléments
primaires.

Montrons encore que tout élément g n-irréductible est primaire a droite.
Soit ab < q, b £ q. 11 faut montrer qu’il existe un nombre naturel s tel que @’ <q.
S’il n’en est pas ainsi, considérons les ¢léments principaux a droite a, tels
que a:Uaa; il existe nécessairement un indice x tel que a,ZZr, r étant le

e
radical de ¢; sinon on aurait « :Uaaél‘, ce qui est contraire a '’hypothese.
rea
On peut donc supposer :
ab = q, bigq, ar (a principal a droite).
Considérons d =bug>b.Ona
ad =abvagq £ q.

Soit & le plus petit entier tel que
q . ak=gq . ak+,

son existence étant assurée par la'propriété 1.1.
I’¢6lément a* est, d’apres la propriété 8.1, un ¢lément principal a droite,
comme 1’élément @. Nous allons en déduire :
dnatu < q.
a* étant principal, la relation dna*u < a*u entraine d’aprés la propriété 8.2 :

dnatu = ak((dnaktu) . ak) = ak(d .- ak).
Formons
g ak+i(d .- ak)y=a.ak(d. at) £ ad < q.
On en déduit
d. ak<Lq. ak+t=q . ak,
c’est-a-dire
ak(d. a*t)<q ou dnatucg.
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Par suite
dnaku Z gnaku.

D’autre part, la relation ¢ << d entraine g na‘u = dna*u. 1l en résulte :
dnatu = qgnatu, d>gq (g n-irréductible).

Le treillis étant semi-modulaire, la propriété 7.1 s’applique et donne
atu < q,
d’out
ak+i 2 g et aZr,

ce qui est contraire a ’hypotheése. Le théoréme est démontré.

Applications. — La condition (II) est vérifiée dans le cas des idéaux d’un
anneau (ou d’un demi-groupe) quelconque commutatif; les éléments principaux
étant les idéaux principaux de la forme ¢A (ou aD), si A désigne I'anneau (ou le
demi-groupe) et si @ est un élément quelconque de A (ouD). La semi-modularité
est vérifiée aussi puisque le treillis des idéaux d’un anneau (ou d’un demi-groupe)
est modulaire (ou distributif). Enfin ces deux treillis sont également N -continus.

On obtient donc, en particulier, le théoréme suivant :

Tneoreme 8.2. — S les idéaux d’un demi-groupe abélien (**) vérifient la
condition de chaine descendante affaiblie, tout idéal est intersection d’un
nombre fini d’idéaux primaires.

La condition (II') est également vérifiée dans un demi-groupe réticulé entier
satisfaisant & la condition (®') (2*). En effet, si la condition (®') & droite est
vérifiée dans un demi-groupe réticulé entier T, tout élément a est principal a
droite car z << ab entraine I'existence de c tel que z = abc; en posant b'= bc
onabienz=ab'avec ' £ b. Il en résulte que T est distributif ([5], théoréme 10.6),
donc modulaire, et, en particulier, semi-modulaire.

Supposons en outre que T soit résidué. La méthode utilisée par J. Certaine
pour établir la distributivité ([5], théoréme 10.6) permet d’établir aussi la loi
de n-distributivité générale :

an<Uba> =U(anba),
rea aEAQ
d’ou résulte que T est n-continu. On en déduit le théoréme suivant :

TuroreMe 8.3 — S¢ un demi-groupe réticulé entier résidué satisfait éla
condition (@) et & la condition de chatne descendante affaiblie, tout élément

(*?) Le théoréme 8.2 s’applique aussi aux idéaux d’un anneau ou d’un demi-groupe non commu-
tatif A lorsque la condition @ A = A a est vérifiée pour tout a€A.

() Condition utilisée par R. P. Dilworth et M. Ward [30], J. Certaine [5], M. L. Dubreil:
Jacotin [10]. Rappelons la définition ([9], p. 219) : T satisfait & la condition (®') a droite si la
relation a < b implique V'existence de ¢ tel que a = bc.
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est intersection d'un nombre fini d'éléments primaires. De plus, tout élément
primaire est une puissance d’un élément premier.

La premiere partie du théoréme résulte de ce qui précéde. Démontrons de plus
que tout élément primaire ¢ est une puissance de son élément premier associé p.
On a en effet, si ¢ n’est pas premier

Pt<q<p-
On en déduit, d’apres la condition (@') :
g = (lp.
g étant primaire, p <4< g entraine @ < p. On a donc a = a, p, d’on
= ayp?.
Sip*dig,onaarZp, dota=aspet
g = a,p’.

Finalement on arrive & ¢ = a,_s p*; ce qui entraine ¢ < p* et par suite ¢ = p*.
Donnons un autre exemple, représenté par le diagramme suivant (fig. 1) :

Fig. 1.

avec une multiplication commutative donnée par la table :

o a b c d | m q e

o o o ) o o o o o

a o a o a | o a a | a

b o o b o b b b b

c o a | o a o a | al| c

d o o b o b b [ b d

m | o a b a b q g | m

“‘glojal|b|al|lb|qg]|q]|q
e o a b c d | m)| g e
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Le trelllls T vérifie la condmdn (H); il est semi-modulaire sans étre modu?au‘e.

- Les éléments’principaux sont o, a, b, ¢, d, e; donc T ~érifie la condition |(II).

Les_ éléments N -irréductibles sont ¢, d, ¢, m,e. Or ¢; d, m et e sont premu‘sfs, et

g est primaire (son seul résiduel premier propr@/ést m=gq : m). Tout élément
n -irréductible est bien primaire.

Montrons sur un autre exemple que lr seml-modulamté est essentielle dans
Pénoncé du théoréme 8. 1.

Soit T le treillis représenté par le diagramme suivant (fig. 2):

- e
m
c d
a b
o
Fig. a.

avec une multiplication commutative donnée par la table :

) a b c d m e
b o o o o o o o
a o a [ a [ a a
b o o b [ b b b
c [ a ) a [ a c
d o o b ‘0 b b d
m [ a b a b m | m
e o a b c d m e

Le treillis T vérifie la condition (H). Les éléments principaux sont o, a, b, ¢,
d, e et la condition (II) est vérifiée. T n’est pas semi-modulaire. Or, I'élément
est n-irréductible, mais non primaire :

cm <L a, cXa, mt=m £ a.

Par contre, a est primal, conformément a la propriété 3. 1 ; ses résiduels premiers
propres sont ¢ =@ : m et m=a : c; le résiduel premier associé a @ est m.
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IX. —b'l‘ro’isiém_‘e cas de décomposition en éléments primaires.

Ce dernier cas ne fait plus appel ni aux éléments N -irréductibles, ni a la semi-
modularité, ni & I’ n-continuité; il s'appuie sur la condition de chaine des'ce’n-
dante affaiblie et sur une condition faisant intervenir de nouveaux éléments du
treillis, que nous appellerons essentiels.

Soit T un demi-groupe entier réticulé résidué; fixons un élément aeT et
considérons deux éléments & et ¢ qui vérifient la relation

abuh = acvh,

h étant également fixé, cette égalité détermine entre b et ¢ une relation
d’équivalence R, dont la classe de A est déterminée par I'ensemble T des élé-
ments = h . a; or, on sait ([9], p. 197) que la plus fine équivalence, réguliere
par rapport & 'union et & la multiplication, admettant I pour classe, est la relation
d’équivalence R, définie par :

b=c(R})sietsenlementsibui=cud, rel, /' el, c’est-a-dire

b=c(R)) stet seulementsibu (h.-a)=cuU (k. a).

On a donc R), < R,.. Nous dirons que a est essentiel a droite si 'on a Ry=R;
quel que soit 4. On a donc la définition suivante :

Définition 9.1. — T étant un demi-groupe entier réticulé résidué, on dit que @
estessentiel a droite(?*) silarelationab U A—=ac U hentraineb U (h."a)=c v (k.'a).
On définit de méme un élément « essentiel ¢ gauche, et un élément essentiel.

Exzemples. — 1° A étant un anneau commutatif avec élément unité, tout idéal
principal est essentiel.

2° D étant un demi-groupe de Dedekind (2), tout élément de D est essentiel.

Proerikrt 9.1. — Le produit d’un nombre fini d’éléments essentiels & droite
est essentiel a droite.

Supposons a; et @ essentiels a droite. De
ajasbuh =a;ascvh,
on déduit, a4 étant essentiel a droite :

asbu(h . a))= ascu(h. ay),

(**) ¢f. L. Lesieur [19]. Cette notion est également signalée par L. A. Hostinsky [32] et
J. Kerstan [33]. )

(**) La définition d’un demi-groupe de Dedekind a été introduite par M. L. Dubreil-Jacotin
[10]; voir aussi [9], p. 223. Un demi-groupe de Dedekind est un demi-groupe réticulé entier com-
mutatif tel que tout élément soit produit d’un nombre fini d’éléments maximaux (couverts par

, élément unité), avec unicité.
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puis, a, étant essentiel a droite :

bu(h.' ajas)=cu(h. aja).

L’é6lément a; a, est donc essentiel a droite.

Tarorene 9.1. — St T est un demi-groupe réticulé entier, résidué, satifaisant
a la condition de chatne descendante affaiblie et & la condition suivante :

Condition (III), — Tout élément est union d’éléments essentiels,

un élément z quelconque de T est U'intersection d’un nombre fini d’éiéments
primaires.

D’apres le théoréme 3. 2, il suffit d’établir dans T le lemme suivant :

Lemme 9. 1. — Avec les hypotheses du théoréeme 9.1 tout élément primal est
primaire.

Supposons ab < ¢, b4 ¢, ¢q étant supposé primal a droite. Appelons r le
radical de ¢. En supposant a4Zr il existerait, d’aprés la condition (lII)
et le théoréme 2.1, un élément essentiel ax < a tel que atLr. Comrw on
a a;b < ab <q, on peut donc prendre

ab £ q, bLyg, aLr (a essentiel ).

Mais en vertu de la condition de chaine -descendante affaiblie, on a, pour un
certain nombre naturel k :

qu ak= quak+1,
Or, u = e étant unité, cette relation s’écrit encore :

queak= quaat.
D’apres la propriété 9. 1, a* est essentiel ; il en résulte :

e=cev(qg.-at)y=avu(qg". ak)
et, par suite :
g=9-e=g-(av(qg .ak))=(g-a)n(g. (g ak)).
Ona g.-a>gq puisque b < ¢ .' a, avec b4 ¢g. On en déduit, ¢ étant primal a
droite :
q-(grat)=¢q et ak<qg-(qak)=g,

ce qui est contraire & Ihypothese a@ <& r.

Le théoreme 9.1 s’applique a T, lorsque I'anneau A est commutatif avec
¢élément unité. Donnons un autre exemple ou le treillis ne vérifie pas la condi-
tion (II) et n’est pas semi-modulaire. Il s’agit du treillis T dont le diagramme est
le suivant (fig. 3) avec la loi de multiplication : zy = o, z%e, y Ze;
ze = ex = x. Le théoréme 9.3 s’applique car la condition (III) est vérifiée. On
constate d’ailleurs que tout élément est primaire.
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Cependant le treillis n’est pas semi-modulaire et il ne vénﬁe pas la condi-
tion (II) : 'élément ¢ par exemple n’est pas 'union d’sléments | principaux ; pour

e
m
c '
a
b
o
Fig. 3.

qu’il le soit il faudrait qu’il soit lui-méme principal, ce qui n’est pas (2¢).

X. — Théorémes d'unicité.

Les théorémes d’unicité 'classiques de la théorie des idéaux d’un anneau, tels
qu’ils sont présentés par exemple par B. L. Van der Waerden ([28], t. 2,
chap. 12, §88, p. 34) sont valables pour T lorsque le théoréme d’existence a
été établi, c’est-a-dire dans les trois cas des paragraphes précédents. On. peut
alors obtenir une décomposition en éléments primaires non superflus admettant
des éléments premiers associés distincts. Une telle décomposition sera dite décom-
position réduite en éléments primaires. Les théorémes d’unicité s'énoncent alors :

Tueorkme 10. 1. — Deux décompositions réduites d’'un méme élément a en
éléments primaires & droite q; ont le méme nombre de composantes et les mémes
éléments premiers p; associés.

TutorkmMe 10.2. — Les composantes primaires isolées (2") de a sont détermi-
nées de facon unique par leurs résiduels premiers associés.

On démontre aussi (voir [28], t. 2, p. 36) : pour que a.' n = a, il faut et il
suffit que n £ pj, ot les p; sont les résiduels maximaux premiers associés aux
éléments primaires a droite d’'une décomposition réduite en éléments primaires.
On en déduit, d’aprés la propriété 1.7 :

Propriere 10. 1. — Les résiduels mazimauz & gauche ou a droite premiers
propres de a sont les résiduels premiers maximauzx parmi les éléments pre-
miers p; associés aux éléments d’une décomposition réduite en éléments
primdires.

Nous pouvons préciser ce résultat lorsque la multiplication est commutative.

(%) En effet, on a b < c = ec et il n’existe pas d’élément z tel que b = @e. ’
(?') Une composante g; est isolée si son résiduel premier propre associé est mlnlmal parmi
les p;(i=1, 2,..., m). .
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~ Tutorene 10.3. — Lorsque la multiplication est commutative, les résiduels
premiers de a sont les résiduels premiers p; associés aux éléments primaires q;
d’une décomposition réduite en éléments primaires

Pour le démontrer, raisonnons par induction sur le nombre m des compo-
santes ¢;. La propriét¢ est vraie poin-m =1. Supposons la propriété vraie pour m—1.
Soit a=¢giNngan...Ngn une décomposition de ¢ en ¢léments primaires.
Supposons p; maximal parmi les p; associés aux éléments primaires ¢;. L’élé-
ment p, est donc, d’aprés la propriété 10. 1, un résiduel premier maximal propre
de a. D’apres la propriété 1.3, les autres résiduels premiers de « sont ceux
de a : py et par suite de‘a : p?, avec p¥ < ¢,. Mais on a

a:p{‘=qgn...qm.

Donc, d’aprés Phypothese d’induction, ces résiduels sont p,. .., pp.
Les théorémes d’unicité prennent une forme plus précise dans le troisicme cas
de décomposition :

TutorknMe 10.3. — S¢ T est un demi-groupe réticulé entier résidué satis-
Jfaisant a la condition de chaine descendante affaiblie et a la condition (111).
il y a unicité dans la décomposition réduite en éléments primaires et cette
décomposition est aussi, dans le cas commutatif, une décomposition en
produit d’éléments primaires.

Soit

a=g¢Nng:n...N4qy
unc décomposition réduite en éléments primaires. Si toutes les composantes sont
primaires isolées, la propriété d’unicité résulte du théoreme 10.2. Or les
composantes primaires sont toutes isolées d’apres le lemme suivant :

Leuye 10. 1. — Avoec les hypothéses du théoréeme 10.3, tout élément premier p
est couvert par e.

Soit p#4e un ¢lément premier. Considérons un élément quelconque - tel
quep <<y <e. D'apres la condition de chaine descendante affaiblie, il existe
z tel que

pLRrLyZe.
On en déduit

22Up =z.

En effet, les relations p Z 2*Up < x et x> p entrainent x*Up =pour*up = r°
Le premier cas est & exclure car il entraine 2* < p, d’ou, p étant premier, z -~ p-

D’apres la condition (III), x:Uaa est 'union d’éléments essentiels a,. Si
areAQ
I'on avait a,# < p pour tout « € &, on en déduirait ay, L p . z, dod z Zp . z.
clest-a-dire z? Z p et z < p. 1l existe donc un élément @,=a essentiel pour
lequel on a az &£ p. Par suite .

p<lazup Lx*Up=2x,
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d’ou, puisque z > p,
arvp = z.

Mais on a aussi
z>a=aex axz, d’on aevp =z,

et, a étant essentiel a gauche,
e=zxVU(p. a).

De la relation a = ae £ p, on tire, p étant premier, p . a :j), don
e=zVU(p. a)=zVUp=uz.

L’élément p est bien couvert par ¢. Le lemme est démontré.

Pour compléter la démonstration du théordme, remarquons que la
relation p;uUp;=e entraine q;Uug;—e. En effet pi est premier avec pf qu
([9], corollaire 4, p. 141), d'ou p;Uug;=-e; ¢; est alors premier. avec pf,
d’ot g;ugj=ce. Il en résulte d’apres un résultat classique {([9], corollaire 2,
p- 141),

giNng20 ... Ngm=9192---9m

En particulier, si T vérifie la condition (®'), on a vu (théoréme 7.3) que tout
élément primaire ¢; est une puissance de 'élément premier associé p;. L'élément p;
étant maximal (c¢’est-a-dire couvert par ¢), on a le résultat suivant :

Prorriere 10.2. — Pour qu'un demi-groupe réticulé entier commutatif
résidué soit un demi-groupe de Dedekind, il faut et il suffit qu’il vérifie les
conditions (¥') et (1I1) et la condition de chaine descendante affaiblie.

I vérifie ‘alors la condition (®) et la condition de chaine ascendante ([9],

p- 224).

XI. — Conditions suffisantes pour que la condition de chaine descendante affaiblie
entraine la condition de chaine ascendante.

Dans le cas des idéaux d’un anneau commutatif avec élément unité, la
condition de chaine descendante affaiblie entraine la condition de chaine
ascendante (voir par exemple I. S. Cohen [7]). Nous venons de voir qu'il en est
de méme d’un demi-groupe réticulé résidué entier commutatif vérifiant la
condition (®) et la condition (III). Par contre il existe des demi-groupes
vérifiant la condition de chaine descendante affaiblie pour les idéaux sans vérifier
la condition de chaine ascendante (28). Dans ce dernier exemple, sila condition (II)
est bien vérifiée, la condition (III) ne 'est pas (2?), tandis que dans les deux

(**) Par exemple, le demi-groupe D formé par la suite dénombrable infinie d’éléments
distincts a,, a,, a,, ..., a,, ... avec la loi multiplicative a;a,= aa,= a; (TZ7).

(**) On en dedun, en rapprochant ce résultat de l'cxemp]e qui termine le paragraphe 9, que les
conditions (II) et (III) sont indépendantes.
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premiers exemples les deux conditions (II) et (III) sont remplies. Plus généra-
lement, nous allons démontrer le théoréme suivant :

Turorese 11. 1. — Soit T un demi-groupe réticulé entier résidué satisfaisant
a la condition de chaine descendante affaiblie et auxr deux hypothéses
suivantes :

1° T est semi-modulaire et faiblement n-continu;
2° T vérifie les conditions (I1) et (1II).

Alors T vérifie la condition de chaine ascendante.

1l faut montrer que toute chaine ascendante

al < a<...
est finie.
Nous avons vu au paragraphe 1 (propriété 1.5) qu il existe un nombre fini
d’¢léments premiers p;> a tels que

PipPe- . PR a.
Posons

Ug=P1Ps.o. Pie
On a donc la chaine

Up < WUy Lo << Ujy < Wy U = €.

Considérons le segment Ty = [w;, w;_y]. dans lequel w;=wu;_yp;. Soit x € T;. On

a donc
Uil 0 2 Ujy.

On sait (lemme 10.1) que p; est un ¢lément maximal : e} p;. D'autre part,
d’aprés la condition (II), il existe des ¢léments principaux @, tels que

x =<Uaa> =U(aae) :U(a,euu,»).

aEec xect xEC

D’apres la propriété 8.3, la relation e - p; entraine a e a,p; ou a,e = a,p;.
On en déduit, le treillis étant semi-modulaire (**) :
ag eV up- agpiV U ou AzeV ;= azp;vu;.
Or, ay < x < ui_, entraine
AaP1 L TP <L U Pi= Uy
Par suite, on a

aupiVui= u; et azeu u - u; ou azev ;= u,.

Dans le segment T, tout élément z £ u; est donc union de points.

(%) On applique ici une propriété connue d’un treillis semi-modulaire ([9]), remarque, p. 188).
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De plus, T; est supposé semi-modulaire et n-continu. Il en résulie que T; est
un treillis géométrique ([9], p. V289> -La- condition de chaine ‘descendante
affaiblie dans T entraine la condition de chaine descendante dans Ty Or, dans un
treillis 0éomémque la condition de chame descendante entraine la condition de
chaine ascendante et le treillis est de longueur finie ([9], conséquence, p. 272).
Par conséquent il -existe dans T une chame manmale allant de u; & w;y. La
méme propriété ayant lieu pour tout z, on en déduit qu’il existe une chaine
maximale de longueur finie allant de u; & w. La semi-modularité de T entraine
alors que toutes les chaines du segment [us, u] sont finies et que toutes les
chaines maximales allant'de u; a u ont'la méme longueur ([9], p- 88). Comme
on a urLa<u, la chaine donnée a<<a,<<a,<<... est bien finie et la
condition de chaine ascendante est vérifice. '

Le théoréme 11.1 s’applique immédiatement au cas du treillis T, des idéaux
d’un anneau commutatif avec élément unité. On peut aussi obtenir une théorie
valable pour le cas ot A n’est pas commutatif en remplacant la semi-modularité
par la modularité et en généralisant la notion d’élément principal ou essentiel
par celle d’endomorphisme principal ou essentiel (voir L. Lesieur [19]).
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