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SUR LES STRUCTURES PRESQUE COMPLEXES ET AUTRES STRUCTURES
INFINITESIMALES REGULIERES (*).

Par M"® PAvuLeTTE LIBERMANN.

L’objet de cet article est de donner un apergu général des nombreux travaux
qui ont été consacrés ces dernidres années a I'étude des structures infinitésimales
régulieres.

C’est E. Cartan [10] (2) qui, généralisant la géométrie riemannienne, a intro-
duit la notion « d’espace généralisé » ou « espace non holonome de groupe
fondamental G » et a défini pour ces espaces des connexions (d’oii la notion de
courbure, torsion et groupe d’holonomie). H. Weyl, O. Veblen, J. A. Schouten,
D. J. Struik, E. Bompiani, Vranceanu, etc. ont également contribué a I'étude de
ces questions.

La théorie des espaces fibrés a permis de formuler ces notions de maniére
globale. Nous ne rappellerons pas la définition d'un espace fibré différentiable
a groupe structural de Lie et en particulier la notion d’espace fibré principal
(voir C. Ehresmann [23], [25] et N. Steenrod [68]). Les notations et la termino-
logie employdes seront celles de C. Ehresmann. Pour les groupes classiques, nous
utiliserons les notations suivantes qui sont, dans 'ensemble, celles de [51] :

L, : groupe linéaire homogene de I'espace numérique réel R"[GL(n, R) dans les
notations de C. Chevalley [16]];

L), : groupe linéaire homogéne de 'espace numérique complexe CG*[GL(n, C)];

L), : groupe linéaire homogene de I'espace numérique quaternionien Q" ;

O, : groupe orthogonal dans R*[O(n)];

U., : groupe unitaire dans C*[U(n)];

U, (Q) : groupe unitaire quaternionien dans Q” [groupe linéaire symplectique
Sp(n)];

| P groupe symplectique réel dans R2» (c’est-a-dire le sous-groupe de Ly, laissant

invariante la forme ! yn+t—gntiyt - . gryn— g2 yn);

=8

L,, : groupe symplectique complexe dans.C2" [Sp(n, C)].

Afin de limiter notre sujet, nous exclurons de cette étude la géométrie rieman-
nienne et les structures kihlériennes.

(%) Rapport fait 2 la demande du Secrétariat de la Société.
() Les nombres entre crochets renvoient & la Bibliographie.
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1. Deéfinitions et généralités. — La variéts des vecteurs tangenis  une variété-
différentiable Vn, de dimensions 7, ‘est un espace fibré noté T(V,,, R~ L,., H), de
base V,, de fibre R", de groupe structural L, ; Pespace fibré principal assoclé H(Va):
est’ensemble des homéomorphlsmes h (0u repéres) de R~ sur l’espace tangent T, .
- ¥, en 2 €V, quand z parcourt V. Le probléme de la. recherche des structures '
subordonnées de groupe structural unvgmupe de Lie G, sous-gtoupe de L a 6té.
posé pour la’ premlére fois dans toute sa.généralité par C. Ehresmann [22] ¢ quia .
montré que Pezistence de telles structures T(V,., Re, G, H') est équivalente &
lexistence d’une section () dans Ues ﬁbré assocté H/G, de base Vh, de fibre"
Pespace L,/G, ce qui conduit & des obstacles; les structures T(V,, R», G, H') se
répartissent en classes d’komotopie des | sectlons dé H/G et les structures d’une
méme classe sont isomorphes. Ce probléme a 66 également exposé dans [23] [24]
et dans le livre de N. Steenrod [68](dans la terminologie de ce dernier c'est la
réduction du groupe L, & un sous-groupe). Les structures T(V,, R?, G, H') ont
été appelées uliérieurement par C. Ehresmann [26] structures infinitésimales
réguliéres du premier ordre; nous les désignerons également d’une maniére
abrégée par G-structures. Par exemple si G=identité, la variété V, est parallélz-

sable. Si G=0, la structure est riemannienne ; comme L,/O, est homéomorphe
©n{n+1) i -

aR ¥, unevariété dzﬂ'erenttable Vi» admet toujours une structure ‘rieman-
nienne (C. Ehresmann [22] et N. Steenrod [68]). :

Si R est muni d’une structure subordonnée & sa structure d’espace vectoriel
réel admettant G comme groupe d’automorphismes, cette structure est transportée
sur Pespace tangent T par un isomorphisme 4, € H'(V,) ou repére distingué ; au
point z correspond une famille H,—= 4, G de reperes distingués ; si H,)=ensemble
des isomorphismes réciproques (ou corepéres distingués d’orlgme z), on a
H = GhZ'.

Soit Uc 'V, un ouvert distingué pour la structure fibrée, c’est-a-dire tel que,
p désignant la projection canonique de H'(V,) sur V,, p~ (U) soit homéomorphe
2 U< G. Dans U la G-structure peut étre déterminée par une forme différen-
tielle » c’est-a-dire une fonction continue z — A;'[ou A7' € H" (V,)]; w est la
suite (w?, . .., ") de n formes de Pfaff linéairement indépendantes dont la restric-
tion & x constitue le corepere A ; I'application transposée de p fait correspondre
a la forme o la forme @ (2, u) définie sur p~*(U) : o est la suite (@, ..., @)
ou @/= 3u/w!, les u/ étant des fonctions différentiables de z € U définissant en
chaque point une transformation de G.

Un isomorphisme local d'une G-structure s (définie sur une variété V,) sur une

G-structure § (définie sur une variété Vn) ou carte locale de V, sur V, est un
homéomorphisme différentiable ¢ d’un ouvert U.c V, sur OcV,tel que la struc-

ture § étant déterminée dans U pa‘r la forme o, la forme w = <p’(r:;) détermine s
dans U. Un isomorphisme local de s sur elle-méme est un automorphisme local.

La structure s est dite localement isomorphe (ou localement équivalente) A s si

(3) Une section dans un espace fibré E(B, F, G, H) est une application continue f : B—>F telle
que, p désignant la projection canonique de E sur B, pf soit I'identité.
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les cartes locales constituent un atlas deV, a sur ¥, [26]. Une G-structure est dite
intégrable si elle est localement équivalente i une stracture du méme type sur R»
déterminée par la forme w 2= do =(dz!, ..., dz"). Une G-structure est dite iso-
trope en z (resp. localement homogéne dans le voisinage U d’un point de V)
s'il existe un automorphisme local de la structure transformant un corepére
arbitraire d’origine z (resp. un point arbitraire z € U) en un corepére arbitraire
de méme origine (resp. un point arbitraire 2’ € U). Ces définitions ont été expo-
sées par l'auteur dans [51]. Une structure intégrable est isotrope et localement
homogéne (la réciproque n'étant pas nécessairement vérifiée) ; les structures inté-
grables au sens de S. S. Chern [14] sont les structures a la fois isotropes et loca-
]ement homogenes.

Une connexion infinitésimale (que I'on peut appeler weetorielle) associée a une
G-structure sur une variété V, de classe G (r> 2) est définie (C. Ehresmann [23])
par un champ différentiable de n-éléments de contact dans T (V,, R?, G, H') trans-
versal aux fibres ; comme G est un groupe de Lie, tout chemin différentiable de V,,,
d’origine z, d’extrémité z' est la projection d’une courbe intégrale du champ
d’origine z (arbitraire dans T, ), d’extrémité z’ € T,/ ; cette connexion définit ainsi
une représentation du groupoide des chemins fermés en z sur un groupe ¥,
d’automorphismes de T, (muni d’une structure d’espace vectoriel); W est le
groupe d’holonomie de la connexion. Cette connexion peut encore étre définie
par une application II de I'espace T(H') des vecteurs tangents a I'espace fibré
principal H'(V,,) dans T.(G) (espace tangent én e A la variété de G), II vérifiant
les conditions suivantes :

1° la restriction de II aux vecteurs £ + dh d"origine h fixe est linéaire;

2° sih =hut[on heH'(V,), ueG), ona
(A + dR)= ull(h + dh)u—t—(u + du)u—1.

La définition des connexions donnée par S. S. Chern [13] est équivalente
a celle-ci. '

Localement [31] Ilapplication I est - définie par des formes différen-
tielles w! (h + dh) a valeurs dans I'algebre de Lie de G [notée L(G)], telles qu’au
vecteur A + dk (ou k= hu~1) corréspondent les formes o — 2(uldo + ulvlwl)
(avec Zujvi=3}).

A la connexion vectorielle correspond une connexion affire définie par une
application ' de T(H') dans T.(G) (ot § est le groupe affine dont G est le plus
grand sous-groupe laissant fixe O); cette connexion peut étre définie localement
par 'ensemble des formes ' et w}. A cette connexion correspond dans I'espace
tangent T, & V,, (muni de sa structure d’espace affine) le groupe d’holonomie @, ;
le groupe d’holonomie de la connexion vectorielle associée a la connexion affine
est le groupe d’holonomie homogéne de la connexion affine (A. Borel et
A. Lichnerowicz [7], [57]; en se bornant aux chemins homotopes & O, on obtient
le groupe d’holonomie restreint p; et le groupe d’holonomie homogene restreint g
de la connexion affine.

A la connexion affine II' est associé un opérateur D dé différentation cova-
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riante qui i toute forme différenticlle extérieure tensorielle ¢ de degré ¢ (c’est-
a-dire 4 toute fonction # — g, ok ¢, est une application linéaire de 'espace des
g-vecteurs en z sur I'espace des tenseurs de type donné en z) fait correspondre
une forme différentielle extérieure tensorielle D¢, de méme type, de degré g +1.
En particulier la forme différentielle extérieure tensorielle de composantes

Dwi= Q= duw!— 3w/ \ wi(i=1,..., n)
est appelée la torsion de la connexion II'. On démontre que les formes
2! = dw! — Zo} Aw}
sont également les composantes d’une forme différentielle extérieure tensorielle

ou courbure de la connexion II'. Les composantes Al, et R}, des tenseurs de
courbure et de torsion sont définies respectivement par

Qi= ZAL w Aw!, Q)= IR wh Awm,

Par différentiation extérieure, on obtient les relations généralisant les identités
de Bianchi :

dQi + 2 Al — Zwi NQl=0) . .
(1) i vok i k i (5, J=1,...,n),
dQ; + 303 \wi — ZwiA\Q; =0 ‘
relations pouvant s’écrire (S. S. Chern [13]) :
Dol = SwiAQ), ) . .
(2) {DQi/:O. : (hj=1,...,n)

Pour toutes les- structures envisagées dans cet article, on peut choisir canoni-
quement un tenseur de torsion, mais la connexion affine associée n’est pas néces-
sairement déterminée (structures presque complexes par exemple); pour d’autres
structures (presque hermitiennes par exemple) le choix de la torsion détermine
la connexion affine. L’existence ou la non-existence de connexions affines associées
canoniquement & une G-structure a été étudiée par C. Ehresmann (non publié).

On peut définir pour une G-structure, 'anneau des polynomes invariants de G
c’est-d-dire des fonctions réelles symétriques multilinéaires P(Yy, ..., Yy)
[avec Y; € L(G)] telles que, pour tout v € G, on ait

P(ad(u)Yy, ..., ad(u)Yr)=P(Yq, ..., Yz).

Si l'on remplace dans un tel polynome (de degré k) les Y; par les formes de
courbure d’une connexion affine associée a la G-structure, on obtient une forme
différentielle extérieure de degré 2k qui, en raison de l'invariance est définie
globalement sur V,; il résulte des équations (2), que cette forme est fermée -
et définit donc une classe de cohomologie; la classe de cohomologie est indé-
pendante. de la connexion affine associée a la structure. Ce théoréme, di
a A. Weil (non publi¢) a été exposé par S. 5. Chern [13] et H. Cartan [11] (qui
en a donné une démonstration différente de celle de A. Weil).

D’importantes contributions a la théorie des connexions ont été faites 6galement

par W. Ambrose et I. M. Singer [1], A. Nijenhuis [60]); K. Nomizu [61], [62],
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[63], S. Kobayaschi [40], [41]. En'particulier K. Nomizu [62] a démontré que

le groupe des transformations d’une variété différentiable laissant invariante une
connexion affine est un groupe de Lie; S. Kobayaschi [41] a démontré que si une
variété V, admet un parallélisme absolu, le groupe des transformations de V,
laissant invariant ce parallélisme est un groupe de Lie.

Alors que le probléme d’existence d’une structure infinitésimale réguliére est
un probléme global, I'étude de I'équivalence locale, de I'intégrabilité, de I'iso-
tropie, etc. sont des problemes de géométrie différentielle locale.

Les structures énvisagées dans cet article son. définies sur une variété V,,,
de dimension 27n; ce sont notamment les structures presque complezes (de groupe
structural L) et des structures subordonnées : structures presque hermitiennes.
presque symplectiques, et si n = 2p presque quaternioniennes, presques hermi-
tiennes quaternioniennes, de groupe structural U,, Lon, L,, U,(Q); parmi
les structures presque hermitiennes, celles qui sont subordonnées a une structure
presque complexe dérivant d’une structure complexe sont hermitiennes; si
la forme différentielle extérieure associée (cf. §2) a la structure presque hermi-
tienne (resp. hermitienne) est fermée, la structure est dite presque kdihlérienne
(resp. kdhlérienne); on considérera également des structures presque para-
complexes (de groupe structural isomorphe a L, > L,) et des structures subor-
données.

2. Conditions d’existence d’une structure presque complexe. — Sur une
variété Va,, de classe C"(r>1) une structure presque complexe (de groupe
structural le groupe linéaire homogeéne complexe L) est une fonction continue
associant & chaque point z € V,, une structure d’espace vectoriel complexe dans
I'espace tangent T.; cette structure est déterminée par la donnée d'un champ
différentiable I d’isomorphismes I, de T, tels que (I;)?=—1, ou encore par
la donnée d’un champ différentiable de n-¢léments de contact complexes X, tels
qu’en chaque point on ait X, nX,=z. A

C’est le probléme de la recherche des variétés différentiables V., admettant
une structure analytique complexe (*) subordonnée 4 la la structure différentiable
qui a conduit C. Ehresmann [23] a introduire les structures presque complexes :
toute structure complexe sur V,, détermine une structure presque complexe (qui
est alors intégrable) mais une structure presque complexe ne dérive pas néces-
sairement d’une structure complexe.

Abordant le méme probléme par des méthodes différentes, H. Hopf [36]
a montré que les spheres S, et Sy n'admettaient pas de structure complexe et il a
introduit la notion de variété du type J[38], [37] : une variété est du type J
s'il existe dans I'espace tangent T, un champ continu de transformations du type J
(c’est-a-dire de transformations linéaires sans valeurs propres réelles) ou ce qui
est équivalent s'il existe une fonction continue associant a chaque direction

(*) V,, admet une structure analytique complexe s’il existe un recouvrement de V,, par des
ouverts U; (homéomorphes a des boules de R*" identifi¢ 3 C*) tel que dans U;nU,, les coordonnées
complexes associées & U; soient des fonctions analytiques (de jacobien non nul) des coordonnées
associées 2 U,..
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dans T, un ¢lément plan dans T.. L'existence d’une structure du type J entralne
Pexistence dune structure presque complexe (A. Kirchhoff [39].

- La recherche d’une structure analytique complexe sur une variété V., se fait
en deux étapes ;

1° existence d'une structure presque complexe (probléme global);
° intégrabilit¢ de la siructure presque complexe (probléme local qui sera
étudi¢ dans le paragraphe 3).

C. Ehresmann [23], [24] a montré que l'existence d’une structure presque
complexe sur Vs, est équivalente & celle d’une forme différentielle extérieure
quadratique Q, de rang 2 en tout z € Vs, (2 détermine dans Vj, une structure
presque symplectique qui sera étudiée dans le paragraphe 4) : comme L, /U, est
homéomorphe & un espace numérique, A toute structure presque complexe sont
subordonnées des structures presque hermitiennes (qui seront étudiées dans
le paragraphe 5) appartenant 4 une méme classe; 4 chaque structure presque
hermitienne sont associées une métrique riemannienne F définie positive (dont
la restriction F, a T, est invariante par I'automorphisme I.) et une forme diffé-
rentielle extérieure quadratique Q échangeable avec F (c’est-a-dire telle que
le produit des dualités par rapport & F, et €, soit I;); on a

02n nL;z = O‘zn n ijzn = Un-

Comme Q détermine une orientation de Va, et que toute variété différentiable
admet une structure riemannienne, il en résulte que la recherche des structures
presque complexes se rameéne a la recherche des structures T(V,,, R, U,, H')
subordonnées a la structure riemannienne orientée T (Va,, R*?, SO,,, H) c’est-a-
dire (§1) a la recherche de sections dansPespace fibré associé a T(Va,, R2#, SO.,,
H), de fibres isomorphes a 'espace homogene T',= SO3,/Uy. Par I'étude des pro-
priétés topologiques de T, (qui admet une structure fibrée de base S.,_», de
fibre I',_, ), notamment des groupes d’homotopie de Ty, C. Ehresmann a obtenu des
conditions nécessaires pour qu’il existe sur V,, une structure presque complexe.
Comme Ty est un point, toute variété V, orientable-admet une structure presque
complexe (on sait méme que toute V, orientable admet une structure analytique
complexe). De la relation I, (I'y) = I, (S,) on déduit que le premier obstacle a la
construction d’une section est une classe de coh‘omologie ‘W3 a coefficients entiers
identique a la classe de Stiefel-Whitney, premier obstacle a 'existence d'un champ
associant a tout 2 € V,, une suite de 2n — 2 vecteurs linéairement indépendants
tangents a Vj, en z. La condition W?= o0 est méme suffisante pour les variétés
de dimension 6. Le deuxiéme obstacle est identique a la classe W7 de Stiefel-
Whitney. Une condition nécessaire pour l'existence d’une structure presque
complexe est la nullité des classes W2i+1 de Stiefel-Whitney. N. Steenrod [68]
a en outre indiqué la condition nécessaire suivante : chaque classe W2/ (k< n)
doit étre I'image mod. 2 d’une classe de cohomologie a coefficienls entiers.

On peut définir pour les structures presque hermitiennes subordonnées a une
structure presque complexe les classes caracténsuques de S. S. _Chern [12],
la (n—r—+1) '™ classe étant le premier obstacle a Pexistence d’un champ
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associant A tout £ € Vy, une suite de »—r -1 vecteurs complexes lméalrement
- indépendants tangents & Vi, en z. W. T. Wu [73] a établi des relations entre
les classes de Stiefel-Whitney, de Chern et de Pontrjagin; il a obtenu des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une variété V, admette une structure
presque complexe Il a donné des exemples de variétés orientées V,, dont la
‘classe W n’est pas nulle.

Toutes ces questions sont exposées en détail dans le livre de N. Steenrod [68]
et dans la Thése de W. T. Wu [73].

Structures presque complexes sur la sphére Sz, (historique) :

n=r1. S, étant orientable admet une structure analythue complexe.
n=na2. H. Hopf [36] et C. Ehresmann [23] ont montré que S, n "admet
pas de structure presque complexe subordonnée a sa structure
différentiable usuelle; W. T. Wu s’est débarrassé de cette
hypothese [75].
n=3. Comme W?=o, C. Ehresmann [23] a montré que Sy admettait des
structures presque complexes, celles qui correspondent a une méme
orientation de S, appartenant 4 une méme classe d’homotopie [24].
Puis A. Kirchhoff [38] a donné I’exemple d’une structure presque
complexe sur S,y définie au moyen des octaves de Cayley.
rZ4r+3. S, n’admet pas de structure presque complexe (A. Kirchhoff [38]).
n=2p. W. T. Wu[72] par une méthode directe, puis N. Steenrod [68] (en
utilisant le théoréme suivant de A. Kirchhoff : si S,, est presque
complexe, San.y est parallélisable) ont montré qde S,pn’admet
pas de structure presque complexe.
an'3 25— 3. La sphere Sy, n’admet pas de structure presque complexe (N. Steen-
rod et J. H. C. Whitehead [69], Clair E. Miller [59]).
Enfin A. Borel et J. P. Serre [8] ont montré par I'utilisation des puissances
réduites de Steenrod que S, et S, sont les seules sphéres admettant une structure
presque compleze.

En utilisant les relations de W. T. Wu [73] entre classes de Chern, de Stiefel-
Whitney et de Pontrjagin, F. Hirzebruch [34] a démontré que le plan projectf
quaternionien P,(Q) (pour n=1 et n>>3) ainsi que le plan des octaves de
Cayley n’admet pas de structure presque complexe. De plus, par l'utilisation des
résultats de W. T. Wu [74], [75], R. Thom [70] et A. Borel-J. P. Serre 8],
F. Hirzebruch [33] a établi, pour les variétés presque complexes ‘des relations
entre classes de Chern, de Pontrjagin et les puissances réduites de Steenrod.
Il a défini I'index et le genre de Todd d’une variété presque complexe et a établi
‘en particulier pour les variétés presque complexes V,, admeltant une structure
fibrée, de fibres P;(C), de groupe structural le groupe des transformations
projectives de P,(C), des relations entre le genrc de Todd de Vi, et ceux de
la fibre et de la base.

On peut considérer différents types de sous-variétés d’une variété presque
complexe (C. Ebhresmann [24]), par exemple les sous-variétés réelles et presque
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complexes définies de la maniére suivante : un p-élément de contact. X, tangent
en z A la variété presque complexe Vs, est dit complexe s’il est invariant’par
I'automorphisme I ; X, est réel si X, n1,X,= z; une sous-variété V, de Va, est
réelle (resp. presque complexe) si les p-éléments tangents a V,, sont réels (resp.
complexes); une sous-variété presque complexe est munie d’une structure presque
complexe induite (dérivant d’une structure complexe si V,, est complexe). Si V,
est une sous-variété réelle, il existe un isomorphisme de T(V,) sur 'espace
fibré N(V,) des vecteurs normaux a V,. La réciproque de cette proposition
permet de démontrer le théoréme suivant : pour toute variété différentiable V,,
le voisinage deé la diagonale A de 'V, <V, admet une structure presque
complexe telle que A soit une sous-variété réelle; on peut méme munir ce voisi-
nage d’une structure analytique compleze telle que A soit une sous-variété,
réelle; toute variété analytique réelle admet une extension complexe isomorphe
@ un voisinage de A muni d’une telle structure complexe.

C. Ehresmann a remarqué (résultats non publiés) qu’il existe toujours, pour
toute dimension, des sous-variétés réelles mais qu’il n’existe pas toujours de sous-
variété presque complexe V, si p £ 2; de méme, il n’existe pas toujours 'méme
localement) d’applications presque complexes (c’est-a-dire échangeables avec I)
sur une autre variété presque complexe, notamment sur la droite complexe G;
exemple : S; n'admet pas de sous-variété presque complexe de dimension 4 et
sur Sy il n’existe pas de fonction presque complexe. Le probleme de I'existence
de fonctions analytiques complexes sur une variété complexe a été également posé

par S. S. Chern [14].

3. Intégrabilité des structures presque complexes. — Cctle question a été
abordée de deux maniéres différentes : d’abord par lintroduction de formes
de Pfaff complexes sur la variété Va, (G. de Rham (non publié), C. Ehresmann [24]
et Pauteur [47]) ensuite en restant dans le cadre du calcul tensoriel réel
(B. Eckmann et A. Frolicher [19]).

Premiére méthode. — Soit sur une variéié V,, une structure presque complexe
définie par un champ I d’automorphismes I, de T, ou parla donnée d'un champ C
de n-éléments de contact complexes X, (tels que X,.nX,= z). Dans le voisi-
nage U d’un point z € Va,, la’structure peut étre déterminée par la donnée de »
formes de Pfaff complexes w!, ..., " linéairement indépendantes dans le
domaine complexe, telles quele champ C et le champ C des éléments X, soient
définis respectivement par =0, &= o(s=1; ..., n). Parmi les connexions
affines associées i la structure presque complexe (¢f. §1), on peut en distinguer
une famille telle que les formes de torsion correspondantes soient définies par

dw? = It \onj, + 05,
(3) dws’ = ok Awj,+ Q¥ (s=1,...,n; 8 =s+n),
Q= ZAL 0 Aw?, Q¢ = ZAY por Aol

les conventions suivantes ayant été adoptés :

- ! e e
0 = ws, Ajip= AL w‘rh,' = w};
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ces conventions utilisées par Pauteur [51] ont été également employées par
A. Lichnerowicz [85] (le signe ' étant remplacé par *). Les A}, A}, sont les
composantes du tenseur complexe de torsion (tenseur « hybride » au sens
de J. A. Schouten [66]). Sil’on peut associer canoniquement une torsion & une
structure presque complexe on ne peut par contre lui associer canoniquement une
connexion affine, les »f n’étant pas déterminées par les équations (3).

Pour que la structure soit intégrable (c'est-a-dire dérive d'une structure
complezxe), il faut que la torsion soit nulle (condition indiquée par G. de Rham
dans une lettre non publiée); dans le cas ot la structure est analytique réelle
(c’est-a-dire les composantes réelles et imaginaires des »* sont analytiques réelles ),
C. Ehresmann [24] a montré en appliquant le théortme de Frobenius que
ces conditions sont suffisantes; en accord avec la terminologie de A. Lichnerowi icz,
nous dirons qu’une structure presque complexe a torsion nulle est psendo-
complexe; il est probable qu’en supposant % suffisamment grand, une structure
pseudocomplexe de classe C” dérive d’une structure complexe.

Deuziéme méthode. — La structure presque complexe est définie par un champ
tensoriel @ vérifiant Sajal =—0; si les a) sont des fonctions de classe (/4 des
oul _ da}
dx! dok
(ot les 2/ sont des coordonnées locales sur Vs, ), on peut montrer que les quan-
lités th, = Z(al,a?— al,a}) sont les composantes d’unA tenseur que nous ddési-
gnerons par tenseur réel de torsion de la structure presque complexe. B. Ectmann
et A. Frolicher ont démontré le théoréme suivant : pour que la structure dérive
d’une structure analytique complexe, il faut et, si la structurc presque
complexe est analytique, il suffit que le tenseur réel de torsion soit nul.

On peut montrer de différentes maniéres que cette condition est équivalente &
la condition obtenue par la premiére méthode : par exemple la condition Aj,= o,
A}, = o exprime quec parmi les connexions affines associées a la structure, il en
existe pour lesquelles la torsion est nulle; or, B. Eckmann [18] a démontr¢ la
propriété suivante : pour qu'il existe des connexions affines symétriques A telles
que la dérivée covariante de aj relativement a A soit nulle (c’est-a-dire des
connexions affines symétriques associées a la structure presque complexe au sens
du paragraphe 1), il faut etil suffit que #, = o. Autre démonstration : au tenseur
complexe de torsion correspond un tenseur réel T§,(«, B, y=1, ..., 2n) défini
(en posant = 0"+ 0¥, w'=0'—i0", 0j=10;+ 10}, w} =0;—70}) par

coordonnées locales, la structure est dite de classe C". Sil’on pose a}, =

dbs = TO/A B — T0/ A\ 0%, +:S T3, 08 )\ 0
(%) { A AV STh IS/ }( =1, .00, 0} 8 =5+ n),

dbe’ = SHIA07, + S0” A6 4+ STE, 0807

les T, vérifient les relations suivantes :

. ;o
(5 {Ti,:—T},,,,=—T7,1,=-—Tf,,,

. (s,.h. l=1,...,n;s=5+n);
Thv=Thi=Tiy=—Tip ; ’

or ces relations sont vérifiées par les composantes du tenseur ¢, en un point z,
si Pon prend au voisinage de ce point des coordonnées locales telles



qu ‘en. z les seules composantes non nulles ‘du tenseur a soxent af,=—1,
af=1(k=1, ..., n; K=k+n). Il y a donc en chaque point identité entre
les tenseurs T#, ‘et #};. Une démonstrauon de I'équivalence des deux conditions
d’intégrabilité a été donnée par K. Yano [76].

B. Eckmann [18] a montr¢ que la condition #, =0 est équivalente a la condition

(6) [a, b] +1[la, 8] + I, 16] —[Ia, 18] = o

pour tout couple (a, b) de champs vectoriels différentiables tangents a Va,; cette
condition a également été indiquée par K. Nomizu (dans un article non publié).

C. Ehresmann et l'auteur [28], puis B. Eckmann et A. Frolicher [19] ont
montré que la structure presque complexe sur Sy définie au moyen des octaves
de Cayley ne dérive pas d’une structure complexe. D’autre part, A. Blanchard [4],
en utilisant le critere d’Eckmann-Frélicher, a montré que, sans supposer
les données analytiques réelles, une structure pseudocomplexe dans un domaine D
d’un espace euclidien compatible avec sa métrique euclidienne dérive d*une struc-
ture complexe; il en déduit que si une variété riemannienne Vj, est « conformally
flat » (cf. §6), espace fibré associé a T (Va,, R2?, SOa,, H), de fibres isomorphes
aT, (¢f. §2) admet une structure complexe et que les structures presque com-
plexes correspondant aux sections de cet espace fibré dérivent d’une structure
complexe; de ce théoréme résulte que la sphere S; n’admet pas de structure de
variété analytique complexe compatible avec sa structure de sphére euclidienne.

Mais on ignore si la spheére Sy admet des structures presque complexes dérivant
d’une structure complexe.

On peut étendre aux structures presque complexes la notion de forme pure
introduite par B. Eckmann et H. Guggenheimer [20], [29] pour les structures
complexes : la structure presque complexe étant définie dans le voisinage U d’un
point de V,, par la donnée de n formes de Pfaff complexes w*; une forme difts-
rentielle extérieure ¢ sur Ve, est dite pure, de type ¢, si dans son expression
locale, tous les termes différents de zéro sont de méme degré g par rapport
aux o= w'; cette notion (ainsi que le type) a un sens invariant pour la structure
presque complexe. Toute forme différentielle extérieure sur V,, est la somme
directe de formes pures. Au champ I d’automorphismes I, de T, correspond
un champ C d’automorphismés C; : C, est le contragrédient de I, dans le dual
de T, ; I'opérateur C qui est, au signe prés, 'opérateur sur les formes de degré 1
introduit par A.. Weil [71] se prolonge aux p-formes; cet opérateur de I'espace
vectoriel des p-formes, introduit par H. Guggenheimer [30] (*) et I'auteur [50]
est & un facteur constant prés Popérateur I de A. Lichnerowicz [B4]; aux valeurs
propres de C correspondent les formes propres définies par A. Lichnerowicz; en
particulier les formes pures sont des formes propres; pour une p-forme o,
de type ¢, on a Comitpidrg, - Bl NGl iy,

Remarquons que-lexistence de fonctions analytiques complexes locales sur V,

(3) L’opérateur C utilisé par H. Guggenheimer dans sa thése [29] et dans des travaux ulté-
rieurs [31] est un antiautomorphisme.
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est équivalente a celle de formes de Pfaff pures fermées (définies localement).

Lorsque la structure est pseudocomplexe,.'opérateur de différentiation exté-
rieure d peut s’écrire : d = do+ d;, ou do est un opérateur conservant le type
et dy un opérateur augmentant le type d’une unité. On a

dydy= o, dydy = o, dody + dydy= o.

On en déduit, en posant d = (—1C*dC que la relation dd+dd=o est
équivalente a la nullité de la torsion ; H. Guggenheimer [31]a démontré ce résultat
en utilisant le critére d’Eckmann-Frolicher.

4. Structures presque symplectiques. — «. Sur une variété V,, une structure

presque symplectique (de groupe structural La,) est définie par la donnée d’une
forme différentielle extérieure 2 de degré 2, de rang an (cf. §2). Une telle struc-
ture peut étre déterminée localement par 2 n formes de Pfaff w* linéairement indé-

pendantes telles que
Q=w!Avt++ ... + otAwn,

SidQ = o, la structure est dite symplectiqgue (C. Ehresmann [24]); une telle
structure est intégrable; en effet si dQ = o, on peut trouver dans le voisinage de
tout point de Vs, des coordonnées locales telles que Q s’écrive

Q =dxt\dyt+ ... + dzx" \dy".

Ce résultat est classique, tout au moins en supposant 2 de classe G# (A > 2 }: pour
une démonstration dans le cas ou &> 1, voir [53].

On peut associer canoniquement une torsion a une structure presque symplec-
tique, mais le choix de la torsion ne détermine pas la connexion affine associée;
cette torsion est définie par les équatlons (dans lesquelles, toutes les données
étant réelles, on n’adopte pas les conventions du paragraphe 3) :

dw/ = SelAw) + SolAw) + Qi
(7) ‘dwi’ = leAwJ;'+ Sl Awl + QFf J=1..,n;]=j]+n),
w,’+ wj=o, w’, = w,, wl= wf,
avec

08= .;.a—i(mﬂ)_] da. (B=1,...,2n),

ol a est la fonction qui associe & tout champ X de vecteurs tangents a V.,
la forme ¢ égale au produit intérieur X | dQ ((; la restriction x, de « a I'espace
tangent T est un isomorphisme de T, sur son dual.

‘Il résulte des équations précédentes (qui ont été indiquées par 'auteur [31])
que la. condmon nécessaire et sufﬁsante pour que la structure soit intégrable est
la nullité de la torsmn.

5. La notion -d’adjomte d’une forme différentielle extérieure sur Va, relati-

E (*)-Le produit intéricur, conformément 2 la natation de N. Bourbaki (A4lgébre, cﬁap. 111, Paris,
1948) est désigné par le symbole | .
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vement A la forme.Q a été introduite par C. Ehresmann et l'auteur [27] de la
maniére suivante : I'isomorphisme «, défini précédemment se prolonge a l'espace
vectoriel des p-vecteurs tangents en 2 & Van; le champ « des isomorphismes a,

associe ainsi & tout champ de p-vecteurs tangents a V. une p-forme différentielle.
L’adjointe de la p-forme ¢ est par définition la (3n — p)-forme (7) :

~ . Qll
(8) *o=a"'(e) ] -

L’opérateur % jouit notamment des propriétés suivantes :

(9) *x=1, ;gﬁ!z—-(—ng% si p<n, ;%=1.

La codifférentielle relativement & Q est par définition l'opérateur [
(vérifiant la relation 53_—_ 0). Une forme ¢ telle que dp = o et 8¢ = o est dite
harmonique par rapport a & ou plus bri¢vement Q-harmonique; contrairement
aux formes harmoniques par rapport & une métrique riemannienne définie positive,
une forme Q-harmonique sur une variété compacte peut étre d-exacte ou 3-exacte
sans étre nulle.

Considérons en particulier la codifférentielle 3Q; elle vérifie les relations

(10) 50 =a—1(0Q) | do, <dg—?ﬁ?)/\on—==o.

Si dQ = 0, on a 32 = o, mais pour n > 2, R = o n’entraine pas dQ = o.

Par application répétée des opérateurs d, §A=dd 43 d,on obtient des formes
de Pfaff associées canoniquement a la structure, ce qui permet en général de
mettre Q sous forme canonique. Si 3Q = o, tous les invariants obtenue précé-
demment sont nuls et Pon ne peut résoudre le probleme d’équivalence de cette
maniére. Le probléme d’équivalence dans le cas n =2 (avec dQ % o) a été traité

par Yen-Chich-Ta [78]

¢. Soient les opérateurs L et A définis par
Lo =0AQ, A=#Lx.
On a, en raison des propriétés du produit intérieur :
R =a1(2) ] g;

il en résulte que 'opérateur A (introduit par 'auteur [50] est 4 un facteur cons-
tant prés 'opérateur A’ introduit par A. Lichnerowicz [54].

Soit maintenant F une métrique riemannienne échangeable avec Q; en chaque
point le produit des dualités par rapport 4 ; et F, est un automorphisme I,
de T, de carré 1, d’ott une structure presque complexe; au champ I d’auto-
morphismes I, correspond l'opérateur G défini dans le paragraphe 3. Dans

(') L'opérateur % (51) est désigné par * dans [27] et [50]; de méme Popérateur ¥ est désigné
par & dans [27] et § dans [50j.
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le voisinage d’un.pqint de Vj,, on peut écrire
F=(ot)+ (0124, + (0r)4 (02r), Q= ot A0mH 4.+ 0" Ak,
Soit' ¢, une p-forme dont DIexpression locale est ZA;gwppmf‘* Ao [y win

‘L'adjointe de g, par rapport & F est selon une définition de G. de Rham [3]
la forme # ¢, dont I’expression locale est

(11) *pp =285 30 Ag,.3, 0PN LA whes,

o+ Pan

La codifférentielle & est 1’opérateur — * d #. Les opérateurs » et ¥ sont liés par

] .
la relation
n(n—1)

(12) *pp=(—1) °* *Cop,
d’ou ‘
(13) §op=(—1)7C~13Cop.

Donc pour une forme propre relativement a 'opérateur C (¢f. §3) les opérateurs &
et # sont identiques a un facteur constant prés; il en est alors de méme de Seto;
donc une forme propre 2-harmonique est harmonique au sens usuel.

La formule (12) permet de démontrer que l'opérateur A est identique
a Dopérateur A = (—1)?»Lw introduit par A. Weil [T1] et Ecicwann-
Guggenheimer [20]. Ce résultat a été démontré indépendamment par A. Lichne-
rowicz [34] et I'auteur [50]. Donc 'opérateur A ne dépend que de £ ¢t non de
la métrique échangeable avec Q; il en est de méme de la notion de classe définic
de la maniére suivante par B. Eckmann et H. Guggenheimer : une p-forme 3, est

. . . ok .
simple, de classe k si elle est égale & _ax A\ 17 0l §p_2x €st une forme effectice

(ou de classe o) c’est-a-dire telle que Ay, axr=0. On a [50]

(p—2k) (p—2k—1!
2 Qn—p+k

~ k
(14) * (‘l'p—ek/\ %) =(—1) Yp—2t A\ —pxhl

B. Eckmann et H. Guggenheimer, en utilisant ’expression de I'adjointe d’une
forme simple et en démontrant que AL est un automorphisme de I'espace
vectoriel ®, des g-formes différentielles sur Vi, (¢ < n— 2) ont démontré que
toute p-forme g,(p <L n) est la somme directe de formes simples : la décompo-
sition définit un homomorphisme de ®, sur 'espace vectoriel W, o des formes

effectives de degré p——zk(k: 0, «v., [L;]), nous désignerons cet homomor-

phisme par K7_,,. Le théoreme de décomposition, qui généralise un théoréme
de Hodge [3B] a été également démontré par A. Lichnerowicz [54] en utilisant
la formule suivante :

(15) ALty =¢ Lko + ey L9

valable pour toute p-forme (p <n—2k), ol ¢; et ¢y sont des constantes.
Le théoréme a été également démontré par l'auteur [51 ] en utilisant la notion de
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genre d’'une forme dlﬂ'érennelle le genre d'une forme g, est le plus petlt entier
tel que Al+tg,=o.
Remarquons que la décomposmon de d< est[en raison des formules (10)]:

aQ/\Q
n—i1

do =y +

Du théoréme de décomposition résulte que l'opérateur f: ¢, > ¥ L 79, est
un automorphisme de ®,, ce qui permet de déduire un théoréme démontré
- antérieurement par Th. Lepage [44] et G. Papy [64] : l’opérateur L» est isomor-
phisme de ®,_, sur ®,,,. Par suite pour qu’unc forme ¢;, soit effective, il faut
et il suffit que g, A QU P+ =0, ce qui identifie les formes e(fectives aux formes
« de type p* » de Th. Lepage [45] etla décomposition d’Eckmann-Guggenheimer
est identique a'la décomposition de Th. Lepage; en particulier 'opérateur K2 est
Popérateur r de Th. Lepage dont le noyau est ’ensemble des p-formes divisibles
par L.
Il a été également démontré dans [51] que A*L4(1 <k < n—1) est un auto-
morphisme de ®,(p =1, ..., n—k).
Nous supposerons dans la suite de ce paragraphe la structure symplectique;

on.a
de = o, 8Q = o, 3Q =o0;

par suite ’(p=1, ..., r) est harmonique; donc les nombres de Betti de
dimension paire d’une variété symplectique compacte sont différents de zéro
(résultat da a G. de Rham).

On a

(16) dL=1Ld, A§=38) As=3A;

par suite si une forme simple est fermée, elle est Q-harmonique; on peut méme -
montrer que si une forme simple ¢, est homologue a zéro (9,= dg,_,), elle est
S-exacte (¢p= gq),,ﬂ, avec ¢pa =k xL" 79, 4). On obtient le théoréme sui-
vant [B0] : si une forme g, est Q-harmonique, ses composantes simples le sont
aussi.

Pour une forme simple de classe k, on a dop=@pi1+ 9,,, OU @ps est
de classe k et ¢, , de classe k -+ 1, résultat démontré par H. Guggenheimer [30] et
Pauteur [50] qui a utilisé la formule suivante (relative & une forme effective ;) :

Sp,n0 ,

(17) d’l’p=‘!‘lr+l+(—‘l)”_’n_1,+l

ot {4 est effective (ainsi d’ailleurs que 3¢p)- Les formules suivantes ont 6t
démontrées par H. Guggenheimer [30], A. Lichnerowicz [54] et auteur [50]
pour une forme ¢, quelconque :

(BL—18) 9, =(—1) dep,

(18) ~
(@A —Ad)gp=(—1)P89p,

on peut en déduire dd = 3d.
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- Th. Lepage [46] a mtrodunt Yopérateur D:= dgd ou ¢ est Papplication de ®,
sur. dﬁp_, définie pnr q),,_.rqa,,+ 9% /\ €; cet opérateur D (tel que D?=0) jouit
des proprlétés suivantes : Dr = r (D opére donc sur les classes mod Q), AD =o;
Th. Lepag&a en'giitre ‘démontré. que toute forme effective fermée Y, est localement
" D-exacte : pour toute forme effective fermée ¢, il existe une forme g, telle que
localemeni Dgp=={¢;. On peut d'ailleurs démontrer en utilisant la formule (17)
“que l’opérateur D est (2 un facteur constant prés) I'opérateur dir (ou 3dr).

‘Considérons une structure presque kihlérienne subordonnée a la structure
symplectique; il résulte des résultats précédents que toute forme propre (pour
I'automorphisme C) effective, fermée est harmonique (au sens usuel), résultat
¢galement-démontré par A. Lichnerowicz [84]; le théoréme de décomposition
d’une forme. Q—harmqune est équivalent & un théoréme de A. Lichnerowicz
relatif & la décomposition d’une forme ¢ telle que ¢ et Co soient harmoniques.
“A. Lichnerowicz a également démontré que si V3, est compacte et admet une
forme -4 dérivée covariante nulle (relativement a la connexion riemannienne),
I'ensemble des formes propres fermées et effectives n’est pas vide.

Toute forme pure de type o (cf. §3) est effective; donc les formes pures de
‘type o, fermées sont harmoniques; on peut désigner ces formes par pseudo-
analytiques (cette notion a été introduite par H. Guggenheimer [31] sous une
forme un peun dlﬂ'érente), lorsque la structure est kihlérienne, une telle forme
peut s’écrire localement : 2a, 4(2 z")dz" A ... A\dz"; c’est une forme
analytique et B. Eckmamn [20] a "démontré qu’une telle forme est harmomque

Supposons - maintenant la forme & cofermée mais non fermée; Q=0
entraine Adw = 3w pour toute forme de Pfaff w; cette formule, démontrée par
Pauteur [51], n’est autre que I'une des formules (15) (cette formule ne serait plus
valable pour les formes de degré > 1). On en déduit qug si 82 = o, toute forme
de Pfaff pure est harmonique. M™ M. Apte [2] a étudié les structures hermi-
tiennes douées d’une Q-métrique (c'est-4-dire telles que 3Q = o, ce qui est équi-
valent 2 32 =0). Elle a démontré que pour une telle métrique les coordonnées
analytiques complexes sont isothermes [A(3%) = o] (ce qui pourrait se déduire
des résultats précédents); elle a, de plus, démontré qu ‘inversement si les coor-
donnges z* sont isothermes, on a alors 6Q = o.

d. Une forme différentielle extérieure (de rang maximum ) sur une variété Vs,
admet un facteur intégrant s’il existe une fonction différentiable A des coordonnées
locales telle que d(AQ) = o. Ce probleme a d’abord été traité par H. C. Lee [43]
puis indépendamment par C. Ehresmann et Pauteur [27], [51].

H. C. Lee considere sur une variété V,, la structure définie par la donnée d’unr
tenseur antisymétrique a,g non singulier. Au tenseur &,g sontassociés les tenseurs =

dazg  dagy day,

Kaogy = 921+ oze 928 (tenseur de courbure);
Ka= ZKagy aBy (vecteur covariant de courbure);
JKqy dKa A " ) .
bep = 928~ Jma (premier tenseur conforme de courbure);

Capy=Kagy+ ;(_IZI—)(K“%T-P Kgag-+Kyaqpg) (deuxiéme tenseur conforme de courbure).
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Au tenseur a,g = Aa,g sont associés les tenseurs Koy, K; =Ky—2(n— ')d,l;:i)\"

«3= bag, Capy=1ACagy. H. C. Lee en déduit les conditions pour que la structure
soit « conformally flat » c’est-a-dire pour qu’il existe une fonction 2 telle
le tenseur }a,g définisse une structure « flat » (‘structure a tenseur de courbure
nul ou encore telle que la forme diflérentielle extérieure associée au tenseur a,g
soit fermée).

Pour que la structure soit « conformallly flat », il faut et il suffit pour » > 2 que
le deuxiéme tenseur conforme de courbure soit nul (ce qui entraine la nullité¢ du
premier tenseur conforme); pour » = 2, il suffit que la forme 2K, dz* soit une
différentielle exacte. ,

Les mémes résultats ont été obtenus de maniere différente par C. Ehresmann
et 'auteur; en raison de la décomposition :

dQ=q;-+—SQ/\Q,
n—I1
on a pour la forme Q' =1,
., YaAQ
Q=¥+ =R

( ou 3% est la codifférentielle de ' par rapport & elle-meme), avec

§Q’=§Q+(n—1)i}l-

V=2,
On en déduit le théoréme suivant : pour que @ admette un facteur intégrant,
il faut et il suffit, pourn>2,que  =o (ce qui entratneddQ = o). Pour n=2,
on a § = o identiquement; pour que @ admette un facteur intégrant, il faut
et il suffit que diQe =o. Remarquons que 'on a localement

50 = Ko dr2,  d80 = Zbegdur \ dzB, = U= ZCapydre \ dzB A dx.

Pour que € admette un facteur intégrant global, il faut, outre les conditions
précédentes, que 3Q soit homologue & zéro.
Si la forme 2 admet un facteur intégrant, on peut écrire localement [27] :

Q = yi(dat \ dyt+...+ dz" \ dy?).

La forme est alors complétement intégrable : il existe une variété intégrale de 2
de dimension » tangente a tout n-élément de contact intégral de . Inversement
pour que & soit complétement intégrable il faut et il suffit que la forme ¢ soit nulle.

H. C. Lee a donné les conditions pour qu’un vecteur covariant soit le vecteur
d’une transformation infinitésimale conservant la structure « conformally flat ».

e. Des applications des propriétés de la géométrie symplectique a la résolution
de cerlaines équations aux dérivées partielles et au calcul des variations ont été
faites par Th. Lepage [46] et J. M. Souriau [67].

Th. Lepage a considéré un type d’équations aux dérivées partielles du deuxieme
ordre généralisant les équations de Monge-Ampere dont les solutions sont des
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_polynomes (2 coefficients fonctions de 27 variables) et il a démontré que I'espace
vectoriel de ces polynomes est isomorphe a l'espace des formes effectives de
degré n relativement a une forme quadratique extérieure de rang 2 n.

J. M. Souriau a utilisé la notion de produit scalaire relativement a une forme
différentielle extérieure quadratique fermée Q; tout vecteur est isotrope (c’est-
a-dire orthogonal a lui-méme); les « variétés isotropes saturées » sont les variétés
de dimension n intégrales de 2. J. M. Souriau a ‘obtenu le théoréme de Jacobi
généralisé : deux hypersurfaces quelconques (de dlmensmn 2n—1) sont appli-
cables 'une sur l'autre.

G. Reeb [65] a étudié certains problémes relatifs aux structures presque sym-
plectiques et aux systémes dynamiques. .

5. Structures presque hermitiennes. Connexions affines associées. — «. Une
structure presque hermitienne peut étre définie par la donnée d’une métrique
riemannienne définie positive F et d’'un champ I d’automorphismes I. de T lais-
sant invariante la restriction F,. de F ou par la donnéede F et d’une forme diffé-
rentielle extérieure quadratique 2 échangeable avec F.

Nous ne citerons pas les innombrables travaux (Lefschetz, Hodge, Bochner, etc.)
concernant les structures kihlériennes; toute variété algébrique plongée sans
singularités dans I'espace projectif complexe est une variété kihlérienne. Les pre-
miers exemples de variétés complexes non kihlériennes ont été donnés par
H. Hopf [37]. B. Eckmann et E. Calabi [9], [18] ont construit des exemples de
variétés compactes et simplement connexes n’admettant pas de métrique kihlé-
rienne : ce sont des variétés complexes homogénes M, , homéomorphes (au sens
analytique réel) au produit cartésien Sy, 4 < Saq.q de deux spheres de dimension
impaire (on suppose p>>o0; ¢>>o0; pour ¢=o0, on obtient les exemples dc
H. Hopf non simplement connexes). ‘

A. Lichnerowicz [56] a désigné par pseudokdhlérienne (primitivement loca-
lement kihlérienne [55]) une structure presque kihlérienne subordonnée a une
structure presque complexe sans torsion et il a montré qu’une variété pseudokih-
lérienne est une variété riemannienne admettant une forme quadratnque exté-
rieure & (de rang 2n) a dérivée covariante nulle ou encore une variété
riemannienne telle que le groupe d’holonomie homogéne W soit sous-groupe de
la représentation réelle de U, ; A. Lichnerowicz [35] a démontré directement pour
les variétés pseudokiihlériennes les propriétés cohomologiques classiques des
variétés kihlériennes compactes (B. Eckmann et H. Guggenheimer [20], [29]) :
parité des nombres de Betti 52+ de dimension impaire, croissance des nombres
de Betti (672 < b” pour p < n), décomposition de toute classe de cohomologie
de dimension p < n en somme directe de classes de cohomologic admettant une
forme simple comme représentant. En raison de I'isomorphisme de l'espace vec-
toriel H, des p-formes harmoniques sur le p'*™° groupe de cohomologie d’une
variété compacte V,, (de Rham [3]), il suffit de démontrer que les opérateurs G,
L, A commutent avec A = dd + dd. A. Lichnerowicz associe, sur une variété
riemannienne, a toute forme différentielle extérieure de degré k une série d’opé-
rateurs Ky(h =o, ..., k) et il a démontré que si la forme est a dérivée covariante
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nulle, ces opérateurs commutent avec A; si 'on considére la forme Q (de
degré a) associée a la structure pseudokihlérienne; on a (& un facteur constant
pres) : Ko=L, Ky=C, Ky=A. Remarquons qu’on pourrait démontrer que 4
permute avec G, L, A en utilisant le_fait que d@ =o (d’on dL=Ld, d3 _§d)
et que 'opérateur d se décompose en la somme do+ d; (cf. § 3)

b. Dans le voisinage U d’un point de V,, une structure presque hermitienne
peut étre déterminée par ta donnée de n formes de Pfaff complexes w’ telles que
la forme d’Hermite et la forme différentielle extérieure associées & la structure
puissent s’écrire, en employant les mémes conventions que dans le para-
graphe 3 (" = w*) :

P = Zws ws, Q= IZws A ws.

On peut associer canoniquement des connexions affines & une structure presque
hermitienne; la premieére de ces connexions a été introduite dans le cas hermitien
par J. A. Schouten et D. van Dantzig qui 'ont désignée par connexion unitaire
(voir J. A. Schouten [66]) puis par S. S. Chern [12]; dans le cas »resque
hermitien, cette connexion a été introduite par C. Ehresmann et P'auteur [28];
elle peut étre définie par les formes o', o’ vérifiant.les équations (avec o' = w*,
wf/ = o, A= Aj):

dws= S0/ A\ vf +ZAf ol N\ wt 4+ ZBj e’ A et

(19) dos'= S0’ A )+ ZAJ, 0’ A 0t + 3B o/ A wh } (s,,h=1,...,n0).
wf 4+ wl, = o, A5, + Aj,=o, Bj,+ Bj,=o
Les formes
Q= ZAf 0/ A vl Q"= ZAS, 0l \ o’

définissent la premiere torsion de la-connexion, les formes
Is=XBj 0! \ ol Is'= ZBj, w! N\ vt

la deuxieéme torsion (qui estlatorsion de la structure presque complexe a laquelle
est subordonnée la structure presque hermitienne). Pour que la structure soit
presque kihlérienne, il faut et il suffit que

Qs=o, 05’ = o, B, + B+ B, = o, B, + B4, ,+ B, = o;

pour que la structure soit pseudokihlérienne, il faut et il suffit que les deux
torsions soient nulles. On' définit les formes de courbure par

Qf=dw; — }lw;‘ A »f, = dwl, —_ Em’“ A wi.

On déduit des identités de Bianchi (¢f. § 1) que dans le cas pseudokihlérien,
les composantes du tenseur de courbure vérifient certaines relations de symétrie
(indiquées par S. S. Chern [12] dans le cas kihlérien).

Comme on peut associer canoniquement des connexions affines a une structure
presque hermitienne, on peut démontrer la propriété suivante [81] : pour que la
structure soit intégrable, il faut et il suffit que la courbure et la torsion soient
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nulles; on peut donc démontrer dans ce cas que la structure est kihlérienne sans
supposer les données analyuques

Une autre connexion canomque a été introduite par A. Lichnerowicz [38] de la
maniére suivante : la connexion riemannienne associée a la métrique I peut étre
définie par les formes : o, 0, &7, 57, &', &, vérifiant les équations

‘ do® =20l \ &} + X'/, b '
(20) dws' = ..(»’/\ B + S0l [ b =1,...,n; =8+ n)
l B+ bll=o, o5+ o){,,: o, o)+ 64 = ’

SiI'on pose
O = X(af, vk+ b vk, Of' = Z(aj,0f + b, wk),

les afy, et bj, constituent les composantes d’un tenseur par rapport au groupe
unitaire U,; donc I'ensemble des w* €t des &, (ainsi que leurs imaginaires
conjuguées) définit une connexion associée a la structure presque hermitienne
appelée connexion hermitienne induite par la connexion riemannienne.
L'ensemble des formes @ — 2.(1,,\:.:’ A 0¥ et I'=2bj 0" A " et leurs imagi-
naires conjuguées (avec aj,+ @’ =o, bj,+b =o0) deﬁmssent respectivement la
premiére et la deuxiéme torsion de la connexion. On a

S e oy » N ok Al x;_,l' s o R / k.
&) = of + L(Aj0h— AL 0, aj=—A0,. b= B+ B+ B

on en déduit que les deuxiémes torsions des deux connexions coincident. Pour
que les deux connexions coincident, il faut et il suffit que la premitre torsion de
I'une d’entre elles soit nulle (ce qui a lieu notamment pour les structures presque
kithlériennes). Dans le cas pseudokihlérien, on a &) =o0, &/'=o0 et les deux
connexions coincident avec la connexion riemannienne. Une étude de ces deux
connexions hermitiennes a été faite par G. Legrand [42] qui a calculé les compo-
santes des connexions par rapport a des reperes non unitaires. En imposant
@’autres conditions a la premiére torsion, on pourrait définir d’autres connexions
affines associées a la structure presque hermitienne mais seules ces deux
connexions admettent une premiere torsion qui soit définie par des formes pures
de type o pour la premiére, de type 1 pour la deuxiéme. Parmi les autres

s AS
. e 0 + & . .
connexions, celle définic par les formes w* et 8] = .J_;.._L(et lIeurs imaginaires

conjuguées) est particulidrement intéressante : les formes définissant la premiére
torsion peuvent s’écrire

@ =Zw/A\gf, O =Zwl'Ag) avec ¢f=gl.
Si la deuxieéme torsion est nulle, on a
1 .
@ = 5al—i(ms)_| dao

et la torsion peut étre dite induite parla torsion de la structare presque symplec-
tique (c¢f. § 4) a laquelle la structure pseudohermitienne est subordonnde. Nous
verrons dans le paragraphe 6 que pour la comnexion hermiticnne ainsi définie,
la courbure conforme coincide avec la courbure; c’est pourgnoi nous la dési-
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gnerons par connexion hermitienne conforme. Les résultats concernant ceute
connexion n’ont pas été publiés. :
S.S. Chern a montré [12] (dansle cas hermitien mais ce résultat s’stend au
cas presque hermitien) que pour r =1, ..., r, la r'*®° classe caractéristique (ou
classe de Chern) (cf. § 2) est la classe de cohomolo«ne de la forme

1 zlx dp—r+1Qlt AN an—,+n

‘IJ":' " (n— o I)' coJn—rti 1 Jn—r+1?

on peut vérifier que, suivant le théoreme de A. Weil (¢f. § 1), on obtient la
méme classe en remplacant les Q; par les formes de courbure de toute autre
connexion affine associée a la structure. En particulier si I'on désigne par Q! Jes
formes de courbure de la connexion induite par la connexion riemannienne, on a

1 N A ~
(21) bu="Tu= — (205 — 205) = o a0,

ou p est une constante et 02 est la codlfférenuelle de Q relalwmlent a 1'1 mélnquo
riemannienne associée a la structure. Si I’on pose

203 = ZRymw!’ A 0”4+ IRy (0! A on— ol A\ (-)""),‘

le tenseur Ry, (tel que Ryy=R,.z) peut étre appelé le tenseur de Ricci de la
connexion unitaire; on définirait de méme le tenseur R;,.. A. Lichnerowicz [57)
et Pauteur [52] ont démontré que dans le cas pseudokiihlérien, le tenscur de
Ricci Rl/m(:ﬁlr,;;) est identique au tenseur de Ricci de la connexion rieman-
nicnne. A Lichnerowicz[58] a étudié des structures hermitiennes pour lesquclles
la forme §, est nulle, et il a étendu au cas d’espaces homogeénes. complexes non
kahlériens certains résultats qu'il avait obtenus précédemment [56] pour des
espaces homogenes kihlériens a courbure de Ricci nulle. A. Lichnerowicz a
démontré notamment les théorémes suivants : pour qu’une variété hermitienne
admette, pour la connexion hermitienne induite, un groupe d’holonomie G,
sous-groupe de SU,, il faut et il suffit que b,=o0; tout espace homogene
complexe compact a groupe linéaire d’isotropie connexe irréductible et a
forme Y, nulle est localement euclidien.

c¢. C. Ehresmann et 'auteur’[28] ont déterminé les structures presque hermi-
tiennes Isotropes en chaque point z € Vi, (¢f. § 1); pour. de telles structures les
composantes des tenseurs de torsion et de courbure sont en chaque point indé-
pendantes du corcpeére considéré. Le théoréme suivant a été obtenu : une
structure presque hermitienne isotrope en chaque point est localement homo-
geéne; une telle structure est intégrable ou bien localement équivalente a la
structure d’espace hermitien elliptique ou hyperbolique. Une structure presque
hermitienne isotrope est donc kihlérienne. Si P'on se borne a une isotropie
restreinte (changements de corepéres appartenant a SU,), on obtient, outre les
structures précédentes, les structures localement équivalentes a la structure
presque hermitienne sur S, définie a T'aide des octaves de Cayley, structure
admettant le groupe simple exceptionnel G, comme groupe d’automorphismes et
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telle que toute structure localement homogtne sur S, lui soit localement
¢quivalente. :

~d. S. S. Chern [15] a défini la notion de variéié ricmannienne analytique
localement hermitienne ct localement kdhlérienne (ces définitions s’appliquent
au cas non analylique). Une variété analytique riemannienne Vs, est localement
hermitienne si tout point z € Vs, admet un voisinage U, (homéomorphe a une
boule ouverte de R**) tel que parmi les structures presque complexes dans U,
compatibles avec la métrique riemannienne induite dans U,, il en existe au
moins un¢ qui dérive d’une structure complexe; si, de plus, dans chaque U, la
structure hermitienne ainsi définie est kiihlérienne, la métrique sur Vy, est dite
localement hithlérienne. S. S. Chern a démontré qu'une mélrique riemannienne
analytique est localement hermiticnne s’il existe des repéres orthogonaux pour
lesquels les composantes du tenscur de courbure de la connexion riemannienne
vérifient certaines rclations linéaires homogénes; il a montré que ces conditions
sont suflisantes en utilisant la théorie des systemes de Pfaff en involution de
E. Cartan. Pour que, de plus, la structure soit localement kihlérienne, il faut et
il suffit que les formes de courbure vérifient les relations

Qj vk = Qf nrji Qik= Quejp—k?

ces relations pourraient s’obtenir a partir des formules (20); si la courbure est
suppusée constante clles entrainent que la variété est localement euclidienne.
S. S. Chern qui a construit un exemple de variété compacte V, localement kihlé-
rienne et non kithléricnne, établit une relation entre la caractéristique d’Euler-
Poincaré ct un autre invariant topologique des variétés localement kihlériennes
de dimension 4; il en déduit que S, n’admet pas de métrique localement kihlé-
rienne (mais S; admet des métriques localement hermitiennes).

(b. Courbure scalaire, courbure et torsion conformes des variétés presque

hermitiennes. «. La notion de courbure scalaire associée a une structure
kihlérienne a été introduite par S. Bochner [3]. L'’extension de cette notion a
une structure presque hermitienne quelconque a été faite par Pauteur de la
manicre suivante [48] : si Vet W (de composantes =, ..., 2, %!, ..., %) sont
deux vecteurs tangents &V, en 2 € Va,, 'ensemble des vecteurs m\V —+ pW
. ) ” . 2 . » .
(ou -/I’; est 1‘cel> engendre un ¢lément plan P a deux dimensions réelles dans
lequel la courbure scalaire est définie par

. N . i’ N " I R Y LTI T
S[RGa GO =2 + Rp G =5 q — R GO =2 n O ) & =

"\_;(Et'.,‘x_ :.v.,«l/')@/.,lx'_ 5l - S — EO (e —

(22) h=

ou les Riy; sont les composantes du tenseur de courbure de la connexion unitaire
(on utilise toujours les conventions du paragraphe 3 : &'=7¢, etc.). Lorsque
la structure est pseudokiihlérienne, on obtient pour K la courbure scalaire
définie par S. Bochner en utilisant le tenseur de courbure de la connexion rieman-
nienne. Le théortme suivant a été obtenu : s/ en chaque point x €\ a,.

K est indépendant de U'élément plan P, on a K = o. ce qui n’entraine d'ail-
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leurs pas que le tenseur de courbure soit nul. Si Pon suppose la structure
presque kiihlérienne, on obtient le théoréme suivant (généralisant un théoréme
de S. Bochner relatif aux structures kiihlériennes) : les structures presque kéihlé-
riennes & courbure scalaire nulle sont intégrables. Remarquons qu’on aurait le
méme résultat en définissant la courbure scalaire & partir de la connexion induite
par la connexion riemannienne ou de la connexion conforme car pour les struc-
tures presque kiihlériennes, ces connexions coincident. Ultérieurement il a été
démontré par lauteur [51] le théoréme suivant (généralisant également un
théorgme de S. Bochner relatif aux structures kihlériennes) : si'1'on se limite aux
éléments plans invariants pa}' Dautomorphisme 1, (c’est-a-dire aux droites
complexes dans la terminologie de C. Ekresmann), les structures hermi-
tiennes pour lesquelles K est indépendant de Uélément plan sans étre nul sont
les structures isotropes non intégrables déterminées dans le paragraphe 5.
Dans I’énoncé de ce théordme, on peut supposer les structures seulement pseudo-
hermitiennes car le raisonnement utilise la nullité de la deuxidme torsion, ce qui
entraine, en raison des identités de Bianchi, que les formes de courbure sont des
formes pures, de type 1. _
Ultérieurement K. Yano et I. Mogi[77] ont défini, indépendamment des résul-
tats précédents, en se limitant aux structures pseudokithlériennes la notion de
“courbure « holomorphique » ou courbure scalaire définic au moyen du tenseur de
courbure de la connexion riemannienne dans un élément plan holomorphique (ou
droite complexe); ils ont établi une condition nécessaire et suffisante pour qu’en
chaque point cette courbure soit indépendante de I’élément plan holomorphique;
ils n’ont pas déterminé toutes les structures pseudokihlériennes a courbure holo-
morphique constante mais ils ont démontré I'équivalence des propriétés sui-
vantes : courbure holomorphique constante, libre mobilité holomorphique (notion
équivalente a celle d’isotropie), axiome des plans holomorphiques (il existe tou-
jours une surface totalement géodésique tangente a un plan holomorphique arbi-
traire). K. Yano et I. Mogi ont également démontré le théoréme suivant : sur une
variété pseudokdiihlérienne a courbure holomorphique constante positive k, lu
distance entre deuz points conjugués sur une géodisique est constante el

égale a % Ces résultats peuvent s’interpréter en utilisant les résultats obtenus

par lauteur : les structures pseudokiihlériennes a courbure holomorphique
constante positive sont localement équivalentes a la structure d’espace hermitien
“elliptique, d’ou la propriété des géodésiques (E. CarTax, Géométrie projective
complexe, Paris, 1931).

b. Soit sur V., une structure presque’ hermitienne s définie par la donnée
d’une structure presque complexe .et d’'une métrique riemannienne F. Nous
dirons que la structure est localement conforme & une structure intégrable
(« conformally flat ») s'il existe dans le voisinage U de tout point de Vs, unc
fonction différentiable des coordonnées locales A telle que la structure presque

“hermitienne dans U correspondant 3 la forme AF soit intégrable; on définit de
“méme une structure presque hermitienne localement conforme & une structure
kdhlérienne; il résulte de ces définitions qu’une structure s « conformally
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kiihlerian » (et en particulier « conformally flat ») dérive d’une structure

complexe; la métrique hermitienne associée a une structure « conformally flat »

Tﬂl—}T) (dzdz'+ ...+ dz" dz"). Ces notions ont

é1¢ introduites par N. Goburn [17] (voir également J. A. Schouten [66]) qui a
montré qu'une structure hermitienne « conformally kiihlerian » est semi-
symétrique; N. Coburn a introduit une courbure conforme qui doit étre nulle
pour les structures « conformally flat ». Sila fonction 7 est définie globalement
sur Vy,, la structure peut alors étre appelée conforme i une structure intégrable
(resp. kithlérienne).

S. Bochner [6] a montré qu’une structure kiihlérienne « conformally flat » est
intégrable (il a utilisé la courbure conforme associée a unc connexion rieman-
nicnne introduite par H. Weyl).

peut s’écrire localement :

Les notions. de courbure et torsion conformes associées a une structure presque
hermitienne ont été introduites par I'auteur [48] : lorsqu’on multiplie par A la
métrique F associée a une structure presque hermitienne, la courbure etla torsion
conformes sont respectivement invariante et multipliée par un scalaire; il a été
démontré que la courbure et la torsion conformes associées a la connexion uni-
taire sont définies respectivement par les formes
peHs =, of

et Ms=Qs— I

I = 0f — &
h L hp n—1

a

(ainsi que leurs imaginaires conjuguées) oit ¢ = ZA%, @', les A%, définissant la
premiére torsion (¢f. § B); la deuxidme torsion conforme est par définition
identique a la premidre torsion. Remarquons que la forme o + o est la codiffé-
rentielle §Q et que la forme L’[E(II’—}—F“) A 6’—-3(ﬁ‘+ f‘) A m‘] est égale

. So N0
ade— A
n—1

(¢f- § 4). On démontre le théoréme suivant : pour que la struc-

Iy

ture presque hermitienne s soit localement conforme & une structure inté-
grable, il faut et, pour n> 2, il suffit que la courbure et ta torsion conformes
soient nulles;. en particulier si la structure s est supposée presque kihlérienne,
elle est alors intégrable (ce qui généralise un résultat de S. Bochner); on pour-
rait en déduire : pour qu’une structure presque hermitienne localement
conforme a une structure intégrable soit conforme & une structure intégrable,
il faut et il suffit que la forme extérieure Q associée ¢ la structure admette
un facteur intégrant global, ou (ce qui est équicalent) que 3Q soit homologue
a zéro (cf. § 4). Il a ét6 également démontré dans [31] : pour qu’une structure
hermitienne, soit localement conforme & une structure kihlérienne, il faut et
pour n> 2 il suffit que la torsion conforme soit nulle, ce qui est équivalent
auz conditions obtenues (cf. § &) pour que @ admette un facteur intégrant.
Ce dernier théoréme a été démontré également par Westlake [T2] par. des
méthodes analogues a celles de H. C. Lee pour les structures symplectiques (§ 4).
Dans le cas ot la variété V,, est simplement connexe ou a groupe de Poincaré
fini, Westlake a démontré, en utilisant des théorémes dus a N. Kuiper, que si la
structure est « conformally kihlerian », V,, peut étre munie d’une métrique
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kiihlériennie ; ce résultal pourrait se démontrer par les méthodes exposées précé-
demment car alors 32 est homologue A zéro.

On aurait pu définir la courbure et la torsion conformes a partlr de la connexion
induite par la connexion riemannienne ou de la connenon que nous avons appelée
conforme; pour cette derniére, on peut montrer qué la courbure conforme est
égale & la courbure; on peut démontrer en eflet la propriété suivante : la structure s
étant déterminée dans le- voisinage U d’un point de V,, par n formes de Pfaff
complexes &* et la connexion conforme étant définie par 'ensemble des w et
des 6f, la connexion associée 4 la structure s, dans U (correspondant a la
métrique 2 F') peut étre déterminée par 'ensemble des formes &4 = pw* (avec p? =1)
et 8. La premitre torsion conforme est définie par les formes 6% — M (ou

2(n—1)
les ®* définissent la premiere torsion).

7. Structures presque hermitiennes d’espsdce A. — Les structures presque
hermitiennes d’espéce k [structures infinitésimales régulidres de groupe struc-
tural le groupe « unitaire d’espéce k » UP ou sous-groupe de L) laissant inva-
riante la forme quadratique

(U2 ()2 a vt (RN ()2 — @kt )2 — (k)2 (g )2 — (3]

ont été introduites et étudiées du point de vue local par 'auteur [31 ] mais le pro-
bleme d’existence n’a pas été abordé. Alors que toute structure presque complexe
admet des structures presque hermitiennes subordonnées, il n’en est pas de
méme pour les structures presque hermitiennes d’espéce k(k%n). D’aprés
C. Ehresmann [22], V'existence d’une meéirique riemanniennc de signature
an— 2k est équivalente a celle d'un champ continu de 2k-¢léments de contact
(cette question a é16é également exposée par N. Steenrod [68]). 1l faut, de plus,
que ces éléments de contact soient invariants par 'automorphisme I, définissant
la structure presque complexe c’est-a-dire soient complexes (cf. § 2) de dimension
complexe k. Donc 'existence sur une variélé V,, d’'une structure presque hermi-
tienne d’espéce k(k % n) subordonnée a une structure presque complexe est
équivalente a I'existence d’un champ continu d’éléments de contact complexes (de
dimension complexe k). Remprquons que si I'on se donne sur V,, unc forme
différentielle extérieure quadratique Q de rang 27 et une structure presque
complexe telle qu’en chaque point Pautomorphisme I, laisse invariante la restric-
tion &, de €, la structure obtcnue est une structure presque hermitienne
d’espece k(k < nr).

Dans le voisinage U d’un point de Va, une structure presque hermitienne
d’espéce k est déterminée par la donnée de 2n formes de formes de Pfaff
complexes ', o telles que w'=0* si s.<k, 0'=—<0' si s>k la forme
d’Hermite et la forme extérieure associées a la structure pouvant s’écrire

¢ = Ywsns’ et 0 = iZwfAws,

On peut associer & ces structures des connexions affines définies par les mémes
formules que les connexions associées aux structures presque hermitiennes mais
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avec des conventions de signes différcntes. Une structure presque hermiticnne
d’espéce k isotrope en chaque point est localement homogene; cette structure est
intégrable ou localement équivalente 4 la structure «d’espace hermitien d’espece & »
dans Iespace projectif P, (C).

8. Structures presque quaternioniennes. — Ces structures de groupe struc-
tural lo groupe linéaire quaternionien L, (¢f. § 1) ont été introduites par
C. Ehresmann [23] qui a étudié le probleme de la recherche de leurs conditions
d’existence sur une variété complexe ou presque complexe V,,. Toute structure
presque quaternionienne admet des structures hermitiennes quaternioniennes
subordonnées [de groupe structural U,(Q)]. La recherche de telles structures
conduit d’abord a larecherche de SU,,-structures; pour qu’une structure presque
complexe admette une SU,,~structure subordonnde, il faut et il suffit qu’une classe
caracléristique de dimension 2 soit nulle; cette condition réalisée, on est amené a
éludier Pexistence d’une section d’un espace fibré dont la fibre est ’espace homo-
gene K,= SU,,/U,(Q), ce qui conduit a une classe caractéristique de dimension 6.
Toute variété presque complexe V, dont le groupe de Betti pour la dimension 2
est nul admet une structure presque quaternionienne; I'espace projectif Py, (C)
n’en admet pas.

W.T.Wu[73] a montré que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
variété orientée V, (de dimension 4) admette une structure presque quaternio-
nienne est

Wi3(Vi)=o, P(Vy)+2X§(Vi)=o0,

ou W?: est la classe de Stiefel-Whitney réduite mod 2, P; (V) la classe de

Pontrjagin et X! (V,) la caractéristique d’Euler-Poincaré. Wu a donné des
Jag 0 {

cxemples de variétés V, presque quatcrnioniennes : toute variété parallélisable,

toute surface algébrique plongée sans singularités dans P, (C).

C. Ebresmann a remarqué que toute variélé quaternionienne (c’est-a-dire
presque quaternionienne intégrable) est localement affine, résultat qui pourrait étre
démontré également en utilisant le fait qu’on peut associer canoniquement des

g q P q
.connexions affines aux structures presque quaternioniennes [51].

9. Autres structures infinitésimales réguliéres. — La plupart des structures .
dont il sera question dans ce paragraphe ont été introduites et étudiées du point
de vue local par I'auteur [49], [81]. .

Sur une variété V,, une structure presque paracompleze est une L -structure,
le groupe linéaire homogéne paracomplexe i, isomorphe a L,, étant le sous-
groupe de Lo, laissant invariante Pinvolution : 2°— y*, y* > z*(s =1, ..., n).
Les groupes L., et I, sont deux formes réelles de L,,. Une structure presque
paracomplexe est déterminée par la donnée de deux champs différentiables G,
et C, de n-¢léments de contact supplémentaires X, et X,.

Le probleme d’existence de telles structures se rameénc a la recherche sur Vo,
d’'un champ de n-éléments de contact : en effet s’il existe un tel champ, il lni
correspond un champ de rn-éléments orthogonaux relativement a une métrique
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riemannienne sur V.. En particulier pour qu’une variété V. admette une struc-
ture presque paracomplexe, il faut et il suffit que sa caractéristique d’Euler-
Poincaré soit nulle. _

Dans le voisinage U d’un point de V, une structure presque paracomplexe est
déterminée par la donnée de 2n formes de Pfaff réelles linéairement indépen-
dantes !, w/('=1+n) le champ C, (resp. C;) étant défini par w’=o
(resp. w/'=0)({=1, ..., ). On peut associer canoniquement une torsion a
une siruciure presque paracomplexe, cette torsion étant définie par les équa-
tions (3) relatives aux structures presque complexes mais ou les formes et les
coefficients sont supposés réels. Une structure presque paracomplexe intégrable
ou structure paracomplexe est définie par deux champs complétement inté-
grables; en raison du théoréme de Frobenius, la structure est intégrable si et
seulement si la torsion ést nulle (il n’y a pas lieu contrairement aux structures
presque complexes de distinguer les structures sans torsion et les structures inté-
grables).

Une structure presque parahermiticnne (dont le groupe structural est le
groupe para-unitaire U, = th n ig,,, isomorphe a L,,) est déterminée par la donnée
d’une forme différenticlle extéricure quadratique 2, de rang 22 et de deux
champs C, et G, de n-éléments de contact supplémentaires intégraux de . On
définit les structures presque parakihlériennes et parakiihlériennes.

Localement une structure presque parahermitienne est déterminée par la
donnée de 2n formes de Pfaff »*, ' telles que & = Zw* /\ v les champs Cy et G
¢étant définis respectivement par »*= 0, »*' = 0. On peut associcr canoniquement
des connexions affines a ces structures; ces connexions sont définies par les
mémes équations que celles définissant les connexions associées a une structure
presque hermitienne mais ou toutes les données sont réelles. On peut de méme
introduire la notion de courbure et de torsion conformes ainsi que celle de cour-
bure scalaire. Aux théorémes de géométrie différentielle locale (énoncés précé-
demment) relatifs aux structures presque hermitiennes correspondent des
théorémes relatifs aux structures presque parahermitiennes; toutefois une struc-
ture presque parakihlérienne a courbure scalaire nulle n’est pas nécessairement
intégrable. Les structures presque parahermitiennes isotropes sont intégrables ou
localement équivalentes a une structure parahermitienne sur P,(R) <-Pn(R),
appelée structure d’espace parahermitien. Les structures isotropes d’une maniére
restreinte sont, outre les précédentes, les siructures localement équivalentes a une
structure presque parahermitienne sur la quadrique Q, d’équation

(B Zlyl+ 22+ 23y =1;

cette structure qui admet comme groupe d’antomorphismes le groupe G, (qui est
Vautre forme 'réelle du groupe complexe dont G, est la forme réelle compacte)
peut étre définie au moyen d’octaves de Cayley de deuxi®me espice (algebre sur
le corps des réels de base 1, ey, ..., e; vérifiant des relations analogues a celles
des octaves de Cayley mais avec des signes différents).

Si l'on se donne sur une variété V., une structure presque complexe (définie
par un champ d’automorphismes 1.) et un champ de n-éléments de contact X,
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tels qu'en chaque point X, NI, X,=2, on définit une strycture dont le groupe

structural I, est isomorphe a L,; la structure peut encore éire déterminée par
'un des couples (I, J), (I, K), (J, K) de champs d’automorphismes I, J.,, K, de
I'espace tangent T, tels que

(l.t2=—l, ' (Jx)’=':—l, (_K.l';:=+ly I.t'],rrz—-]:r,l.t=K.t-

A cette structure (appelée structure presque quaternionienne de devxiicme
espéce si n=12p et dont le groupe structural L., est alors désigné par groupe
lin¢aire homogene quaternionien de¢ deuxiéme espéce ]:,',), ont ¢1é associées cano-
niquement trois connexions affines, suivant le choix de la premitre et de la
deuxieme torsions; ces connexions coincident si les quatre champs de n-éléments
de contact associés a la structure sont complétement intégrables.

Remarquons que les groupes unimodulaires SU,,, SU#, SU,., St,,, etsin=o2p.
SL7, SL

]

conslituent a un isomorpbisme pres, ’ensemble des formes réelles du
groupe simple complexe a n variables du type A.

D’autres structures ont ¢é1é introduites dans [81]; ce sont des structures de
groupe structural isomorphe a O, et si n=12p de groupe structural isomorphe
al,<Ly<L,x<L,al, <L etal,.

Parmi les structures infinitésimales régulieres signalons les A -structures
ou A/, est le groupe des matrices complexes triangulaires. F. Hirzebruch [33] «
désigné par « split manifold » une variété complexe Vs, (de dimension complexe n)
munie d'une telle structure et il a démontré le résultat suivant : s1 Vi, est une
variété algébrique sans singularités, I'espace fibré associé a I'espace T(V,,) des
vecleurs langents, de fibres isomorphes a L) [A) | est une variété algébrique munie
d’une A -structure. De telles variétés ont déja été introduites par C. Ehresmann [21 ]
dans I'espace projectif P,(C) : ce sont les variétés de « drapeaux » qui généra-
lisent les variétés de Grassmann.
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