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SUR LES STRUCTURES PRESQUE COMPLEXES ET AUTRES STRUCTURES
INFINITÉSIMALES RÉGULIÈRES (1).

PAR M11® PAULBTTE LIBERMANN.

L'objet de cet article est de donner un aperçu général des nombreux travaux
qui ont été consacrés ces dernières années à l'étude des structures infinitésimales
régulières.

C'est E. Cartan [10] (2) qui, généralisant la géométrie riemannienne, a intro-
duit la notion « d'espace généralisé » ou « espace non holonome de groupe
fondamental G » et a défini pour ces espaces des connexions (d^où la notion de
courbure, torsion et groupe d'holonomie). H. Weyl, 0. Veblen, J. A. Schouten,
D. J. Struik, E. Bompiani, Vranceanu, etc. ont également contribué à l'étude de
ces questions.

La théorie des espaces fibres a permis de formuler ces notions de manière
globale. Nous ne rappellerons pas la définition d'un espace fibre différentiable
à groupe structural de Lie et en particulier la notion d'espace fibre principal
{voir G. Ehresmann [23], [25] et N. Steenrod [68]). Les notations et la termino-
logie employées seront celles de G. Ehresmann. Pour les groupes classiques, nous
utiliserons les notations suivantes qui sont, dans l'ensemble, celles de [51] :

L/i : groupe linéaire homogène de l'espace numérique réel R"[GL(^, R) dans les
notations de G. Chevalley [16] 1 ;

L'n : groupe linéaire homogène de l'espace numérique complexe C"[GL(/i, C)];
L» : groupe linéaire homogène de l'espace numérique quaternionien Q^ ;
On '. groupe orthogonal dans B"[0(/i)] ;
Un. : groupe unitaire dans (^[L^/î)],
Un (Q) : groupe unitaire quaternionien dans Q71 [groupe linéaire symplectique
^Sp(n)];
La» : groupe symplectique réel dans R2" (c'est-à-dire le sous-groupe de Lan laissant

invariante la forme ^y^1— a^-^y1 -4- ... -4- .y^y2^— x ^ y ' ^ ) ;
t^ : groupe symplectique complexe dans C2" [Sp(/i, C)].

Afin de limiter notre sujet, nous exclurons de cette étude la géométrie rieman-
nienne et lès structures kâhlériennes.

:(1;) Rapport fait à la demande du Secrétariat de la Société.
( 2 ) Les nombres entre crochets renvoient à la Bibliographie.
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1. Définitions et généralités. — La variété des vecteurs tangents à une variété
differentîable V,», de dimensions n, 'est un espace fibre noté T(Vn,R^Ln, H)yde
base V"n, de fibre B/1, de groupe structural L» ; l'espace fibre principal associé H(Vn)
est l'ensemble des homèomorphîsmes Aa; (ou repères) de B.'* sur l^espace tAngent Ta; '
à [Vn en a?'çVn quand x parcourt Vn. Le problème de la recherche 'dès Structures
subordonnées de groupe structurât un •groupe de Lie G,, sous-groupe daL^a-été
posé pour la première foisdans toute sa,généralité par G. Ehresmann [22] qui a
montré que Vexistence de telles yrr^çt^^ T(V»^ est équivalente à
Vexistence d'une section (3) dans ?^g|%î ^^y^ û^ Vn, de fibre
respâce L^/G, ce qui conduit à des oh^tacîésî les structurés T(V/», B/1, G^ IP) se
répartissent en classés d^homotopiedejs sections de H/G et les structures d'une
même classe sont isomorphes. Ce problème a été également exposé dans [23], [24]
et dans le livre de N. Steenrod [68] (dans la terminologie de ce dernier c'est la
réduction du groupe Ln à un sous-groupe). Les structures T(Vn, B/1, G, H ' ) ont
été appelées ultérieurement par C. Ehresmann [26] structures infinitésimales
régulières du premier ordre, nous les désignerons également d'une manière
abrégée par G-structures. Par exemple si G == identité, la variété Vn est paralléli-
sable. Si G==0n, la structure est riemannienne ; comme L^/0/i est homéomorphe

• n(n+i) ' . . •

à R 2 , une variété dijfférentiable Vn admet toujours une structure rieman-
nienne(C. Ehresmann [22] et N. Steenrod [68]).

Si R" est muni d'une structure subordonnée à sa structure d'espace vectoriel
réel admettant G comme groupe d'automorphismes, cette structure est transportée
sur l'espace tangent Ta; par un isomorphisme ha; € H^V,») ou repère distingué ; au
point x correspond une famille îîy==ha:G de repères distingués ; si H^*== ensemble
des isomorphismes réciproques (ou corepères distingués d'origine a*), on a
H^GA;1.

Soit UcVn un ouvert distingué pour la structure fîbrée, c'est-à-dire tel que,
p désignant la projection canonique de H'(V^) sur Vn,/?~1 (U) soit homéomorphe
à U x G. Dans U la G-structure peut être déterminée par une forme différen-
tielle co c'est-à-dire une fonction continue x -> h^1 [où h~j^ €ir*(V,i)] ; (») est la
suite (co1, . . ., îo") de n formes de Pfaff linéairement indépendantes dont la restric-
tion à x constitue le corepère h~^ ; l'application transposée de p fait correspondre
à la forme &) la forme ûû(a', u) définie su^^?-~ l(U) : (ù est la suite (û>)1, ..., c»)71)
où ^==îu{w1, les u{ étant des fonctions différentiables de .reU définissant en
chaque point une transformation de G.

Un isomorphisme local d'une G-structure s (définie sur une variété V/i) sur une
G-structure ^(définie sur une variété ^n) ou carte locale de V^ sur ^n est un
homéomorphisme différentiable cp d'un ouvert LLcVn sur ÛcV^ tel que la struc-
ture s étant déterminée dans 0 par la forme û), la forme co == cp* ( w ) détermine s
dans U. Un isomorphisme local de s sur elle-même est un automorphisme local.
La structure s est dite localement isomorphe (ou localement équivalente) à s si

(3) Une section dans un espace fibre E(B, F, G, H) est une application continue/ : B->-F telle
que, p désignant la projection canonique de E sur B, pf soit l'identité.
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les cartes locales constituent un atlas de V,» sur ̂ n [26]. Une G-struc turc est dite
intégrable si elle est localement équivalente à, une structure du même type sur B/'
déterminée par la forme &> =^= dx == (dx1, ..., dx"^). Une G-structure est dite iso-
trope en x (resp. localement homogène dans le voisinage U d'un point de Vn)
s'il existe un automorphisme local de la structure transformant un corepère
arbitraire d'origine .r(resp. un point arbitraire xç\J) en un corepère arbitraire
de même origine (resp. un point arbitraire x' çV). Ces définitions ont été expo-
sées par l'auteur dans [51]. Une structure intégrable est isotrope et localement
homogène (la réciproque notant pas nécessairement vérifiée) ; les structures inté-
grables au sens de S. S. Chern [14-] sont les structures à la fois isotropes et loca-
lement homogènes.

Une connexion infinitésimale (que l'on peut appeler vectorielle) associée à une
G-structure sur une variété V,i de classe C^r^a) est définie (G. Ehresmann [25])
par un champ différentiable de /i-éléments de contact dans T(V,i, R/1, G, H') trans-
versal aux fibres ; comme G est un groupe de Lie, tout chemin différentiable de V/,,
d'origine x, d'extrémité x1 est la projection d'une courbe intégrale du champ
d'origine z (arbitraire dans Ta;), d'extrémité z1 ç. Ta;/; cette connexion définit ainsi
une représentation du groupoïde des chemins fermés en x sur un groupe ^Fj
d'automorphismes de T.y (muni d'une structure d'espace vectoriel) ; ^j; est le
groupe d'holonomie de la connexion. Cette connexion peut encore être définie
par une application II de l'espace T(H') des vecteurs tangents à l'espace fibre
principal ïl'ÇVn) dans T<.(G) (espace tangent en e à la variété de G), II vérifiant
les conditions suivantes :

i° la restriction de n aux vecteurs h + dh d'origine h fixe est linéaire;
2° s iÂ^ÂM-^oùÀeH^Vn), uç.Q\, on a

ïl(/i+dh)=uïl(h+dh)u-^—(u^-du)u-^.

La définition des connexions donnée par S. S. Chern [13] est équivalente
à celle-ci.

Localement [51] l'application n est définie par des formes différen-
tielles &)J (À 4- dh) à valeurs dans l'algèbre de Lie de G [notée L(G)], telles qu'au
vecteur À -4- dn (où h === hu~~1) correspondent les formes o^ = SiÇu^dv^ + ufv^wj)
(avec 2 ̂  ==<^).

A la connexion vectorielle correspond une connexion affine définie par une
application II' de T(H') dans Te(^) (où ̂  est le groupe affine dont G est le plus
grand sous-groupe laissant fixe 0); cette connexion peut être définie localement
par l'ensemble des formes co* et (*)). A cette connexion correspond dans l'espace
tangent Ta; à Vn (muni de sa structure d'espace affine) le groupe d'holonomie ^x;
le groupe d'holonomie de la connexion vectorielle associée à la connexion affine
est le groupe d^holonomie homogène de la connexion affine (A. Borel et
A. Lichnerowicz [7], [57]; en se bornant aux chemins homotopesà 0, on obtient
le groupe d'holonomie restreint pa? et le groupe d^olonomie homogène restreint o".y
de la connexion affine.

A la connexion affine n' est associé un opérateur D dé différentation cova-
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riante qui à toute forme différentielle'extérieure tensorielle 9 de degré q (c'est-
à-dire à toute fonctionx —> (pa; où <pj; est une application linéaire de Pespace des
y-vecteurs en a? sur l'espace des tenseurs de type donné en a?) fait correspondre
une forme différentielle extérieure tensorielle D(p, de même type, de degré q + i.
En particulier la forme différentielle extérieure tensorielle de composantes

D(J>^ = Q1 == dm1 — Sw/ A <*»)( < == i » • • • » ^ )

est appelée la torsion de la connexion ET. On démontre que les formes

QJ == rftoj — ïto{ A^i

sont également les composantes d'une forme différentielle extérieure tensorielle
ou courbure de la connexion IT. Les composantes A^ et R$Am d68 tenseurs de
courbure et de torsion sont définies respectivement par

Q<= SA^to^A^S Q^= SR^ttf^Ahï7».

Par différentiation extérieure, on obtient les relations généralisant les identités
de Bianchi :

( dQi -hWA^-Sco/Afi^o ) , ._
(I) t^•-+.SQÎAœ^Sœ)A^=o)^• /~" I Î•"> / ^ ) '

relations pouvant s'écrire (S. S. Chern [13]) :

( Dû» = Sœ/AQ^ )(2) JDQ',=O. i(^•=•'-.")•
Pour toutes les structures envisagées dans cet article, on peut choisir canoni-

quement un tenseur de torsion, mais la connexion affine associée n'est pas néces-
sairement déterminée (structures presque complexes par exemple); pour d'autres
structures (presque hermitiennes par exemple) le choix de la torsion détermine
la connexion affine. L'existence ou la non-existence dç connexions affines associées
canoniquement à une G-structure a été étudiée par C. Ehresmann (non publié).

On peut définir pour une G-structure, l'anneau des polynômes invariants de G
c'est-à-dire des fonctions réelles symétriques multilinéaires P ( Y i , . . . , Y/^)
[avec Y/ € L(G)] telles que, pour tout u € G, on ait

P(W(^)Yi, ...,aû?(^)Y^)==P(Yi,...,Y^.

Si l'on remplace dans un tel polynôme (de degré k) les Y, par les formes de
courbure d'une connexion affine associée à la G-structure, on obtient une forme
différentielle extérieure de degré 2 k qui, en raison de l'invariance est définie
globalement sur Vn; il résulte des équations (2), que cette forme est fermée
et définit donc une classe de çohomologie; la classe de cohomologie est indé-
pendante de la connexion affine associée à la structuré. Ce théorème, d.ù
à A. Weil (non publié) a été exposé par S. S. Chern [43] et H. Cartan [H] (qui
en a donné une démonstration différente de celle de A. Weil).

D'importantes contributions à la théorie des connexions ont été faites également
parW. Ambrose et I. M. Singer [A], A. Nijenhuis [6Ô], K. Nomizu [6l], [62],
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[63], S. Robayaschi [40], [41]. En particulier K. Nomizu [62] a démontré que
le groupe des transformations d'une variété différentiable laissant invariante une
connexion affine est un groupe de Lie; S. Kobayaschi [44] a démontré que si une
variété Vn admet un parallélisme absolu, le groupe des transformations de Vn
laissant invariant ce parallélisme est un groupe de Lie.

Alors que le problème d'existence d'une structure infinitésimale régulière est
un problème global, l'étude de l'équivalence locale, de Fintégrabilité, de Piso-
tropie, etc. sont des problèmes de géométrie différentielle locale.

Les structures envisagées dans cet article son», définies sur une variété Van,
de dimension 2/î; ce sont notamment les structures presque complexes (de groupe
structural L^) et des structures subordonnées : structures presque hermitiennes,
presque symplectiques^ et si n === 2 p presque quaternioniennes.presquesher mi-
tiennes quaternioniennes,, de groupe structural Un, Lan, L^, Uy,(Q); parmi
les structures presque hermitiennes, celles qui sont subordonnées à une structure
presque complexe dérivant d'une structure complexe sont hermitiennes; si
la forme différentielle extérieure associée (cf. §2) à la structure presque hermi-
tienne (resp. hermitienne) est fermée, la structure est dite presque kàhlérienne
(resp. kàhlérienne) ; on considérera également des structures presque para-
complexes (de groupe structural isomorphe à Ln x Ln) et des structures subor-
données.

2. Conditions d'existence d\me structure presque complexe. — Sur une
variété Van, de classe (^(r^i) une structure presque complexe (de groupe
structural le groupe linéaire homogène complexe L,,) est une fonction continue
associant à chaque point .reVan une structure d'espace vectoriel complexe dans
l'espace tangent T.r; cette structure est déterminée par la donnée d'un champ
différentiable 1 d'isomorphismes I.r de Tj- tels que (I .^)2==—i, ou encore par
la donnée d'un champ différentiable de /i-éléments de contact complexes Xn tels
qu'en chaque point on ait Xn nXn== x.

C'est le problème de la recherche des variétés différentiables Va» admettant
une structure analytique complexe (4) subordonnée à la la structure différentiable
qui a conduit G. Ehresmann [23] à introduire les structures presque complexes :
toute structure complexe sur Van détermine une structure presque complexe (qui
est alors intégrable) mais une structure presque complexe ne dérive pas néces-
sairement d'une structure complexe.

Abordant le même problème par des méthodes différentes, H. Hopf [36]
a montré que les sphères 84 et Sg n'admettaient pas de structure complexe et il a
introduit la notion de variété du type J[38], [37] : une variété est du type J
s'il existe dans l'espace tangent Ta. un champ continu de transformations du type J
(c'est-à-dire de transformations linéaires sans valeurs propres réelles) ou ce qui
est équivalent s'il existe une fonction continue associant à chaque direction

(4) V,, admet une structure analytique complexe s'il existe un recouvrement de V,. par des
ouverts U; ( homéomorphes à des boules de R2- identifié à C-) tel que dans IJ.nU^., les coordonnées
complexes associées à U, soient des fonctions analytiques (de jacobien non nul) des coordonnées
associées à U,.
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dans T.c un élément plan dans Ta. L'existence d'une structure du type J entraîne
l'existence d'une structure presque complexe (A. Kirchhoff [39].

La recherche d'une structure analytique complexe sur une variété Va» se fait
en deux étapes ;

i° existence d'une structure presque complexée problème global);
2° inlégrabilité de la structure presque complexe (problème local qui sera

étudié dans le paragraphe 3).

C. Ehresmann [23], [24] a montré que l'existence d'une structure presque
complexe sur Vs/i est équivalente à celle d'une forme différentielle extérieure
quadratique Î2, de rang in en tout xç^^n (i2 détermine dans Va,» une structure
presque symplectique qui sera étudiée dans lé paragraphe 4) : comme L'^/IJ^ est
homéomorphe à un espace numérique, à toute structure presque complexe sont
subordonnées des structures presque hermitiennes (qui seront étudiées dans
le paragraphe 5) appartenant à une même classe; à chaque structure presque
hermitienne sont associées une métrique riemannienne F définie positive (dont
la restriction Fa- à T.v est invariante par l'automorphisme I.y) et une forme diffé-
rentielle extérieure quadratique û échangeable avec F (c'est-à-dire telle que
le produit des dualités par rapport à Fa; et Î2.c soit la.); on a

Osn n L^ = Os» n C.2« == U,t.

Comme i2 détermine une orientation de Vs/i et que toute variété différentiable
admet une structure riemannienne, il en résulte que la recherche des structures
presque complexes se ramène à la recherche des structures T(Va/i , R2", LL, H')
subordonnées à la structure riemannienne orientée T(V2«, R'"*71, SOa/i, H) c'est-à-
dire (§ i) à la recherche de sections dans l'espace fibre associé à T(V2/t, R271, SOa/,,
H), défibres isomorphes à l'espace homogène Tn== SOa/i/Un. Par l'étude des pro-
priétés topologiques de I\ (qui admet une structure fîbrée de base So/t—s? de
fibre I\_i), notamment des groupes d'homotopie de F/i, G. Ehresmann a obtenu des
conditions nécessaires pour qu'il existe sur Vs/i une structure presque complexe.
Comme Ti est un point, toute variété Vg orientable admet une structure presque
complexe (on sait même que toute Va orientable admet une structure analytique
complexe). De la relation Ils ( Tn )= 113(82) on déduit que le premier obstacle à la
construction d'une section est une classe de cohômologie W3 à coefficients entiers
identique à la classe de Stiefel-Whitney, premier obstacle à l'existence d'un champ
associant à tout x € Va/i une suite de in — 2 vecteurs linéairement indépendants
tangents à Vs/i en x. La condition W3^ o est même suffisante pour les variétés
de dimension 6. Le deuxième obstacle est identique à la classe W7 de Stiefel-
Whitney. Une condition nécessaire pour l'existence d'une structure presque
complexe est la nullité des classes W271-1-1 de Stiefel-Whitney. N. Steenrod[68]
a en outre indiqué la condition nécessaire suivante : chaque classe W2^/:^ n)
doit être l'image mod 2 d'une classe de cohômologie à coefficients entiers.

On peut définir pour les structures presque hermitiennes subordonnées à une
structure presque complexe les classes caractéristiques de S. S. Chern [12]»
la (n—r+ i) leme classe étant le premier obstacle à l'existence d'un champ
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associant à tout a? € Va,» une suite de n—r+i vecteurs complexes linéairement
indépendants tangents à V^ en x. W. T. Wu [73] a établi des relations entre
les classes de Stiefel-Whitney, de Chern et de Pontrjagin; il a obtenu des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une variété ¥4 admette une structure
presque complexe. Il a donné des exemples de variétés orientées Vs/i dont la
classe W'1 n'est pas nulle.

Toutes ces questions sont exposées en détail dans le livre de N. Steenrod [681
et dans la Thèse de W. T. Wu [73].

Structures presque complexes sur la sphère Sa/i (historique) :
f^=^î' Sa étant orientable admet une structure analytique complexe.
/t== 2. H. Hopf [36] et G. Ehresmann [23] ont montré que 84 n'admet

pas de structure presque complexe subordonnée à sa structure
différentiable usuelle; W. T. Wu s'est débarrassé de cette
hypothèse [75].

n === 3. Comme W3^ o, C. Ehresmann [23] a montré que Se admettait des
structures presque complexes, celles qui correspondent à une même
orientation de Se appartenant à une même classe d'homotopie [24].
Puis A. Kirchhoff [38] a donné l'exemple d'une structure presque
complexe sur Se définie au moyen des octaves de Cayley.

n ̂  4r + 3. Sn n'admet pas de structure presque complexe (A. Kirchhoff [38]).
n == 2p. W. T. Wu [72] par une méthode directe, puis N. Steenrod [68] (en

utilisant le théorème suivant de A. Kirchhoff : si Sa/i est presque
complexe, Sa/i-n est parallélisable) ont montré que S^p/t''admet
pas de structure presque complexe.

2 n ̂ - 2/•— 2. La sphère Ssn n'admet pas de structure presque complexe (N. Steen-
rod et J. H. G. Whitehead [69], Clair E. Miller [59]).

Enfin A. Borel et J. P. Serre [8] ont montré par l'utilisation des puissances
réduites de Steenrod que Ss et Se sont les seules sphères admettant une structure
presque complexe.

En utilisant les relations de W. T. Wu [73] entre classes de Chern, de Stiefel-
Whitney et de Pontrjagin, F. Hirzebruch [34] a démontré que le plan projeclif
quaternionien P/i(Q) (pour n-=\ et /^>3) ainsi que le plan des octaves de
Cayley n'admet pas de structure presque complexe. De plus, par l'utilisation des
résultats de W. T. Wu [74], [75], R. Thom [70] et A. Borel-J. P. Serre [8],
F. Hirzebruch [33] a établi, pour les variétés presque complexes des relations
entre classes de Chern, de Pontrjagin et les puissances réduites de Steenrod.
Il a défini l'index et le genre de Todd d'une variété presque complexe et a établi
en particulier pour les variétés presque complexes Vsn admettant une structure'
fibrée, de fibres PA-(C), de groupe structural le groupe des transformations
projectives de I\(C), des relations entre le genre de Todd de Va» et ceux de
la fibre et de la base.

On peut considérer différents types de sous-variétés d'une variété presque
complexe (C. Ehresmann [24]), par exemple les sous-variétés réelles et presque
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complexes définies de la manière suivante : un /^-élément de contact Xp tangent
en a? à la variété presque complexe Va/i est dit complexe s'il est invariant par
rautomorphisme la;; X^ est réel si X^n L;X^== x; une sous-variété Vp de Van est
réelle (resp. presque complexe) si les jo-éléments tangents à Vp sont réels (resp.
complexes) ; une sous-variété presque complexe est munie d'une structure presque
complexe induite (dérivant d'une structure complexe si V^ est complexe). Si Vn
est une sous-variété réelle, il existe un isomorphisme de T(Vn) sur l'espace
fibre ,N(V/t) des vecteurs normaux à V^. La réciproque de cette proposition
permet de démontrer le théorème suivant : pour toute variété différentiable V,»,
le voisinage de la diagonale à de V/, x Vn, admet une structure presque
complexe telle que A soit une sous-variété réelle', on peut même munir ce voisi-
nage d^une structure analytique complexe telle que A soit une sous-variété
réelle; toute variété analytique réelle admet une extension complexe isomorphe
à un voisinage de A muni d^une telle structure complexe.

C. Ehresmann a remarqué (résultats non publiés) qu'il existe toujours, pour
toute dimension, des sous-variétés réelles mais qu'il n'existe pas toujours de sous-
variété presque complexe 'Vp si p-^- 2; de même, il n'existe pas toujours ^môme
localement) d'applications presque complexes (c'est-à-dire échangeables avec I)
sur une autre variété presque complexe, notamment sur la droite complexe C;
exemple : Se n'admet pas de sous-variété presque complexe de dimension 4 et
sur Se il n'existe pas de fonction presque complexe. Le problème de l'existence
de fonctions analytiques complexes sur une variété complexe a été également posé
par S. S. Chern [14].

3. Intégrabilité des structures presque complexes. — Cotte question a été
abordée de deux manières différentes : d'abord par l'introduction de formes
de Pfaff complexes sur la variété Va/i (G. de Rham (non publié), C. Ehresmann [24]
et l'auteur [47]) ensuite en restant dans le cadre du calcul tensoriel réel
(B. Eckmann et A. Frôlicher [19]).

Première méthode. — Soit sur une variété Va^ une structure presque complexe
déunie par un champ 1 d'automorphismes I.z de Ta; ou parla donnée d'un champ (3
de /^-éléments de contact complexes Xn (tels que XnnX,i== x). Dans le voisi-
nage U d'un point a^eVan, la'structure peut être déterminée par la donnée de n
formes de Pfaff complexes co1, . . ., ^n linéairement indépendantes dans le
domaine complexe, telles que le champ (3 et le champ (5 des éléments Xn soient
définis respectivement par co^r^o, ^^ o(.y== i, . . ., n). Parmi les connexions
affines associées à la structure presque complexe (cf. §1), on peut en distinguer
une famille telle que les formes de torsion correspondantes soient définies par

I d^ = Sœ^ /\h)'^ -+- Q^

(3) dtû^ = Stri^^M^-h Q^, > (S == I, . . ., /l; S'= S -+- 7l),

Q^= SA^OJ^'A^^, Q.^SA^to^A0^

les conventions suivantes ayant été adoptés :

co^ == a)<, A^, i, = A^, to'̂  = 04 ;
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ces conventions utilisées par l'auteur [51] ont été également employées par
A. Lichnerowicz [55] (le signe ' étant remplacé par *). Les A^, Aj;/, sont les
composantes du tenseur complexe de torsion (tenseur « hybride » au sens
de J. A. Schouten [66]). Si l'on peut associer canoniquement une torsion à une
structure presque complexe, on ne peut par contre lui associer canoniquemenlune
connexion affine, les (*)J notant pas déterminées par les équations (3).

Pour que la structure soit intégrable (c'est-à-dire dérive dune structure
complexe)^ ïl faut que la torsion soit nulle (condition indiquée par G. de Rham
dans une lettre non publiée); dans le cas où la structure est analytique réelle
( c'est-à-dire les composantes réelles et imaginaires des M" sont analytiques réelles),
G. Ehresmann [24] a montré en appliquant le théorème de Frobenius que
ces conditions sont suffisantes; en accord avec la terminologie de A. Lichnerowicz,
nous dirons qu'une structure presque complexe à torsion nulle est pseudo-
complexe; il est probable qu'en supposant h suffisamment grand, une structure
pseudocomplexe de classe C^ dérive d'une structure complexe.

Deuxième méthode. — La structure presque complexe est définie par un champ
tensoriel a{ vérifiant JSa{.a?==—<^; si les a{ sont des fonctions de classe ('./' des

coordonnées locales, la structure est dite de classe C71. Si l'on pose a^i == ̂  — -^
(où les x-i sont des coordonnées locales sur ¥2/1), on peut montrer que le< quan-
tités t{i=^(a^a^—a^a^) sont les composantes d'un tenseur que nous dési-
gnerons par tenseur réel de torsion de la structure presque complexe. B. Ec1 mann
et A. Frôlicher ont démontré le théorème suivant : pour que la structure dérive
d'une structure analytique complexe^ il faut et, si la structure presque
complexe est analytique^ il suffit que le tenseur réel de torsion soit nul.

On peut montrer de différentes manières que cette condition est équivalente à
la condition obtenue par la première méthode : par exemple la condition A^/== o,
A^',/, == o exprime que parmi les connexions affines associées à la structure, il en
existe pour lesquelles la torsion est nulle; or, B. Eckmann [18] a démontré la
propriété suivante : pour qu'il existe des connexions affines symétriques A telles
que la dérivée covariante de a\ relativement à A soit nulle (c'est-à-dire des
connexions affines symétriques associées à la structure presque complexe au sens
du paragraphe 1), il faut et il suffit que 4/== °- Autre démonstration : au tenseur
complexe de torsion correspond un tenseur réel Tj|v(a, (3, Y == i, . . . , in) défini
( en posant (^ = ̂  4- <ô^, û)^ == 6^— i ^ ' , w} = 0^ + i^,, ̂  == 0-; — /6-?, ) par

(^=sowî-^AOî^sr,,o?Aeï) ̂ ,,.,,̂ )̂,
v • / ( ^=s6W^+s^Aeî -^ST^A^ ) '

les Tg^ vérifient les relations suivantes :

o) i ̂ ^"Ç"^"^ j ( .̂ < = • > • • • ' » ; -'—)' '( IA^= T/^f==T/( /= — l / t , i , )

or ces relations sont vérifiées par les composantes du tenseur t^i en un point a-,
si l'on prend au voisinage de ce point des coordonnées locales telles
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qu'en x les seules composantes non nulles du tenseur ^ soient oj|,=^—i,
a^ =i ( A r = = i , .. ., 7l; ̂ ^^^ II y a donc en chaque point identité entre
les tenseurs T^ et t'^ Une démonstration de l'équivalence des deux conditions
dmtégrabilitéaétédonnéeparR.Yano[76].

B. Eckmann [18] a montré que la condition t{, =o est équivalente à la condition
(6) K &]+I[Ia, ô]+I[a, îb]—[îa, I6 ]==o

pour tout couple (a, 6) de champs vectoriels différentiables tangents à V^ cette
condition a également été indiquée par K. Nomizu (dans un article non publié)

C. Ehresmann et Fauteur [28], puis B. Eckmann et A. Frôlicher [19] ont
montré que la structure presque complexe sur Se définie au moyen des octaves
de Cayley ne dérive pas d'une structure complexe. D'autre part, A. Blanchard W
en utilisant le critère d'Eckmann-Frôlicher, a montré que, sans supposer
les données analytiques réelles, une structure pseudocomplexe dans un domaine D
d un espace euclidien compatible avec sa métrique euclidienne dérive d'une struc-
ture complexe; il en déduit que si une variété riemannienne V^ est « conformally
flat)>(c/. §6), l'espace fibre associé à T(V^, R271, 80,,, H), de fibres isomorphes
a I\ (c/. § 2) admet une structure complexe et que les structures presque com-
plexes correspondant aux sections de cet espace fibre dérivent d'une structure
complexe; de ce théorème résulte que la sphère Se n'admet pas déstructure de
variété analytique complexe compatible avec sa structure de sphère euclidienne.

^ Mais on ignore si la sphère Se admet des structures presque complexes dérivant
d'une structure complexe.

On peut étendre aux structures presque complexes la notion de forme pure
introduite par B. Eckmann et H. Guggenheimer [20], [29] pour les structures
complexes : la structure presque complexe étant définie dans le voisinage U d'un
point de V^ par la donnée de n formes de Pfaff complexes û»1, une forme diffé-
rentielle extérieure <p sur V^ est dite pure, de type y, si dans son expression
locale, tous les termes différents de zéro sont de même degré q par rapport
aux ^== ̂ ; cette notion (ainsi que le type) a un sens invariant pour la structure
presque complexe. Toute forme différentielle extérieure sur Vsn est la somme
directe de formes pures. Au champ 1 d'automorphismes L de T., correspond
un champ G d'automorphismes G,, •: G.̂  est le contragrédient de L dans le dual
de Tr; l'opérateur G qui est, au signe près, l'opérateur sur les formes de degré i
introduit par A. Weil [71] se prolonge auxjo-formes;cet opérateur de l'espace
vectoriel des ̂ -formes, introduit par H. Guggenheimer [30] (s) et l'auteur [50]
est à un facteur constant près l'opérateur 1 de A. Lichnerowicz [54]; aux valeurs
propres de G correspondent les formes propres définies par A. Lichnerowicz; en
particulier les formes pures sont des formes propres; pour une /?-formè y,
de type y, on a

Cç=(—i)^^<p, (POU C2=(—i)/».

Remarquons qire4'existence de fonctions analytiques complexes locales sur Van

(s) L'opérateur C utilisé par H, Guggenheimer dans sa thèse [29] et dans des travaux ultc-
nears [31] est un antiaûtomorphisine.
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est équivalente à celle de formes de Pfaff pures fermées (définies localement).
Lorsque la structure est pseudocomplexe,, Fopérateur de différentiation exté-

rieure d peut s'écrire : d = de -j- d\, où d^ est un opérateur conservant le type
et di un opérateur augmentant le tjpe d'une unité. On a

do do ==o, d\ d\ == o, do d\ -+- d\ do = o.

On en déduit, en posant d==(—i^Cr^dC que la relation dd+dd^o est
équivalente à la nullité de la torsion ; H. Guggenheimer [31 ] a démontré ce résultat
en utilisant le critère d'Eckmann-Frôlicher.

4. Structures presque symplectiques. — a. Sur une variété Va/i une structure
presque symplectique (de groupe structural Lan) est définie par la donnée d'une
forme différentielle extérieure û de degré 2, de rang in (cf. §2). Une telle struc-
ture peut être déterminée localement par 2/1 formes de Pfaff ûû^ linéairement indé-
pendantes telles que

û === tO1/^.)"4-1 -»-...-»- (O^AtO2".

SiûK2= o, la structure est dite symplectique (G. Ehresmann [24]); une telle
structure est intégrable\ en effet si dQ == o, on peut trouver dans le voisinage de
lout point de Van des coordonnées locales telles que û s'écrive

Q = d.ct/\dyl-^- ... -h dx'1 /\dy11.

Ce résultat est classique, tout au moins en supposante de classe V\h ̂  2 } : pour
une démonstration dans le cas où h ̂  i, voir [53].

On peut associer canoniquement une torsion à une structure presque symplec-
tique, mais le choix de la torsion ne détermine pas la connexion affine associée;
cette torsion est définie par les équations (dans lesquelles, toutes les données
étant réelles, on n'adopte pas les conventions du paragraphe 3) :

! dwf = WAf^ + WA<*)^-»- Qi \
(7) ' d w i ' = S(x)/At^-t-s^A^-+-Q7' } (y= i , • • •^ ; /=7-<-^) '

toj-l-(x)^== 0, to)^== t0y, (rt^ï= (x)y, J

avec

QP=|a-i(œP)JrfQ (P=i,...,2/i),

où a est la fonction qui associe à tout champ X de vecteurs tangents à Va,»
la forme 9 égale au produit intérieur XJ dû (®(; la restriction a.r de « à l'espace
tangent Ta; est un isomorphisme de Ta; sur son dual.

Il résulte des équations précédentes (qui ont été indiquées par l'auteur [ol])
que la condition nécessaire et suffisante pour que la structure soit intégrable est
la nullité de la torsion.

b. La notion d'adjointe d'une forme différentielle extérieure sur Vsn relali-

(') Le produit intérieur, conformément à. la notation de N. Bourbaki (Algèbre, chap. III, Paris,
1948) est désigné par le symbole J .
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vement à la forme. Q a été introduite par G. Ehresmann et Fauteur [27] de la
manière suivante : l'isomorphisme a,c défini précédemment se prolonge à l'espace
vectoriel des jo-vecteurs tangents en a? à Vara; le champ a des isomorphismes a;r
associe ainsi à tout champ de/^-vecteurs tangents à Van une^-forme dinerentielle.
Uadjointe de la^-forme cp est par définition la (a/î—^)-fbrme ( 7 ) :

(8) ;y^-l^,)J ̂ .

L'opérateur ï jouit notamment des propriétés suivantes :

~ ~ ~ QP Q'i—P M Qn
(9) **=l, »^,=^-^ si /></., »^=i.

La codifférentielle relativement à î2 est par définition l'opérateur 5 == î o? î
(vérifiant la relation 3?==o). Une forme 9 telle que d^ == o et 3<p === o est dite
harmonique par rapport à î2 ou plus brièvement û-harmonique; contrairement
aux formes harmoniques par rapport à une métrique riemannienne définie positive,
une forme iî-harmonique sur une variété compacte peut être û?-exacte ou ô-exacte
sans être nulle.

Considérons en particulier la codifférentielle ôî2 ; elle vérifie les relations

( 1 0 ) ?Q == a-i(Q)J dQ, (dQ — ÈÎAS^ /\Q«-2== o.

Si d^l ==o, on a ôi2 == o, mais pour n >> 2, ôî2 === o ^entraîne pas dïî === o.
Par application répétée des opérateurs d, 8, A = dî 4- ô d, on obtient des formes

de Pfaff associées canoniquement à la structure, ce qui permet en général de
mettre û sous forme canonique. Si ôi2 == o, tous les invariants obtenue précé-
demment sont nuls et l'on ne peut résoudre le problème d'équivalence de cette
manière. Le problème d'équivalence dans le cas n == 2 (avec d^l ~^- o) a été traité
parYen-Chich-Ta[78].

c. Soient les opérateurs L et A définis par

Lç ==çAû, -î = ÎLÎ.

On a, en raison des propriétés du produit intérieur :

Xç = a-^^J <p;

il en résulte que l'opérateur À (introduit par Fauteur [50] est à un facteur cons-
tant près l'opérateur A' introduit par A. Lichnerowicz [54].

Soit maintenant F une métrique riemannienne échangeable avec i2; en chaque
point le produit des dualités par rapport à ^sc et F.z. est un automorphisme L
de Ta., de carré i, d'où une structure presque complexe; au champ 1 d'auto-
morphismes la; correspond l'opérateur G défini dans le paragraphe 3. Dans

( ^ ) L'opérateur * (51) est désigné par * dans [27] et [50]; de même l'opérateur ï est désigné
par 5 dans [27] et 5 dans [50j.
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le voisinage d'un point de Van, on peut écrire
F = (.(x)1 )2 -I- ( to'1-^ )2 + ... •+• ( (o^ )2 -+- ( (x)2" )2, Q == (o1 A ̂ /t4-l -l- ... -+- ̂ n A ̂ n-

Soit 9 ,̂ une /?-forme dont l'expression locale est ^SA^^ ûj31 /\ . ,. f\ (A
L'adjointe de 9^ par rapport à F est selon une définition de G. de Rham [3]
la forme » 9^ dont l'expression locale est

( 1 1 ) »?/»=SV,:::|.:A^..^o)Pi+iA...At*>'3-.

La codifférentielle S est l'opérateur — * d » . Les opérateurs * et * sont liés par
la relation

njn —i)

(12 ) ;^=(~i) 2 ^c^,

d'où
(13) ?y^=(-i^C-i8C<p^.

Donc pour une forme propre relativement à l'opérateur C (cf. § 3) les opérateurs î
et » sont identiques à un facteur constant près ; il en est alors de même de o el ô ;
donc une forme propre ^-harmonique est harmonique au sens usuel.

La formule (12) permet de démontrer que V opérateur A est identique
à F opérateur A == ( — i ) ^ » L » introduit par A. Weil [71] et Ecl, '?amx
Guggenheimer [20]. Ce résultat a été démontré indépendamment par A, Lichne-
rowicz [54] et l'auteur [^0]. Donc l'opérateur A ne dépend que de îl et non de
la métrique échangeable avec î2; il en est de même de la notion de classe défmie
de la manière suivante par B. Eckmann et H. Guggenheimer : une jo-forme ^p est

simple, de classe k si elle est égale à ^p_2^/\ - j , où ^y,_2A est une forme effective
(ou de classe o) c'est-à-dire telle que A^p_aA== o- ^n a [50]

(p—ik} [ p — î k — l }
». f Q^\ 2 Qii—p-t-k

(,4) *(^-uA^ )=(-.) ^-^(n-p^-t)'-

B. Eckmann et H. Guggenheimer, en utilisant l'expression de l'adjointe d'une
forme simple et en démontrant que AL est un automorphisme de l'espace
vectoriel <Py des y-formes différentielles sur Van (q^=n—2) ont démontré que
toute p-for me ^p{p ̂ n) est la somme directe de formes simples : la décompo-
sition définit un homomorphisme de ^p sur l'espace vectoriel ^p—aA des formes

effectives de degré p— 2/:(/:==o, . . . , ^ ) î nous désignerons cet homomor-

phisme par K ^ g ^ . Le théorème de décomposition, qui généralise un théorème
de Hodge [35] a été également démontré par A. Lichnerowicz [54-] en utilisant
la formule suivante :

(i5) AL ^•y=ClL^(I>-+-C2LÂ•- l?

valable pour toute jo-forme {p^n—2Â-), où d et Ça sont des constantes.
Le théorème a été également démontré par l'auteur [51 ] en utilisant la notion de
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genre d'une forme différentielle : le genre d'une forme <pp est le plus petit entier
tel que A1^ <pp== o.

Remarquons que la décomposition de diï est [en raison des formules (10)] :

dû ==<|/- SQAÛ
n — i

Du théorème de décomposition résulte que l'opérateur f : ^p-> î L""^®,, est
un automorphisme de ^p, ce qui permet de déduire un théorème démontré
antérieurement par Th. Lepage [44] et G. Papy [64] : l'opérateur \J9 est ispmor-
phisme de ^n-p sur ^n+p- Par suite pour qu'une forme ^p soit effective, il faut
et il suffit que ^p /\ î̂ 1-̂ 1 = o, ce qui identifie les formes électives aux formes
« de type p^ » de Th. Lepage [45] et la décomposition d'Eckmann-Guggenheimer
est identique à la décomposition de Th. Lepage; en particulier l'opérateur Kj; est
l'opérateur r de Th. Lepage dont le noyau est l'ensemble des/?-formes divisibles
par î2.

Il a été également démontré dans [51] que A^L/'^i ̂  k ̂ n—î) est un auto-
morphisme de ^p(jp == î , . . . , n — k).

Nous supposerons dans la suite de ce paragraphe la structure symplectique ;
on a

dû ==o, SQ == o, 8Q = o ;

par suite û^ (/?==!, ..., n) est harmonique; donc les nombres de Betti de
dimension paire d^une variété symplectique compacte sont différents de zéro
(résultat dû à G. de Rham).

On a

(16) û?L==L</, A2=8A, A8==8A;

par suite si une forme simple est fermée, elle est û-harmonique ; on peut même
montrer que si une forme simple ^p est homologue à zéro (^p== <a?<p/»—i), elle est
ï-exacte (^p= ^p/»-»-i, avec 9^,4-1= kîL^P^p^). On obtient le théorème sui-
vant [50] : si une forme <pp est Or-harmonique^ ses composantes simples le sont
aussi.

Pour une forme simple de classe AT, on a d^p == cpp-n 4- cp^ où <pp+i est
de classe k et 9',.^ de classe /r+ î , résultat démontré par H. Guggenheimer [30] et
l'auteur [50} qui a utilisé la formule suivante (relative à une forme effective ^p) :

(17) ^= ̂ -4-(-iy-i ̂ ^^

où ^y^i est effective (ainsi d'ailleurs que ï^p). Les formules suivantes ont été
démontrées par H. Guggenheimer [30], A. Lichnerowicz [54] et l'auteur [50]
pour une forme 9? quelconque :

(18)

on peut en déduire dô == ôd.

(?L-L?)^==(-iy^,
(â?A-A^)^==(-i)^9^,
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Tli^'Lepage [46J,a introduit Fopéraieur D:=dqd où q est l'application de ^p
sur ^p_î définie par9p==^9p+^<pj»A^î cet opérateur D (tel que D2===o) jouit
de& propriétés suivantes ; Dr= r (D opère donc sûr les classes mod û), A D == o ;
Th. IjepageA èri'^utre démontré que toute forme effective fermée ^p est localement
D-exaçtè/: pour toute formé effective fermée ^p, il existe une forme <?/» telle que
localement 09?= <j^. On peut d'ailleurs démontrer en utilisant la formule (17)
que l'opérateur D est (à un facteur constant près ) l'opérateur dàr (ou ïdr).

'Considérons une structure presque kàhlérienne subordonnée à la structure
symplectique ; il résulte des résultats précédents que toute forme propre (pour
l'autômorphisme G) effective, fermée est harmonique (au sens usuel), résultat
également démontré par A. Lichnerowicz [54]; le théorème de décomposition
d'une forme ^-harmonique est équivalent à un théorème de A. Lichnerowicz
relatif à la décomposition d'une forme 9 telle que 9 et €9 soient harmoniques.
A. Lichnerowicz a également démontré que si Va/i est compacte et admet une
forme à dérivée covariante nulle (relativement à la connexion riemannienne)^
l'ensemble des formes propres fermées et effectives n'est pas vide.

Toute forme pure de type o (cf. §3) est effective; donc les formes pures de
type o, fermées sont harmoniques, on peut désigner ces formes par pseudo-
analytiques (cette notion a été introduite par H. Guggenheimer [31] sous une
forme un peu différente); lorsque la structure est kàhlérienne, une telle forme
peut s'écrire localement : 2a^ < (-s1, ..., z " ) dz11 /\. . . ̂ dz1?, c'est une forme
analytique et B. Eckmanm [20] a démontré qu'une telle forme est harmonique.

Supposons maintenant la forme i2 cofermée mais non fermée ; où = a
entraîne Adw==8<ù pour toute forme de Pfaff &); cette formule, démontrée par
l'auteur [5l], n'est autre que l'une des formules ( i5) (cette formule ne serait plus
valable pour les formes de degré > i ). On en déduit que si §Q == o, toute forme
de Pfaff pure est harmonique. M"6 M. Apte [2] a étudié les structures hermi-
tiennes douées d'une ôQ-méirique (c'est-à-dire telles que où === o, ce qui est équi-
valent à ôQ==o). Elle a démontré que pour une telle métrique les coordonnées
analytiques complexes sont isothermes [A^^^o] (ce qui pourrait se déduire
des résultats précédents ); elle a, de plus, démontré qu'inversement si les coor-
données z9- sont isothermes, on a alors où == o.

d. Une forme différentielle extérieure û (de rang maximum) sur une variété Van
admet un facteur intégrant s'il existe une fonction différentiable À des coordonnées-
locales telle que d(^Q) = o. Ce problème a d'abord été traité par H. C. Lee [43}
puis indépendamment par G. Ehresmann et Fauteur [27], [51].

H. G. Lee considère sur une variété Va,» la structure définie par la donnée d'un
tenseur antisymétrique Oap non singulier. Au tenseur a^ sont associés les tenseurs ;

„ àa^Q àa^ àci^g,
^P^ ^f "h ̂  ̂  ~àà (tenseur de courbure) î

K«== SKotS-y^f (vecteur covariant de courbure) ;
^Ka àKQ . . _

éo(p= —g — -—!- (premier tenseur conforme de courbure);

Capv= Kapv-t- --;—•—^(KolOpY-h Kpo^p-i- K.ya«p) (deuxième tenseur conforme de courbure).
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Au tenseur dg^ == Xaap sont associés les tenseurs K-as-p ^KL'a == K-a— 2 (^ — ! ) ° - »
^3==: 6g^, G3i3Y= XCoi^Y. H. G. Lee en déduit les conditions pour que la structure
soit « conformallj flat » c'est-à-dire pour qu'il existe une fonction \ telle
le tenseur AOap définisse une structure « flat » (structure à tenseur de courbure
nul ou encore telle que la forme différentielle extérieure associée au tenseur a^
soit fermée).

Pour que la structure soit « conformallj flat », il faut et il suffît pour n ̂ > 2 que
le deuxième tenseur conforme de courbure soit nul (ce qui entraîne la nullité du
premier tenseur conforme); pour n == 2, il suffit que la forme .2K.a dx^ soit une
différentielle exacte.

Les mêmes résultats ont été obtenus de manière différente par G. Ehresmann
et l'auteur ; en raison de la décomposition :

, . iû A Qdû-^-^^
on a pour la forme ^'== ^12,

^d/-^-^
n- A I

(ou à'Q! est la codifférentielle de ̂  par rapport à elle-même), avec

^=X+, g' /Q /=§Q-^-(,^-I)^.

On en déduit le théorème suivant : pour que Î2 admette un facteur intégrante

il faut et il suffit^ pour n^> a, que ^ == o ( ce qui entraîne d ôî2 == o) . Pourn==2,
on a ̂  == o identiquement; pour que Î2 admette un facteur intégrante il faut

et il suffit que d^ == o. Remarquons que l'on a localement

?Q == S Ka dx^e <̂ û = S ̂ a3 dx^ f\ dx^, ^ = S Capy dx^ f\ dx^ A dx^'.

Pour que i2 admette un facteur intégrant global, il faut, outre les conditions
précédentes, que ôî2 soit homologue a zéro.

Si la forme i2 admet un facteur intégrant, on peut écrire localement [27] :

Q = yi Çdx1 A dy^ -+-... -+- dx"^ A dy11 ).

La forme est alors complètement intégrable : il existe une variété intégrale de Î2
de dimension n tangente à tout /^-élément de contact intégral de i2. Inversement
pour que ̂  soit complètement intégrable il faut et il suffît que la forme ̂  soit nulle.

H. G. Lee a donné les conditions pour qu'un vecteur covariant soit le vecteur
d'une transformation infinitésimale conservant la structure « conformally flat ».

e. Des applications des propriétés de la géométrie-symplectique à la résolution
de certaines équations aux dérivées partielles et au calcul des variations ont été
faites par Th. Lepage [46] et J. M. Souriau [67].

Th. Lepage a considéré un type d'équations aux dérivées partielles du deuxième
Ordre généralisant les équations de Monge-Ampère dont les solutions sont des
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. polynômes (à coefficients fonctions de 2 ̂ variables) et il a démontré que l'espace
vectoriel de ces polynômes est isomorphe à l'espace des formes effectives de
degré n relativement à une forme quadratique extérieure de rang 2/1.

J.M. Souriau a utilisé la notion de produit scalaire relativement à une forme
différentielle extérieure quadratique fermée û; tout vecteur est isotrope (c'est-
à-dire orthogonal à lui-même); les ^variétés isotropes saturées » sont les variétés
de dimension n intégrales de û. J. M. Souriau a obtenu le théorème de Jacobi
généralisé : deux hypers urfaces quelconques (de dimension 2/1—i) sont appli-
cables F une sur Fautre.

G. Reeb [65] a étudié certains problèmes relatifs aux structures presque sym-
plectiques et aux systèmes dynamiques.

5. Structures presque hermitiennes. Connexions affines associées. — a. Une
structure presque hermitienne peut être définie par la donnée d'une métrique
riemannienne définie positive F et d'un champ 1 d'automorphismes Lr de T.c lais-
sant invariante la restriction Fy de F ou par la donnée'de F et d'une forme diffé-
rentielle extérieure quadratique û échangeable avec F.

Nous ne citerons pas les innombrables travaux (Lefschetz, Hodge, Bochner, etc.)
concernant les structures kâhlériennes; toute variété algébrique plongée sans
singularités dans l'espace projectif complexe est une variété kàhlérienne. Les pre-
miers exemple^ de variétés complexes non kâhlériennes ont été donnés par
H. Hopf[37]. B. Eckmann etE. Calabi [9], [18] ont construit des exemples de
variétés compactes et simplement connexes n'admettant pas de métrique kàhlé-
rienne : ce sont des variétés complexes homogènes Mj^ç homéomorphes (au sens
analytique réel) au produit cartésien 83 -̂4-1 x Saç+i de deux sphères de dimension
impaire (on suppose p^> o ; q >> o ; pour <y==o , on obtient les exemples de
H. Hopf non simplement connexes).

A. Lichnerowicz [56] a désigné par pseudokàhlérienne (primitivement loca-
lement kàhlérienne [55]) une structure presque kàhlérienne subordonnée à une
structure presque complexe snns torsion et il a montré qu'une variété pseudokàh-
lérienne est une variété riemannienne admettant une forme quadratique exté-
rieure î2 (de rang a/î) à dérivée covariante nulle ou encore une variété
riemannienne telle que le groupe d'holonomie homogène T^ soit sous-groupe de
la représentation réelle de Un; A. Lichnerowicz [55] a démontré directement pour
les variétés pseudokàhlériennes les propriétés cohomologiques classiques des
variétés kâhlériennes compactes (B. Eckmann et H. Guggenheimer [20], [29]) :
parité des nombres de Betti 62^"l-i de dimension impaire, croissance des nombres
de Betti (^~2 ̂ bP pour p^n), décomposition de toute classe de cohomologie
de dimension p ̂  n en somme directe de classes de cohomologie admettant une
forme simple comme représentant. En raison de Fisoœorphisme dé l'espace vec-
toriel Hp des p-formes harmoniques sur le ^ième groupe de cohomologie d'une
variété compacte Van (de Rham [3]), il suffit de démontrer que les opérateurs C,
L, A commutent avec A === dS -h éd. A. Lichnerowicz associe, sur une variété
riemannienne, à toute forme différentielle extérieure de degré k une série d'opé-
rateurs Kh(h == o, .. ., k) et il a démontré que si la forme est à dérivée covariante
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nulle, ces opérateurs commutent avec A; si l'on considère la forme ^ (de
degré a) associée à la structure pseudokàhlérienne, on a (à un facteur constant
près) : K.o=L, RI==C, Ra==A. Remarquons qu'on pourrait démontrer que A
permute avec G, L, A en utilisant le fait que dQ == o (d'où â?L== Ld, dÏ ==ïd)
et que l'opérateur d se décompose en la somme c4-+- di (cf. § 3)

b. Dans le voisinage U d'un point de V^ une structure presque hermitienne
peut être déterminée par la donnée de n formes de Pfaff complexes ^ telles que
la forme d'Hermite et la forme différentielle extérieure associées à la structure
puissent s'écrire, en employant les mêmes conventions que dans le para-
graphe 3 ( ̂  == ^' ) :

$ = Sio^'co^, Q == Î'SOD^A ^sf'

On peut associer canoniquement des connexions affines à une structure presque
hermitienne; la première décès connexions a été introduite dans le cas hermitien
par J. A. Schouten et D. van Dantzig qui l'ont désignée par connexion unitaire
(voir J. A. Schouten [66]) puis par S. S. Chern[12]; dans le cas presque
hermitien, cette connexion a été introduite par G. Ehresmann et l'auteur [28];
elle peut être définie par les formes c^, w[. vérifiant, les équations (avec w^= («P,
<=^ A^/==A^):

d^ == St»^ A ^f -t- S A^ o^ A ^h -+• ^ B^ to7' A ^ / t r \
(19) ^(o*-'=r St^'A œ//-+-SA^,co/'A o^^-h.SB^/^A ^ / t > ( 5 , / , A = = l , . . . , / t ) .

co/-+-<'=o. ^hi-^^'h^0^ B&-^-B^=0 )

Les formes,
Q^= SA^o^A ^''r û•s•'= SA^^œ^A ^A '

définissent la première torsion de la connexion, les formes

1^= SB^œ^A ^/t', 1^'= S,B^,to/A ^//

la deuxième torsion (qui est la torsion de la structure presque complexe à laquelle
est subordonnée la structure presque hermitienne). Pour que la structure soit
presque kàhlérienne, il faut et il suffit que

D.--=o, Q^==o, B^+B^-+-B^==o, B^-hB^-+-B^==o;

pour que la structure soit pseudokàhlérienne, il faut et il suffit que les deux
torsions soient nulles. On définit les formes de courbure par

Q/.= d^f — ̂  A t0;p Hf/ = dwf;— Sto{î' A t^.

On déduit des identités de Blanchi {cf. § 1) que dans le cas pseudokâhlérien,
les composantes du tenseur de courbure vérifient certaines relations de symétrie
(indiquées par S. S. Chern [12] dans le cas kàhlérien).

Comme on peut associer canoniquement des connexions affines à une structure
presque hermitienne, on peut démontrer la propriété suivante [51] : pour que la
structure soit intégrable, il faut et il suffit que la courbure et la torsion soient
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nulles; on peut donc démontrer dans ce cas que la structure est kahlérienne sans
supposer les données analytiques.

Une autre connexion canonique a été introduite par A. Lichnerowicz [58] de la
manière suivante : la connexion riemannienne associée à la métrique F peut être
définie par les formes : ̂ , ûi)*7, r^", ^,, r7)/\ &)// vérifiant les équations

/ do)^ = ï.w/ A o5; -+- ^o^'A c ;̂, \

(9.o) '' ^(.)--''== ^o)/ /\ G)^' -+- ^c»^' /\ 6)^',' ( s -==. \. ..., n ; s' == s-+- n ) .

( A/ -+- ^/,', =o, (̂  -l- œ^ == o, &/' •4- A7; = o )

Si Pon pose
(^=S(^(^-h6^'), ^'=S(a^<^'-+-^,^).

les û^v et b^ constituent les composantes d'un tenseur par rapport au groupe-
unitaire Un; donc l'ensemble des û^ et des ^ (ainsi que leurs imaginaires
conjuguées) définit une connexion associée à la structure presque hermitienne
appelée connexion hermitienne induite par la connexion riemannienne.
L'ensemble des formes ^ = ïa'^w1 f\ wkl et ?== ̂ b'^^1'/\ ̂ ' et leurs imagi-
naires conjuguées (avec a^4-tt^==o, b'^-\-b\^=o) définissent respectivement la
première et la deuxième torsion de la connexion. On a

oV= œ;-h Ï(A^- A/;,,^'), ^=- A^,. ^== B/,^ B^^B^;

on en déduit que les deuxièmes torsions des deux connexions coïncident. Pour
que les deux connexions coïncident, il faut et il suffît que la première torsion de
l'une d'entre elles soit nulle (ce qui a lieu notamment pour les structures presque
k«'ihlériennes). Dans le cas pseudokàhlérien, on a ^==0, (S^'==o et les deux
connexions coïncident avec la connexion riemannienne. Une étude de ces deux
connexions hermitiennes a été faite par G. Legrand [4-2] qui a calculé les compo-
santes des connexions par rapport à des repères non unitaires. En imposant
d'autres conditions à la première torsion, on pourrait définir d^autres connexions
affines associées a la structure presque hermitienne mais seuleâ ces deux
connexions admettent une première torsion qui soit définie par des formes pures
de type o pour la première, de type i pour la deuxième. Parmi les autres

connexions, celle définie par les formes w' et Ô^== —/——^-(et leurs imaginaires

conjuguées) est particulièrement intéressante : les formes dénni55ant la première
torsion peuvent s'écrire

e^Sco/A ?/', e*-'=Soj/'A ̂  a^c ^^ ^'-

Si la deuxième torsion est nulle, on a

ô.^== ^a-i((0^)J ̂

et la torsion peut être dite induite par la torsion de la structure presque symplec-
tique (cf. § 4) à laquelle la structure pseudofcerinitienne est subordonnée. Noos
verrons dans le pâra,grÂpbe 6 que pour la connexion hermitienne ainsi défiftie,
la courbure coïlfornïe coïncide avec la courbure; c'est pourqnoi jious la dé^-
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gnerons par connexion hermitienne conforme. Les résultats concernant cette
connexion n'ont pas été publiés.

S. S. Chern a montré [12] (dans le cas hermitien mais ce résultat s'étend au
cas presque hermitien) que pour r •==. i, . .., /î, la r^"10 classe caractéristique (ou
classe de Chern) {cf. § 2) est la classe de cohomologie de la forme

W-== ————————————-I_____________ ^•••^—r+lQ^ A A ût'•—'•+*•
• ( 2 r.iy^-'-^{n— r-+-!)! A-^-'-HA / x • • • M -/--r+i'

on peut vérifier que, suivant le théorème de A. Weil (cf. § 1), on obtient la
même classe en remplaçant les ̂  par les formes de courbure de toute autre
connexion affine associée à la structure. En particulier si l'on désigne par i2^ les
formes de courbure de la connexion induite par la connexion riemanniennc, on a

(2l) ^=^=^(SL^:-S^)==prfôL),

où p est une constante et ô^î est la codiflférentielle de Î2 relativement à la métrique
riemannienne associée à la structure. Si l'on pose

soi = SR/'^ co/' A w"1 -+- s R//« ( to7 A ^ ' " — ^11 A ^ " l ' \

le tenseur R/'m (tel que R^=R/,^) peut être appelé le tenseur de Ricci de la
connexion unitaire; on définirait de même le tenseur R//,,(, A. Lichnerowicz [57]
et l'auteur [52] ont démontré que dans le cas pseudokahlericn, le tenseur do
Ricci R/'m ( === R/'m ) est identique au tenseur de Ricci de la connexion rieman-
nienne. A Lichnerowicz [58] a étudié des structures hermitiennes pour lesquelles
la forme ^n est nulle, et il a étendu au cas d'espaces homogènes complexes non
kàhlériens certains résultats qu'il avait obtenus précédemment [50] pour des
espaces homogènes kàhlériens 'à courbure de Ricci nulle. A. Lichnerowicz a
démontré notamment les théorèmes suivants : pour qu^une variété Jiermitienne
admette, pour la connexion hermitienne induite^ un groupe cVIiolonoinie a'.,;
sous-groupe de SU», il faut et il suffit que ^/i===o; tout espace homogène
complexe compact à groupe linéaire d^isotropie connexe irréductible et à
forme ^n nulle est localement euclidien.

c. G. Ehresmann et l'auteur^S] ont déterminé les structures presque hermi-
tiennes isotropes en chaque pointa"eV2n(c/'. § 1); pour de telles structures les
composantes des tenseurs de torsion et de courbure sont en chaque point indé-
pendantes du corcpère considéré. Le théorème suivant a été obtenu : une
structure presque hermitienne isotrope en chaque point est localement homo-
gène; une telle structure est intégrable ou bien localement équivalente à la
structure d^ espace hermitien elliptique ou hyperbolique. Une structure presque
hennitienne isotrope est donc kahlérienne. Si l'on se borne à une isotropie
restreinte (changements de corepères appartenant à SU/i), on obtient, outre les
structures précédentes, les structures localement équivalentes à la structure
presque hermitienne sur S,; définie à l'aide des octaves de Cayley, structure
admettant le groupe simple exceptionnel G^ comme groupe d'automorphismes cl



— -213 —

telle que toute structure localement homogène sur S<, lui soit localement
équivalente.

d. S. S. Chern [15] a défini la notion de variété riemannienne analytique
localement hermitienne et localement kahlérienne (ces définitions s'appliquent
au cas non analytique). Une variété analytique riemannicnne Y..»/( est localement
hermit ienne si tout point x ç. \\n admet un voisinage Lj (homéomorphe à une
houle ouvorle de R2") tel que parmi les structures presque complexes dans L"..,•
comi>atihlcs avec la métrique ricmannienne induite dans U.,, il en existe au
moins une qui dérive d'une structure complexe; si, de plus, dans chaque L , . la
structure hermitienne ainsi définie est kahlérienne, la métrique sur V.,/< est dite
localement kahlérienne. S. S. Chern a démontré qu'une métrique riemannienne
analytique est localement hermitienne s'il existe des repères orthogonaux pour
lesquels les composantes du tenseur de courbure delà connexion riemannienne
vérifient certaines relations linéaires homogènes; il a montré que ces conditions
sont suffisantes en utilisant la théorie des systèmes de PfafF en involution de
E. Carlan. Pour que, de plus, la structure soit localement kahlérienne. il faut et
il suffit que les formes de courbure vérifient les relations

^j.H-^-k = ̂ k,n^-j ; ^-îjk = ̂ H-j.H-k '.

ces relations pourraient s'obtenir à partir des formules (20) ; si la courbure est
supposée constante elles entraînent que la variété est localement euclidienne.
S. S. Chern qui a construit un exemple de variété compacte V i localement kahlé-
rienne et non kahlérienne, établit une relation entre la caractéristique d'Euler-
Poincaré et un autre invariant topologique des variétés localement kàhlériennes
de dimension 4; il en déduit que 84 n'admet pas de métrique localement kahlé-
rienne (mais S, admet des métriques localement hermitiennes).

(*». Courbure scalaire, courbure et torsion conformes des variétés presque
hermitiennes. — a. La notion de courbure scalaire associée à une structure
kahlérienne a été introduite par S. Bochner [^)]. L'extension de cette notion à
une structure presque hermiliennc quelconque a été taite par l'auteur de la
manière suivante [i8] : si Y et W (de composantes i1, . . ., ^, r,1, . . . . y/') sont
deux vecteurs tangents a V^ en xç\\n, l'ensemble des vecteurs în\—p\\

(où p est réel) engendre un élément plan P à deux dimensions réelles dans

lequel la courbure scalaire est définie par

/.,., •) ^ ̂  ^IX/^^'^-^V')-^ I^/A^^/^^'^'-H^/^-^^^-^'-^^^7^-;-''^'
^(^'r,---— ^•T/")(^/T,.<'— ^-'T/) -(- S^r^— ^r/^^'T/'— ^'r/' > î

où les [{^ sont les composantes du tenseur de courbure de la connexion unitaire
(on utilise toujours les conventions du paragraphe 3 : ^'==^, etc.). Lorsque
la structure est pseudokahlériennc, on obtient pour K la courbure scalaire
définie par S. Bochner ea utilisant le tenseur de courbure de la connexion rieman-
nienne. Le théorème suivant a été obtenu : si en chaque point .reVs/,.
K est indépendant de l'élément plan P, on a K == o. ce qui n'entraîne d ' a f ' l -
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leurs pas que le tenseur de courbure Soit nul. Si l'on suppose la structure
presque kahlérienne, on obtient le théorème suivant (généralisant un théorème
de S. Bochner relatif aux structures kahlériennes) : les structures presque kahlé-
riennes à courbure scalaire nulle sont intégrables. Remarquons qu'on aurait le
même résultat en définissant la courbure scalaire à partir de la connexion induite
par la connexion riemannienne ou de la connexion conforme car pour les struc-
tures presque kahlériennes, ces connexions coïncident. Ultérieurement il a été
démontré par Fauteur [M] le théorème suivant (généralisant également un
théorème de S. Bochner relatif aux structures kahlériennes) : si Von se limite aux
cléments plans invariants par l } automorphisme I.r {c'est-à-dire aux droites
complexes dans la terminologie de C. Ehresmann)^ les structures liermi-
tie fines pour lesquelles K est indépendant de Vêlement plan sans être nul sont
les structures isotropes non intégrables déterminées dans le paragraphe 5.
Dans l'énoncé de ce théorème, on peut supposer les structures seulement pseudo-
hermitiennes car le raisonnement utilise la nullité de là deuxième torsion, ce qui
entraîne, en raison des identités de Blanchi, que les formes de courbure sont des
formes pures, de type i.

Ultérieurement K. Yano et I. Mogi [77] ont défini, indépendamment des résul-
tats précédents, en se limitant aux structures pseudokahléricnnes la notion de1

courbure « holomorphique » ou courbure scalaire définie au moyen du tenseur de
courbure delà connexion riemannienne dans un élément plan holomorphique (ou
droite complexe) ; ils ont établi une condition nécessaire et suffisante pour qu'en
chaque point cette courbure soit indépendante de l'élément plan holomorphiquoî
ils n'ont pas déterminé toutes les structures pseudokahlérienncs à courbure holo-
morphique constante mais ils ont démontré l'équivalence des propriétés sui-
vantes : courbure holomorphique constante, libre mobilité holomorphique (notion
équivalente à celle d'isotropie), axiome des plans holomorphiques (il existe tou-
jours une surface totalement géodésique tangente à un plan holomorphique arbi-
traire). K. Yano et I. Mogi ont également démontré le théorème suivant : sur une
variété pseudo kahlérienne à courbure holomorphique constante positive A', la
distance entre deux points conjugués sur une géodésique est constante et

égale à 3—1 • Ces résultats peuvent s'interpréter en utilisant les résultats obtenus
v/Â-

par l'auteur : les structures pseudokàhlériennes à courbure holomorphiqm'
constante positive sont localement équivalentes à la structure d'espace hermitien
elliptique, d'où la propriété des géodésiques (E. CARTAN, Géométrie projectile
complexe^ Paris, 1931).

b. Soit sur V.j/, une structure presque hermitienne s définie par la donnée
d'une structure presque complexe et d'une métrique riemannienne F. Nous
dirons que la structure est localement conforme à une structure intégrable
(«conformally fia t ») s'il existe dans le voisinage U de tout point de Va» une
fonction différentiable des coordonnées locales À telle que la structure presque
liermitienne dans U correspondant à la forme ^F soit intégrable; on définit de

^même une structure presque hermitienne localement conforme à une structure
kahlérienne; il résulte de ces définitions qu'une structure s « conformally
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kahlerian » (et en particulier « conformally flat ») dérive d'une structure
complexe ; la métrique hermitienne associée à une structure « conformally flat »

peut s'écrire localement: '—— (dzdz^. . . + ' d z " dz11). Ces notions ont

été introduites par N. Coburn [17] (voir également J. A. Schouten [66]) qui a
montré qu'une structure hermitienne « conformallj kahlerian » est semi-
symétrique; N. Coburn a introduit une courbure conforme qui doit être nulle
pour les structures « conformallj flat ». Si la fonction /. est définie globalement
sur Va/t, la structure peut alors être appelée conforme à une structure intégrable
(resp. kahlérienne).

S. Bochner [6] a montré qu'une structure kahlérienne « conformally flat » est
intégrable (il a utilisé la courbure conforme associée à une connexion rieman-
nicnne introduite par H. Weyl).

Les notions de courbure et torsion conformes associées à une structure presque
hermitienne ont été introduites par l'auteur [48] : lorsqu'on multiplie par À la
métrique F associée à une structure presque hermitienne, la courbure et la torsion
conformes sont respectivement invariante et multipliée par un scalaire; il a été
démontré que la courbure et la torsion conformes associées à la connexion uni-
taire sont définies respectivement par les formes

VQ^ - ' i,^
n ; = i H — o ? ' — ^ et IP = Q< — ————1/,- - /Z——°/ l •

(ainsi que leurs imaginaires conjuguées) où o==lA^w\ les A^, définissant la
première torsion (cf. § 5); la deuxième torsion conforme est par définition
identique à la première torsion. Remarquons que la forme o + o est la codiffe-
rentielle &2 et que la forme /[^(IP+P) /\ ̂ —^(lP+ P) /\ &^] est égale.

à cliî— J"" _ ~ (cf. § 4). On démontre le théorème suivant : pour que la struc-

ture presque hermi tienne s soit localement conforme à une structure inté-
grable, il faut et, pour n^> 2, il suffit que la courbure et la torsion conformes
soient nulles;, en particulier si la structure s est supposée presque kahlérienne,
elle est alors intégrable (ce qui généralise un résultat de S. Bochner); on pour-
rait en déduire : pour qu^une structure presque hermitienne localement
conforme à une structure intégrable soit conforme à une structure intégrable.
il faut et il suffit que la formé extérieure Q. associée à la structure admette
un facteur intégrant globale ou (ce qui est équivalent) que ôî2 soit homologue
à zéro (cf. § 4). Il a été également démontré dajns [51] : pour qu'une structure
hermitienne, soit localement conforme à une structure kahlérienne, il faut et
pour n > 2 il suffit que la torsion conforme soit nulle, ce qui est équivalent
aux conditions obtenues (cf. § 4) pour que t2 admette un facteur intégrant.
Ce dernier théorème a été démontré également par Westlake [72] par des
méthodes analogues à celles de H. C. Lee pour les structures symplectiques (§4).
Dans le cas où la variété Van est simplement connexe ou à groupe de Poincaré
fini, Westlake a démontré, en utilisant des théorèmes dus à N. Kuiper, que si la
structure est « conformally kahlerian », Va,i peut être munie d^ne métrique
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kahléricnne; ce résultat pourrait se démontrer par les méthodes exposées précé-
demment car alors ouest homologue'a zéro.

On aurait pu définir la courbure et la torsion conformes à partir de la connexion
induite par la connexion riemannienne onde la connexion que nous avons appelée
conforme, pour cette dernière, on peut montrer que la courbure conforme^ est
égale à la courbure ; on peut démontrer en effet la propriété suivante : la structure s
étant déterminée dans le voisinage U d'un point de Vg/i par n formes de Pfaff
complexes ^ et la connexion conforme étant définie par l'ensemble des û^ et
des 9^, la connexion associée à la structure s\ dans U (correspondant à la
métrique ?. F) peut être déterminée par l'ensemble des formes S71 == (JLÛ^' (avec ̂ .a == ̂ )
et 6^. La première torsion conforme est définie par les formes © A — 5 Û A ̂  /^

9.{n— i) v

les ©Â" définissent la première torsion).

7. Structures presque hermitiennes d'espèce À'. — Les structures presque
hermitiennes ^espèce k [structures infinitésimales régulières de groupe struc-
tural le groupe « unitaire d^ espèce k » U^ ou sous-groupe de L'̂  laissant inva-
riante la forme quadratique

( .yl)2-+_(yl)2^.. . .-4_(.y^)2-4-(y^)2__(.y<-+l)2__(y<-+l)2__.. .__(.y«)2__(^)-2]

ont été introduites et étudiées du point de vue local par l'auteur [51 ] mais le pro-
blème d'existence n'a pas été abordé. Alors que toute structure presque complexe
admet des structures presque hermitiennes subordonnées, il n'en est pas de
même pour les structures presque hermitiennes d'espèce k(k ̂  n). D'après
G. Ehresmann [22], l'existence d'une métrique riemannienne de signature
2/1—2 k est équivalente à celle d'un champ continu de 2Â'-élémcnts de contact
(cette question a été également exposée par N. Steenrod [68]). Il faut, de plus,
que ces éléments de contact soient invariants par l'automorphisme I.r définissant
la structure presque complexe c'est-à-dire soient complexes (c/'. § 2) de dimension
complexe k. Donc l'existence sur une variété Van d'une structure presque hermi-
tienne d'espèce k(k^-n) subordonnée à une structure presque complexe est
équivalente à l'existence d'un champ continu d'éléments de contact complexes (de
dimension complexe k). Remarquons que si l'on se donne sur Van une forme
différentielle extérieure quadratique û de rang in et une structure presque
complexe telle qu'en chaque point l'automorphisme la; laisse invariante la restric-
tion Î2.2; de î2, la structure obtenue est une structure presque hermitienne
d'espèce k{k ̂ /i).

Dans le voisinage U d'un point de Va/, une structure presque hermitienne
d'espèce k est déterminée par la donnée de 2/1 formes de formes de Pfaff
complexes &)^, ^sf telles que w"'^ û? si s.^k^ («^^—^(o)* si s > A:, la forme
d'Hermite et la forme extérieure associées à la structure pouvant s'écrire

<Ï» == Soj^o^' et û = /Sto*'/^''.

On peut associer à ces structures des connexions affines définies par les mêmes
formules que les connexions associées aux structures presque hermitiennes mais



avec des conventions de signes différentes. Une structure presque hermilienne
cTespècc k isotrope en chaque point est localement homogène; cette structure est
intégrable ou localement équivalente à la structure « d'espace hermitien d'espèce AT»
dans l'espace projectifP,,( G).

8. Structures presque quatermoniennes. — Ces structures de groupe struc-
tural le groupe linéaire quaternionien L^ (cf. § 1) ont été introduites par
C. Ehresmann [23] qui a étudié le problème de la recherche de leurs conditions
d'existence sur une variété complexe ou presque complexe ¥4,,. Toute structure
presque quaternionienne admet des structures hermitiennes quatermoniennes
subordonnées [de groupe structural Uy,(Q)]. La recherche de telles structures
conduit d'abord à la recherche de SUs^-structures ; pour qu'une structure presque
complexe admette une SUa^-structure subordonnée, il faut et il suffit qu'une classe
caractéristique de dimension 2 soit nulle; cette condition réalisée, on est amené à
étudier l'existence d'une section d'un espace fibre dont la fibre est l'espace homo-
gène Ky,== SLJ:.)///U^(Q), ce qui conduit à une classe caractéristique de dimension 6.
Toute variété presque complexe V\ dont le groupe de Betti pour la dimension 2
est nul admet une structure presque quaternionienne; l'espace projeclif P2/i(C)
n'en admet pas.

W. T. Wu [73] a montré que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
variété orientée V4 (de dimension 4) admette une structure presque quaternio-
nienne est

Wj(V4) = 0, P;(V4) -h 2X«V4) == 0,

où Wî est la classe de Stiefel-Whitney réduite mod 2, P^(V) la classe de
Pontrjagin et X^V^) la caractéristique d'Euler-Poincaré. Wu a donné des
exemples de variétés V\ presque quatcrnioniennes : toute variété parallélisable,
toute surface algébrique plongée sans singularités dans P3(C).

G. Ehresmann a remarqué que toute variété quaternionienne (c'est-à-dire
presque quaternionienne intégrable) est localement affine, résultat qui pourrait être
démontré également en utilisant le fait qu'on peut associer canoniquement des
connexions affines «lux structures presque quatermoniennes [51].

9. Autres structures infinitésimales régulières. — La plupart des structures
dont il sera question dans ce paragraphe ont été introduites et étudiées du point
de vue local par l'auteur ['49], [51].

Sur une variété Va/i une structure presque par acomplexe est une L^-structurc,
le groupe linéaire 1iomo gène par acomplexe L^,, isomorphe à L,(, étant le sous-
groupe de La,, laissant invariante l'involution : a^-^y', ys-^xs(s= i, ..., n).
Les groupes L7,, et L^ sont deux formes réelles de L,^. Une structure presque
paracomplexe est déterminée par la donnée de deux champs différentiables Ci
et Cs de /i-éléments de contact supplémentaires Xn et X^.

Le problème d'existence de telles structures se ramène à la recherche sur Va»
d'un champ de /i-éléments de contact : en effet s'il existe un tel champ, il lui
correspond un champ de /i-éléments orthogonaux relativement à une métrique



riemannienne sur Vs/r En particulier pour qu'une variété Vo admette une struc-
ture presque paracomplexe,il faut et il suffit que sa caractéristique cTEuler-
Poincaré soit nulle.

Dans le voisinage U d'un point de V^ une structure presque paracomplexe est
déterminée par la donnée de 2/1 formes de Pfaff réelles linéairement indépen-
dantes c«^, w1'Cl'•== l-}-n) le cliamp Ci (resp. Ça) étant défini par ^ =: o
(resp. c^:^ o ) (Z == i , . . . , n). On peut associer canoniquement une torsion à
une structure presque paracomplexe, cette torsion étant définie par les équa-
tions (3) relatives aux structures presque complexes mais où les formes et les
coefficients sont supposés réels. Une structure presque paracomplexe intégrable
ou structure paracomplexe est déunie par deux champs complètement inté-
grables ; en raison du théorème de Frobenius, la structure est intégrable si et
seulement si la torsion est nulle (il n'y a pas lieu contrairement aux structures
presque complexes de distinguer les structures sans torsion et les structures inté-
grables).

Une structure presque parahermitienne (dont le groupe structural est le
groupe para-unitaire Ù/, === L^ n £2/0 isomorphe à L,,) est déterminée par la donnée
d'une forme différentielle extérieure quadratique ^, de rang in et de deux
champs Ci et Co de /^-éléments de contact supplémentaires intégraux de Î2. On
définit les structures presque parakàhlériennes et parakahlériennes.

Localement une structure presque parahermitienne est déterminée par la
donnée de ^n formes de Pfaff w^y w^ telles que ^î == .Sco' /\ G.)'' les champs Ci et Ça
étant définis respectivement par (1^==- o, w^ === o. On peut associer canoniquemeni
des connexions affines à ces structures; ces connexions sont définies par les
mêmes équations que celles définissant les connexions associées à une structure
presque hermilienne mais où toutes les données sont réelles. On peut de môme
introduire la notion de courbure et de torsion conformes ainsi que celle de cour-
bure scalaire. Aux théorèmes de géométrie différentielle locale (énoncés précé-
demment) relatifs aux structures presque herœitienncs correspondent des
théorèmes relatifs aux: structures presque parahermitiennes ; toutefois une struc-
ture presque parakàhlérienne à courbure scalaire nulle n'est pas nécessairement
intégrable. Les structures presque parahermitiennes isotropes sont intégrables ou
localement équivalentes à une structure parahermitienne sur P,»(R) x-Pn(R),
appelée structure d'espace parahermitien. Les structures isotropes d'une manière
restreinte sont, outre les précédentes, les structures localement équivalentes à une
structure presque parahermitienne sur la quadrique Q(( d'équation

{z )2 -h ̂ yi + ̂ y2 -h x^y^ == i ;

cette structure qui admet comme groupe d'automorphismes le groupe Gg (qui est
l'autre forme 'réelle du groupe complexe dont Ga est la forme réelle compacte)
peut être définie au moyen d'octaves de Cayley de deuxième espèce (algèbre sur
le corps des réels de base i, ^i, .. ., e-, vérifiant des relations analogues à celles
des octaves de Cayley mais avec des signes différents).

Si l'on se donne sur une variété Van une structure presque complexe (définie
par un champ d'automorphismes l.r) et un champ de /i-éléments de contact X/i
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tels qu'en chaque point X^n Ia.X/i===.r, on déunit une structure dont le groupe
structural L/, est isomorphe à L^; la structure peut encore être déterminée par
Pun des couples (I, J), (I, K), (J, R) de champs d'automorphismes 1 ,̂ 3 ̂  Ky: de
l'espace tangent Ta; tels que

(l.r/^-1, ' {S^-^-ï, rK.^-==+I, t.,J,=-.L,I.,=K,,.

A cette structure (appelée structure presque quaternionienne de deaxi^mi-
espèce si n == ip et dont le groupe structural L^p est alors désigné par groupe
linéaire homogène quaternionicn de deuxième espèce L",), ont été associées cano-
niquement trois connexions affines, suivant le choix de la première et de la
deuxième torsions; ces connexions coïncident si les quatre champs de /i-éléments
de contact associés à la structure sont complètement intégrables.

Remarquons que les groupes unimodulaires SU/i; SL'/f' , SL/(, SL/,, et si n== ip.
ST^, SI.'- constituent à un isomorphisme près, l'ensemble des formes réelles du
groupe simple complexe à n variables du type A.

D'autres structures ont été introduites dans [^l], ce sont des structure- de-
groupe structural isomorphe à 0,i et si n == 2p de groupe structural isomorphe
a Ly, x L,, x L,, x L,,, à L^ x L^ et à L^.

Parmi les structures infinitésimales régulières signalons les A^-structures
où A^ csl le groupe des matrices complexes triangulaires. F. Hirzebruch [33] d
désigné par « split manifold » une variété complexe Vo/i (de dimension complexe n i
munie d'une telle structure et il a démontré le résultat suivant : si ^ ^n est une
variété .ilgébriquc sans singularités, l'espace fibre associé à lespace T ( \2 / , ) des
vecteurs langents, de fibres isomorphes à L^/A'^, est une variété algébrique munie
d'une A^-structure. De telles variétés ont déjà été introduites par C. Ehrcsmann [21]
dans l'espace projectif P/i(C) : ce sont les variétés de « drapeaux » qui généra-
liseni les variétés de Grassmann.
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