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SUR LES GROUPES D'HOLONOMIE HOMOGENE DES VARIETES
A CONNEXION AFFINE ET DES VARIETES RIEMANNIENNES;

Par M. MarcerL BerGer.

INTRODUCTION.

Les groupes d’holonomie des variétés & connexion affine ont été définis pour la
premiere fois par E. Cartan [10], qui les a utilisés pour déterminer les espaces
riemanniens symétriques [11]. Récemment, les groupes d’holonomie on fait
I'objet de plusieurs travaux : A. Borel et A. Lichnerowicz [4], W. Ambrose et
I. M. Singer [1], A. Nijenhuis [15], et ont-été utilisés dans I'étude des espaces
homogénes par A. Lichnerowicz [2], [3].

L’objet essentiel de cette these est d’étudier le groupe d’holonomie homogene
restreint o, supposé irréductible, d’une variété V a connexion affine sans
torsion (T = o). On obtient d’abord le premier résultat suivant : o n’est pas un
groupe irréductible quelconque; on trouve yne liste I de classes de groupes
possibles, analogue a celle des espaces riemanniens symétriques d’E. Cartan,
mais légérement plus longue. Deuxieme résultat : la majeure partie de la liste 1
est formée de groupes pour lesquels le tenseur de courbure R de V est'a dérivée
covariante nulle (VR = o). De tels espaces ont une structure géométrique parti-
culi¢re : K. Nomizu a montré en effet [14] qu’un espace pour lequel VR =0 et
VT = o (a fortiorisiT = o) estlocalement un espace homogene dont la connexion
affine est invariante par parallélisme. On constate d’ailleurs que les espaces
riemanniens symétriques forment une partie importante de la liste I.

Les groupes restants forment la liste II, extrémement réduite; ce sont ceux qui
peuvent étre groupes d’holonomie homogene restreints d'une variété pour laquelle
VR est £ o.

L’outil essentiel pour étudier ¢ est le tenscur de courbure R de V. En effet (en
un scns convenable), R appartient par ses deux premiers indices a P'algebre
de Lie Z-de o. D’autre part, on peut déterminer :: siructure de 2 a I'aide des
résultats d’E. Cartan sur les groupes de Lic linéaires irréductibles [7], [8], [9]-
Les relations classiques que satisfait R quand V est sans torsion entrainent alors :

— soit que R =0 : o ne peut pas étre groupe d’holonomie homogene restreint ;
— soit que VR = o : ¢ appartient a la liste I.

Les groupes restants constituent la liste I
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Les calculs complets sont assez longs. Pour simplifier 'exposition, nous n’avons
traité en détail que le cas de la liste II pour une variété V%, de dimension m, .
munie d’une métrique de signature k. La liste II est alors réduite & sept classes de 3
groupes.

Pour terminer, nous avons donné dans le dernier chapltre, deux sénes diffé-
rentes d'applications de ces résuliats.

Le contenu des différents chapitres est le suivant :

Le chapitre I reprend en détail les résultats d’E. Cartan sur la structure des
groupes de Lie linéaires irréductibles [7], [8], [9]. Lorsqu’ils sont complexes, ils
s’obtiennent tous par des produits (en un sens convenable) de certains d’entre
cux qui sont simples : ces derniers, appelés fondamentauz, sont en nombre fini
pour chaque structure de groupe simple. Pour parvenir aux groupes réels a
variables réelles, il faut passer par l'intermédiaire des groupes réels a variables
complexes. Nous explicitons ce qui se passe pour les algébres de Lie des groupes
considérés, dans les opérations précédentes (toutes les algebres de Lie sont seule-
ment envisagées dans ce travail en tant qu’'ensembles de matrices carrées). Enfin
nous montrons que la nécessité, pour le groupe o réel a variables réelles, de
laisser invariante une forme quadratique, oblige les groupes entrant dans sa com-
position comme produit a satisfaire I'une des conditions suivantes : laisser inva-
riante, soit une forme d’Hermite, soit une forme quadratique, soit une 2-forme
cxtérieure.

Le chapitre II donne toutes les formes possibles des algebres de Lie 2 : d’abord
dans le cas ou o ne provient pas d’un groupe fondamental, ensuite quand & pro-
vient d’un groupe fondamental, en examinant ceux de ces derniers qui satisfont
aux conditions ci-dessus.

Le chapitre III rappelle la définition des groupes d’helonomie et les résultats
connus qui seront nécessaires dans la suite [1], [4], [18]. 1l donne ensuite la
démonstration du théoréeme principal (th. 3 du chapitre III). A la fin du chapitre
nous donnons aussi la liste analogue lorsque’ V est supposée étre seulement une
variété 4 connexion affine sans torsion.

Le chapitre IV indique deux séries d’applications. La premiére est relative aux
formes extérieures a dérivée covariante nulle des variétés V* : une telle forme
=(Vr=0) est invariante par ¢.' On peut donc déterminer toutes ces formes, en
particulier SO (m) et Sp(1) < Sp(n) ne laissent invariante aucune forme exté-
rieure, d’ou le résultat suivant :

S’il existe sur une variété riemannienne V une forme v non triviale telle
queVr=o0, V est : soit symétrique, soit réductible, soit pseudo-kihlérienne.

Nous appliquons ensuite le théoreme principal a 'étude du groupe d’holonomie
homogene ¥; o est la composante connexe de I’élément neutre de o [4], donc dis-
tingué dans ¥. Une étude algébrique permet alors de calculer ¥'/o. On en déduit,
par exemple : ,

8t une variété admet un revétemnent qui est pseudo-kdihlérien, a courbure de
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Ricel non nulle, non localement réductible, non localement symétrique, alors
cette variété admet un revétement ¢ deux feuillets qui est pseudo-kihlérien.

L’essentiel des méthodes utilisées a été donné dans trois Notes (*).
-Je suis heureux de pouvoir exprimer ici toute ma reconnaissance
. M. A. Lichnerowicz sans lequel ce travail n’aurait pas vu le jour; pour l'intérét
qu’il lui a constamment porté, pour les nombreux entretiens qu’il a bien voulu
m’accorder.

Je tiens aussi a remercier A. Borel pour les remarques qu’il m’a faites et dont j’ai
tiré grand proﬁ‘t,vainsi que J. P. Serre pour tous les éclaircissements qu’il m’a
donnés.

Mes remerciements vont encore 8 MM. H. Cartan et L. Schwartz pour ’honneur
qu’ils m’ont fait en voulant bien constituer le jury de cette these.

CHAPITRE I.

LES GROUPES DE LIE LINEAIRES IRREDUCTIBLES.

Ce chapitre comprend essentiellement deux sortes d’éléments : d’une p#it les
résultats d’Elie Cartan sur les groupes de Lie connexes linéaires irréductibles; qui
sont contenus dans [7] et [9] et résumés ici dans les n° 3, 5 et 6. D’autre part,
les algebres de Lie, explicitées en matrices carrées, de quelques structures de ces
groupces et quelques précisions relatives au cas ou les groupes linéaires irréduc-
tibles a variables réelles laissent invariante une forme quadratique, de signature
quelconque; ceci dans les n°* 4, 7 et 8.

Les n** 1 et 2 sont consacrés a quelques rappels qui nous ont semblé utiles.
Tous les groupes de Lie considérés dans ce travail seront, sauf mention expresse
du contraire, supposés connexes.

1. Poids dans les groupes de Lie linéaires semi-simples. — Nous appelle-
rons groupe GC-linéaire (resp. R-linéaire) un sous-groupc de GL(m, C)
[resp. GL(m, R)]. Nous omettrons quelquefois GC-linéairc ou R-linéaire
lorsqu’aucune confusion ne sera possible.

Soit § un groupe de Lie complexze semi-simple G-linéaire ct S5 son algebre
de Lie, définie par une base

O ] .
§1=_2H$i{zh)7“’ (X, %] ?ch'ikfk (=1, .., h =1 ..., m).
P T 3

D’apres E. Cartan ([B], p. 131-132), un tel groupe est équivalent a la donnée
d’un groupe de Lie complexe t, d’algebre de Lie @ engendrée par les X; et les W)
et dont la structure est la suivante :

(%o 51 =Deyeke,  [Xh] =S80 (W Bl =o.

k ®

(') M. BERGER, C. R. Acad. Sc., t. 237, 1953, p. 472-473 et 130€-1308; t. 238, 1954, p. g85-98
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Pour le voir, il sutfit de remarquer que le calcul des c;j; a partir des ;G est
exactement P'identité de Jacobi relative aux termes [ X:, [ X;, 1 ]]- De plus, 8 n’est
autre que la restriction du groupe adjoint de t au sous-espace vectoriel engendré
par les ¥}, évidemment stable. Dans t, les 1), engendrent un sous-groupe réso-
luble qui, de plus, est le plus grand sous-groupe résoluble de t; et les X; engendrent
un sous-groupe semi-simple de t, qui est isomorpheas. Soit{ X/} (f=1,...,{) la
base d’une sous-algtbre £ de Cartan de @. Alors £ est aussi une sous-algebre de
Cartan de § ([5], p. 127). Les ¥}, ont alors une racine par rapport a £, c’est-
a-dire une application linéaire £ — G/, qui sera appelée poids de W (resp. z1) et
notée (1). X; ont aussi des poids qui seront notés de méme (7). En particulier,
(¢) = o pour ct seulement pour i =1, ..., . A({) donn¢ correspond un seul j =1
tel que (Z) = (), les (¢) étant de plus opposés deux a deux. L'ensemble des (¢)
sera noté [ 6] ct celui des (1) : (8 >.[$] ne dépend que de la structure de groupe
de ¢ tandis que (s> dépend de la structure de groupe G-linéaire de s. On notera
qu’il peut exister plusieurs p tels que () = (), ot () €5 ).

Soit encore (£) €[8], ({) % 0. Alors ([B], p. 104 ou 133) les ¢léments de (5>

peuvent tous étre rangés en progressions arithmétiques

(7~1)> ()“2)=()‘1) +(i): LR O‘n) =()~nvl) +(i>7
(1), (42) = (1) + (2), cee (tm) = (m—1) =+ (¥)
telles que
(M) —(0)y ()= (&) oo, &{s> et M)+ (), (tm)+(2), ..., &{s).

Prorosition 1. (E Cartan [B], p. 133). — Les /SY jouissent des propriétés
suivantes : 1° si (£) = o, BY= (1) % (%, symbole de Kronecker); 2°si (i) 5 o,
iBY est £ 0 si et seulement si () = (1) + ().

Prorosition 2. — Toute forme quadratique (resp. extérieure, d’Hermite)
-
Zgagzazg(resp.
a, B

telle que Pas(resp. Bu, ..o Hads) nest o que si (a)+4(B)=o Ijresp.
(as) 4 (22) 4+ - -+ (ap) =0, (a) + (8) = o].

| PR AN AN Zﬂaﬁ-zaZ@) ineariante par $ cst
LT o,

En effet, si 'on exprime Pinvariance de la forme considérée a I'aide de %, on
trouve les conditions suivantes :

al 7 —
(1) Z(s7‘5$é+ 80,95) =0
A
(2) Zga,...11.7,%1,,2,.‘.1,)1;&1,: %
An
3) Z(G“)“5é+ 8,5.90) =0

A

qui doivent étre vérifiées pour une matrice quelconque G% € S.
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Considérons en particulier un ¢lément de €'; d’apres la proposition 1, on trouve
les conditions
8,5((2) +(B)) =0,

97,..,a,,((°‘1) +on (2p)) =0,

855 () + (B)) = 0/

ce qui entraine la proposition.

Ainsi la forme quadratique invariante par $ se décompose en formes quadra-
tiques partielles en les variables de poids opposés non nuls et en une forme qua-
dratique en les variables de poids o. Par un changement de base convenable de G
on pourra réduire cette forme quadratique a

(4) Nassosa+ Dazst  [ag, as€C, (a)+(d) =0, (3) # o, (¢) = o],
< P

ceci sans changer les poids des variables de $. Cette condition est essentielle
pour la suite (chap. III, n° 3). De méme une forme d’Hermite s’écrira sous les
mémes conditions

() Zaazazu.-kza,,zpzp [as, as€C, (a) + (F) =0, R((5)) # 0, R((s)) = 0]
g P

et une forme extérieure de degré

(46) Yaaia, (M+0)=o @eC.
I

Remarques. — 1° On déduit des conditions (1) et (2) que $ ne peut laisser
simultanément invariantes une forme quadratique et une 2-forme extérieure. En
effet, ces deux formes peuvent s’écrire

E Z\N3r=o0 et E 8:3i31,
i

d’on
—8i=8i=0.
2° La théorie des poids reste valable pour les groupes G-linéaires s réels
(groupes de Lie semi-simples 4 paramétres réels et a variables complexes) ([9].
p- 163-164). Il suffit de remplacer dans la définition d’un poids : £ — G par
L — R!. Les formes invariantes par s pcuvent encore étre réduites aux formes
indiquées ci-dessus (4).

2. Groupes de Lie réels associés & un groupe de Lie complexe. — Soit & une
algébre de Lie complexe d’ordre r. Il lui correspond une algebre de Lie réelle
d’ordre 21 qui sera notée &5 (resp. 8, 8). Le groupe 3 est ce qui sera désigné au
n° B par groupe réel de 1™ catégorie.

Si, par contre, il existe r éléments dc & qui engendrent sur R un espace
vectoriel S, de dimension t et qui soit une algébre de Lic réelle pour le crochet
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induit, S sera dite une structure réelle de G (resp. 8, s). Les structures réelles
des groupes de Lie complexes simples ont 616 déterminées par E. Cartan dans [8]-

Si le groupe complexe $ est G-linéaire, opérant dans G», un groupe réel associé
a $ sera un groupe G-linéaire opérant dans G". Lorsque nous dirons groupe
linéaire réel sans préciser, il s’agira toujours d’un groupe réel R-linéaire.
D’ailleurs, pour éviter toute confusmn, nous noterons systémathuemcnt les
groupes et leurs algebres de Lie :

C-linéaires complexes par des lettres gothiques g, 6. ...; &, S

y se ey

C-linéaires réels par des lettres italiques g,s, ...; G, S, ...;
R-linéaires réels par des lettres grecques vy, o, ...; T, 2, ..
Remarque. — Si 5 est un groupe C-linéaire complexe, S est constitué par un

certain ensemble de matrices carréea, S= ,'cl est alors composée du méme
ensemble de matrices.

3. Groupes de Lie complexes linéaires irréductibles. — Nous appecllerons
irréductible un groupe C-linéaire (resp. R-linéaire) ne laissant invarianl aucun
sous-espace vectoriel complexe (resp. réel) non trivial. Les groupes de Lie
complexes GC-linéaires irréductibles ont ¢Lé complélement déterminés par
E. Cartan dans [7]. Pour énoncer commodément ces résultats, nous donnerons
d’abord quelques définitions.

A. Définitions. — Soient §'(i =1, ..., n) n groupes linéaires quelconques

opérant dans des espaces vectoriels E(. Nous appellerons produit des gé et
i . . . . . . . .

noterons >< §¢ la représentation tensorielle du produit direct des §¢, c’est-a-dire

le groupe opérant dans ® E est dé¢fini par linéarité a partir de la formule

[ i i L . .
<>< t').(;@zi)-_—®(tlzl)7 ol tiegl, zleEL
Soit maintenant § une structure de groupe et /(¢ =1, ..., n) n groupes
linéaires isomorphes a g opérant dans des espaces vectoriels E; les isomorphismes
. . i . - i .
correspondants seront notés 8 : g — g¢. Soit [ < g'} la diagonale de < g/, c’est-

a-dire le groupe isomorphe a g§,-opérant dans ®E" ct défini par linéarité a partir
de la formule

r(®3) =®((0h)st), ou hes, seEL
Un groupe produit de groupes irréductibles est toujours irréductible; par contre,
la diagonale précédente n’est pas irréductible en général, méme si les g¢ le sont.
i
Nous appellerons produit faible des gt et noterons < §' la restriction, irréduc-
i {
tible, de [>i< g"] a un sous-espace stable pour l:>< gi] de Q Ei, telle qu’elle est
définie dans [7] par un poids dominant (¢f. [7], p- 11-13).

B. Résultats. — Compte tenu de ces définitions, les résultats de [7] peuvent
s’énoncer :
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Trtortue 1 (E. Cartan [7]). — S¢ un groupe de Lie complexe C-linéaire est
non simple et irréductible, il est le produit de groupes de Lie complexes
simples CG-linéaires dont un au plus est un tore & une dimension (complexe).

Ce théoréme entraine en particulier que § est semi-simple ou produit d’un
groupe semi-simple par un tore i une dimension complexe, ce qui n’est pas
démontré dans [ 7], mais dans [6].

Tutoreng 2 (E. Cartan [7]). — Il existe, pour chaque structure de groupe
de Lie complexe simple C-linéaire §, de rang |, | groupes C-linéaires irréduc-
tibles complexes isomorphes a §, appelés fondamentauz, tels que tout groupe
de Lie complexe, C-linéaire, irréductible et isomorphe a § est un produit
Sfaible de groupes fondamentaux de § convenablement choisis.

Si g simple irréductible n’est pas fondamental, il peut s’érire § = k > l) et nous
dirons alors qu'il est semi-fondamental.

4. Algébres de Lie des produits et des produits faibles. — A. s est un pro-
duit. — Soit $ =g > ¢, ou g (resp. §') opere dans G* (resp. C’) et a pour
variables les zy, ..., z, (resp. 2z, ..., 2,). Les variables de G*)C" sont
les z;(X) z) et seront notées z,. 5 est engendrée par

(X, ¥)=(X,0)+(0, X), ol Xe6, Xe@,

on a donc
() Bpt= @7+ e

B. s est un produit faible. — Soit $ =k > ). D’apres [7] (p. 11-13), ona

(s> =ChD>+<h)

Nous ne distinguerons pas ici et dans les questions analogues du chapitre III les
variubles et leurs poids, en particulier des variables différentes de méme poids.
Les variables de § peuvent s’écrire sous la forme zn, (I)e{k>, (1) €(h>. Exa-
minons les éléments non nuls de §%*. Il y a d’abord (prop. 1) ceux provenant
d’un ¢lément de G de poidz‘; nul : ils sont (prop. 1) de la forme 52 et liss
(p — ¢) relations linéaires, ou p est le nombre de variables de $, ¢ le rang de s.

Soit maintenant 5%%*>£ o et provenant d’un élément de S de poids () €[s].
(¢) # o. Il est d’abord évident que ce terme ne provient pas d’un autre élément
de S, de poids (Z) 3£ (J), car (&) est bien défini par (i) = (m) + () — () — (}).
Puisque [s]=[k]=[bh], i1 existe (a)elR)> (resp. xeh>) tel que
(a)+ (£) ek (resp. () + (i) €{h>), ce qui entraine que, quel que soit
() e<h> [resp. () ek )], ona (@) + )+ () €< 8 [resp. (D+(2)+() € (8 D).
Pour énoncer commodément ce résultat et d’autres analogues dans la suite, nous
utiliserons les deux notations suivantes, relatives & 'algtbre de Lie & d’un
groupe linéaire, explicitée en matrices carrées

GL2 & (resp. 65=6Y)
qut signifiera que, quelle que soit la matrice &;* € &, on a
GL=262 (resp. BL=c®?, ¢ ==1),
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ou A est un nombre réel (resp. complexe) si @& est une algebre de Lie réelle
(resp. complexe) non nul, dépendant éventuellement de a, b, ¢, d, mais non de
I'élément de @ considéré.

Le résultat précédent s’écrit donc : quel que soit 5’,’;“25 o, () + () Z (m) + (&),
il existe a et b, « et f3, tels que, quels que soient ne K>, veh>,

mit & by & B
By =B =5

[Lon a posé (6) = (a) + (¢) et (8) = (o) + (i).]

5. Groupes de Lie réels C-linéaires irréductibles. — Soit g un groupe dc Lie
réel, G-linéaire, d’ordre r. Il définit par complexification un groupe de Lie
complexe C-linéaire g. Si g est irréductible, semi-simple, il en est de méme de g,
qui est donc (th. 1) un produit de groupes simples. Mais si 'ordre de g est <7,
& lni-méme n’est pas en général un produit de groupes simples réels. Cependant
la structure de g est précisée par le théoréme suivant :

Trkorene 3 (E. Cartan [9]). — On peut répartir les sous-groupes invariants
de § en trois catégories (ceux de la 3° catégorie étant composés de paires de
sous-groupes simples conjugués de méme structure) dont les algébres de Lie
sont engendrées par des bases : | Xy} pour la 1" catégorie, { X} pour la
2%, {Xo} et { X3} pour la 3%, de fagcon que les sous-algebres correspondantes
de g soient engendrées, en tant qu’espaces vectoriels, par les éléments

Z)\Lxl. (*L€0),
L

Zx,x, (* €R),

14

2 ( 75. %+ 7, x’,) (M. €C).
A

Ce théoréme montre en particulier que :

— si les sous-groupes invariants de § sont tous de 1™ ou 2° catégorie, § est un
produit de groupes réels C-linéaires et son algébre de Lie est donnée par la
formule (5) (remarque du n° 2);

— si g est le produit de deux groupes conjugués k et h = ¢(k), G est définie
par la formule
(6) Gt =Krh+sp(eK)y

qui se déduit immédiatement de la formule (5);
— si g est simple, il est pour lui-méme, soit de 1™, soit de 2° catégorie; les seuls
cas possibles sont donc les suivants :

1° g est fondamental de 1™ catégorie. — Ona g= g, ou g est fondamental.
En tant qu'ensemble de matrices, G ne differe pas de @ (remarque du n°® 2).
Les algébres de Lie des groupes fondamentaux complexes seront déterminées au
chapitre I. Quant a g, il sera dit C-fordamental (réel, G-linéaire).
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2° g est semi-fondamental de 1" catégorie. — On a g =4g. Puisque G ne
differe pas de @ (remarque du n° 2), G sera donc définie par des formules iden-
tiques & celles du n® 4.B) au changement pres des lettres gothiques en lettres
italiques.

3° g est fondamental de 2° catégorie. — § est alors une structure réelle de g
et sera dit R-fondamental (réel, G-linéaire). Les groupes R-fondamentaux sont
explicités dans [9] (p. 168-173); nous indiquerons leurs algébres de Lic dans le
chapitre II.

i .
4° 8 est semi-fondamental de 2° catégorie. — Soit § =< g’. On a alors
i

& =2< g% ou les g¢ sont R-fondamentaux et correspondent & une méme structure
réelle g de g. On a alors pour G des formules identiques a celles du n° 4.B, au
changement pres des lettres gothiques en Icttres italiques. On voit donc qu’il n’y
aura pas a distinguer entre les cas 2° et 4° : Pappellation g (réel) semi-fonda-
mental sera suffisante.

6. Groupes de Lie réels R-linéaires irréductibles. — Les résultats des n° 3
et B permeltent — compte tenu des groupes fondamentaux réels explicités dans [9]
(p- 168-174) — de construire tous les groupes de Lie réels G-linéaires irréduc-
tibles. Il reste donc a étudier, selon [9], les groupes correspondants a variables
réelles.

A. Définitions. — Soit g un groupe linéaire opérant dans G~. I lui correspond
un groupe projcclif opérant dans P,_(C). Une antthomographie de G est une

transformation de G définie par les relations

;= 2 a3z (G L,m, ...=1, ..., n).

Une antitnvolution de G* est une antihomographie involutive dans P,_, (C),
c’est-d-dire dont le carré est I'identité dans P,_4(C); ce qui se traduit dans G»

par les conditions
Za,,ﬁ,,: h 5{,
q

ou A est réel non nul.

Par définition, !’indice de cette antiinvolution sera - Ce signe ne dépend

h
& [T
pas en effet de la base choisie dans G».

Deux groupes réels g, g’ seront dits corrélatifs si leurs équations caractéris-
tiques ont leurs coefficients conjugués. Si, de plus, g et g’ sont semblables en
tant que groupes linéaires, on peut les définir sur le méme espace G par des
matrices g,/ = g/; ou encore G/ = G/ pour G et G'. Un groupe g sera dit auto-
corrélatif si son équation caractéristique est a coefficients réels. Selon [9] (p. 166),
tout groupe de Lie réel, G-linéaire, irréductible et autocorrélatif laisse invariarte
une antiinvolution : ’indice de g sera celui de cette antiinvolution.
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B. Résultats (E. Cartan [9]). — Soity un groupe de Lie réel opérant dans R,
irréductible; il lui correspond de fagon naturelle un groupe réel £, opérant
dans G™. Si & est irréductible, y sera dit de 1™ classe, ainsi que 2, qui sera alors
noté g. Si £ est réductible, c’est que m = 2n et que £ définit un groupe irré-
ductible g, opérant dans G”; g et y seront dits de 2° classe.

Réciproquement, a chaque groupe réel g opérant dans G7, irréductible, on
associe canoniquement un groupe réel R-linéaire, irréductible opérant : dans R”»
si g est de 1™ classe, dans R2?” s1 g est de 2° classe; et 'on obtient ainsi tous les
groupes de Lie réels R-linéaires irréductibles. Dans les deux cas, g et y seront
dits associés.

Les groupes g de 1™ classe sont caractérisés par :

ProrosiTion 3. — g est de 1% classe si et seulement s'il laisse invariante une
antiinvolution d’indice —+ 1. Alors y est la restriction de g aux éléments
doubles de cette antiinvolution.

Il reste maintenant a savoir dans quels cas un groupe g irréductible et construse
comme indiqué au n° B est de 1" classe, ce qui est indiqué dans les deux
théorémes plus précis suivants :

TutorkMe 4. — Pour qu’un groupe de Lie réel, C-linéaire irréductible, non
simple g laisse invariante une antiinvolution d’indicec, il faut et il suffit que :

1° g ne contienne aucun sous-groupe invariant, soit de la 1™ catégorie, soit
de la 2° catégorie non autocorrélatif;

2° le produit des indices des sous-groupes invariants autocorrélatifs soit ¢;

3° les sous-groupes invaréiants conjugués de 3° catégorie sotent semblables;

4° le sous-groupe éventuel & un paramétre réel soit R.

TutorkMe B. — Pour qu'un groupe simple réel, CG-linéaire irréductible g
laisse invariante une antiinvolution d’indice ¢, il faut et il suffit que :

1° g ne soit pas de 1™ catégorie;

2° les groupes corrélatifs interviennent le méme nombre de fois et soient
semblables;

3° le produit des indices des groupes autocorrélatifs soit c.

7. Algeébres de Lie des groupes réels R-linéaires irréductibles. — Il est main-
tenant nécessaire de savoir passer de I’'algebre de Lie G d’an groupe g a variables
complexes a celle I' du groupe v a variables réelles associé¢ a g.

A. gestde2°classe. — Si z;(i =1, ..., n) sont les variables complexes de g,
on peut prendre pour 27 variables réelles de v @ zi= R(z:) et z,= J(z;). On
définira donc I par les relations

) rf=Ti=®&(6]), Tr=—Th=2(6]).

Nous emploierons systématiquement les notations avec des % lorsque y sera de
2¢ (lasse.
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B. g est de 1™ classe. — 1l est d’abord nécessaire de préciser Pantiinvolution
que g laisse invariante :

Prorosition 4. — S¢ un groupe de Lie G-linéaire irréductible (réel) laisse
invariante une antitnvolution d’indice e, celle-ct s’éerit :

1 Slg=—1: Z,: Eiz, Z,v:—g," ou

i=1, ..., n; =1+ n; (i‘):(?’);

2° sie=—41:7Zlh=72\, Li=¢€;3in, Li=¢i3;, ou
i=1, ..., n; U=1i+n;
A=o2n+1, ..., m; (i)=(z_"); J(n))y=o.

En effet : si g est un groupe R-fondamental, les antiinvolutions données
dans [9] (p. 168-173) sont de la forme indiquée. Si g est semi-fondamental, la
diagonale [>‘< g‘il admet I'antiinvolution produit ([9], p. 166-167) d’antinvolu-

i .
tions du type précédent, qui est bien de ce type. Par restriction & < g7, les

variables de ce groupe ¢tant des combinaisons lindaires de celles de [>i< g”],
Pantinvolution garde la méme forme. A fortior:i si g est un produit de groupes
simples réels. De méme si g est le produit de deux groupes conjugués ou corré-
laufs ([9], p. 163). L’assertion relative aux poids est énoncée dans [9] (p. 164) et
peut se démontrer d’'unc fagon analogue a la proposition 2, a I'aide des rela-
tons (9) ci-dessous appliquées aux éléments de poids o de G.

Nous pouvons maintenant calculer I a 'aide de . Avec les notations de la pro-
position précédente, ¢ =1, nous prendrons comme variables réelles engen-
drant I'espace des ¢léments doubles de 'antiinvolution

ri= QR(5;+ < 3p), Zp=J(3;— 1 240), = R(z5,).
Nous emploierons toujours les notations avec des ' lorsque g sera de 1™ classe.

ProrosiTion 3. — Avec les notations ci-dessus, T est donnée en fonction de (;
par les formules

[ M= o(H+qH), T,=280, rIY=HY
® U= o(H—gH). T=2K;
J¥i= a( =) rimat

g j j 3 A
; lj,:z(—Kf—s,-K{), Tp=—2Kk};
Yon a posé
Hi=®(GY), Ki=J(G}).
Pour vérifier ces formules, il suffit de remplacer les z;, 5, par leurs valeurs en
fonction des z;, z, dans la définition des transformations infinitésimales de G. On

trouve ainsi directement les relations

. . . . . i 7 it 3 ]
T/ = Hj+oH,+ ¢ H]'« e 0, T = WH+qH, Ii=H:
)= H]— e ) — ejH] + e ; HY P*,{ = Kj5—¢iky ;

i ] - ~jr Jr w L
r/'= K/+akj—K]'—qe;K], Ti= I'+qH;;

T} =— K/ + ¢ K)— ;K] + ;¢ K/, I =— KP4 o Rh
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De plus, en exprimant qué G laisse invariante I'antiinvolution donnée, on obtient
les relations ' ‘

(9) Gi=wue;Gl,  Gl=45Gl, Gl=uGl, - G¥=e6Y,

d’ou les formules annoncées.

8. Précisions dans le cas des groupes de rotations. — Nous appellerons groupe
de rotations un sous-groupe de Lie, connexe, irréductible, de GL(n‘,'R) qui
laisse invariante une forme quadratique (nécessairement de rang n). Cette
forme pourra étre de signature quelconque (la signature d’une forme quadratique
étant le nombre de carrés << o qui apparaissent dans sa décomposition en unc
somme algébrique de carrés). Le plus grand sous-groupe connexe de GL (7, R)
qui laisse invariante une forme quadratique de signature A sera noté SQ%(n);
S0°(r) n’est autre que le groupe classique SO (7).

Si Eyijw;xj est une forme quadratique invariante par y, il revient au méme

i,j
de dire que T vérifie les relations
(10) Z(y/l,rf,-o-y,,ll‘ﬁ,):o.
{
ProrosiTion 6. — S7 y est un groupe de rotations, il ne contient jamaris le
groupe R.

En effet, les transformations de R s’écrivent dans g (donc dans y), qu’il soit
de 1™ ou 2° classe : G/ =13/ A € R. Sil'on applique & une tclle transformation la
formule (1), on trouve y;;= o quels que soient Z et ;.

Prorosition 7. — Soit y un groupe de rotations et g le groupe réel G-linéaire
associé. St g est de 17 classe, il laisse invariantes une forme quadratique et
une forme d’Hermite. St g est de 2° classe, il laisse invariante : soit une forme
quadratique s'il contient un groupe de 1" catégorie, soit, dans le cas contraire,
une forme quadratique ou une forme d’Hermite ou les deux.

1° Soit d’abord y de 2° classe. En remplacant z; (resp. z,) par é(z;—f—,l—ﬁi)
[resp. %(z,—— E,-)] , on voit que g laisse invariante la forme quadratique

2312/(*.'1-/— Yorje -+ EYarj+ Vi)
ij
et la forme d’Hermite
e . .
zzz Zj(Yij+ Yojo Eej— Yy
I¥]
P'une de ces formes pouvant étre identiquement nulle sans que l'autre le soit.
Si g contient un sous-groupe invariant de 1™ catégorie, il ne laisse invariante
aucune forme d’Hermite. Sinon I'on aurait pour G}* et _‘/—l G7" appliquées aux
formules (2) et (7)

D(8arCh+guiGh) =0, F(8a1Gh—gnGh) =0,
{ {
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d’on Eg,,;G’,,: o qui entraine det|g;;|=o0, ce qui est absurde, la forme
- )
d’Hermile considérée étant de rang maximum puisque g est irréductible.

2° Soit maintenant y de 17 classe. En remplacant z; (resp. 2y, ) par
1 — — i - —\ I — .
5 (Bid-eizi+ i+ €i%ir) [resp. E(z;—e;z,v——z;—k €i%ir), 5 (7.4 z,)] onvoit que g

laisse invariantes la forme quadratique

Z[zizi(‘ﬂi— Yoy irj+ i) + ez 3
Iy, .
X (Y= Yoy — EYrj— i)+t €3G (Y e L j— EY)] - -+2 2, 3p.
W
et la forme d’Hermite

N[ = . . =
Nlaz(rij+ v+ Eej— ) + wzis sy
ij
. . - . . N\, =
X (Yij = Yvjr— Elip i) ek £ 802 (Yij— iy Tl i) 4+ Z %330
WP

qui ne peuvent étre séparément nulles. .

Prorosition 8. (E. Cartan [11], p. 240-241 et 251-253). — Soit g =k < h.
Si g laisse invariante une forme d’'Hermite, il en est de méme de k et de h.
St g laisse invariante une forme quadratique, alors : soit k et h laissent inca-
riante chacun une forme quadratique, soit k et h laissent invariante chacun
une 2-forme extérieure.

1° Si g laisse invariante la forme d’Hermite

Sax, b3 Sax Tb3;
a,%;0,8

en remplacant les =, par z,z, on trouve 'expression

>
a, ;5,8

Sax,(bB)* Za Zy 3a 3_3

. qui n’est identiquement nulle que si tous les g,z 3. sont nuls. Cetle expres-
sion définit donc au moins une forme d’Hermite invariante par k; de méme
pour 4. Sil’on réduit ces deux formes, par des changements de base convenables,

O — _ . ) . . .

a 2‘11:1 et Zzl:.)_, on obtient pour la forme d'Hermite invariante par g,
[ )

Pexpression

(11) Zm‘sm

LA

les changemnents de base utilisés n’ayant pas alfére la structure de produit de ¢ :
G satisfait toujours la formule (5).
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2° Si g laisse invariante la forme quadratique
&aa,bB 30568,
L a,a;b,p
on en déduit comme précédemment I'expression
. 2 gau,bﬁzazbzazﬂ'
a,a;5,8

Si cette forme n’est pas identiquement null¢, elle définit au moins une forme
quadratique invariante par & et au moins une forme quadratique invariante par 4.

Par des changements: de base convenables, on se raméne a la forme 25,’1. Si la
LA

forme obtenue plus haut est identiquement nulle, c’est que Laa,bf+ gapba=0.0n

en déduit alors que k et % laissent chacun invariante une 2-forme extérieure; en

. . . U . « e
réduisant ces derniéres a Ez, N\ 2z et ZZ‘A /\ z. on obtient pour la forme initiale
{ )

invariante par g

z(zn‘zmx-— 240 300)-
)

La structure de G reste encore inaltérée.

Prorosition 9. — Soit | un groupe de rotations de 1 classe dont le groupe
associé g est un produit de deux groupes conjugués k, h. Alors k et h laissent
chacun invariante : soit une forme quadratique, soit une 2-forme extérieure.

On procede comme précédemment en utilisant les formules (1) et (3), ainsi que
Pexistence simultanée dans G d’¢léments de la formeG)* et \/—1 G*. On réduit

ainsi la forme initiale a Zz,,z,,,. ou sz,; la structure de I reste inaltérée.
' 1,J LI
. Si g est de 2° classe, la forme d’Hermite invariante peut étre du type

Ezu?n-
Ly
Remarque. — Les calculs faits permettent dans chaque cas de remonter a la

forme initiale Zy,-jxixj invariante par y, dont nous aurons besoin au chapitre II.

i

CHAPITRE II.

ALGEBRES DE LIE DES GROUPES DE ROTATIONS.

Ce chapitre donne une liste des expressions possibles pour les algebres de Lie
des groupes de rotations, sous la forme qui nous sera nécessaire au chapitre III.
Les semi-fondamentaux n’y figurent pas, I'étude faite au n°® 4 du chapitre I étant
suffisante pour la suite. Pour cela, on utilise essentiellement : pour les groupes

Y]
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non simples, les résultats du chapitre I; pour les groupes fondamentaux, les
résultats de [7], [8], [9] qui fournissent la liste des groupes fondamentaux
complexes et leurs siructures réelles. Certains groupes sont traités a part a l'aide
de la proposition 2.

De plus, nous aurons besoin au chapitre III des composantes deux fois cova—
riantes des algtbres de Lie considérées, c’est-a-dire des

\ Y
1‘1;=2_‘th1',',
;

ou Zy,-jx;.z'/ est la forme quadratique invariante par le. groupe de rotations

ij
considéré. Nous préciserons les I/ chaque fois qu’'elles différeront des I';; autre-

ment que par le signe, c’est-a-dire chaque fois que Zy,-jx,-xj ne sera pas réduite

) Iy
a une somme algébrique de carrés.

1. Groupes non simples. — Etudions les cas suivants, qui épuisent toutes les
possibilités :

A. s est de 2° classe, non produit de deuxr groupes conjugués. — On a

s=g < g, d’ou X a I'aide des formules (5) et (7) du chapitre I

( x;’)’\lﬂ-= Etﬁ‘)t).=H7'5{'+ 8;"11'}: ¢ m=1,...,n),
]
227;;” =—E:;{ll:l)-' =I‘;n 81:'" B;nKlg' ()‘7 B=1I,... V)'

Les formules (11) et les formes réduites analogues des autres cas du chapitre I,
n° 8, la démonstration de la proposition 7 du chapitre I montrent que la forme
quadratique invariante par o est de la forme

Z(zn zpy A+ cxnpreny) (e ==1),
I}

ol { - I (resp. A —X') est une application involutive de I'ensemble des indices {{}
(resp. {A}) sur lui-méme (qui peut éire l'identité). On obtient donc pour
composanles purement covariantes de

() Eimy = S mpr = H 3% + 8" HY,
2 ’ ’ ’ -y .
Si mpr =— S mp= K7¥ 8% + 8 K.

Dans le cas particulier ot g’ est le tore T! & une dimension réelle, c’est-a-dire
le groupe opérant dans G et laissant invariante la forme d’Hermite =4 %o, on obtient
pour l'algébre de Lie de g < T* la formule suivante, en posant 5, = 3;

3) Zim= Zpm= Him, 2lm‘= — Zpm= Kim—+ 5",

2 ne differe de T' que par l'introduction de et g est un groupe qui doit étre



— 9294 —

de 2° classe et laisser invariante une forme -d’Hermite puisque (prop. 7 du
chapitre I) T* ne laisse invariante ni 2-forme extérieure, ni forme quadratique.
Dans les numéros suivants nous signalerons ces groupes lorsqu’ils se présenteront.

B. s est de v classe, non produit de deur groupes conjugués. — On a
wujours s = g < £’. D’aprés le théoréme 4 du chapitre I, g et g’ sont autocorré-
latifs et il y a deux possibilités : leur indice commun est soit —1, soit -+ 1. Dans
les deux cas, g et g’ laissent invariante une forme d’Hermite (prop. 7 et 8 du
chapitre I); on obtient donc pour forme quadratique invariante par ¢ [form. (11)
du chapitre 1] fo. -Les composantes purement covariantes de ¥ scront donc

L
identiques aux composantes mixtes.

1° Indice + 1. — On peut écrire ¢ =y >< ¥/, ol 7 et ¥’ sont des groupes réels a
variables réelles. D’ou

(3)* Spomp=HE S+ S HY  (Lm=1,..., 00 u=1,...,v).

2° Indice —1. — On utilise les notations de la proposition 3 du chapitre T.
Pour variables de o, nous prendrons les 21, 2z, Zns, sy, définis par

an=axn-+lxry, By ==xn—Iixry, I =xhe+ LT, B =—Xn0+ LT,

D’ou, par les formules (8) du chapitre I, les seules composantes non nulles de 2,
identiques aux composantes purement covariantes

) 2y Y

== = sl = = e
T Y1 N
N S S e
[ = l=—3} =3l =—2kl]
(ba) 0E = E¥= = = =oHj
25§ =— Zf; = Efﬁg, N 2%' _ 2H’§'
she oyl gte gl g (a#B)
@ B o® B 8
sl =3B sl = sl ok
08 — o HY o HY,  SEY o HL o HY,
(4s) Y oK% oK, 2¥% =oK% — 2K,
ST o aKE+aKE,  ¥E=aKE—ak.

Dans le cas particulier ou g’ n’a que deux variables 3o et zo/, c’est le groupe
SU (2) =8p(1). En effet, c’est un groupe réel a deux variables complexes, auto-
corrélatif d’indice — 1 : ¢f. alors la liste du n° 3.

Dans ce cas, en posant

Zio = T, Ty = Ty Z = Xy Zyg= Lk,
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on obtient pour algebre de Lie de 6 =Sp(1) < g

E,ll'= ) X = T = 2,7:/:1.:]1/;
N - Lyjp=— Zpp= Ei.jl.z—}.:f,' =H{’ , ...
(5a) J (E#£J);
Tjpp=—2p; =—Zpp= Zp = K/
Tjjn=— Epj =  Zyp =— Tpnj = l(lt"

2”' = Hli'—i— n Zm-u = Hll'— n,
(58 Tip=Ki+§ =K —f,

- i
Lipe=K; +%  Zpp=K;—7;

& est un groupe qui doit : étre autocorrélatif d’indice — 1, laisser invariantes une
forme d’Hermite et une 2-forme extérieure; SU(2) laisse en effet jnvariante la
2~forme 2o A\ zo. On remarquera que cette algebre de Lie ne differe de celle de la
représentation réelle du groupe de 2° classe g que par I'introduction de £, ¢, 5. De
plus on verra au chapitre III qu’il y a 4 examiner les groupes de cette forme :
Sp(1) < g chaque fois qu'ils se présentent; nous préciserons donc dans la suite
de ce chapitre les seuls groupes jouissant des propriétés voulues ainsi que les
antiinvolutions d’indice — 1 correspondantes.

C. s est le produit de deux groupes conjugués : 2° classe. — Ce cas est ana-
logue au A. Avec des notations identiques et en appliquant la formule (6) du
chapitre I, on a

(=

E0mp = S mppe = H*' 8+ (9 H)Y Y,
(6) o -
2, = — Z0yr,mu= K[ & +(uK} 8.

D. s est le produit de deux groupes conjugués : 1 classe. — Dans ce cas
(th. 4 du chapitre I), g et g' sont deux groupes semblables; l'antiinvolution
invariante par s est ([9], p. 165) Z.,,= Z;,. Prenons comme variables pour ¢
I'ensemble des &im, o, 00 L << m et des zy= zyy définis par z.m = i+ iZun
st l<<m et Zym=Tmi— Ty si I>m et R(zy)=zy. En appliquant les
formules (5) et (8) du chapitre I, on obtient pour composantes non nulles de =

bI a~ b b b wbl, & wmb a4
Dh zzxnm—' EZn"‘“ H,,, o= I = “"‘I lnl— I\u;
1 lrm! wlrmr oyl
sab, = K"—f—l‘b, Zpe= SO, Iog =200

(a<bél, nLa<b,agm<Lb, a#b).

D’aprés les propositions 7 et 9 du chapitre I, on peut supposer que la forme

s e . . Y \
quadratique invariante par ¢ est Z‘x,__\,x‘u,m,., d’ou les composantes purement

LM
covariantes non nulles de X .
(7) { za‘l,(b)’(lb’ﬁ zam,(m)’(b)'i"‘ znn,qn)'(a)’-% Hg; Enb,cdﬁ En’l)’,c' d'y ey
Zar, ) (002 Zam, (m) (o) = Ena, (v @y Z=KE  Sabar ey = KG+ R}

\

2. Groupes de rotations fondamentaux. Généralités. — A. Conventions. — Par
groupes de rotations fondamentaux, nous entendons les groupes réels R-linéaires

BULL. 80C. MATH. — T. 83. FASC. IV, : ) 19
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dont les groupes C-linéaires associés sont G- ou R-fondamentaux. Les algebres de
Lie de ces groupes sont obtenues a partir de :

— pour les groupes G-fondamentaux : [7], p. 32-44;
— pour les groupes R-fondamentaux : [9], p. 168-174

Pour éviter toute confuswn nous modifierons les notations de [7], [_9] [8] de
la facon suivante :

1° Nous utiliserons d’abord les notations classiques de Chevalley : SL(n, C)
pour Ay, 8O(2n+1, C) pour B,, Sp(n, C) pour C,, SO(2n, C) pour D,.
2° Ensuite, dans les notations de [7] et [9] comportant des indices inférieurs
ou supérieurs, nous ne changerons pas ces indices, leur laissant leurs significations
mais nous changerons le caractére de la lettre conformément aux conventions du
n° 2 du chapitre I. De plus, nous ajouterons parfois entre parenthéseé la structure
de groupe simple a laquelle appartient le groupe fondamental considéré.

B. Résultats :

Proeosition 1. — Soit s U'extension d’un groupe linéaire de Lie g, opérant
14

dans un espace vectoriel Br, aux p-formes extérieures de Br; s sera noté \ g
Alors Ualgebre de Lie S de s est définie par

s fr—-—E 2 3. e G,

k=1 ty,... lp

ot : 1° G est Valgébre de Lie de g; 2° la sommation est étendue & toutes les
permutations ty ... t, de la combinaison s, ... sp, ei " étant Uindicateur

Myoemp

classique de permutation; 3° le signe /\ indique la suppression.

Les variables de s sont les z, A ... A z,, ou les z; sont les variables de g; on
1 '

P
peut les noter z,, .. Si l'on identifiec /\ E” au sous-espace de éE" formé des
tenseurs antisymétriques, on péut considérer s comme le groupe 5 opérant

dans‘é} E” en tant que diagonale de % &. On a alors

By = (S8 = 2 (S'z)l,.‘.tp,

ty sty

Ba)rr= > S022,@. @ 2

Sty Sp

Sgees s, I Ap 81,008 uy. u
p = p &1 p 10
s 2 E e 3 ,

i 1 ,l,, Ugy ouey

d’otx

S est donnée par la formule suivante :

S”' 2 &7 LBPGH
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qui est une généralisation immédiate de la formule (5) du chapitre I. On en
déduit la formule de la proposition, Si 'on fait la convention suivante :

Les composantes S seront toujours supposées écrites de fagon a ce que
deux indices évenluellement identiques soient I'un sous P'autre,
on obtient pour § la formule plus simple,

(8) T vl

Nous ferons toujours cette convention dans les algtbres de Lie de ce type.
Quand il s’agira de composantes purement covariantes S,

5 les indices
éventuellement égaux seront écrits « avec le méme rang ».

RUME I

Prorosition 2. — Soient g et g' deux groupes G-linéaires fondamentauz
de méme structure, lels que l’ensem!)le des poids des variables de g
(notées z,, 3y, ...) comprenne Uensemble des poids des variables de g
(notées z4, zm, .. .). Alors : 1° quels que soient L et M, il existe L et m tels que
Uon ait pour tout élément de G' (donc de G) : GPE G5 2° si g laisse inca-
riante une antiinvolution, g laisse invariante lI'antiinvolution induite.

1° Soit, en eftet, X, € ¢’ et donnant naissance au terme Gy, c’est-a-dire que
(M) =(L) + («). Il existe {, m tels que (m)=({) + (a) parce que g est iso-
“morphe a g'. Puisque {2 >c{g’>, la proposition 1 du chapitre I montre que
GM A G"= G)". Si Xge G est telle que G = o, alors on a aussi G* = o.

2° On vérifie sur la liste des poids ([7], p- 13-32) que si {g'>={g'> et
{g>clg'>, alors { g>=,g>, ce qui donne un sens i 'antiinvolution induite
sur g par celle de ¢’. Si 'on exprime alors que ¢’ laisse invariante 'antiinvolution
considérée a lmde des formules (9) du chapitre I, on a en particulier ces formules
pour g

3. Groupes isomorphes 4 SU (n) (n> 2). — Notations :

SL(n, C) et SL(n, R) : notations classiques de Chevalley;

SU*(2n) : vroupc réel de la structure SL(n, C) défini dans [9] p. 169
(lignes 1 4 B);

SU*(n) : groupe réel de la structure SL(n, C), sous-groupe de SO (an).

A. Groupes provenant de §,(SU(n)) =SL(n, C). — ° g=g,. — Les
poids de g, ([7], p. 15) étant les w; ({=1, ..., ») liés par la seule relation
®1~4 ...+ ©,=0, §1 ne peut pas laisser de forme quadratique invariante si n>2
(prop. 2 du chapitre I). Pour n =2, g, laisse invariante la forme extérieme
zi )\ 53, donc (chap. I, n° 1, remarque 1) pas de forme quadratique. D’ aprés la
proposition 7 du chapitre I, ce cas n’est donc jamais & considérer..

20 y=g= SL(n R) — Sin >2, Y ne laisse invariante aucune forme
quadratique pour la. méme raison qu'au 1°, ni de forme d’Hermite car, les
transformations de g étant réelles, les formules (1) et (3) du chapitre I coincident.
Pour n= 2, on retrouve le groupe qui sera noté au 4° SU* (2) (cf. [8], p. 353).
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3° £=8U" (2n) est un groupe qui est noté gﬂ) dans [7] et obtenu
([8]; p- 272-293) en liant les »; (I==1, ..., ag==n) par les relations a;== ;.4
(f=1, ..., g). Il ne peut laisser d¢ forme d’Hermite ou quadratique invariante
que si ¢ = 1. On retrouve alors SU( 2) (cf. [8], p- 353).

4° On obtient le groupe g} qui laisse invariante la forme d’Hermite

N [
2‘5@,-2,: BB+ BpBh— Bht Bhaa—-.-— Bn3n
i .
et pour y le groupe, que nous noterons SU”(n) c SO2%(2n), qui laisse invariante
? N
la forme quadratique
Zei (xf+=x3)3

i
les composantes purement covariantes de T' constituent I'ensemble des matrices
carrées satisfaisant aux seules relations

(9) Tim=Tn m*y T+ Tpm=o, Zsll‘ll' = 0.
!
Le groupe T3 SU*(n) est A considérer : son algitbre de Lie est formée des
matrices satisfaisant seulement aux deux premieres des conditions (g) ci-dessus. .

B. Groupes provenant de §,(SU(n)), 2=Zp<n—1. — On a g,= Age
([7], p- 33). Les groupes §, et §, , étant conjugués, nous pourrons loujours

supposer que p = [;] .

A

=gp. — Les poids de g8, ([7], p- 33) sont les sommes w, +. ..+ W5 les
indices iy, ..., i, 6lant tous différents. g ne pourra laisser invariante une forme

quadratique que si n = 2q et p = ¢. En effet (prop. 2, chap. I),

A I u)ip—l—(:)]“—i-...—f-m/",

ne pourra étre nul que si (74, &, ..., I, J1, Jas -+, jp) est une permutation
de 1, ..., n puisque les w; sont liés par la seule relation w;+ ...+ w,=o0. On
aura alors pour I' les formules (10) ci-dessous mais appliquées aux composantes I'}'.
On en déduira facilement les composantes purement covariantes a l'aide de la
forme invariante y,., 4,,4,...5, OU (s v.. 8, J1 ... Jp) est une permutation de 1, ..., n.

2° De méme qu’au 1°, ce groupe ne se présente que si n=2¢ et p=g¢. On
obtient alors pour T des composantes analogues a celles du 1°, pour les indices
non étoilés.

3° Pour que le groupe g% laisse invariante une forme quadratique, il faut
encore que n=2q et p=g. On trouve alors un groupe de 1" classe dont les
composantes mixtes de I' sont celles des formules (12) ci-dessous : en effet,
P'antiinvolution globale de g est la méme que celle du groupe du 4°, formule (11)
([9], p- 169-170).

4° Les groupes g\ lalssent invariantes des formes d’"Hermite du typez £ 2.7,

d’ot dlrectemem les composantes purement covariafites de leurs algébres de Lie :
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a. Qpand ila sont de 2° classe, en appliguant la fermule (8) de ee chapitre et
la formule (7) du chapitre I,

_r a 5, A PeT—
Trorpysiensy = Tl gty sy & E 3ok S HE,
 (10) R

— 2 N 25, Ry >Sp rpsk.
I‘"h“"p'(-‘puﬁ,)" = P(r,‘..1',,)',5,....5,:20“- e Oy 0,.pH,,k,
k

&%) est corrélatif de g4 ,. Sin=12q et p =g, g% admet I'antiinvolution

=3 3 1...0q+1...2q _ .
(11) Livoorg=€Zrppryy  OVEC € 0THM =1 et e=ch1

th)

([9], p- 189-170). Si cette antiinvelution est d’indice —1, le groupe s =Sp(1) < g4

aura pour algébre de Lie les formules (10), plus les composantes
21',..
z

A3 Sy
gy (P g = Vgae-Tags (Pgt1e.Iaq) Sy

b 1b

e W 2= e e
Fieedlgs Pgee e lag (I,...Iq).(lq+|...l,ql

1)1
}:/'1---"4,, (rg+1- “,»"’).ﬁ 2/‘,1¢.,..l',,,'(r,...r,,)'.‘\—— :;
h

le groupe T' < g”

précédentes.

se présente : il suffit de faire v ={¢ = o dans les formules

b. Si cette antiinvolution est d’indice + 1, prenons comme variables réelles

les z,. ., , =z (ot Fy...r,_y est une eombinaison des n—1 indices :

e lg— rr‘...rqgl)’

2,3,...,2¢—1, 2q = n) et qui sont définis par

~ .
zl'..ul'q— -l‘l‘,’+,‘,. reg Ll'(rq;,.u/'

2"
siry ... r, ne contient pas i1, sinon
Bry..rg = Fryrg+ L8y gy
On obtient alors les scules composantes de T, non nulles, a 'aide des formules (8)
-du chapitre 1
I‘r',l',...rq,.c,r,. . ,,-qé H;:, I‘r,r,. oSy arg) é l\f.:,
e P g e Tag o

q
a - .
rr,...r,,.(r,...rq)'ézA:-L ou

' h=2

P N A .
T, AH“ lr,...rq.(r,’+,mr,v)’&1\’”

(12)

Conyention. — Désormais, pour ne pas surcharger les formules, nous omettrons
dans ces dernidres les composantes déduites de celles s’y trouvant déja par les
relations des types suivants :

Tim=Trw, Tim=Tpm (17 classe),
Fim= Tpms, Tipr=— Cpm (20 classe).

4. Groupes isomorphes & Sp(n) — n > 2. — Notations :

Sp(n, C) : notation classique de Chevalley;

' Sp"(n) : structure réelle de Sp(n, C), sous-groupe de SO**(4n);
Sp*(n) : plus grand sous-groupe de GIL.(27, R) laissant invariante une
a-forme extérieure de rang maximum.
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A. Groupesprovenantdegi(Sp(n))—Sp(n G). —1°Legroupe gi_Sp(n c)

ne laisse invariante aucune forme quadratique puisqu’il laisse invariante une
a-forme extérieure. De méme pour le groupe gy = Sp*(n), qui ne se présente pas
non plus (prop: 7 du chapitre I), car il est de 1™ classe.

2° Le groupe g'" laisse invariante la forme d’Hermite

Zs,v(z,-i,.-e- 3 Zp) = (%131 20 31) +.. .4 (B4 3h+ 30 30)

i - — (B ht Bhat + Bty Blh1) ) — o o — (BnBn—+ Bn' Za’)

et la a-forme extérieure Zz,. A = Il est toujours d’indice —1. Le groupe

_ correspondant y & variablesp réelles sera noté Sp”*(n) et laisse invariante la forme
quadratique :

E er (X} 2k + 22+ x2).
"

T est alors formée de I’ensemble des matrices antisymétriques” satisfaisant aux
seules conditions

(134) - ‘ Tr=Tpg  =Tpage = Lpogr,
(13p) [y ="—Tpsgp=— Ty = Cpagn,
(13¢) Fygo= Tpsg == Tyag = — Tpogm,
(134) . Frgnz= — Tprg = Tygn = — Tyage.

Pour obtenir l'algébre de Lie du groupe T'>< Sp%(n), il faut [form. (3)]

ajouter r 32 s dans la formule (13.) ci-dessus et la remplacer par la suivante :
(13;) ep(Tyya— Tyox) indépendant de r.
Pour avoir 'algébre de Lie du groupe Sp(1) > Sp*(r), il faut [form. (5,)]

ajouter r 3% s dans les formules (13,), (13.), (134) ci-dessus et les remplacer par
les suivantes et la formule (13.)

(137) ' er(Trm— 1‘,-rrnv) indépendant de r,
(13¢) ¢(Feps—Tsw) indépendant de 7.

: : P
B. Groupes provenant de 9,(Sp(n)) (2 Zp<n). — Le groupe A g8, est
certainement réductible puisque g, laisse invariante la 2-forme . extéricure

Ez, A z». D’autre part ([7], p. 18), (2> 82> et {Ps>C<Pags1 . Nous
étudlerons donc seulement (chap. III, prop. 3) g, et }]J D’apres [7], p. 36-38, les
variables de g, (resp. §;) peuvent éire notées zyy, 5) (Tesp. Spyx, 2 ), OU
LM, N, o= ry 8,7, sy [(L) 50, (M)0, (N)#Zo,...],
Ch=1,...,n—I, (x)=o0; siL=r: L'=1; siL=r": L'=r
et dans zy (resp. Ziyy) : L 52 M (resp. L£ M/, L 3£ N', M #N').
Utilisant la proposition 1 du chapitre I et la formule (8), on trouve pour seules
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composantes non nulles de l’algébre de Lie de g
= o6l sP=sl, L6l
les S5 étant liés par (C2— 2n) relations linéaires complexes“

(14)

(Yon a appliqué la convention faite au n° 2). En procédant de méme pour
®(g:) =, on trouve

‘ A= G5 + 3B 5 + 3Y 3 B, @;\:’,M— ABN= 6"'

l les @ARE, @ érant liés par (G} — 2n) relations linéaires complexes.

(15)

D’autre part, g, laissant invariante une 2-forme extérieure, §», laissera inva-
riante une forme quadratique et §,44 une 2-forme extérieure, donc pas de forme

quadratique. Ainsi §s4.4 n’est pas un groupe de rotations; il en est de méme pour
le groupe de 1™ classe g24+1, puisque ses transformations sont réelles ([9], p. 150).
Il reste donc a étudier les cas suivants :

1* g = g,. — Ce groupe laisse invariante la forme quadratique
(16) ZZLM Iuw "‘Zk(z‘i)a
LM A
d’ou les composantes purement covariantes de I' a ’aide des formules (14).
P p 4

2° y = g1. — Les formules (14) donnent directement les composantes mixtes
" de T; les composantes covariantes s’obtiennent a l'aide de la forme (16).

30 2" est de 1™ classe pour I'antiinvolution

Ziw= ¢ ey 3y, Ly =72,

ct la forme d’Hermite invariante est du type
ZELM"LM Zin+ /‘Z 2%,
LM 3

d’ol les composantes purement covariantes cherchées a partir de la formule (14)
et des formules (8) du chapitre I.

4° g admet I'antiinvolution d’indice — 1
Zinn= E(LMN)ELr‘MrNr, L= (L)2w (e==x1,M=21);

il laisse invariante une forme d’Hermite du type

2 ELMN Z1MN ZLMN +E €L BLA LA,
LM, N LA
d’ott son algebre de Lie a partir de la formule (5) du chapitre I et des formules (13)
ci-dessus. L’algebre de Lie de Sp(1) < g s'obtient en ajoutant aux composantes
ainsi trouvées, les suivantes :
SLMN, (LN S N, (1 e N S, o= Zu L= E,
SLMN, L W N == S, L e N B, L= S, e = 1,
SLMN, (L M N B N, NS B0, = S, o= .



—~.302 —
11 suffit de faire n=¢= -0 dans ‘ces formules pour avoir l’algébre de Lie

(hy

de T < g

B. Groupes isomorphes 4 SO(2n -+ 1) ('n > 3). — Notations :

80 (m, C) : notation classique de Chevalley;

SO* (m) : défini au chapitre I, n° 8; ‘

Spin (m)  :notation classique de Chevalley a ceci prés : si m=2n,
Spin(2nr) désignera la représentation d’un groupe isomorphe
a celui not¢ Spin(2rn) dans Chevalley mais réduste indiffé-
remment, soif 2 l’espace des spineurs pairs (g, dans [9]),
soit a I'espace des spineurs impairs (g4) dans (9]) (cf. Cns—

“vaLLey, The algebraic theory of spinors).
Spin (m, G) : structure complexe de Spin (m);
Spin* (m) : structure réelle de Spin (m, C) et de méme structure réelle

que SO[%]ﬁh(m).

A. Groupes provenant de g, (SO(2n+1))=80(2n+1, C). —
1° §.==80(2n + 1, C) est le plus grand sous-groupe connexe de GL (27 +1, C)
qui laisse invarianie une forme quadratique de rang maximum que l'on peut

réduire a sz (i=1,...,2n+1), doil_poury=g, la forme quadratique inva-
riante de signature 27 1 Z(zf—x;) L’a‘lgébre de Lie T est 'ensemble des

i
matrices antisymétriques satisfaisant aux seiles relations

(17) Fim=—Tpm et Ty = L.

2° Le groupe &% donne naissance au plus grand sous-groupe connexe de

GL (7, R) qui laisse invariante la forme quadratique
2%-’53 =2} 4.+ T — Tinhrar— - — Tinay
"

et que nous avons désigné-au chapitre I, n°® 8 par SO* (2n—1). T est alors
formée de toutes les matrices antisymétriques

Cim+Thmi=o.

B. Groupes provenant de §,(SO(2n+1)) (3 <Lp<n). —Onag,= p/(h,,
soit deux cas possibles :

1° y=g,. — La forme quadratique invariante par f§, étant réduite comme
au A, on trouve pour I' des formules identiques aux formules (10) du n°® 3.

2° g, étant de 1™ classe, on a de suite pour I'

@8) Lo rpnsi. ‘H—Zs a
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C. Groupes provenant de §,(80(2n-+1))=S8pin(2n+1,C). — 1° g,
n’est autre que Spin (22 +- 1, C). Son algebre de Lie est définie dans [7], (p. 34).
11 laisse invariante la forme quadratique

-
(19) 2.‘ (e18385 ... ) 3e, ..., B—g1—...—¢, si n=4p—1ou4p,
€4€3...Ep -

la 2-forme extérieure

2 (ere385...) 3¢, e, N\ T si n=4p+1o0ufp+2.

€1€y...Ep

La recherche de ces formes se fait a 'aide des formules (1) et (2} et de
la proposition 2 du chapitre I. Les variables de 8,([7]) sont les z, ., en
nombre 2", o ¢;= == 1. Nous emploierons les abréviations suivantes :

& pour & ey...€n; & pour —ey—ea—...—¢e,; I, J pour -+, ==y, ou ¢,
J=1,...,n;e(l)[resp.e(I,J)] pour ey ... ey (signed) eiry ... [resp. e .. &y
(signe ¢) giq...654 (signe j) eji1...€q4]; enfin, si I=¢ : I'==—¢ et si
Il=—/:1I'=..

Ainsi, par éxemple, &'(7) désignera

— g —Eg— ... —Ei g+ T —Ejpg— ... — Ep.

Si donc n=/4p ou 4p—1 et avec ces notations, on obtient 'algébre de Lie
de y = §1, a partir des formules de [7], p. 34 et compte tenu de la forme (19)

= Hj, Tepa,e0,9)= Hy, ez e = Ly

(20)

p=K, o Tapnense=Kiu,  glee=M,;
(I'on a appliqué la convention de la fin du n° 3).

2° ([9], p- 171). — Nous noterons Spin*(2n + 1) le groupe g, de la méme
structure réelle que 8O"~4(2n + 1); Spin”(2n + 1) n’est autre que le groupe

hih+ 1)
classique Spin (27 +1). C’est un grbupe autocorrélatif d’indice (—l)—’_ Le
groupe Spin®(2n +1) est toujours de 1™ classe. Il n’est donc & considérer,
d’apres le 1°, que si n =4 p ou 4p—1; il est alors obtenu en prenant simplement
pour I' les composantes sans % des formules (20) ci-dessus. Si gy est de 2° classe,
il est d’indice — 1 el ne laisse de 2-forme extérieure invariante que si 7 =4p +1
ou 4p -+ 2. Sil'on recherche une forme d’Hermite invariante par Spin*(2n 1),
4 l’aide de la formule (3) et de la proposition 2 du chapitre I, on trouve, quels
que soient 7 et &, une forme non identiquement nulle du type

(21). ’ 2 A(EN) Ben By

€1,E9, 0000 En
ol A(en) est un facteur convenable (A =1) et ot 'on a posé

€N = €1€3. . . EANhr1e - +Nn et EN = E182. - B —TNht1= 1+ . — Nn-
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- En résumé, Spin"(z n—l— 1) ne donne naissance  un groupe de rotatmns

a. De 1* classe, que si(n=/{pou 4p—1 eth—=4qou 4q——1).,
b. De 2° classe, quesi(h=4q +10u 4g + 2, quel que soit n).

Nous ne donnerons les formules pour T que dans le cas : 2 = n, 2° classe. Dans
les autres cas, les formules (19) et'(21) et Pantiinvolution donnée dans [9] (p. 171)
permettent d’avmr I' aisément. Dans le cas plus préc1s ci-dessus, les seules com-
posantes non nulles de I‘ sont

Fem,s(l =2Hy,  Tenaer,s=Hy, g l'e,er= Ly;
re(l),E(l')*— K, Te, e, 3= Ky

Si, de plus, n=4p—+1 ou 4p—+ 2, le groupe Sp(1) < Spin(2n 1) se
présente. Son algébre de Lie s’obtient en ajoutant aux composantes précédentes
les suivantes : -

Feeo=Te,en=E ' Teo=—Teer=17, . Feer=—1le =1L

Pour obtenir I'algebre de Lie de T* >< Spin (2~ + 1), il suffit de faire n=¢==0.

" 6. Groupes isomorphes a SO (27) (X 4). — Notations :
Celles du n* 5, plus :

SO*(2n) : groupe réel défini dans [9], p: 173, lignes 10 et suivantesg
Spin*(2n) : structure réelle de Spin(2n, C) et de méme structure réelle
que SO*(2n).

A. Groupes provenant de §, (8O (2n)) = SO (2n). — 1° g a la méme struc-

ture de groupe linéaire que §.(SO(2n—+1)).Si Y:ﬁn, T est formée des matrices
antisymétriques satisfaisant aux seules relations (17).

2° g donne naissance au groupe que nous avons désigné au chapitre I, n° 8,
par SO%(2n). T est formée de toutes les matrices antisymétriques.

3° Le groupe g, est de 2° classe, d’indice — 1, mais ne laisse pas de 2-forme
extérieure invariante (chap. T; n° 1, remarque 1). C’est le plus grand sous-groupe
connexe de GL(2n, C) qui laisse invariante la forme quadratiquezziz,., (¢ est

. . . i
noté — ¢ dans [9]) et la forme d’HermiteZ(ziZ;— %,3,). Sil'on exprime ces
- .

conditions par les formules (1) et (3) du chapitre I, on trouve pour I' ’ensemble
des matrices antisymétriques satisfaisant aux seules conditions :

(22)

Liyn=—Trp, Tim = Tim, I‘lm".= Tym, Tywr=—Tomn,
I'im= Tw, I'imr=+T'sm= o, ou L,M=1{m, ol ml.

Ce groupe scra noté SO*(2n). L’algébre de Lie de T*>< S0*(2n) s'obtient
comme indiqué au n® 1. A, formules (3). '
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B. Groupes provenant de §,(8O(2n)) (4 <p<n). — Ona ([T], p. 34-35)
-2
8= 8s-

1° = gp. — Formules (10) du n° 3.
2° Cas identique au n° . B, 2°, formules (18).
3° Le groupe g, est d’indice (—1)” pour 'antiinvolution

- ! ’
'Z"g...l'kl‘i-p‘...l';,_’: ("— I )kzm O S VR

S’il est de 2° classe, il est défini par les formules (10) du n® 3. L’algebre de Lie
de T < g, s'obtient facilement. S’il est de 1® classe, I'antiinvolution précédente
ct les formules (8) du chapitre I permettent de calculer I'.

C. Groupes provenant de §,(SO(2nr))=8pin(2n, C) ([7], p- 38 et [9],
p- 172-173) (82 ¢étant le groupe conjugué de g, nous n’en parlerons pas, sauf
au 3°). 1° g, n’est autre que Spin(2n, C). Il laisse invariante la forme quadra-
tique (notations du n® 5. C), maisicill,, . =——1):

2(:,5;55...)2525:, si n=4p.
[ 3
Il laisse invariante la 2-forme extérieure
| .
Z‘(s,s;sg,...)zs/\ Sgr, si n=4p+2.

Si donc n = 4p, on a pour I les formules (20) du n° 3, en y faisant Hi= K= o.
Sin=4, $1(SO(8)) =9,(SO(8)) et il est superflu de le considérer.

2° ([9], p- 172). Nous noterons Spin*(2nr) le groupe g, de méme structure
réelle que 8O~/ (2n) (Spin”(2n) =8Spin(2nr)). Il n’est autocorrélatif que si 4
i

est pair et alors, d’indice (— 1)*. Le groupe Spin®(2nr) est toujours de 1™ classe
et n'est donc a considérer, d’apres le 1°, que si n =4 p; il est obtenu en prenant
des formules (20), les composantes sans % et en y faisant Hy = o. Si I'on recherche
une forme d’Hermite invariante par Spin“(2n), on trouve par la méme méthode
quaun® 3 «

2)\(511)2;_,] Zeyy si (n— ) pair.

an
En résumé, nous n’obtiendrons un groupe de rotations :
a. de 1™ classe, que sin=/{4p et h=4gq;
b. de2°classe, que si (h impair, » impair ou n =4 p) ou (n pair, k = 4q + 2).
Le groupe correspondant Sp (1) >< Spin*(27) ne se présenteraalors que pour
n=4p+aeth=4q+ 2.

3° On obtient (¢f. notations du n° 5) deux groupes g, et g: que I'on note

Spin* (27). Ils laissent invariante une forme d’Hermite du type

'Ex(s)zaz.
€
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Si n est impair, Spin*(22) est de 2° classe et son algébre de Lle est, au signe.
prés, la meme que celle de Spin(2n).

Si n est pair, Spin*(2n) est autocorrélatif et alors : g1 est toujours d’indice — 1 ,
£ est touJours d’indice + 1. Et g, est & considdrer si n = 4p; son algebre de Lie
est, a des signes pres, celle de Spin(an).

&1 esl toujours & considérer et le cas 8p (1) < g1 se présenw sin==4p-+ 2.

“Les algebres de Lie s’obtiennent & partir du n° 5.

7. Groupes exceptionnels. — Nous n’aurons besoin dans le chapitre III (cf.
prop. 3 de ce chapitre) que des groupes fondamentaux suivants : '

91(Be) — 92’(E5) — 91(E7) — 92(B7) — 51(Bs) — 81 (Fs) — 81 (G2) — 92(G2).’

On vérifie facilement en effet que, quel que soit g, fondamental exceptionnel,
on a Vinclusion {g>>{h>, ot h est I'yn des huit groupes précédents, convena-
blement choisi [T].

Nous indiquerons rapidement les algebres de Lie de quelques-uns des groupes
de rotations que les groupes précédents engendrent, dans le cas d’une forme
définie positive pour des raisons de simplicité; excepté pour Gy qui donnera
deux groupes possibles au chapitre III.

A. g:(BE;). — Ce groupe est la structure complexe E; telle qu’elle est donnée
dans [B] (p. 142). Ce groupe n’admet pas de forme quadratique invariante, car
{—81>¢<g1>. Parmi les structures réelles de g,, il y en a trois qui laissent
invariante une forme d’Hermite et donnent naissance & un graupe de rotations; ils
sont toujours de 2° classe. Dans le cas défini positif, par exemple, on obtient
Palgebre de Lie I' de g & P'aide de [B] (p. 142). On trouve ainsi les scules compo-
santes non nulles )

TRATIE DU o, Timde, s

A g v s i
l‘le'.g ==—=Ty =k =1 "T“'_l‘gf)zl‘lir
pzc____ e = ]‘gh = l‘:},/ == l‘{l.l = l‘jd»e == Xabes
Pszb")' = P(bra\* = Ff_»ab)' = I‘f’ﬂ‘ = Fg'm' = r_(f"lm’( = Mabey ou E?"bi‘“:f{ I

¢ LB =X 5 = Yi. .
(les notations sont les suivantes : z;=x; de [5], 5, =y, de [5]). Les composantes
purement covariantes sont identiques, la forme.d’Hermite invariante par le groupe

considéré étant
2 (;, i+ 3y E[r ) —0—2 Z[/Z[,'
i (Y]

B. g.(B;). — 1° §.(¥,) est le groupe adjoint complexe de la structure com-
plexe By. Son algebre de Lie est fournie par les constantes de structure de B,.
([B], p- 90). Ce groupe laisse invariante la forme quadratique

O 3 ‘
zzil‘kzi'/‘k"“z 31/ % i+ %o 30, .
4Lj k i

ot I'on a posé

X500 = o, Xooo = Bory,  Xij = Zij, Xijk = Zijk, Xijk= Zujikr,
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d’oti les composantes purement covariantes de-Palgébre de Lie de §» a Vaide des
formules (37) de [5] (p. 9o).

2° Les structures réelles de g.(E,) sont toutes d’indice 1, pour les antiinvo-
lutions mémes qui servent & les définir. Celles-ci sont explicitées dans [8]
(p- 307, form. (18) et p. 312, bas de la page). Il y a en plus le groupe consistant
dans la forme réelle normale ([8], p. 263) de §.(B;). A l'aide de ces antiinvo-
lutions, on obtient facilement les composantes non nilles des I'.

C. §2(B;). — C’est la structure complexe E; telle qu’elle est donnée dans [3]
(p- 143). Ce groupe n’admet pas de forme quadratique invariante car il en admet
une extéricure. Parmi les structures réelles de g», il y en a deux qui laissent
invariante une forme d’Hermite; ils sont autocorrélatifs d’indice — 1, pour
I'antiinvolution

Li=73s, Lp=—7%, LZik = Zis, LZip=—Zu,

ct laissent invariante la 2-forme extérieure provenant de §.(E;). Les notations
employées sont déduites de celles de [3] en posant

Ti= i, 20 =Yi ik = Liky Sk = Yik-

Dans le cas défini positif, on obtient, a 'aide ae [3] (p- 143), les composantes
non nulles de I'

At A Uyt s il nla o i o plr
li ﬁl Ar lll, l ‘e L= Vi, l['_Fi'['— )‘U ri' =Tler= i
il a R * Nz Ll* A O
viavhaplayili=s,, == rl =,

k

Vi
i
' 7 K pd R et 6T

l1 - llm = /l/h li/' =1 i - llm = Htijk: Sifktmpg = I.

Les composantes purcment covariantes ne different pas de celles indiquées.
I’algebre de Lie de y > Sp(1) s'obtient en ajoutant les composantes

" " NS T Ry S TR N
= Iy= Ty = Iy = Li=slhj=—lu=—T; "=
e i* itjiye (ij* " 3 .
M'=—ri=+r{"=—r1’=% ¢ n=I=o0 pourT'x7.

D. g,(E;). — 1° 8,(E;) est le groupe édjoint complexe de la structure E;.
Son algtbre de Lie est fournie par les constantes de structure de B; ([3], p. 91).
Ce groupe laisse invariante la forme quadratique

s“'lll"l/‘ +S‘~M~‘Lt+\ BiSiry

INA k
ou l'on a posé

Xoot = 31, Xoor= 50, Xij= 344, Nijk = Stjk, Nijk= Sijks
d’out les composantes purement covariantes de 'algébre de Lie de 9. & l'aide des
formules (40) de [5] (p. 91) )
2° On procéde comme au B, 2°, en utilisant, [8][form. (14), p. 326; form. (16),
p- 327; form. (17), p. 328].
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E. 8:(B:). — g (Es) est le groupe adJomt complexe de jla structure Es Son

algebre de Lie est définie par les constantes de structure de E,, ([5], p- 92). Ce
groupe laisse invariante la forme quadrauque

Ezijkzi'i‘k' -‘1-2211'3/’17
Ljk Y
ou l'on a posé
Xij=zy,  Xyp=zyk.  Xjpp= s,
ce qui permet de calculer les composantes purement covariantes de I'algebre de
Lie de g, a I'aide des formules (41) de [B] (p. 92). '

2° Les trois structures réelles de §; laissent invariantes des formes d’Hermite
et sont de. 1™ classe pour les antiinvolutions mémes qui servent a les définir.
Celles-ci sont données [8][p. 342, form. (19) et p. 343, form. (20)]. Dans le
cas défini positif, on obtient ainsi pour les composantes non nulles de T, en
posant J(z,) =, (A=1, 2, ..., 8), ‘

2,-,-: Zij+ i.l','r,‘v si i<j
et
Zji=— Tij+ &) si £>7,
) Bijk = Tijk+ Wpjik,  Bujk = — Tijk~+ Zipk,
les suivantes :
AT AN =, o dbmiroy,
F’ F=t)y =1l =17 =T =)y, T =T =t =1 =,
=1/ =1,/= F"’ T e VA L AR VAT

Ces composantes sont identiques aux composantes purement covariantes.

F. 8.(F.). —1° g, (F,) ést la structure complexe F, telle qu’elle ést donnée
dans [B] (p. 145). Ce groupe laisse invariante une forme quadratique, d’ou les

composantes purement covariantes pour g, a partir des formules (27) de [5](p. 145).

2° Les structures réelles de 8:(F,) sont toutes d’indice 1. Méme méthode
qu'au E : formules de [8] (p. 145) et dans [8] [p. 351, form. (14); p. 352,
form. 15)]

G. 8:(Ga). — 1° §4(G) est'indi\quée dans [5](p. 146). 1 laisse invariante
B3+ 21 By 4 B2 By + 233y (a partir de [B]: z0=23, Z=2xi, Zr=Y1),

d’ot I'algebre de Lie cherchée avec [5] [p- 146, form. (30)]. Ce groupe sera
noté G, (C). )

2° g1 (Grs) admet deux structures réelles, que nous noterons G, et Gr;. On a
G:cSO(7) ' et G}cSO(y).

D’apres [8] (p. 297-298), les composantes purement covariantes de Gry ou Gr; sont
formées des matrices antisymétriques satisfaisant aux seules conditions

(23) Tiv1,045 + Prrgpra+ T ps=o0  ({=1, ..., 7 et réduction mod 7).
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H. g.(Ga). — 1° §2(G2) est le gfoupe adjoint de la structure complexe G-.
Son algebre de Lie est définie par les constantes de structure de G ([5], p. 93).
11 laisse invariant une forme quadratique. On calcule facilement son algékbre de Lie.

2° Les structures réelles de §,(Gr) s’étudient comme celles rencontrées précé-
demment ([8], p. 296, form. (11)).

CHAPITRE III.

GROUPES D'HOLONOMIE HOMOGENE RESTREINTS DES VARIETES
“MUNIES D'UNE METRIQUE INDEFINIE.

Ce chapitre contient I'objet essentiel de cetie These, qui est la détermination
des groupes d’holonomie homogene restreints s possibles pour une variét¢ munic
d'une métrique de signature quelconque. Le théoréme 1 permet de se ramener au
cas out ¢ est irréductible, c’est-a-dire que l'algébre de Lie X de o est celle d’un
groupe de rotations. En exprimant que le tenseur de courbure R et sa dérivée
covariante VR : 1 appartiennent a £ pour les deux premiers indices; 2° vérifient
les identités classiques; on s’apercoit alors, dans les n° 2 a 8, que VR == o, sauf
pour un nombre trés restreint de groupes : on obtient ainsi le théoréme 3 dun”9.
D’autre part, les o des variétés pour lesquelles VR = o sont connus dans le cas
riemannien [ 11]. Signalons que notre méthode permettrait de les retrouver, en
recherchant les 2 pour lesquelles R £ o (nous indiquons rapidement au n° 10
comment Pon peut procéder pour ce faire). Plus généralement, on peut ainsi
déterminer les groupes d’holonomie homogine restreints d’une variété munie
d’unc connexion affine sans torsion : nous donnons dans le n° 11 la liste de ceux
pour lesquels la variété correspondante est 8 VR % o.

Incidemment, les calculs faits au chapitre IT fournissent ¢ vue les groupes de
Lie transitifs et effectifs sur les quadriques réelles qui sont induits par un
groupe linéaire. Nous les indiquons dans le théoréme 4 du n° 12.

La méthode suivie étant analogue dans la majorité des cas, nous ne donnerons
le détail des calculs que dans quelques-uns, typiques, d’enire eux (voir surtout

© 2.A) et, de plus, résumerons a la fin de chaque numéro les groupes « non
éliminés », afin de faciliter la lecture.

1. Définitions. Généralités. — 1° La notion de groupe d’holonomie remonte
a[10]. Nous utiliscrons ici les notations et les définitions de [4], qué nous rappel-
lerons britvement. Il s’agit essentiellement d’une variété différentiable de classe
Ct, de dimension nt, munie d’'une métrique de signature %, ce qui signifie que
cette métrique est réductible, dans chaque carte de la variétg, a

2 L 2 2 2
Wi+ W34+ W, r— W75 51— W,,

ou les @; ({=1, 2, ..., m) sont des formes de Pfaff convenablement choisies
L’entier £ est alors constant sur toute la variété; / sera aussi dit la signature de
la variété, que nous désignerons par V%. Ainsi V), désigne une variété rieman-
nienne. * . ’

ar
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Le développement le long d’un chemin de V%, différentiable par morceaux,
permet de représenter le groupoide des lacets (resp. homotopes a I'identité) de V7,
d’origine x, dans le groupe O%(m)[resp. SO%(m)]. L'image de cette représenta-
tion est un groupe W, (resp. o), appelé groupe d’holonomie homogéne (resp.
restreint). Par abréviation W (resp. o) sera écrit g.h.h. (resp. g.h.h.r.). Un arc
‘quelconque joignant deux points z et y de V%, définissant par développement un
isomorphisme entre W, et W, (resp. o, et g,), nous omettrons le plus souvent
Pindice z dans W et o, supposant implicitement choisi un point de V2,

Prorosition 1 (Borel-Lichnerowicz [4]). — S¢ f est Uapplication Iy (V)W /o,
et V1, le revétement de V!, de groupe structural f~ (o), muni de la métrique
induite par la projection, alors le groupe d’holonomie homogéne de VI, est o.

En particulier, méme sil’on ne connait pas f, on est toujours assuré que le g.h.h.

du revétement universel V%, de V%, est o.

2° Une variété V), sera dite localement (resp. globalement) réductible (resp.
irréductible) si o (resp. W) est réductible (resp. irréductible) en tant que
groupe linéaire. La proposition 1 entraine alors que si V7, est localement réduc-
tible, alors V'%, 'est globalement.

Tutoreme 1 (Borel-Lichnerowicz [4]). — St V% est localement réductible, o
est un produit direct de groupes a; irréductibles, correspondants aux sous-
espaces stables pour o.

Pour étudier ¢ sur V%, nous pourrons donc supposer ¢ irréductible; o sera
donc ce que nous avons appelé au chapitre I, n® 8, un groupe de rotations : en
effet, il laisse invariante la forme quadratique définissant la métrique de V%, il
est irréductible, connexe et d’aprés [1] (p. 440), c’est un groupe de Lie. Dans
les n® 2 a 8 de ce chapitre nous supposerons V%, simplement conneze, o irréduc-

“tible. :

3° A partir d’un repere donné { €;} en z et tel que €;€;=o;; (pourla métrique
X, joijxiz; donnée), on déduit par transport parallele le long de tous les chemins

différentiables par morceaux, des repéres sur V%, qui forment un espace fibr¢

principal €;, de base V%, de groupe o, (V) est, en effet supposée simplement
connexe). Nous ne considérerons dans toute la suite (n® 2 a 8) sur V%, que des
corepéres { w; }, duaux de repéres mobiles appartenant a Q,.

Si o est réalisé dans SO”(m) comme un groupe linéaire dont les variables
peuvent étre notées de facon particulidre (par exemple zp., p=1, ..., n,
m=1, ..., v el m=nv), alors tous les indices des repéres mobiles {e;}
de @, pourront étre notés de cette méme fagon, ainsi que tous les indices
des corepéres {w;} el ceux de tenseurs quelconques, définis pour les meémes
repéres mobiles; en particulier, le tenseur de courbure et sa dérivée covariante
(dans le cas de I'exemple ci-dessus : Rgq 48, cy,a €t VonRaa,s8,cy,48)- De méme
pour les coefficients de rotation. .

Désormais, V}, sera supposé de classe C3, afin de pouvoir définir le tenseur de
courbure et sa dérivée covariante.
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Proposition 2 (Nijenhuis [18]: — Le tenseur de courbure R,/ 14(») et sa
dérivée covariante VuRi/ i (@), pour un point o € Q., appartiennent, quels que
solent k, h, m, & Ualgébre de Lie 2 de o, pour les indices i et j.

Pratiquement, afin de pouvoir utiliser la formule (1) ci-dessous, nous appli-

querons cette propositioxi pour les R;; i =20'er;: w et les Z;; =}: ojr 2.
. r r
ThEOREME 2 (Ambrose et Singer [1]). — 2 est engendrée par les Ri,(w), ok
i, J, k, h parcourent 1, ..., m et w parcourt Q.

Rappelons encore les identités classiques

(1) . Ryjkn = Rin,zj,
(2) Ryjkn+ Rek,nj+ Ren jk= o,
3) VrRijkn+ ViRyar+ Vi Ry k= o.

4° Nous appellerons localement symétrique une variété V% dont le tenseur de
courbure est a dérivée covariante nulle, ce que nous écrirons par abréviation :
soit VR = o, soit V% est L. S. La notation V% (o) désignera une variété V2 dont
le g.h.h.r. esto.

Prorosition 3. — Soit y et { deux groupes de rotations tels que les groupes
correspondants C-linéaires g et g vérifient Iinclusion { g>c<g">. Alors V(%)
est L. S. entraine V(y') est L. S.

Démonstration. — D’aprés la proposition 2 du chapitre II, y et ¥ sont de

meéme classe. Supposons-les d’abord de 2° classe : on a, puisque I'= R (G)), ...,
T}2 T} (prop. 2, du chap. II). Donc, successivement, : ,

WU A al &l '
ry =ZYJLI‘{“£Z YSLP§=Z ¥ tm Emi= G(Lyj),
. L L L,m

ou le signe C désigne une combinaison linéaire au sens du signe £. On en déduit
successivement

VPRLM,KII; C(VpRumin) = C(VeRra,pg) = G(VeRenpg) = C(VaBpgim) =0

et 'on procede de méme pour les composantes comportant des indices étoilés.

Supposons mainlenant y et ¥ de 1™ classe. Les formule, (8) du chapitre [
permettent de calculer les G{ en fonction des T§. Et.I'on procede alors comme
pour la 2° classe :

r,,=2y.Lr}_.a=27,L(sg+sLs}')g_zm(s; + e8] )=C(ly, ...).
L L L

~ 5° Cherchons a déterminer les groupes h. h. r. o, possibles pour une
variété V%. Nous avons vu au 2° que l'on peut supposer que o est un groupe de
rotations. Son algébre de Lie est alors d'un des types explicités au chapitre II.
Dans les n° 2 a 8 qui suivent nous allons reprendre les formules correspondantes

RELT @nr MATH. — T. 83. FASC. Iv, 20
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du chapitre II; et, compte tenu de la proposition 2, montrer que les relations (1),
(2), (3) entrainent que VR = o pour « presque tous » les groupes de rotations.
Les groupes faisant exception seront donc les ¢ possibles pour une V! non L. S:
Ils seront résumés a la fin de chaque numéro, puis dans le théoréme 3.

Nous reviendrons au n° 10 sur les variétés pour lesquelles VR = o.

2. Groupes non simples. — A. 2° classe, non produit de deux groupes conju-
gués. — Considérons une composante, sans indices étoilés, du tenseur de cour-
bure Req,u,cv,a5- D’apres la proposition 2 de ce chapitre et les formules (2) du
chapitre II, dont nous conserverons les notations, une telle composante non nulle
est de la forme Ry sv,cy,a5- Supposons d’abord @ > b'. Celte composante est alors
indépendante de A [form. (2) du chapitre II]. Choisissons A £ ¥/, &' ce qui néces-
site v > 2. La relation (2) (de ce chapitre) entraine que Ray,iir,cy,a5=0 sia £ ¢’
et a # d'. Echangeons les roles de b et @ : Ray, o ey,a5=0s1b = c' et b= d'. Les
seules composantes considérées non nulles sont donc de la forme Rt 00,0
Si a =1, la composante Ry, a,cy,a3 n’est plus indépendante de A (ou de a). Mais
des formules (2) du chapitre 1I, on tire la relation

(‘1) El‘h,[’)J -+ Emp.,m’ w = le.,l’p.’ -+ Elll)-,m"l\' .

De plus, une composante non nulle de ce type est de la forme R.;,wa,cy,ay ou de
la forme Ray,anv,cy,e5- On raisonnera comme précédemment et 'on trouvera, si n
ou v > 2, Ra, an ap,eyw pour seules composantes non nulles du type considéré.
On trouve aussi évidemment les composantes Rig, 18, mar,m'g-

Considérons maintenant une composante du tenseur dérivée covariante du
tenseur de courbure de la forme Vi R.y,13,cv,45- La démonstration précédente
reste valable pour les quatfe indices de R, en vertu de la proposition 2. Soit alors
une composante non nulle, avec a2 b : V, Rau,i,au,pw. Prenons A2 la
- relation (3) entraine que cette composante est nulle. Si 'on a @ = &', on utilisera
la relation (4) et 'on sera ramené au cas précédent; ainsi cette composante est
encore nulle.

Cette démonstration subsiste pour les composantes comportant des indices
¢étoilés en nombre quelconque. En conclusion, VR = o s¢ n ou v > 2.

Si n=v =2, il faut d’abord considérer les groupes :

Tix SU(2) = SU(2), SUiv(2)><SU(2)=SO'\(4) (18], p- 353)
Tt SU! (2) % SU(2) = Tt SO*(4).

On montre, pour ces trois groupes, que l'on a encore VR = o. Par contre, le
groupe SL(2, C) < SL(2, C) =80(4,C) se présente.

Sin>1,v=1, lalgtbre de Lie de T < g est définie par les formules (3) du
chapitre II. Cependant, g ne peut pas étre de 1™ classe. Sinon, en effet, 'algebre
de Lie d’un tel groupe s’écrirait

Sim= Zpmr= Him et Zimx = ES;",

d’ou VR = o a l’aide de la formule (1).
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B. 1™ classe, non produit de deux groupes conjugués. — 1° Indice commun
-+ 1, — La formule (3)" du chapitre II entraine VR =0 si 7 ou v > 2, d’aprés la
démonstration du A pour les composantes sans indices étoilés. Si n =v =12, le
seul groupe d'indice +1 a deux variables étant SU*(2), on trouve le groupe
possible

SU!(2) = SU1(2)=802(4) ([8], p. 353).

2° Indice commun —1. — Les formules (4) du chapitre II entrainent VR=o0
si n ou v > 2. La démonstration est celle du A, ou I'on utilise pour les six séries
de composantes (44) des formules (4), trois relations analogues a la relation (4)
ci-dessus :

— Sin=v=2, on trouve VR = o. '

— Si n=1,v>1, on ne peut rien dire. Nous aurons donc a examiner les
algebres de Lie des groupes de 1™ classe Sp(1) >< g chaque fois qu’ils se présen-
teront. Leurs algébres de Lie sont définies par les formules (5) du chapitre II;
les groupes possibles ont été précisés au cours du chapitre Il (n°* 3 a 7).

— Si n=v =1, on obtient le groupe Sp(1)>< Sp(1)=80(4).

C. Produit de deux groupes conjugués : 2° classe. — Les formules (6) du
chapitre II possédent les propriétés utilisées dans la démonstration du A. On a
donc VR = o toujours [GL(1, C) ne convient pas].

D. Produit de deux groupes conjugués : 1*° classe. — Les formules (7) du
chapitre II ont les propriétés utilisées au A, a une permutation éventuelle des
indices prés ct les indices étoilés étant remplacés par des indices primés. Donc
VR =0 si n> 3. Pour n=2, le seul groupe complexe & deux variables est

SL(2, C) qui donne naissance ([8], p. 353) au groupe SO (4).
Résumé. — 1° On a obtenu les groupes : SO (4), SO!(4), S02(4),80(4, C).

2° Les groupes éventuels résiduels étant de I'un des types suivants :

a. Sp(1) < g, ou g satisfait aux conditions indiquées chapitre I n° 1. B.
b. T* < g, ou g laisse invariante une forme d’Hermite et r'est pas de 1
classe.

3. Groupes semi-fondamentaux. — D’aprés ce qui a ét¢ dit a la fin du
chapitre I (n° B), il n’y a pas a distinguer si le groupe initial est de 17 ou de 2°
catégorie. Les seuls cas & examiner sont donc les suivants :

A. sest de 2° classe et laisse invariante une forme quadratique. — 1° On a
s =k > h et (chap. I, prop. 2) {s>=—s>. Montrons d’abord que {2 >=—/>
et (k>=—k>. En effet, les poids de s sont tels que {s>=<h>+E
([7], p- 12), le poids dominant étant (définition dans [7], p. 5) la somme des
poids dominants de 4 et &, soit @ + a. Il existe a’ et o' tels que @ + a=—a'—a’
et, @ + « étant dominant, c’est donc que a'=—a, o'==—«a. Or le poids domi-
nant détermine [7] le groupe linéaire de structure simple, irréductible, s. D’ou,
en échangeant a et —a (resp. a et —a), {h>=—h) (resp. (kD=—C k).
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Dans tout le n® 3 nous supposerons k fondamental (R-fondamental ou G-fon-
damental selon le cas), ce qui est toujours possible.

.2° Ceci montré, une composante non nulle, sans indices étoilés du tenseur de
courbure s’écrit, d’aprés le chapitre I (prop. 2 et n° 4.B),

R = Rao, —(ba), i, @B}

et est indépendante de a et 8 si a £ b, ¢ % d, ce que nous supposerons dans les
2%, 3° 4°. En effet, une composante non nulle de S est de la forme S’ et est indé-
pendante de « si @ 7% b. La forme réduite donnée au chapitre I [n°1, form. (4)]
pour une forme quadratique invariante par s entraine qu’une composante

Smx,bﬁ = El,Asaa,l)\Sé'fj =...—ma Sb—Bau) ‘ (ae C)

n’est 3£ o que si elle s’écrit Sqq,_(s4). D’ott la seule forme non nulle R d’apres la
formule (1) de ce chapitre. B

SiTon applique la formule (2), on en déduit que R est £ o si, quels que soient.
a, B, il existe g, n €[s] tels que :

soit —c—PB=a+a+¢,soitd +B=a-+a—+.

Supposons R £ o etc + a ¢[s]. Enprenant —f =a, onadonc 20 = d—a—
et pour —a, —2a =d—a —m'. On en tire

n—n
4

A=

Zo, ou , wels]

Or la liste des poids des groupes fondamentaux (k est supposé fondamental) ne

comprend aucun poids de dénominateur 4. Il est alors facile de vérifier que

n— n+
4 4

si est un poids, Pest aussi, donc d —a aussi. Ainsi ¢ + a€[s]; de

méme d —a €[s].

3° Pour que R soit £ o, il faut donc que, quels que soient o et §3, il existe ¢,
n€[s] tels que :

Soit — 3 —oo=0a + @, st)itﬁ+nof;—«a+n, ou 94, ny €[ 5] '

On vérifie sur chaque fondamental de chaque structure simple qu’il ne peut en
étre ainsi que si @o ou 7, est nul, a 'exception du groupe de structure SU (2), de
poids w; et — w;. En échangeant 4 et k, on voit donc que I'on aura ¢ ou no=o,
sauf dans le cas du groupe SL(2, C) =< SL(2, C) =S0(3, C)([8], p- 353). Le
groupe SU (2) > SU(2) est en effet de 1™ classe et ne convient pas dans A.

4° Procédons comme au 2°, 3° mais en échangeant les roles de a et 6. On

trouve donc pour seules composantes R non nulles : Rag,(50),58,(a3). Soit alors
R = Vir Raa,—(ba), b8, —(af)-
Si I'on applique la formule (3), on aura R = o0 en prenant a 4.

5° Soit une composante non nulle R = Rua,_(aa),c,—(a)- On trouve de méme
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pour s % 80(3, C), qu'elle est du type Raa,—(aa),ap,—iap)- Ici R n’est pas indépen-
dante de « ou B. Mais (chap. I, n° 4.B), les Sua,—(aq) sont liées par des relations
linéaires en nombre non nul (le rang étant toujours inférieur au nombre des
variables). Soit alors '

ﬁ = VI)‘ Raa,—(aa),aﬁ,—(aﬂ)'
La remal_'que précédente et la formule (3) entrainent R=o.

6° Tout ce qui précede s’applique sans modification aux composantes étoilées
de fagon quelconque. En résumé, VR = o si s £ S0 (3, C).

‘B. s est de 2° classe et laisse invariante une forme d Hermite. — On procdde
commeauA. Ona d’abord <k>._—-< Iz et {k>=—<k). Ensuite, ¢ + a€[s]

et d —a€[s], car sinon R(a)= - Finalement,c =—aoud=a ....

4

C. sest de 1™ classse. — D’aprées les formules (8) du chapitre I, on doit avoir
siRz#o0:

Soit———c—ﬁ:a—(—a+<p,soit——-é—6=a+1+<p’, soitd + B=a—+ a—+n,
soitd+B=a—+a—+7'

De méme, on en déduit :
. Soit —¢ = a + g, S0it — = a + 9, s0it d = @ + n,, s0it d=a—+ a +n,;

et ensuite, si & ou k ne sont pas SU (2) ou SU(2) : 94, 9,, Mg, M,=0,... VR
est donc nul pour les groupes correspondants, a ’exception

SU(2) < SU(2)=80(3) et  SUI(2)x SUI(2) = S0%(3) ([8], p. 353).
D. s=8p(1) x< (hx k). — Ce cas se produit si k x A laisse invariantes une
forme d’Hermite, une 2-forme extérieure et est d’indice -1. Les calculs sont plus
: v 3
compliqués et le cas Sp (1)< (_>§ SU (2 )) est a traiter a part.
Résumé :

S0(3, C), SO(3), SO(3).

4. Groupes isomorphes 4 SU(n) (2> 3). — A. §,(SU(n)). — Les seuls
groupes possibles i(chap. II) sont SU”*(r), Tt x SU"(n), tous les deux inclus
naturellement dans SO (2r).

B. 8,(SU(n)), 2épé[;]- —Sin=4,p=3,0n wouve ([8], p. 354-355)

&(8U(4))=80%(6), g4(8U(4))=80%(6);
85(8U(4)) =80"(6), £(8U(4)) =80(6);
&4(8U0(4))=80 (6), 8:(SU(4)) = SO (6, C).

Soit maintenant » < 5 et ‘considérons par exemple un groupe défini par les
.formules (10) du chapitre II. Une composante non nulle et sans mdlces étodés du
tenseur de courbure correspondant est de la forme

R = Rm-,...r,,, br,,...r,,,c.t,...s’, dsy..e8p*
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Supposons a@ % b et @ % ¢, d. Si n>> p + 3, on peut choisir les indices T2y weny Tpy
2, +.+, §p = dont R ne dépend pas — de fagon a ce que les indices @, ¢, d,
Tay « ..y Tpy S, ..., Sp solent tous différents. La formule (2) entraine dans ce cas
que R=o0. On a donc @ = ¢ et b =d. On procéde ensuite comme au n° 2. A. La
condition 2 > p + 3 est toujours vérifiéesi n x5 et p = [;—'] Ainsi, VR =o.

Ce résultat subsiste pour les formules (12) du chapitre II ou pour une multi-
plication éventuelle par T ou Sp(1).

Résumé :

SU*(n), T'x8U%(n), 8O(6, C), SO(6), SO!(6), $02(6), 80(6), §0*(6).

5. Groupes isomorphes a Sp(n)(n>1). — A. §,(Sp(n)). — D’apres le
chapitre II, les seuls groupes a considérer sont les Spi(n), T!x< Spi(n),
Sp(1) =< Spi(r), tous les trois inclus dans SO* (42). Etudions les quantités

1
Pku= Ry, ku—+ Ryp« kn
, )
Pin= Ru, kn— Ryrs xu

3 -
Pidi = Ru+ kn— Ry, kn

Si I#K, H et K#H (cette notation signifiant que l'un des £, ¢, /, *
n’est pas I'un des k, &%, &/, k™, ...), on déduit des formules (13) du chapitre II
et (2) du chapitre III que Pgz=o0. Ceci subsiste pour tous les couples K, H a

1) . 1 1 2 2 2 3
Pexception de P}, et P};. (resp. P}, Pi;. et P}, ‘P,,j,).

Supposons alors n>1. On déduit de la formule (2) de ce chapitre et des
formules (13.), (137), (13¢) du chapitre II les relations

() Piu=Pip= P} = Pluu= Pju=Pp,.

Ceci entraine que T* < Spi(n) ne peut pas étre un groupe d’holonomie homo-
géne restreint si n > 1. En effet, 'on aurait [form. {(13;), (134) du chapitre II]
Pin= Pin=o, doin  Phu= o,
ceci en tout point de l'espace fibré Q du n°‘1 et pour tous les couples K, H; ce

qui contredit le théoréme 2. ’
B. 8,(Sp(n)). — Si n=12, p= 2, on trouve d’apreés [ 8] (p. 354)

&:(8p(2)) =802(5),  gY'(Sp(2))=80!(5), g¥(Sp(2))=80(5),
8:(Sp(2)) = S0(5, C).
Pourn>3, p=120u3:VR=o[cf. n°4 et form. (14)et (15) du chapitre II].
Puisque { g2 > { g2q > et { g5 > €< &24+1 s la proposition 3 entraine que VR = o.
Résumé : . .
’ 80(5, C), 80(5), 80*(5), 80(5)

et .
Spi(z), Sp(1)<8pi(n) (nx2)
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. 6. Groupes isomorphes 4 SO(2n +1)(nx3). — A. §:(SO(2n+1)). —
D’apres le chapitre II, les seuls groupes a considérer sont les SO/(2n +1) et
les SO (27 + 1, C) inclus dans 802"+ (4n + 2).

B. 8,(8SO(2n+1)) (p>3). — Puisque 27 +1> 35, les formules (18) du
chapitre III montrent que I'on est dans le cas traité au n° 4.B, pour les compo-
santes non étoilées, donc que toujours VR = o.

C. $:(8O(2n+1)). — On montre a l'aide de formules qui sont du type des
formules (20) du chapitre II que VR =0 : soit si 23, soitsi n =4 et g, de
2° classe. Il reste donc (chap. II, n° 5.C)

Spin(7, C), Spin’(7), Spin!(7), Spin*(7), Spin(7), Spin°(9), Spin’(9), Spin(9).
On peut encore montrer que VR = o pour Spin!(7) et Spin2(7).
Résumé :
S0(2n+1, C), SOi(2n-+1) (nx3)

et
Spin(7, C), Spin°(7), Spin(7), Spin°(9), Spin3(9), Spin(9g).

7. Groupes isomorphes 4 SO(22) (n>4). — A. §,(SO(2n)). — On obtient
d’abord les groupes SO (2n, C) et SOi(2n). Ensuite : SO*(2n) et T* < SO*(27).
Une démonstration identique a celle du n® 5.A montre que T* < SO*(22) ne
peut pas étre un groupe d’holonomie homogéne restreint.

B. 8,(SO(2n))(p>4). — On a toujours VR = o (¢f. n° 6.B).

C. $1(SO(2n)). — On peut supposer n > 5 : en effet, pour n =4, §; estun
groupe A huit variables laissant invariante une forme quadratique, c’est donc g§;.
Pour Spini(2n), on montre que VR =osi 6 ousin=>5 et g, de 2° classe.
D’apres le chapitre II (n°6.C), tous les groupes a considérer vérifient ces conditions,
donc VR = o toujours. Il en est de méme pour le groupe Spin*(an).

Résumé :
80(2n, C), SOi(2n), SO*(2n) (nx4).

8. Groupes exceptionnels. — Dans les cas A, B, C, D, E, F du chapitre II, on
trouve VR = o, compte tenu d’une multiplication éventuelle par T* ou Sp(1). On
peut encore le montrer dans le cas H.

Dans le cas G, les trois groupes sont possibles :

G;(G):SO7(14), G;: cS03(7), G, <cSO(7).
D’apres la remarque faite au début du n° 7 du chapitre II, la proposition 3 de

ce chapitre entraine VR = o pour tous les groupes exceptionnels fondamentaux a
I'exception des trois ci-dessus.

Résumé :
G:(C), Gi, G..
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9. Théoréme général. — Seoit V% une variété de classe C“ mume d’une
métrique de signature 4 (V),, variété riemannienne 2 = o) et ¢ le groupe d’holo- '
nomie homogéne restreint de VE. Supposons ¢ irréductible et passons au revéte- i
ment universel V de V* . Nous sommes alors dans les cas 6tudiés dans les n® 2
4 8. Dire que VR = o sur V, donc sur V%, signifie que V% est localement symé-
_trique. On peut donc résumer les résultats des n° 2 4 8 sous la forme suivante :

Tueorems 3. — Lorsqu'il est irréductible, le groupe d’holonomie homogéne
restreint d’une variété V*  de classe C?, non localement symétrique, ne peut
étre, a un nombre fini d’exceptions preés, que :

— pour V% : SO*(m), m> 2; _ /
— pour V2% : Tt SU(n), SU(r) (n2 2) et pourV?, : SO(n, C) (n 3);
— pour V% :8p(1) =< Sp*(n), Sp*(n) (n > 2) et pour V27 : 80" (2n) (. 3).

Les exceptions sont les suivantes :

— pour Vi : G}; pour V) : Ga; pour Vi : Spin°(7); pour Vi : Spin(7);
pour VI, : G,(C); pour Vi, :Spin(y, C), Spin°(g), Spin?(g); pour V!, :
Spin(g).

10. Variétés V" localement symétriques. — Le théoréme 3 fait apparaitre les
variétés V% localement symétriques sous un jour trés particulier. Dans le cas
riemannien, h = o, une variété pour laquelle VR =o est localement un espace
homogene symétrique (E. Cartan [11]); ces lespaces ont 616 complétement déter-
minés dans [11].

Dans le cas 2 > o, et plus généralement ‘dans le cas d’une variété V,» munie
d’une connexion affine, K. Nomizu a montré [14] que si le tenseur de courbure
et le tenseur de torsion de V,, sont a dérivée covariante nulle, alors V,, est
isométrique a un espace homogéne muni d’une connexion affine invariante par
- parallélisme.

Notre méthode permet, non seulement de retrouver les résultats "d’E. Cartan
mais aussi de déterminer les groupes d’holonomie homogene restreint ¢ des.
variétés V* pour lesquelles VR = o. Nous indiquons seulement quelques uns des |
calculs les plus simples. ‘

A. o est non simple. — Prenons par exemple le cas B, 1° du n® 2. On peut
supposer n et v 2. L’on a vu dans ce numéro que les seules composantes non
nulles du tenseur de courbure étaient

R= Ra), 62, ap, by et R= Ria, 18, ma,mg (@ = bet @ % B).
Ces deux quantités sont des constantes en tout point deV* . En effet, R (resp. ﬁ)
ne dépend pas de A, p (resp. I, m) et la relation (2) permet d’écrire R = R, ce qui
montre que R = R est indépendante-des quatre indices a, b, }, . Il existe donc,

en particulier, quels que soient a, b (resp. a, ) un élément de T : I‘b?éo
(resp. IV : p#o) Donc

r=80(n) et I"= SO(v).
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~ B. o est simple. — Prenons comme exempie /’\ SO(m), p> 3. Une compo-
sante non nulle du tenseur de courbure est de la forme (n° 4.B) :

R = Ra,...1, b0y, 3ty amy....mp, brmg. o mye

11 suffit de prendre (ce qui est possible puisque p~ 3 et pé[%} ])l,# ms et
ly5% m; pour que (si n>6), d’aprés la formule (18) du chapitre II et la for-

* mule (2) de ce chapitre, R = o. Le tenseur de courbure de V* étant identique-
ment nul, o devrait étre réduit a I'identité ce qui est absurde par hypothese.

11. Variétés a connexion affine sans torsion. — Soit V, une variété de
dimension m, de classe C?, munie d’une connexion affine sans torsion. La propo-
sition 2 reste vraie, car elle est valable pour une connexion quelconque [15]. On
sait que les formules (2) et (3) restent satisfaites sous la forme
(6) : Rji pn+Ril pj+ Ryl jr=o,

(7) ViR kn+ ViR i+ ViRt = o,

essentiellement parce que la connexion est supposée sans torsion.

En conduisant les calculs de la méme facon que pour les V%, a I'aide des for-
mules (6) et (7) et malgré Pabsence de la formule (1), on peut classer les groupes
R-linéaires irréductibles en trois listes :

Liste 11 : groupes pour lesquels VR n’est pas identiquement nul;
Liste I : groupes pour lesquels VR = o, mais R £ o;
Liste 111 : groupes pour lesquels R = o.

Les groupes de la liste IIl ne peuvent pas étre gr. h. h. r. d’'une variété a
connexion affine sans torsion. Ceux de la liste I fournissent les gr. h. h. r. des
espaces affines symétriques de K. Nomizu, lorsque on suppose ce groupe irré-
ductible. On constate ainsi que, comme dans le cas riemannien, le fait d'imposer
a une connexion affine syméirique d’étre sans torsion et a ¢ irréductible réduit les
espaces possibles & quelques cas précis. Nous donnons la liste Il et les groupes de
la liste I qui proviennent de groupes complexes simples ou simples par C*;
C* désigne le groupe complexe abélien & un paramétre. R désignera le groupe
réel abélien'a un parametre formé des matrices A1, ou I est la matrice unité et 2 un
nombre réel quelconque.

TheoreMe 4. — Soit V,, une variété de dimension m, de classe C3, munie
d’une connexion affine sans torsion, non localement symétrique et ¢ son
&r. h. h. r. supposé irréductible. Alors o ne peut étre, & un nombre fini
d’exceptions prés, que : soit U'un des groupes du théoréme 3, soit l'un des
groupes suivants : '

‘— pour Vyy, : GL(n, R) < GL(v, R);
 — pour Vauy : GL(n, C) < GL(v, C);
—pour Vi, : R <x8U"(2n) < 8U"(av);
— pour Vypy : GL(n, R) < GL(n, R);
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— pour Vi : GL(n, C) x GL(7; C);
— pour Voo : R < 8U*(2n) < SU*(21n);
— pour Vn(n——ﬂ /\ GL(n! R);

— pour Vyin_q) : ;\ GL(n, C);

— pour Vaansy : R < ( ST (an);

— pour V, : GL(n R), SL(2, R); R < SO"(n);

—pour Vi ¢ GL(n, C), R x< GL(n, C), T < GL(n, C), SL(n C);

G ><S0(n, C); R Sp*(n), Sp*(n);

— pour Vip : G'<SU"(2n), R < 8U"(2n), T'x< SU*(2n), su* (2n);
Sp(1) < 80*(2nr), G* < SO*(21r); G < Sp(~n, C), Sp(~n, C).

Tutorkme 8. — Soit V,, une variété de dimension m, de classe C*, munie d'une
connexion affine sans torsion, localement symétrique. Supposons que son
&r- h. h. r. o vérifie les deux conditions suivantes ;: 1° o est irréductible; 2° le
groupe complexe $ dont provient o est simple ou simple par C*. Alorsc ne peut
étre, a un nombre fini d’'exceptions prés, que : soit lU'un des groupes des
théorémes 3 et 4, soit le groupe adjorint dun groupe simple réel, soit tel
que s soit le groupe adjoint d'un groupe szmple compleze, soit I'un des groupes

suivants : ’

— pour Vyupyy : U(n) <x U (n); pour Vyu_y : /\ Uh(n);
—pourV,, . ,_,:80%(n) x SO (n); pourV,(nr1)_1: 80(n, C) <80 (n, C);

2
— pour Vi onin_y: SO'(zn) < 80" (2n);

2

—pourV{,,,HH,,, . /\Sp (n); pour Vispityn_y) : /\Sp(n C), /\Sp"(n),

— pour V,, .SO(n,C)g_SO(n, C); pourV,, : Sp(n,C) < Sp(n, C);
— pour V,,, : SL(n, C) < SL(n, C).

12. Groupes de Lie transitifs sur les quadriques réelles. — Sont @ un groupe
de Lie opérant sur la quadrlque réelle de Rm™

. 2 2 . Jp— ( p—
Qm—iﬂ- Zi+...+ ‘tm-—h - ‘z‘m—h+1 Foo =X =1 QI;l—i = sl"—i)

et supposons que & soit induit sur Q%,_; par un groupe R-linéaire e c GL(m, R).
Si o est réductible,  n’est certainement pas transitif sur Q”_,, puisqu’un sous-
espace T sur lequel ¢ est irréductible est tel que T nQ"_, ne contient pas
tout Q% .. De plus, si & est transitif sur Q%_,, en un point z de coordonnées
2;=20f (ol i est donné, 17 < h), aucun des 2f n’est nul puisqu'il existe des
points déduits de z par o dans tout le plan défini pare; A ex({€i}(i=1,...,m,
étant une base de R™). En résume : o est irréductible et son algebre de Lie 2 satis-
fait a la condition précédente Il suffit alors d’examiner les algtbres de Lie
exhibées au chapltre IT pour obtenir les ‘seules 2 possédant les proprletés voulues.

On trouve ainsi le
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Turorkme 6. — Les groupes de Lie transitifs et induits par un groupe
linéaire sur une quadrique réelle sont, & un nombre fini d’exceptions prés :

— pour Q,,_, : 80%(m) (mx2);
— pour Qit_ : T1>< SU"(n), SU(n) (n> 2);
— pour Qi;_, : SP(1) < Sp’(n), Tt >< 8p"(n), Sp"(n)n 2= (2).

CHAPITRE IV.

APPLICATIONS.

Ce chapitre utilise le théoreme 3 du chapitre III a deux fins distinctes : d'une
part, P'énumération des formes & dérivée covariante nulle d’une variété V},;
celles-ci sont en effet invariantes par W, « fortior: par s. D’autre part, 'étude
des composantes connexes de W, éventuellement distinctes de s, pour une variété

riemannienne V. Signalons & ce sujet le corollaire du théoréme 3, qui semble
une application intéressante de cette deuxieme partie.

Suivant une

1. Formes extérieures invariantes par un groupe de rotations.
marche identique a celle du n°8 du chapitre I, nous nous raménerons a des formes
invariantes induites, par le groupe de rotation s, sur le groupe s C-linéaire
dont provient ¢; ces derni¢res seront réduites a I'aide des poids de s.

A. o est de 2° classe. — Soil

6.—_2 2 9,-,‘,,,»,‘,-,"'7‘,,;,;1,»./\.../\.r,»,. A ‘Z‘,“:A!/\.../\ .l‘,';
. i

une forme @ invariante par o. En procédant comme au chapitre I (n°8), on en
déduit un tenseur T invariant par s

N —\p—h . - e - .
)_‘ 2 V=1)"" 8w ity iy (o +Z) Ao N (Biy =+ S0 N\ (Fiey— Bina ) N oo A (B, — 53,

h. i,A...,iP

Ce tenseur s¢ décompose dans les tenseurs suivants, chacun invariant par s

o _\ LV i g .z, f z:
Ti,...i,,——z E (\/'—l) ai:A‘.,-;:e/.,,./;,/,:v,.../,, L TAVARESNAN Sipy
k \l ——\p—h hk olreeed) - - = =
Tin»-likl'z-u-ui; =2 Z(\/_‘ 1 )’l C(—p—hk Ei:---li Oy jnih e if Sy A ees A\ St/ ~'ik-.-|/\-'-/\*"P‘
b igeip .

avec 1.k <Zn.

T* est une forme extérieure complexe, invariante par s, mais qui peut étre
nulle sans que O le soit. De méme qu’au chapitre T (n° 1). on montre que
K o .
T’n-»-il-l‘;‘,.,.,:--i; n’est éventuellement 3£ o que si

(1) : (i,).+...+(ik)+(fk+,)+v...+(i-,.)=o.
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B. ¢ est de 1™ classe. — Pour des raisons de commodité d’écriture, nous
supposerons que s n'a pas de variables de poids o et que tous les ¢; (notations des
propositions 4 et 5 du chapltre I) sont égaux a 1. Soit alors

8= 2 Z Bu ity @y A N -tu./\ Zh N N T

[ P ,ip

la forme extérieure invariante par ¢. On en déduit le tenseur T invariant par s

¥l .
2‘ ZJ (V=1)P e, ,,,,,m (i (B + B+ B+ BN

hodyeandp

N (B~ 21, =+ Zi,~+ Zi,) N (Bigy,— By = B Bl ) N /\ (B, —--.).

Ce tenseur se décompose en plusieurs tenseurs invariants par s, en particulier la
forme extérieurc complexe T

~ —\p—h L
Tty = Xy Oy (V1) (—nyp—t—keline
h

k dendp

X O b Bu N N B N B NN 3

qui ne peut étre identiquement nul que si 8 Pest.

2. Formes extérieures invariantes par les groupes du théordme 3 du
chapitre III. — Nous allons appliquer les remarques du n° 1 aux groupes de
rotations de la liste du théoréme 3 du chapitre III.

A. SO%(m). — 1l est classique (cf par exemple [13], p. 187) QUe SO%(m)
ne laisse invariante aucune forme extérieure non triviale. On peut d’ailleurs le
voir immédiatement : en effet, le groupe 7\ SO%(m) est irréductible.

B. SU"(m). — Les poids de SU”"(m) étant ([8], p. 276) imaginaires purs, la
condition (1) s’écrit

Wi, . +w,'h-——m[,‘+‘~—.. -—(l)[ = 0.
Les w; sont (chapitre II, n° 3 A, 1°) liés par la seule relation @, 4. ..~ @p= 0.
D’ou : '
— soit, 4 une permutation prés, 0, = w,, , - .., ®;,= io,p;

— soit, & une permutation prés, @, =y ..., 0, = &p.
Les seules composantes éventuellement non nulles de T sont :

— 501t Ty e . H . )

— 501t Tya...m 00 Thuge -

° Les deux derni¢res formes : z; A 23 A... A Zm et 23 A... A\ Zm sont
effecivement invariantes par. s. Les m-formes correspondantes invariantes
par o, de R2™, seront notées 8 et &. Si m est pair, on a 6=20et 9’... &.Sim
est impair, on a 8’ =8, ot 8 désigne la forme adjointe de 8.
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2° Soit alors @, i, avec nécessairement g<n—1. Appliquons Ia
formule (2) du chapitre I pour I'élément de X défini par : 2{ = o, sauf
' Sl A yhA z‘; a }:’1
(= 2p=2%=
et a ensemble d’indices &), Z3, s, ..., Iy, OU £ £ iy, &y, ..., Iy ce qui est possible
puisque ¢ = n—1. On trouve ainsi
€4, Ousiiyth. atgty = €1, Otylaists.otyi-

. . . P
Les seules formes invariantes possibles par o sont donc les A !, ou |I'on a posé
Q1 =26:w1 N x5,
i

Q! est effectivement invariante par g, puisque s laissant invariante la forme
d’Hermite Zeizii,', laisse invariante la forme 2\/—1 €:%i /\ Zi, qui induit Q!
i i
pour g.
: » . . . 8 ot 6
C. Tt < SU”"(m). — Les A Q! restent invariantes par T!, mais non 8 et ©'.

D. Sp*(m). — Les poids de Sp*(m) sont imaginaires purs ([8], p. 291). La
condition (1) s’écrit : '

O+, O — O, —. .. W[, =0,

Nous supposerons avoir ordonné les poids

"

(j=1{ijuidl,  ()+()=o,

de fagon que J((7)) > o, donc J((¥')) <o. Les w;(¢=1, ..., m) étant linéai-
rement indépendants, on trouve donc comme composantes éventuelles non nulles
de ®

R
ei,l{i,i;‘..1;,i“..“i‘.ii_‘.‘.i,‘.i;’.‘...i;,l;,‘...i,’,i;. Ly

certains des indices de 7y & Zr_y et ép & p_y (resp. & A fr—y, Ip A ly_y, Lk A En_y,
Z{, 4 Z;) pouvant étre égaux.

1° Supposons d’abord p <= m et qu'il n'y ait pas de groupements du type

T, uisitx.... En procédant comme au B, on trouve
8,il..= Oy, o IrzE iy, Uay o ouy Ip;
€,0u1t... = €85z, .., (o I P P P

et des formules analogues pour les autres groupements possibles.

2° Si p est quelconque mais s’il n’y a pas de groupement ¢;7, £;¢,", on utilisera
la formule (2) du chapitre I avec élément de = défini par =f = o, sauf Zif = 2:2'.
On trouve alors

et des formules analogues.



— 394
3° Pour 0« ., p quelconque, on trouve
€, Ouilita)r = €4, Onifigi)r + €4 Opigalfy + €4, @) ifif.

En résumé, les seules formes invariantes possibles par ¢ sont

(Rer)A(Rer) A(Ae),

avec

—~ .
Q‘=2‘Et($‘1/\ Zp + Zp N\ Zi),
i

Q2 =E (i \ o+ Zox N\ T12),

?

Q3=2 (zi \ Zix+ i )\ Zir);
l

Q! est bien invariante par Sp”(m)c SU?(2m), Q* et Q aussi puisqu’elles sont

induites par la 2-forme extérieure complexe Zz,- A\ z;, invariante par s.

E. Sp(1)><8Sp”(m). — On constate que la formule (2) du chapitre I n’est pas
vérifiée pour Q2, Q3 (resp. Q1, Q2 et Q!, Q3) et la composante £ (resp. n et {) de =
[ ¢f. form. (13) du chapitre II]. Il n’y a donc aucune forme extérieure-invariante
par le groupe considéré.

F. SO*(2n). — Les poids de SO*(22) sont imaginaires purs ([8], p. 285); ce
sont donc les mémes que ceux de Sp (7). Les composantes éventuellement non
nulles de ® sont donc ;. ;.0 Si p << n et sil'on applique la formule (2) du

chapitre I pour I’élément de X défini par 3} = o, sauf :

a. Sh=— zj; ou b. E;ﬁf’ =—zi,
on trouve
Qe 8:;1, =+ el,,l';;.“)
b igd)e.s = ezl,i,',.. ’

ce qui entraine ® = o. Ainsi les seules formes invariantes sont les 7\ Q![ puisque
SO*(an)cSU*(2n)], si p<n. Si p==n, on obtient les 2n-formes & et &,
invariantes par SU%(2n).

G. SO(n, G). — Nous prendrons ici comme variables de G” les z;, 51, 30 (et
non les variables des n°* B et 6 du chapitre II); les poids de s sont complexes et
sont : -+ w; si z est pair, 4= w; et o si n est impair; les »; sont indépendants ([5],
p- 140-141); s ne peut donc laisser invariante une forme extérieure complexe T?
que s1 T est :

— soit 53 A\ 52 A\ ... /\ Za, 7 quelconque;
— soit de la forme T, i, 7 pair, g <n.
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La deuxiéme éventualité ne se produit pas. En effet, nécessairement ¢ <<n,
d’ott en procédant comme au F, les deux égalités contradictoires

Tig...= Ty, .. et Tiuifo..=—Top. ..
pip pip

La forme élément de volume complexe : 25 A 52 /\ ... /\ 2, est invariante par s

et induit pour ¢ deux n-formes invariantes © et ©'.

H. G, et G;. — Ces deux groupes sont de 1™ classe; s doit laisser invariante
une forme extérieure complexe, qui ne peut étre que z5 A z2 A ... A\ 57, par suite
de la présence du poids o. Cette dernitre induit sur le groupe R-linéaire corres-
pondant la forme triviale.

I. G;(C). — La présence du poids o et le fait que les poids de G, (C) sont
complexes conduisent a deux ~-formes invariantes, seulement.

J. Spin° (7), Spin (7), Spin® (g), Spin? (9), Spin (g9). — Les calculs sont

plus compliqués. On ne trouve aucune forme invariante.

K. Spin (7, C). On proctde comme au G et 'on trouve deux 8-formes.

3. Formes extérieures a dérivée covariante nulle des variétés munies d’une
métrique. — Soit ® une forme extérieure a dérivée covariante nulle de V% ;
d’aprés [4], © est invariante, en tout point de V%, par ¥, a fortiori par ¢. Nous
sommes donc ramené, dans la recherche des formes extérieures a dérivée cova-
riante nulle d’une variét¢ V%, simplement connexe, non réductible, non locale-
ment symétrique, aux formes extérieures invariantes par les groupes du théoréme 3
du chapitre III, ce qui a été fait au n® 2 et que I'on peut résumer ainsi :

TuroreMe 1. — La base de U'algebre des formes extérieures a dérivée cova-
riante nulle d’une variété V*,, de classe C3, simplement conneze, non réduc-
tible, non localement symétrique, est, outre les formes triviales éventuelles :
— o =80"(m), Sp(1) < Sp”(n), G., G}, Spin°(7), Spin(7), Spin’(g),
Spin3(g), Spin(g) : réduits a g;
—c=T!><8U”"(n) : une 2-forme Q*;
—37=8U’(n), SO*(22) : une 2-forme !, deux n-formes (resp. an-)Oet &';
— o =8p”(n) : trois 2-formes Q!, Q2, Q%;
—o=80(n, C) [resp. Spin(7, C), G2(C)] : deux rn-(resp. 8, 7) formes.

On constate ainsi @ posteriori le résultat suivant :

CoroLLairg. — S’tl existe sur une variété riemannienne une forme extérieure
a dérivée covariante nulle, non trivale, cette fpariété est : soit réductible, soit
symétrique, soit pseudo-kdhlérienne.

4. Groupe d’holonomie homogéne d’une variété riemanienne. Etude algébrique.
— Nous nous restreindrons, dans les n° 4 et B a des variétés riemanniennes Vi -
de dimension m, de classe C. Soit ¥ le groupe d’holonomie homogene (a#
restreint) de V,, (définition au chapitre III, n° 1 ou [4]).
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TukorkMe 2 (Borel—Lxchnerowmz [4]) — o est la composante conneze de’
U'élément neutre dans W. :

Nous allons utiliser ce théordme et le théoréme 3 du chapitre III _pour
étudier W/o lorsque V,,, est localement irréductible et localement non symétrique.
Le théoréme 2 implique en effet que o est distingué dans ¥ donc que, quel que

soit k€W, hoh-tco. Donc h détermine un automorphisme o — hoh—t de o
Passons en revue les groupes du théoréme 3 du chapitre III correspondant aux
variétés riemanniennes ().

A. 0=80(m). — A priori on sait seulement que WeO(m). Mais
«WcSO(m) » est équivalent & « Vp, est orientable ». En effet, le transport
parallele le long des lacets définissant les 2 € W' assure l'existence en tout point
de V,, de reperes convenables.

Dans le cas non orientable, on s’assure facilement pal des exemples que ¥ peut
ne pas étre inclus dans SO (m).

B. ¢ =8U(n), U(n). — D’apres [12] (p. 454-455), W[oc c Z,<T*, ol Z, est
défini par D'élément k : z—32 (k est défini par la matrice kj=—kji=9¢] et
ki = kjs= o, k n’appartient a SO (2n) que si n est pair.

C. s =8p(n). — Les automorprhismes de Sp(n) étant tous intérieurs, ¥/o est
donc contenu dans le centralisateur de Sp(n) dans SO (4n). Ce centralisateur est
exactement Sp(1). En effet, si 'on recherche un élément A{ tel que

2 13377} =2 AiZn,  avec hcSO(4n),
L

on trouve, en utilisant les formules (13) du chapitre II, les relations

_ o ix i*__

R o= R = hi= hit=),
it ; i *

hl =—h1' =—h;‘ = hi': M,
* ir* it

hl —_ hz* = h:, =——h;,*= v,

Rt =— B, =—hE = R =op,

avec A+ p2— i+ p?=1 et les autres A{ nuls, qui définissent le groupe Sp(1),
connexe, dont I'algebre de Lie est celle intervenant dans les formules (13) du
chapitre I

Remarque. — Si l'on recherche seulement le centralisateur connexe H de
Sp(n) dans SO (4n) [ méme remarque pour les groupes Gy, Spin(7), Spin(9)],
c’est évidemment Sp(1): en effet, H > Sp(n) est un groupe linéaire cSO(4n),
non simple, irréductible puisque contenant Sp(n). Seuls T*><S8Sp(n),
Sp(1) < Sp(r) répondent a la question, pour des raisons de dimension. Mais
cette méthode est insuffisante parce que nous recherchons tout le centralisateur
de o.

(') Pour tout le n° 4, voir aussi E. Caftan ([123, p. 373-377).
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D.o= Sp(1) < Sp(r). — Soit
adj(hakh=t) = o' (2) 4+ a"(A) + %/(a) + W7(X),

ou «, o'(a), a"(}) [resp. X, N(a), A"(A)] appartiennent a l'algebre de Lie
Sp(1) [resp. Sp(7)]. Puisque [«, A] = o, [, &"] = 0. Or Sp(1) ne contient pas’
d’éléments  distincts échangeables, c’est-a-dire que, quels que soient o,
ra'(A) =y o' (a), avec y réel; d’ou, soit a'(2) = o0, soit &'(«) =0, quels que
soient a, A. Pour des raisons de dimension, a”"(}) = 0. Ainsi £ induit un auto-
morphisme de Sp (n), d’ou, d’apres le C,W/z < Sp(1), c’est-a-dire que ¥ =c.

E. ¢ =G, Spin(7), Spin(9). — Les automorphismes de ces Lrois groupes
sont tous intérieurs. Il suffit de rechercher leur centralisateur dans le groupe
orthogonal qui les contient. En explicitant les algebres de Lie de ces trois groupes,
on vérifie que 'on peut toujours trouver, quels que soient ¢ 37, un indice k 3£ ¢,
Jj tel que Zj=o pour I ou J =/ et 3% £ 0, d’ott /2= o, soit A/ = o. Ainsi, on
a loujours ¥ —o.

3. Groupe d’holonomie homogéne d’une variété riemannienne. Etude géomé-
trique. — On peut condenser les résultats du numéro précédent en disant que,
pour une variété -riemannienne orientable, non localement symétrique, non

" localement réductible, W ne peut étre différent de o, éventuellement, que dans les
cas suivants :

—o="TU{(2n) t Wje=12Z,,;
—o=8U(2n+1): ¥/ocT;
—o=8U(2n) :WlocZy< T,
—o=S8p(n) : WlecSp(1).

-Nous résumerons ceci sous la forme suivante :

TueoriME 3. — Soit V,, une variété riemannienne orientable, de classe C*,
non localement symétrique, non localement réductible. On est assuré que c=¥
dans les cas suivants :

— m impair;
__a-:U‘(an—i—l); )
—-o=8p(1)> Sp(r), Spin(y), Spin(9g), G..

D’apres [2], dire que ¢ n’est pﬁs SU(n) ou Sp(n) peut s’exprimer sous la
forme : V,, est & courbure de Ricci non nulle. Ce résuliat est d’ailleurs évident
sur les formules (g) et (13) du chapitre ITII. On en déduit :

CoroLLaire. — Soit Vi une variété admettant un revétement qui est :
pseudo-kdihlérien, a courbure de Ricci non nulle, non localement symétrique,
non localement réductible.

Dans ces conditions :

BULL, 80C. MATH. — T. 83, FASC. IV. 21
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— Si n est impair et V,, orientable : V,, est pseudo-kdhlérienne;

— Si n est impair et Vp, non orientable : le revétement orientable de V,, est
pseudo-kdhlérien;

— Si n est pair : V,, est orientable et admet un revétement a deux feuillets
au plus qui est pseudo-kihlérien.
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