
BULLETIN DE LA S. M. F.

MARCEL BERGER
Sur les groupes d’holonomie homogènes de variétés à
connexion affine et des variétés riemanniennes
Bulletin de la S. M. F., tome 83 (1955), p. 279-330
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1955__83__279_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1955, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1955__83__279_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Bull. Soc. Math. France^
83, ipSô, p. 279 à 33o.

SUR LES GROUPES D'HOLONOMIE HOMOGÈNE DES VARIÉTÉS
A CONNEXION AFFINE ET DES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES;

PAR M. MARCEL BERGER.

INTRODUCTION.

Les groupes d'holonomie des variétés à connexion affine ont été définis pour la
première fois par É. Cartan [lu], qui les a utilisés pour déterminer les espaces
riemanniens symétriques [11]. Récemment, les groupes d'holonomie on fait
l'objet de plusieurs travaux : A. Borel et A. Lichnerowicz [4?], W. Ambrose et
I. M. Singer [l], A. Nijenhuis [15], et ont été utilisés dans l'élude des espaces
homogènes par A. Lichnerowicz [2], [3].

L'objet essentiel de cette thèse est d'étudier le groupe d'holonomie homogène
restreint o-, supposé irréductible^ d'une variété V à connexion affine sans
torsion (T == o). On obtient d'abord le premier résultat suivant : a~ n'est pas un
groupe irréductible quelconque', on trouve une liste 1 de classes de groupes
possibles, anîdogue à celle des espaces riemanniens symétriques d'É. Cartan.
mais légèrement plus longue. Deuxième résultat : la majeure partie de la liste 1
est formée de groupes pour lesquels le tenseur de courbure R de V est à dérivée
covariante nulle (VR==o). De tels espaces ont une structure géométrique parti-
culière : K-. Nomizu a montré en effet [14] qu'un espace pour lequel VR==o et
VT == o (a fortiori si T === o) est localement un espace homogène dont la connexion
affine est invariante par parallélisme. On constate d'ailleurs que les espaces
riemanniens symétriques forment une partie importante de la liste I.

Les groupes restants forment la liste II, extrêmement réduite; ce sont ceux qui
peuvent être groupes d'holonomie homogène restreints d'une variété pour laquelle
VR est 7^ o.

L'outil essentiel pour étudier o- est le tenseur de courbure R de V. En effet (en
un sens convenable), R appartient par ses deux premiers indices à l'algèbre
de Lie 2-de o". D'autre part, on peut déterminel ^ structure de S à l'aide des
résultats d'É. Cartan sur les groupes de Lie linéaires irréductibles [7], [8], [9].
Les relations classiques que satisfait R quand V est sans torsion entraînent alors :

— soit que R == o : o- ne peut pas être groupe d'holonomie homogène restreint;
— soit que VR = = = 0 : 0 ' appartient à la liste I.

Les groupes restants constituent la liste II.
BULL. 800. MATH. — T. 83. PASC. IV. 18
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Les calculs complets sont assez longs. Pour simplifier l'exposition, nous bavons
traité en détail que le cas de la liste II pour une variété V^, de dimension w,
munie d'une métrique de signature h. La liste II est alors réduite à sept classes de
groupes.

Pour terminer, nous avons donné dans le dernier chapitre, deux séries diffé-
rentes d'applications de ces résultats.

Le contenu des différents chapitres est le suivant :

Le chapitre ï reprend en détail les résultats d'É. Cartan sur la structure des
groupes de Lie linéaires irréductibles [7], [8], [9]. Lorsqu'ils sont complexes, ils
s'obtiennent tous par des produits (en un sens convenable) de certains d'entre
eux qui sont simples : ces derniers, appelés fondamentaux^ sont en nombre fini
pour chaque structure de groupe simple. Pour parvenir aux groupes réels à
variables réelles, il faut passer par l'intermédiaire des groupes réels à variables
complexes. Nous explicitons ce qui se passe pour les algèbres de Lie des groupes
considérés, dans les opérations précédentes (toutes les algèbres de Lie sont seule-
ment envisagées dans ce travail en tant qu'ensembles de matrices carrées). Enfin
nous montrons que la nécessité, pour le groupe Œ réel à variables réelles, de
laisser invariante une forme quadratique, oblige les groupes entrant dans sa com-
position comme produit à satisfaire l'une des conditions suivantes : laisser inva-
riante, soit une forme d'Hermite, soit une forme quadratique, soit une a-forme
extérieure.

Le chapitre II donne toutes les formes possibles des algèbres de Lie 2 : d'abord
dans le cas où o- ne provient pas d'un groupe fondamental, ensuite quand o- pro-
vient d'un groupe fondamental, ea examinant ceux de ces derniers qui satisfont
aux conditions ci-dessus.

Le chapitre III rappelle la définition des groupes d'holonomie et les résultats
connus qui seront nécessaires dans la suite [l], [4], [1^>]« 11 donne ensuite la
démonstration du théorème principal (th. 3 du chapitre III). A la fin du chapitre
nous donnons aussi la liste analogue lorsque V est supposée être seulement une
variété à connexion affine sans torsion.

Le chapitre IV indique deux séries d'applications. La première est relative aux
formes extérieures à dérivée covariante nulle des variétés V^ : une telle forme
T(VT==O) est invariante par o-.1 On peut donc déterminer toutes ces formes^, en
particulier S0(w) et Sp(i) x Sp(/î) ne laissent\invariante aucune forme exté-
rieure, d'où le résultat suivant :

yil existe sur une variété riemannienne V une forme T non triviale telle
que^r^o, V est : soit symétrique, soit réductible, soit pseudo-kàhlérienne.

Nous appliquons ensuite le théorème principal à l'étude du groupe d'holonomie
homogène ^V', a est la composante connexe de l'élément neutre deo" [4], donc dis-
tingué dans ^F. Une étude algébrique permet alors de calculer y/o". On en déduit,
par exemple :

Si une variété admet un revêtement qui est pseudo-kàhlérien, à courbure de
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Ricci non nulle; non localement réductible, non localement symétrique, alors
cette variété admet un revêtement à deux feuillets qui est pseudo-kàhlérien.

L'essentiel des méthodes utilisées a été donné dans trois Notes (1).
Je suis Heureux de pouvoir exprimer ici toute ma reconnaissance à

M. A. Lichnerowicz sans lequel ce travail n'aurait pas vu le jour; pour Fintérêt
qu'il lui a constamment porté, pour les nombreux entretiens qu'il a bien voulu
m'accorder.

Je tiens aussi à remercier A. Borel pour les remarques qu'il m'a faites et dont j'ai
tiré grand profit, ainsi que J. P. Serre pour tous les éclaircissements qu'il m'a
donnés.

Mes remerciements vont encore à MM. H. Cartan et L. Schwartz pour l'honneur
qu'ils m'ont fait en voulant bien constituer le jury de cette thèse.

CHAPITRE I.
LES GROUPES DE LIE LINÉAIRES IRRÉDUCTIBLES.

Ce chapitre comprend essentiellement deux sortes d'éléments : d'une patelles
résultats d'Élie Cartan sur les groupes de Lie connexes linéaires irréductibles^ qui
sont contenus dans [7] et [9] et résumés ici dans les n08 3, 5 et 6. D'autre part,
les algèbres de Lie, explicitées en matrices carrées, de quelques structures de ces
groupes et quelques précisions relatives au cas où les groupes linéaires irréduc-
tibles à variables réelles laissent invariante une forme quadratique, de signature
quelconque ; ceci dans les n088 4, 7 et 8.

Les n08 1 et 2 sont consacrés à quelques rappels qui nous ont semblé utiles,
Tous les groupes de Lie considérés dans ce travail seront, sauf mention expresse
du contraire, supposés connexes.

1. Poids dans les groupes de Lie linéaires semi-simples. — Nous appelle-
rons groupe C-linéaire (resp. J^-linéaire) un sous-groupe de GL(w, C)
[resp. GrL(/n, R)]. Nous omettrons quelquefois C-linéaire ou H-linéaire
lorsqu'aucune confusion ne sera possible.

Soit $ un groupe de Lie complexe semi-simple C-linéaire et Q son algèbre
de Lie, définie par une base

^=2j^^^-» [X-, X/]=^c^-^ (^ '=i , . . . , / • ; X, ; j i=i, . . . ,w).
A.(JL p- ' f,

D'après E. Carlan ([5], p. i3î- i32), un tel groupe est équivalent à la donnée
d'un groupe de Lie complexe t, d'algèbre de Lie %, engendrée par les JC/ et les M>,
et dont la structure est la suivante :

[^ Jy] = ,̂,.X,, [^,fl,] =^^, [HA, îlix] = o.
k p.

( 1 ) M. BERGER, C. R. Acad. Se., t. 237, igSS, p. 472-473 et i3o6-i3o8; t. 238, 1964, p. 985-9»
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Pour le voir, il suffit de remarquer que le calcul des c,jk à partir des /JS^est
exactement l'identité de Jacobi relative aux termes [Jfo [JE/, l(x]]- De plus, $ n'est
autre que la restriction du groupe adjoint de t au sous-espace vectoriel engendré
parles li^, évidemment stable. Dans t, les l(x engendrent un sous-groupe réso-
luble qui, de plus, est le plus grand sous-groupe résoluble de t; et les X/ engendrent
un sous-groupe semi-simple de t, qui est isomorphe à 0. Soit jX/} (f^1^ . . .5 ^) la
base d'une sous-algèbre £ de Cartan de 3[. Alors £ est aussi une sous-algèbre de
Cartan de j9 ([S], p. 127). Les V^\ ont alors une racine par rapporta JT, c'est-
à-dire une application linéaire S->C1, qui sera appelée poids de ^(resp. z\) et
notée (^). Xf ont aussi des poids qui seront notés de même (i). En particulier,
(/) == o pour et seulement pour i == i , ...,7. A(<) donné correspond un seuiy== i
tel que (i) == (y), les (/) étant de plus opposés deux à deux. L'ensemble des (i)
sera noté [$] et celui des (À) : <^^>. [ô] ne dépend que de la structure de groupe
de ^ tandis que <^$)> dépend de la structure de groupe C-linéaire de ^. On notera
qu'il peut exister plusieurs ^ tels que (|n) == (À) , où (À)e<(ô )> .

Soit encore (Q€[e], (i)^o. Alors ([5], p. io4 ou i33) les éléments de <(5^>
peuvent tous être rangés en progressions arithmétiques

(X,), (X,)=(Xi)-4-(0, ..., ()^) ==(^-i) -4-(l),

(^), (;^) = (^) -h (0, . . ., (:^) == (.a/«-i) 4- (Q

telles que

(^)-(^ (^)_(/), ..., ^<5> et (?-)-+-(^ (;a//0-+-(0. • • • . ^<A•>•

PROPOSITION 1. (É. Gartan [5], p. i33). — Les fSf^ jouissent des propriétés
suivantes : 1 ° si (i) == o, iS^== (^) ̂ (^. symbole de Kronecker) ; 2° si (i) ̂  o,
iJSÇ- est ̂  o si et seulement si (p.) == (^) + (i)'

PROPOSITION 2. — Toute forme quadratique (resp. extérieure^ d'HermUe)

yfla^a^^resp. ^ fla,...a^a,A • • • A ^^ ^flap^ai,^ invariante par $ 6^
a,p \ a,... a,, a,^ /

^/e ^e fla,3(rcsp.^,.^, fla?*) ^^ 7^° ^^ si (a)4-(?)==^ [resp-
(ai)+(a2)+...+(^)==o, (a)+(P)=oj.

En effet, si l'on exprime l'invariance de la forme considérée à l'aide de "Si, on
trouve les conditions suivantes :

(1) ^(^^a)^)-0-
À

(2) ^a,...a,_/Aa/^...a^î;,=0'
À,rt

(3) . ^(^^^^^a^-o
À

qui doivent ôlrc vérifiées pour une matrice quelconque '01^ €0.
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Considérons en particulier un élément de;(T; d'après la proposition 1, on trouve
les conditions

^((^-^(P))30'
^...^((al)- l-•••-h(a^))==o»

^((^)+(P))==o/

ce qui entraîne la proposition.
Ainsi la forme quadratique invariante par 6 se décompose en formes quadra-

tiques partielles en les variables de poids opposés non nuls et en une forme qua-
dratique en les variables de poids o. Par un changement de base convenable de C'"
on pourra réduire cette forme quadratique à

(4) ^affZyZa'-^^a^z^ [a^, a^eC, (<r) -4- (<r') == o, (<r) ̂  o, (p) =o],
ff P

ceci sans changer les poids des variables de ô. Celte condition est essentielle
pour la suite (chap. III, n° 3). De même une forme d'Hermite s'écrira sous les
mêmes conditions

(4/0 ^aoZaZa'-^^^ZçZç. [a?, a<,eC, (<r)^-(y)=o, ^((cr)) ̂  o, ^«?))=o]
<T p

et une forme extérieure de degré 2

( \b ) ^ a\ z\ A z\-, ( X ) -+- ( )/ ) = o, CT). € C.
À

Remarques. — i° On déduit des conditions (i) et (2) que $ ne peut laisser
simultanément invariantes une forme quadratique et une a-forme extérieure. En
effet, ces deux formes peuvent s'écrire

d'où

^ Zi \ zr = o et V Si zi zr,
i i

— f l / = î / = = o .

2° La théorie des poids reste valable pour les groupes C-linéaires s réels
(groupes de Lie semi-simples à paramètres réels et à variables complexes) ([9],
p. i63-i64). Il suffît de remplacer dans la définition d'un poids : £->C1 par
L —>- R/. Les formes invariantes par s peuvent encore être réduites aux formes
indiquées ci-dessus (4).

2. Groupes de Lie réels associés à un groupe de Lie complexe. — Soit 6 une
algèbre de Lie complexe d'ordre r. Il lui correspond une algèbre de Lie réelle
d'ordre ar qui sera notée ô (resp. 5, S). Le groupe S est ce qui sera désigné au
n° 5 par groupe réel de 1''® catégorie.

Si, par contre, il existe r éléments de j9 qui engendrent sur R un espace
vectoriel *S', de dimension r et qui soit une algèbre de Lie réelle pour le crochet
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induit, -S sera dite une structure réelle de j9 (resp. $, ^). Les structures réelles
des groupes de Lie complexes simples ont été déterminées par É. Carlan dans [8].

Si le groupe complexe 5 est C-linéaire, opérant dans C", un groupe réel associé
à ô sera un groupe C-linéaire opérant dans G". Lorsque nous dirons groupe
linéaire réel sans préciser, il s'agira toujours d'un groupe réel R-linôaire.
D'ailleurs, pour éviter toute confusion, nous noterons systématiquement les
groupes et leurs algèbres de Lie :

C-linéaires complexes par des lettres gothiques fl, e, . . . ; (fi), ô, . . . ;
C-linéaires réels par des lettres italiques g^ s^ . . . ; 6', S, . ..,
R-linéaires réels par des lettres grecques y, o-, . . .; r, .2, . . . ;

Remarque. — Si $ est un groupe C-linéaire complexe, j8 est constitué par un
certain ensemble de matrices carrées, S==S est alors composée du même
ensemble de matrices.

3. Groupes de Lie complexes linéaires irréductibles. — Nous appellerons
irréductible un groupe C-linéaire (resp. R-linéaire) ne laissant invariîinl aucun
sous-espace vectoriel complexe (resp. réel) non trivial. Les groupes de Lie
complexes C-linéaires irréductibles ont élé complètement déterminés par
É. Cartan dans [7]. Pour énoncer commodément ces résultats, nous donnerons
d'abord quelques définitions.

A. Définitions. — Soient Q ' ( i = i , . . . , n) n groupes linéaires quelconques
opérant dans des espaces vectoriels E l ' . Nous uppcllerons produit des y et
noterons x y la représentation lensorielle du produit direct des y , c'esl-à-diro

;
le groupe opérant dans (^E^ est défini par linéarité à partir de la formule

(x ^.(ç^z1) = (g)(^'-s0; où. ^'efl'', ^'eE'.

Soit maintenant Q une structure de groupe et y(i==ï, . . . , / î ) n groupes
linéaires isomorphes à Q opérant dans des espaces vectoriels E'; les isomorphismes

r i ~i i
correspondants seront notés Q1 : Q -> y. Soit [_ x y'J la diagonale de x y\ c'est-

à-dire le groupe isomorphe à g,-opérant dans (^E^ cl défini par linéarité à partir
de la formule

A((g)^)=(g)((0'A)^), où À€f l , ^eE^.

Un groupe produit de groupes irréductibles est toujours irréductible; par contre,
la diagonale précédente n'est pas irréductible en général, môme si les Q1 le sont.

i
Nous appellerons produit faible des y et noterons x y la restriction, irréduc-

tible, de |_x y ] à un sous-espace stable pour \_x y ] de (^)JS1, telle qu'elle est
définie dans [7] par un poids dominant (cf. [7], p. i i-i3).

B. Résultats. — Compte tenu de ces définitions, les résultats de [7] peuvent
s'énoncer :
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THÉOBÈME 1 (É. Cartan [7]). — Si un groupe de Lie complexe C-liné aire est
non simple et irréductible^ il est le produit de groupes de Lie complexes
simples Ce-linéaires dont un au plus est un tore à une dimension (complexe).

Ce théorème entraîne en particulier que j est semi-simple ou produit d'un
groupe semi-simple par un tore à une dimension complexe, ce qui n'est pas
démontré dans [7], mais dans [6].

THÉORÈME 2 (É. Carlan [7]). — II existe^ pour chaque structure de groupe
de Lie complexe simple C-linéaire Q, de rang i, i groupes C-linéaires irréduc-
tibles complexes isomorphes à g, appelés fondamentaux, tels que tout groupe
de Lie complexe^ C-linéaire, irréductible et isomorphe à Q est un produit
faible de groupes fondamentaux de Q convenablement choisis.

Si g simple irréductible n'est pas fondamental, il peut s'érire Q == h x_ l) et nous
dirons alors qu'il est semi-fondamental.

4. Algèbres de Lie des produits et des produits faibles. — A. $ est un pro-
duit. — Soit $==QXQ', où 3 (resp. Q ' ) opère dans 0 (resp. G'') et a pour
variables les ^i, . . . , Zn (resp. ^4, . . ., ̂ ). Les variables de C^^C'' sont
les ziÇ^z\ et seront notées zi\. j9 est engendrée par

(J,D=(J,o)-h(o, D, où j€€, JTe^
on a donc
(5) ^^(ÔT^o?^.

B. e est un produit faible. — Soit $ = k }><_ l). D'après [7] (p. i i-i3), on a

<^>==<^>+<b>.
Nous ne distinguerons pas ici et dans les questions analogues du chapitre III les
variables et leurs poids, en particulier des variables différentes de même poids.
Les variables de $ peuvent s'écrire sous la forme Zi\, ( Z ) e < ^ k ^ > , (^ )€<( l ) )> . Exa-
minons les éléments non nuls de JËI^. Il y a d'abord (prop. 1) ceux provenant
d'un élément de j9 de poids nul : ils sont (prop. 1) de la forme jS^ et liés
(p—q) relations linéaires, où p est le nombre de variables de 5, q le rang de $.

Soit maintenant Ô^T^ ° el provenant d'un élément de j5 de poids (<)€[$].
(^)^o. Il est d'abord évident que ce terme ne provient pas d'un autre élément
de j9, de poids (/) 7^(7), car(z) est bien défini par (i) == (m) + (y.)—(l)—(À).
Puisque [$]== [k] ==[!)], il existe ( a ) e < k > ( resp .ae<l )>) tel que
( a ) + ( < ) € < ( k)> (resp. (a)-4-(/)€<(!))>), ce qui entraîne que, quel que soit
(À) e < b > [resp. (0 € < k )], on a (a) 4- (À) + (Q e < e > [resp. (Q+(a)+(z) €<$>].
Pour énoncer commodément ce résultat et d'autres analogues dans la suite, nous
utiliserons les deux notations suivantes, relatives à l'algèbre de Lie <fi) d'un
groupe linéaire, explicitée en matrices carrées

ei^eî (resp.^=eî?)

qui signifiera que, quelle que soit la matrice i6j" e <6, on a
€)?,== ̂ rf (resp. <&ii==e^, £ =±i),



où À est un nombre réel (resp. complexe) si ® est une algèbre de Lie réelle
(resp. complexe) non nul, dépendant éventuellement de a, 6, c, d, mais non de
1 élément de (& considéré.

Le résultat précédent s'écrit donc : quel que soit j9^7^ o, (ï) + (^) ̂  (m) + (a),
il existe a et 6, a et (3, tels que, quels que soient n e < k >, v e < 1) \

^^ .̂

[L'on a posé (6) = (a) + (<•) et ((î) == (a) + (/).]

5. Groupes de Lie réels C-lméaires irréductibles. — Soit g un groupe de Lie
réel, G-linéaire, d'ordre r. Il définit par complexifîcation un groupe de Lie
complexe C-linéaire Q. Si g est irréductible, semi-simple, il en est de même de fl,
qui est donc (th. 1) un produit de groupes simples. Mais si l'ordre de g est < r\
g lui-même n'est pas en général un produit de groupes simples réels. Cependant
la structure de g est précisée par le théorème suivant :

THÉORÈME 3 (É. Cartan [9]). — On peut répartir les sous-groupes invariants
de S en trois catégories (ceux de la 3e catégorie étant composés de paires de
sous-groupes simples conjugués de même structure) dont les algèbres de Lie
sont engendrées par des bases : {^} pour la ï- catégorie, [îi\ pour la
2e, {J>.} et { X \ } pour la 3e, de façon que les sous-algèbres correspondantes
de g soient engendrées, en tant qu'espaces vectoriels, par les éléments

^L OL€C),
L
2
S^7 0/€R),
/
2
^ ( ̂  Xx -+- ̂  Xy Q.\ e C).S

Ce théorème montre en particulier que :

— si les sous-groupes invariants de fl sont tous de i"-6 ou 2° catégorie, fl est un
produit de groupes réels C-linéaires et son algèbre de Lie est donnée par la
formule (5) (remarque du n° 2);

— si 0 est le produit de deux groupes conjugués k et I) = y(k) , G est définie
pcir la formule
(6) ^^r^+^G^
qui se déduit immédiatement de la formule (5) ;

— si fl est simple, il est pour lui-même, soit de i1'0, soit de 2e catégorie; les seuls
cas possibles sont donc les suivants :

i° $ est fondamental de ^ catégorie. — On a ^=fl, où fl est fondamental.
En tant qu'ensemble de matrices, G ne diffère pas de ® (remarque du n° 2).
Les algèbres de Lie des groupes fondamentaux complexes seront déterminées au
chapitre I. Quant à g, il sera dit ^-fondamental (réel, C-linéaire).
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2° g est semi-fondamental de i" catégorie. — On a ^•==$. Puisque G ne
diffère pas de <& (remarque du n° 2), G sera donc définie par des formules iden-
tiques à celles du n° 4?.B) au changement près des lettres gothiques en lettres
italiques.

3° fl est fondamental de 2e catégorie.— g est alors une structure réelle de Q
et sera dit ̂ .-fondamental (réel, C-linéaire). Les groupes R-fondamentaux sont
explicités dans [9] (p. 168-173); nous indiquerons leurs algèbres de Lie dans le
chapitre II.

4° fl est semi-fondamental de 2e catégorie. — Soit Q=x_Q1. On a alors
i

^==.X.^S où les g1 sont R-fondamentaux et correspondent à une même structure
réelle g de fl. On a alors pour G des formules identiques à celles du n° 4.B, au
changement près des lettres gothiques en lettres italiques. On voit donc qu'il n'y
aura pas à distinguer entre les cas 2° et 4° : l'appellation g (réel) semi-fonda-
mental sera suffisante.

6. Groupes de Lie réels R-linéaires irréductibles. — Les résultats des n08 3
et 5 permettent — compte tenu des groupes fondamentaux réels explicités dans [9]
(p. 168-174) — de construire tous les groupes de Lie réels C-linéaires irréduc-
tibles. Il reste donc à étudier, selon [9], les groupes correspondants à variables
réelles.

A. Définitions. — Soit g un groupe linéaire opérant dans C". Il lui correspond
un groupe projcclif opérant dans P^_i(C). Une antihomographie de G" est une
transformation de C" définie par les relations

Zf==Va,/?/ (i, Z, m, ...=i, ..., n).

Une antiinvolution de G" est une antihomographie involutive dans Pn-i (C),
c'est-à-dire dont le carré est l'identité dans P/i_i(C); ce qui se traduit dans G"
par les conditions

^CTf/a/y=A5/,
/

où h est réel non nul.

Par définition, l^ indice de cette antiinvolution sera-.—,-- Ce signe ne dépend
pas en effet de la base choisie dans G".

Deux groupes réels g, g ' seront dits corrélatifs si leurs équations caractéris-
tiques ont leurs coefficients conjugués. Si, de plus, g et g ' sont semblables en
tant que groupes linéaires^ on peut les définir sur le môme espace C^ par des
matrices g\1 == §{ ; ou encore G^== G/ pour G et G'. Un groupe g sera dit auto-
corrélatif si son équation caractéristique est à coefficients réels. Selon [9] (p. 166),
tout groupe de Lie réel, C-linéaire, irréductible et autocorrélatif laisse invariante
une antiinvolution : Vindice de g sera celui de celte antiinvolution.
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B. Résultats (É. Cartan [9]). — Soit y un groupe de Lie réel opérant dans R"1^
irréductible; il lui correspond de façon naturelle un groupe réel g^ opérant
dans G7". Si g est irréductible^ y sera dit de I1'® classe^ ainsi que g^ qui sera alors
noté g. Si g est réductible^ c'est que m === 2 /î et que ̂  définit un groupe irré-
ductible g^ opérant dans C^ ; g et y seront dits de 2e classe.

Réciproquement, à chaque groupe réel g opérant dans C71, irréductible^ on
associe canoniquement un groupe réel R-linéaire, irréductible opérant : dans R71

si g est de i1'® classe, dans R2" si g est de 2e classe; et l'on obtient ainsi tous les
groupes de Lie réels R-linéaires irréductibles. Dans les deux cas, g et y seront
dits associés.

Les groupes g de i1'® classe sont caractérisés par :

PROPOSITION 3. — g est de i^ classe si et seulement s'il laisse invariante une
antiinvolution d} indice 4-1. Alors y est la restriction de g aux éléments
doubles de cette antiinvolution.

Il reste maintenant à savoir dans quels cas un groupe ̂ irréductible et construit
comme indiqué au n° 5 est de i" classe, ce qui est indiqué dans les deux
théorèmes plus précis suivants :

THÉORÈME 4. — Pour qu'un groupe de Lie réely G-linéaire irréductible^ non
simple g laisse invariante une antiinvolution d'indice e, il faut et il suffit que :

i° g ne contienne aucun sous-groupe invariante soit de la i1'" catégorie^ soit
de la 2e catégorie non autocorrélatif;

2° le produit des indices des sous-groupes invariants autocorrélatifs soit e;
3° les sous-groupes invariants conjugués de 3e catégorie soient semblables ;
4° le sous-groupe éventuel à un paramètre réel soit R.

THÉORÈME 5. — Pour qu!un groupe simple réel, G-linéaire irréductible g
laisse invariante une antiinvolution d } indice £, il faut et il suffit que :

i° g ne soit pas de i" catégorie;
2° les groupes corrélatifs interviennent le même nombre de fois et soient

semblables;
3° le produit des indices des groupes autocorrélatifs soit s.

7. Algèbres de Lie des groupes réels R-linéaires irréductibles. — II est main-
tenant nécessaire de savoir passer de l'algèbre de Lie G d'un groupe g à variables
complexes à celle T du groupe y à variables réelles associé à g.

A. g est de 2e classe. — Si Zf(i == i, ..., n) sont les variables complexes de g,
on peut prendre pour ïn variables réelles de y :- a'/== ^t(-s/) el.r<*== ^f(z,). On
définira donc F par les relations

<7) r{=r^a(Gî), rf=-r^=J(ç/).

Nous emploierons systématiquement les notations avec des * lorsque y sera de
2e classe.
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B. g est de i^ classe. — II est d'abord nécessaire de préciser ranliinvolution
que g laisse invariante :

PROPOSITION 4. — Si un groupe de Lie C-linéaire irréductible ( r é e l ) laisse
invariante une antiinvolution d'indice £, celle-ci s 1 écrit :

i° si s =—i : Z,^=^, Z^==—-s/, où
t== i , . . . 3 n; î'==i'-h/i; ( / )==( ( ' ) ;

a0 si £ ===+ i : Z).= ̂ , Z/= Ê/^/'Î Z//== £/i,, où
t == i, ..., n ; i' =. i -\- n:

X = 2 / î - h l , . . . , W, (^ )==( ( / ) ; J(TA))=O.

En effet : si ^ est un groupe R-fondamental, les antiinvolutions données
dans [9] (p. 168-173) sont de la forme indiquée. Si g est semi-fondamental, la

diagonale [x g1 \ admet rantiinvolution produit ([9], p. 166-167) d'antiinvolu-
lions du type précédent, qui est bien de ce type. Par restriction a x^, les

variables de ce groupe élant des combinaisons linéaires de celles de L ^ é j -
l'îmiiinvolu'ion garde la même forme. A fortiori si g est un produit de groupes
simples réels. De même si g est le produit de deux groupes conjugués ou corré-
latifs ([9], p. i65). L'assertion relative aux poids est énoncée dans [9] (p. i64)e t
peut se démonircr d'une façon analogue à la proposition 2, à l'aide des rela-
tions (9) ci-dessous appliquées aux éléments de poids o de G.

Nous pouvons maintenant calculer F à l'aide de G. Avec les notations de la pro-
position précédenle, £==4-1 , nous prendrons comme variables réelles engen-
drant l'espace des éléments doubles de l'antiinvolution

.Vi=ÔÏ.ÇZi-^- £^), X i ' = 3{Zi—tiZi'\ ^= ̂ (^).).

Nous emploierons toujours les notations avec des ' lorsque g sera de i^ classe.

PROPOSITION 5. — Avec les notations ci-dessus. T est donnée en fonction de G
par les formules

w

, i ^= 2(^+.,ff0, r',=.H{, r^=^;
;̂= 2(^-E/0, r{=îK{:

)r{= t(K',-^K';)
i ..i - / vi - vi'\

,4.
/—^O' 1,,==—--^ :r^(-^-^'), r^=-2^;

Fon a posé
H\=(^(G\\ K\=J(G^

Pour vérifier ces formules, il suffît de remplacer les ^/, s,, par leurs valeurs en
fonction des a?,, Xy dans la définition des transformations infinitésimales de G. On
trouve ainsi directement les relations

r/ == ///-+- ziH{,+ t j H { ' ^ ziijH^ r< == n{+ ̂ if{!. r^= ̂ :
r/;= H } - Z i H { - z , H i ' ^ ^ H { ; , r<'= K{-^K^;
r/'= K/+ £,A/;- t j K { 1 - zit)K{;, ^ = 11^ s,^;
r/; =-K{^^K/,-t,K{'+^K/;, T^ =-A'ix-^s,•AP•.
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De plus, en exprimant que G laisse invariante Failli in vol ution donnée, on obtient
les relations
(9) ^=^^, ^=^y^, G{^ZiG{, G^^GÏ,

d'où les formules annoncées.

8. Précisions dans le cas des groupe» de rotations. —Nous appellerons groupe
de rotations un sous-groupe de Lie, connexe, irréductible, de GL(/i, R) qui
laisse invariante une forme quadratique (nécessairement de rang n). Cette
forme pourra être de signature quelconque (la signature d'une forme quadratique
étant le nombre de carrés << o qui apparaissent dans sa décomposition en une
somme algébrique de carrés). Le plus grand sous-groupe connexe de G-L(/î, R)
qui laisse invariante une forme quadratique de signature h sera noté SO^/i);
S0°(/î) n'est autre que le groupe classique S0(/î).

Si ^.^ij^i^j est une forme quadratique invariante par v, il revient au même
ij

de dire que T vérifie les relations

(10) ^(T/^-i-^/r^o.
/

PROPOSITION 6. — Si Y est un groupe de rotations^ il ne contient jamais le
groupe R.

En effet, les transformations de R s'écrivent dans g (donc dans y), qu'il soit
de i1'0 ou 2e classe : G[^==- ~^{ ^ €R. Si l'on applique à une telle transformàlion la
formule (i), on trouve y?y== o quels que soient i et y.

PROPOSITION 7. — Soit y un groupe de rotations et g le groupe réelG-linéaire
associé. Si g est de i" classe^ il laisse invariantes une forme quadratique et
une forme difformité. Si g est de 2° classe^ il laisse invariante : soit une forme
quadratique s'il contient un groupe de irh catégorie, soit, dans le cas contraire,
une forme quadratique ou une forme d^ffermîte ou les deux.

i° Soit d'abord Y de 2e classe. En remplaçant xi (resp. x^) par -(-S/-4-5/)

resp. -1 (si— ~Zi) , on voit que g laisse invariante la forme quadratique
2 î

^^iZj^ij— W+ tW+ î'W) .

W
et la forme d'Hermite

^^/•(Tf/-+- W*-+- t'W— ^T//*)?
ij

l'une de ces formes pouvant être identiquement nulle sans que l'autre le soit.
Si g contient un sous-groupe invariant de 1*'® catégorie, il ne laisse invariante
aucune forme d'Hermite. Sinon l'on aurait pour G^ et \/—i G^ appliquées aux
formules ( 2 ) et ( 7 )

^SalG^+gbiG^^O, ^(^/^-^^)=0,

/ /
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d'où V^/6^=o qui entraîne det|^/ |==o, ce qui est absurde, la forme

(THermite considérée étant de rang- maximum puisque g est irréductible.

2° Soit maintenant y de i1'® classe. En remplaçant Xi (resp. xv, x\) par

l^.+e^^+^.+e^rresp. ^(^—Ê/^—^-+£/^),^(^.+i).)] on voit que ̂

laisse invariantes la forme quadratique

^[^/(Tfy— W'-+- ^Tr/-^ <W) -+- ̂ jZi'z,'

x (ï</— W— ^7— ^7') -+-•••-*- ^ j z i z j ' ( : i i j - ^ ̂ i'i' -h ̂ 7— l^/')] -(-•••-^^^.^J.':^
A, li.

et la forme d'Hermite

^[^^•(Tf/-1- W -^ ^[l'i— ^7<•7) -•- zr^Zi'~z}'

i j - ^
x (T<7+ Ti7'— ^•y'-^ ^7')'+.-.-^ '-iZiZ/'^îu— W-4- ̂ y-+- '̂7')] -+-.---^^A^a-:A-j.

).,?.
qui ne peuvent être séparément nulles. »

PROPOSITION 8. (É. Cartan [H], p. 240-241 et 25i-253). — Soit g=k x h.
Si g laisse invariante une forme d'Hermite, il en est de même de k et de h.
Si g laisse invariante une forme quadratique, alors : soit k et h laissent inva-
riante chacun une forme quadratique, soit k et h laissent invariante chacun
une i-for me extérieure,

i° Si g laisse invariante la forme d'Hermitc

•^. gay-^b^^a^-b^

n,a;&,^

en remplaçant les z-ny. par Za'Zy, on trouve l'expression

V _ _
/ . gay.^YZnZb^y.^

a,a;b,^

qui n'est identiquement nulle que si tous les ^aa,(&.3)* so^t nuls- Cette expres-
sion définit donc au moins une forme d'Hermite invariante par k\ de même
pour A. Si l'on réduit ces deux formes, par des changements de base convenables,

à V ^ / ^ / e t V ^ ^ , on obtient pour la forme d'Hermite invariante par g ,
i \

l'expression

(ii) ^a"^
i^

les changements de base utilisés n'ayant pc-is altéré la structure de produit de ̂  :
G satisfait toujours la formule (5).
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2° Si g laisse invariante la forme quadratique

: ^, ^aa,6p^aa^6pî

ff,a;6,P

on en déduit comme précédemment l'expression

^ gay.^ZnZbZy.Z^.
a,a;6,P

Si cette forme n'est pas identiquement nulle, elle définit au moins une forme
quadratique invariante par k et au moins une forme quadratique invariante par h.

Par des changements de base convenables, on se ramène à la forme ^,5?x- Si l»
/.A

forme obtenue plus haut est identiquement nulle, c'est que ̂ '<ia,6p+^a8,6a==o. On
en déduit alors que k et h laissent chacun invariante une 2-forme extérieure; en

réduisant ces dernières à V^//\ zy et ̂ z\ /\ z\> on obtient pour la forme initiale
i \

invariante par g

^0/AW— Zl\'Zl'\').

l,\

La structure de G reste encore inaltérée.

PROPOSITION 9. — Soit y un groupe de rotations de i^ classe dont le groupe
associé g est un produit de deux groupes conjugués k, h. Alors k et h laissent
chacun invariante : soit une forme quadratique^ soit une 2-forme extérieure.

On procède comme précédemment en utilisant les formules (i) et (3), ainsi que
l'existence simultanée dans G d'éléments de la formel"1 et \/—i G^. On réduit

ainsi la forme initiale à ^^u^pj. ou ^^u; la structure de F reste inaltérée.
i,J i.J

Si g est de 2e classe, la forme d'Hermite invariante peut être du type

y^u^ji.\î
Remarque. — Les calculs faits permettent dans chaque cas de remonter à la

forme initiale ^.^ijXiXj invariante par y, dont nous aurons besoin au chapitre II»
i j

CHAPITRE II.
ALGÈBRES DE LIE DES GROUPES DE ROTATIONS.

Ce chapitre donne une liste des expressions possibles pour les algèbres de Lie
des groupes de rotations, sous la forme qui nous sera nécessaire au chapitre III*
Les semi-fondamentaux n'y figurent pas, l'étude faite au n° 4 du chapitre 1 étant
suffisante pour la suite. Pour cela,, on utilise essentiellement : pour les groupes
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non simples, les résultats du chapitre I; pour les groupes fondamentaux, les-
résultats de [7], [8], [9] qui fournissent la liste des groupes fondamentaux
complexes et leurs structures réelles. Certains groupes sont traités à part à l'aida
de la proposition 2.

De plus, nous aurons besoin au chapitre III des composantes deux fois cova-
r tantes des algèbres de Lie considérées, c'est-à-dire des

r<y=^T^,,
/

où ̂ .^ijXiXj est la forme quadratique invariante par le groupe de rotations
i,j

considéré. Nous préciserons les T{ chaque fois qu'elles différeront des Tij autre-

ment que par le signe, c'est-à-dire chaque fois que ̂ .fij^i^j ûe sera pas réduite
f'7à une somme algébrique de carrés.

1. Groupes non simples. — Éludions les cas suivants, qui épuisent toutes les
possibilités :

A. s est de 2e classe, non produit de deux groupes conjugués. — On a
s = g x ^, d'où 2 à Paide des formules (5) et (7) du chapitre 1

(i)
S^= s;y= îff 8{'-+ î^HÏ (̂  = i, ..., ̂

sy=-S;% ^KT^+^K'f ()^=i,...,v).

Les formules (i i) et les formes réduites analogues des autres cas du chapitre I,
n° 8, la démonstration de la proposition 7 du chapitre 1 montrent que la forme
quadratique invariante par a~ est de la forme

y^/x^n'-t-^iA)^'^)*) (£ =±1)'
i,^

où l -> ï (resp. À ->- V) est une application involutive de l'ensemble des indices { l {
(resp. ( ^ j ) sur lui-même (qui peut être l'identité). On obtient donc pour
composantes purement covarianles de 2

(2)
2^^= ̂ ,w = Hm' ^S^ ̂ T.

S^,(mp.)*=— S(A)*,mi«.= Kf 8^-1- 8?1 K'ï .

Dans le cas particulier où g1 est le tore T1 à une dimension réelle, c'est-à-dire
le groupe opérant dans C et laissant invariante la forme d'Hermite ZQ Z-Q, on obtient
pour l'algèbre de Lie de g X T1 la formule suivante, en posant zi^==zi

(3) S/m = ̂ m* = Him, S/m* = — S^m = ̂ /m -+- W;

2 ne diffère de t que par l'introduction de Ç et g est un groupe qui doit être



— 294 —

de 2e classe et laisser invariante une forme d'Hermite puisque (prop. 7 du
chapitre I) T1 ne laisse invariante ni 2-formè extérieure, ni forme quadratique.
Dans les numéros suivants nous signalerons ces groupes lorsqu'ils se présenteront.

B. s est de ï^ classe, non produit de deux groupes conjugués. — On a
toujours s == g x g1. D'après le théorème 4 du chapitre I, g et gj sont autocorré-
latifs et il j a deux possibilités : leur indice commun est soit — i , soit 4- i. Dans
les deux cas, g et g ' laissent invariante une forme d'Hermite (prop. 7 et 8 du
chapitre I) ; on obtient donc pour forme quadratique invariante par o- [form. (i i)

du chapitre I] ^^x^. Les composantes purement covariantes de 2 seront donc
L

identiques aux composantes mixtes.

i° Indice + i • — On peut écrire o- == y x y', où y et ^ ' sont des groupes réels à
variables réelles. D'où

(3)* S/A,»^= HT 8Ï+ ̂ ITÎ (l, m = i, . . . , n; X, ^ == i, ..., v).

2° Indice—i. — On utilise les notations de la proposition 5 du chapitre I.
Pour variables de o-, nous prendrons les Xi\^ Xii'i^ Xi\i^ Xii\ définis par

^==^A-1- lx^'\', •ïl'\' = x^ — txr\', zi\' == ^/// -+- ixi'\y zr\ = — xi\' -+- ixr\.

D'où, par les formules (8) du chapitre I, les seules composantes non nulles de .2,
identiques aux composantes purement covariantes

(4a)

•^

^

'̂

î\
v/a
S/(3
y/a'
S/?
v^'a'
S/p
y/'a
S/P

= :̂=

=-^=-

=-^=

= ^=-
v/'a'

== ^,p,==

— S^ —

— s^ —

=-^,=

^ =

sa. =
^=
^ =
v/'a
^/'R ==
y^'a
^/'P' ==
v/'as^p, =
y/'a'
^/P' =

^

^

vA'—i')>
y;').

—— -VA'

v/a'
^/P'
v/'a'

-^R
y/a'^/'p
y/a

— ^/'P

= îH'i

= ^H\,

= lK{

=-îli't,

-2^

= '̂r
=.^
= ̂ 'r

(^y)

("^P)

(4&)
=2^+2^a,

=2^-+-2A:'Ï,

= 2^'-h-2A"Ï',

v"'01' ^ 17^ r» ry '̂--a'a-== 2/ïa' — 2/ï a ,
v0'^ t^"0 ly/^Sa a' = 2^ — iK a,

Dans le cas particulier où g' n'a que deux variables ZQ et ^o/, c'est le groupe
SU (2) == .Sp(i). En effet, c'est un groupe réel à deux variables complexes, auto-
corrélatif d'indice — i : cf. alors la liste du n° 3.

Dans ce cas, en posant

Xio == X^ ^i'O' = •Ï/*, Xio' == Xi', a^'o== Xi'^
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on obtient pour algèbre de Lie de o- == Sp ( i ) x g

2^-= ^.j, == ï.^ == S^= H{

Sf/' == ——— S^*y* = 2;*y.* === ——— Sf'y == ̂ /

(^) (^y);
-Lij. = - S^ = - 2^ = 2^ == Kl,

S,y,* == —— S^y, = S^« == —— 2^*y == Â'^'

Sn' =^'-h-n 2:^=^'-yt,

S^ = ̂  + ç S '̂ == ̂  - Ç,w
s^=<^ s,̂  ==<-^;

g est un groupe qui doit : être aulocorrélatif d'indice — i, laisser invariantes une
forme d'Hermit'e et une 2-forme extérieure; SU (2) laisse en eflet invariante la
a-forme ZQ f\ Zw. On remarquera que cette algèbre de Lie ne diffère de celle de la
représentation réelle du groupe de 2e classe g que par Finiroduction de Ç, ?, ri. De
plus on verra au chapitre III qu'il y a à examiner les groupes de cette forme :
Sp(i) x g chaque fois qu'ils se présentent; nous préciserons donc dans la suite
de ce chapitre les seuls groupes jouissant des propriétés voulues ainsi que les
antiinvolutions d^indice — i correspondantes.

G. s est le produit de deux groupes conjugués : 2e classe. — Ce cas est ana-
logue au A. Avec des notations identiques et en appliquant la formule (6) du
chapitre I, on a

(6)
,̂/np.== V.)*,̂ - Hf ^'•4- (?^)f «îr,

2/).,(/np.)*==— S(A)*,^= Ai11' 0^-4- (?A;)f 0;"'.

D. s est le produit de deux groupes conjugués : i" classe. — Dans ce cas
(th. 4 du chapitre I), g et g ' sont deux groupes semblables; Pantiinvolution
invariante par s est ([9], p. i65) Zab^^-hn- Prenons comme variables pour c-
l'ensemble des Ximi Xi'm'i où l << m et des «r//== xr r définis par z/m= ̂ //»+ ixii^
si l<.m et zim=x,ni—ix,n'r si l^>m et (^{zu) = xu- En appliquant les
formules (5) et (8) du chapitre I, on obtient pour composantes non nulles de ^

\'bl^ •s'mb-f- V/1&-Û- ffb v6/ , -A -vm6 -û- •vnb -£-î.b
-'al— 2f 0.111— ^na—"ai ^a'I'— ^a'ni'— "n'a'— ^ay

•vab _ va i_ jfb v/wi-^- •vl'm' •vl'm'-'^- •vlin
'^a'b1— " a ' ^ '-61 ^PÇ— '^p'fl'i ^PV — ^P'V'

(<z<6^^, /i^a<6, a^m^b, a ̂  6).

D'après les propositions 7 et 9 du chapitre I, on peut supposer que la forme

quadratique invariante par o- est Va? LM^L)' (M)' ? d'où les composantes purement
L,M

covariantes non nulles de -S

(7)
Sa7,(6)'(/)'-^- ^'am,(fn)'(b)'= ̂ na^^^a)'^ H^aî ^ab^d^ ^•a'b',c' d'y • • .;

Sa/,(6')'(/')'= ̂ am^m'Y^b'Y^^na^n'Y^'y'^^tî ^ab,{a)'[b)'= A'S -t- A'J.

à. Groupea de rotations fondamentaux. Généralités. —A. Conventions. —Par
groupes de rotations fondamentaux, nous entendons les groupes réels R-linéaircs

BULL. SOC. MATH. — T. 83. FASC. IV.
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dont les groupes C-linéaires associés sont G- ou R-fondamentaux. Les algèbres de
Lie de ces groupes sont obtenues à partir de :

— pour les groupes C-fondamentaux : [7], p. 82-44 ;
- pour les groupes R-fondamentaux : [9], p. 168-174.

Pour éviter toute confusion, nous modifierons les notations de [7], [91, [81 de
la façon suivante : '

i° Nous utiliserons d'abord les notations classiques de Chevallev : SL(/i, G)
pour A,-,, S0(2^+i , G) pour B,, Sp(/i, G) pour G,, S0(27i, G) pourD,.

2° Ensuite, dans les notations de [7] et [9] comportant des indices inférieurs
ou supérieurs, nous ne changerons pas ces indices, leur laissant leurs signifi cations
mais nous changerons le caractère de la lettre conformément aux conventions du
n° 2 du chapitre I. De plus, nous ajouterons parfois entre parenthèses la structure
de groupe simple à laquelle appartient le groupe fondamental considéré.

B. Résultats :

PROPOSITION \. — Soit s l'extension d'un groupe linéaire de Lie g , opérant
dans un espace vectoriel E", aux p-f ormes extérieures de E"; s sera noté ^\ «.
Alors l'algèbre de Lie S de s est dé finie par

p
.-.•', p ^^-yL 2 ^•••^••^:::ï^

où : i° G est V algèbre de Lie de g ; 2° la sommation est étendue à toutes les
permutations ^ . . . tp de la combinaison s, . . . Sp, £;;;;;;̂  étant l'indicateur
classique de permutation; 3° le signe /\ indique la suppression.

Les variables de s sont les ^ 1\... /\ z.^ où les z.i sont les variables de g •; on

peut les noter ^...^. Si Fon identifie /\ E" au sous-espace de^E» formé des
tenseurs antisymétriques, on peut considérer s comme le groupe ? opérant

P p
dans (g) E71 en tant que diagonale de x g. On a alors

<...,= (S^)/,....^ ^ (̂ ,..̂ ,
^...,fp

\Sz)r^r^ ^ S^;:::^®...®^,

S t , - - - , S p

d'où

S estdonnée par la formule suivante

shi•••h^y^\..^h^\.^G/!•k
ft.-.fp ^ /l f k ' " f p ^fk

k=\
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qui est une généralisation immédiate de la formule (5) du chapitre I. On en
déduit la formule de la proposition. Si l'on fait la convention suivante :

Les composantes S^'J^ seront toujours supposées écrites de façon à ce que
deux indices éventuellement identiques soient l'un sous l'autre,
on obtient pour S la formule plus simple

(8) ^::^â:2J^...^...8^^.

Nous ferons toujours cette convention dans les algèbres de Lie de ce type.
Quand il s'agira de composantes purement covariantes *S', ,. , , les indices
éventuellement égaux seront écrits « avec le même rang ».

PROPOSITION 2. — Soient g- et g-' deux groupes Q-linéaires fondamentaux
de même structure^ tels que V ensemble des poids des variables de <'•
(notées z^ z^, ...) comprenne V'ensemble des poids des variables de f'
(notées zi^ z,nj . . .). Alors : i° quels que soient L et M, // existe l et m tels que
l^on ait pour tout élément de G' (donc de G) : G'y^= G'/1; 2° si g j laisse inva-
riante une antiinvolution^ g laisse invariante f antiinvolution induite,

1° Soit, en eflet, Xa € G' et donnant naissance au terme G'ï, c'est-à-dire que
(M) == (L) + (a). Il existe /, m tels que (m) = (l) + (a) parce que g- est iso-
morphe à g - ' . Puisque ^^C^'), la proposition 1 du chapitre 1 montre que
Gî1 à: G'/11 == G ' / 1 . Si X^ e G' est telle que G'ï = o, alors on a aussi G ' / 1 = o.

2° On vérifie sur la liste des poids ([7], p. i5-32) que si ^ g J ' \ = < / f l J \ e { ,
<(^)>C<^)>, alors ^g • )>==<( g'^>, ce qui donne un sens à Pantiinvolution induite
sur g- par celle de g ' . Si l'on exprime alors que g1 laisse invariante l'antiinvolution
considérée à l'aide des formules (9) du chapitre I, on a en particulier ces formules
pour g.

3. Groupes isomorphes à SU(^) (n ̂  2). — Notations :

SL(/i, G) et SL(/î, R) : notations classiques de Ghevalley;
SU*(2/i) : groupe réel de la structure SL(/i, G) défini dans [9], p. 169

(lignes 1 à 5);
SXJ^/i) : groupe réel de la structure SL(/î, G), sous-groupe de S02A(2/^).

A. Groupes provenant de fli(SU(/i)) = SLi(/i, G). — 1° ^=^. — Les
poids de fli ([7], p. i5) étant les &), ( < = i , . . . , n) liés par la seule relation
c0i+. •.+ <*)«== o, fli ne peut pas laisser de forme quadratique invariante si n^>2
(prop. 2 du chapitre I). Pour 71=2, fli laisse invariante la forme extérieure
z-i /\ ^a, donc (chap. I, n° 1, remarque 1) pas de forme quadratique. D'après |a
proposition 7 du chapitre I, ce cas n'est donc jamais à considérer.

20 y=^==SL(/i , R). — Si / i>2, 7 ne laisse invariante aucune forme
quadratique pour la même raison qu'au i°, ni de forme d'Hermi le car, les
transformations de g étant réelles, les formules (i) et (3) du chapitre 1 coïncident.
Pour ?i === 2, on retrouve le groupe qui sera noté au 4° SU1 (a) (cf. [8], p. 353).



3e ^-r= SU* (an) est un groupe qui est noté ^(i) dans [7] et obtenu
([8], p. a^â-â^S) en liant les (»i (ï :s± i, ... ^ .2^ ;== n) par les relations o^=± to^
(î= i, . . ., g ) . II ne peut laisser de forme d'Hermite ou quadratique invariante
que si q = i. On retrouve alors SXÏ(2) (cf. [8], p. 353).

4^ On obtient le groupe g^ qui laisse invariante la forme d'Hermite

^,^iZi'Zi= Z\Zï -+-. . •-+- Zh^h— ^A+l^A-H—• • •— ZnZn

i

et pour y le groupe, que nous noterons S'Uh(n) C 80^(2^), qui laisse invariante
la forme quadratique

^M^-^)^
;

les composantes purement covariântes de F constituent l'ensemble des matrices
carrées satisfaisant aux seules relations

( 9 ) r?,n = i> ,„*, r//u* -+- r/* ,n == o, V e / Vi^ ==
/

Le groupe T1 X STÏ^/i) est à considérer : son algèbre de Lie est formée des
matrices satisfaisant seulement aux deux premières des conditions (9) ci-dessus.

B. Groupes provenant de {^/(SIÏ(n)), a ^ jo^n—i . — On a Qp= /\ <)i
([7], p. 33). Lès groupes fljr, et ^n-p étant conjugués, nous pourrons toujours

An^supposer que p ^ — •

i° p•=Dp. — Les poids de Qp ([7], p. 33) sont les sommes ûi)/,+. . . 4- co/,, les
indicés <i , . . ., ip étant tous différents, g ne pourra laisser invariante une forme
quadratique que si n = iq etp = q. En effet (prop. 2, chap. î),

(0^ -+-... -4- 0) / +0^71 -4- ...-+- ojy

ne pourra être nul que si (<i , ^2, . . ., ip, YI, 72, . . ., 7p) est une permutation
de i, . . ., n puisque les û)/ sont liés par la seule relation coi +. . . + ̂ n= o. On
aura alors pour r lès formules (îo) ci-dessous mai s appliquées aux composantes Y]1.
On en déduira facilement les composantes purement covariântes à l'aide de la
formé invariante y^..^ ,y,.,,L où (h * . . ^, y'i ... jp) est une permutation de i, ..., /i.

2° De même qu'au i°, ce groupe ne se présente que si 7^=2^ et p==q. On
obtient alors pour T des composantes analogues à celles du 1°, pour les indices
non étoiles.

3° Pour que le groupe g^ laisse invariante une forme quadratique, il faut
encore que j n = = 2 ^ et p == q. On trouve alors un groupe de i^ classe dont lés
composantes mixtes de F sont celles des formules (is) ci-dessous : en effet,
l'antiinvolution globale de g^ est la même que celle du groupe du 4^ formule (i i)
(TO,P-^9-^o)-

4° Les groupes g^ laissent invariantes des formes d^Hermite du type^.ê^L^L»
L

d^où directement le^ composantes purement covariântes de leurs algèbres de Lie :



a. Quand ils »ont de 2e classe, en appliquant la formule (8) de ce chapitre jet
la formule (7) du chapitre ̂

(10)

r.,..,,,.,. ..,= r(.,,,̂ ,,̂ ] .̂. .ê^.,. o^,
^

^...r^...^= - ̂ ...r^...^^^\. . . ï^. . . ô^;

g^ est corrélatif de g^ Si n = iq etp = q, g^ admet l'antiinvolution

(n) Z,,,,.,= ,̂..,̂  avec fc^:2^! et s=±i

([9], P. 169-170). Si cette antiinvolution est d'indice—i, le groupe (7== Sp(I)x^ ( / l )

aura pour algèbre de Lie les formules (10), plus les composantes
y ^ v /\ «,
^^.../•^(/•i.../•,)*— -L/•,+l.../•,,,(/,+,.../•,,)*= ç,

S/-i.../-,,r,+,.../^=2;(,.,...,.^(,.^,...,.^=^,

À/•l•••'•ç,(/,-n.../•»,)*== ^/•7+l.../•,^,(rl...^,)*::^ ^;

le groupe T1 x g^ se présente : il suffit de faire •n= Ç = o dans les formules
précédentes.

b. Si cette antiinvolution est d'indice 4- i , prenons comme variables réelles
les x,.^_,.^_^ ^in...r^y (o11 fi - • • ^/-i est une combinaison des n—i indices :
2, 3, . . ., 2 q— i , iq = n) et qui sont définis par

^,..^=^,...^-^(^,../,^
si r^ ... Tq ne contient pas i , sinon

^r..../,==^/-..../,-K^,.../.^.

On obtient alors les seules composantes de r, non nulles, à l'aide des formules (8)
du chapitre 1

r/./,.../,,^.../.^^;, r,,,,...^,...,.,^/^
^ ^•....r,,/^,.../.,^^, r^...^,(^^...,.^^A/i-,

f r,,,,,,,..̂ ^A-;:;, où .;?;,̂ ^=i.
1 A=^2

' Convention. — Désormais^ pour ne pas surcharger les formules, nous omettrons
dans ces dernières, les. composantes déduites de celles s'y trouvant déjà par les
relations des types suivants :

Tlm=Ti'm'-, r/^'=r/'/« (isolasse),
r/w=r/*,,,*, r/w* =^ — r/*,« (^classe).

4. Groupes isomorphes à Sp(/i) — /i ̂  a. — Notations :

Sp(/i^ G) : notation classique de Chevalley;
Sp^/i) : structure réelle de Sp(/i, G), sous-groupe de S0^(4/i);
Sp*(/i) : plus grand sous-groupe de G-L(2/î, R) laissant invariante une

à-forme extérieure de rang maximum.
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A. Groupes provenant de ̂ (Sp(n))==Sp(n,C).—i° Le groupe Qi==Sp(n, G)
ne laisse invariante aucune forme quadratique puisqu'il laisse invariante une
2-forme extérieure. De même pour le groupe ^-i== Sp*(/i), qui ne se présente pas
non plus (prop. 7 du chapitre I), car il est de i1'0 classe.

2° Le groupe g^ laisse invariante la forme d'Hermite

^£,-{ZrZ,.+Zr'~Z,-') = (^l'Sl-l-^i'^i')-)-.. . -+- (z / i ~Zk -4- Zh'^h' )

, —(^A-+-1^A+1-+-^( /<-M) ' "^ (A-M) ' )— • • •—^Zn~Zn- \ - Z n ' Z n ' }

et la a-forme extérieure V^,./\ ^/./. II est toujours d'indice — i . Le groupe
/•

correspondant y à variables réelles sera noté Sp^/î) et laisse invariante la forme
quadratique .

Ve^,2 -4- x^ -+- xj, -4- xj..^.

r

r est alors formée de l'ensemble des matrices antisymétriques' satisfaisant aux
seules conditions

(i3« ) r,,, = tv^ = r,.*,. = r,,^,.,
(i3&) r,.,.=-r^,*=-r^ ==r/.*,^
(^c) r,.̂  == iv,.,, =.— r/..., = — r,.,,,*,
(i3^) _ r,.,,. == - r,., = r,,.* = - r/.,,.

Pour obtenir l'algèbre de Lie du groupe l^xSp^/î), il faut [form. (3)]
ajouter r ^é s dans la formule (i3c) ci-dessus et la remplacer par la suivante :

(i3<?) e,.(r,7.*—r/'*/-') indépendant de/ ' .

Pour avoir l'algèbre de Lie du groupe Sp(i) x Sp^/i), il faut [form. (5/,)]
ajouter r ^ s dans les formules (i3/,) , (i3c), ( i 3 r f ) ci-dessus et les remplacer par
les suivantes et la formule ( i3e)

(i3/) e/.(r,.,.'— r/'r*) indépendant de r,
(i3^) £r(r^.,*—r/.,/.*) indépendant de r.

B. Groupes provenant de flju(Sp(/î)) {'i^=p^_n). —Le groupe /\ Qi est
certainement réductible puisque ^i laisse invariante la 2-forme extérieure

^Zrf\Zr'. D'autre part ([7], p. 18), < f l 2 > C < f l 2 7 > et <f l3 >C<fl2ry-n >. INous
r

étudierons donc seulement (chap. III, prop. 3) fla et ^3. D'après [7], p. 36-38, les
variables de ^2 (resp. ^3) peuvent être notées z^^ z\ (resp. ^LMN. ZL\)^ où

L, M, N, . . . = r , 5 , ...; r',^, ... [(L) ̂  o, (M) ̂  o, ( N ) ̂  o, ...],
A == i , . . - , n — i , ( À ) == o ; si L == /• : L' = r ' ; si L == r' : L/ == r

et dans z^ (resp. ^^) : L ̂  -M7 (resp. L ̂  M', L ̂  N', M ̂  N').
Utilisant la proposition 1 du chapitre 1 et la formule (8), on trouve pour seules
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composantes non nulles de l'algèbre de Lie de fis

! <TC1) A & C s ; D , S;CAD (ÇAB_û_ rt,/. A. tf,B'
^AB= ^A^'^A^Bî ^ —^A'B'—^A ?

(i4) les ^A étant liés par (C^— 2n) relations linéaires complexes.

(l'on a appliqué la convention faite au n° 2). En procédant de même pour
(&(^-;i) ===%, on trouve

( %ABÎ= ̂ B^^Wî+^ÊeL c^^M^e?,
(i5)

\ les C^ii;], €^ étant liés par (CH— 2/1) relations linéaires complexes.

D'autre part, fli laissant invariante une a-forme extérieure, ̂  laissera inva-
riante une forme quadratique et ^y-n une 2-forme extérieure, donc pas de forme
quadratique. Ainsi 02<y+i n'est pas un groupe de rotations; il en est de même pour
le groupe de ̂  classe ^4-1, puisque ses transformations sont réelles ([9], p. 170).
Il reste donc à étudier les cas suivants :

1° "==92. _ Ce groupe laisse invariante la forme quadratique

(l6) ^^LM^L'M'-^^D'
L,M A

d'où les composantes purement covariantes de T à l'aide des formules (i4).

30 y ==^2. _ Les formules ( i4) donnent directement les composantes mixtes
de F; les composantes covariantes s'obtiennent à l'aide de la forme (16).

3" .0(/I) est de i1'6 classe pour l'antiinvolution

ZLM = ^M^L'M^ 2,),= z\

cl la forme d'Hermite invariante est du type

^, ̂ M ^LM ^LM "̂  ^ / , ̂  ̂
L, M A

d'où les composantes purement covariantes cherchées à partir de la formule ( i4)
et des formules (8) du chapitre I.

/o o.(/o admet l'antiinvolution d'indice — i
i" 0 ••

ZLMN=£(LMN)^L 'M'N ' , Zu=-n(L)^L' ( s=±i , -n=±:i);

il laisse invariante une forme d'Hermite du type

^ ^MN^IMN^LMN-'-^^O^L^LÀ,
L , M , N L,À

d'où son algèbre de Lie à partir de la formule (5) du chapitre 1 et des formules ( 15)
ci-dessus. L'algèbre de Lie de Sp(i) X g^ s'obtient en ajoutant aux composantes
ainsi trouvées, les suivantes :

SLMN, (LMN)*== SL' M' N', (L' M' N')*^ SL^, (L\)* = SL' À, (L' \]* = ^?

SLMN,L'M'N'= S(LMN)*,(L'M'N')*= SO,L')>== S(0)*,(L'^== T.,

SLMN,(L'M'N')*= SL'M'N',(LMN)*= SL^,(L''X)*= SL'>..(L).)*= Ç.
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II suffit de faire YÎ = Ç = o dans ces formules pour avoir rahrèbre de Ue
de T1 x ̂ ).

8. Groupes isomorphes à S0(^n 4-1) (n^ 3). — Notations .

SO(w,C) : notation classique de Chevalier
SO^ (w) : défini au chapitre I, n° 8;
Spin(w) : notation classique de Chevailey à ceci près : si w==2/ î ,

Spin(27î) désignera la représentation d'un groupe isomorphe
à celui noté Spin(2/i) dans Chevailey mais réduite indiffé-
remment, soit à l'espace des spineurs pairs (^3 dans [91),
soit a l'espace des spineurs impairs (,g^) dans [9]) (cf. CUE-

f VALLEY, Thé algebraic theory of spinors).
Spin (m, G) : structure complexe de Spin (m);
Spin^ (m) : structure réelle de Spin (m, C) et de même structure réelle

pwi
que S O ^ ^ ( m ) .

A. Groupes provenant de fia ( S0( 27^ + i ) ) = SO (2/1 + i, C) . —
i ° fls == SO ( 2 n + i , G) est le plus grand sous-groupe connexe de GL(2/i +1, G)
qui laisse invariante une forme quadratique de rang maximum que l'on peut
réduire à ̂ ^2 {i ̂  i, . . ., 2/1 + i), d'où pour y =^ la forme quadratique inva-

riante de signature 2^+1 :^(^?-^). L'algèbre de Lie T est l'ensemble des
i

matrices antisjmétriques satisfaisant aux seules relations
(I7) r^=--r^ et r^=r/^.

2° Le groupe g^ donne naissance au plus grand sous-groupe connexe de
GL(/î, R) qui laisse invariante la forme quadratique

2^x-, = x, -+-.. .-h x^_^ - x^_^~.. .—x\^

et que nous avons désigné-au chapitre I, n° 8 par SO^ (27^+1). F est alors
formée de toutes les matrices antisjmétriques

r/^-hr^/==o.

B. Groupes provenant de 9p(SO(2n + i)) (3 ̂ p ̂  n). — On a fl.=: ̂ û,
soit deux cas possibles :

10 ï=^- —- La forme quadratique invariante par ^2 étant réduite comme
au A, on trouve pour F des formules identiques aux formules (10) du n° 3.

2° ^2 étant de i^ classe, on a de suite pour T

< 1 8 ^ r,...̂ ,,,̂ ^8a.,.̂ ...̂ z;̂ . , .
*
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G. Groupes provenant de fli(SO(2/î^ i)) == Spin(2/i-4-i, G). — i° j,
n'est autre que Spln(2/i + i, G). Son algèbre de Lie est définie dans [7], (p. 34),
II laisse invariante la forme quadratique

^ô) ^ (SiS^So . . .)^£i...£»^-£i-...-£B Si 7 1 = 4 7 ? — I OU 4/?,

gl 6, ... £„

la a-forme extérieure

^ (SI^EO. . .)^£i...£nA ^-£i-...-£, SI /l=4^-+-I OU 47?-+-2.

£i£....£,

La recherche de ces formes se fait à l'aide des formules ( i ) et (2 ) et de
la proposition 2 du chapitre I. Les variables de ^i([7]) sont les z-^ , , en
nombre 2", où e/===±: i. Nous emploierons les abréviations suivantes :

e pour £ i £ a . . . £ n ; £' pour — £ 4 — £ 3 — . . . — £ „ ; I, J pour ±/, ±y, où i,
y = i , . . . , / î ; £ ( I ) [resp. £(I ,J)] pour £1 . . . £/_i (signe/) £/-n . . . [resp. £1 . . . £/_.i
(signe i) £;+i . . . £y_i (signe y) £ y + i . . . £ ^ ] ; enfin, si 1 == / : F = = - — / et si
I = — / : F = / .

Ainsi, par exemple, £ ' ( i ) désignera

_ £ , — £ , _ . . . _^ ._^_p i_ e,^—.. . — £ „ .

Si donc /î == 4^° ou 4^— I et avec ces notations, on obtient l'algèbre de Lie
de y == fli, à partir des formules de [7], p. 34 et compte tenu de la forme (19)

(20)
( r^n,s'(i)= HI, r2(i,j),£'(i,j)== Hij, £ ; r£ ,£ -=L/ ;
) Fed), £'(!)* =Ki, r2(i,j).^i,j,»=Kij, £,rg,, , ,== M<

(Fon a appliqué la convention de la fin du n° 3).

20 ([^L P- I 7 I ) • — ^ous noterons Spin^ ( 2 n 4- i ) le groupe g^ de la même
structure réelle que SO1^ ( 2 n -+-1 ) ; Spin"(2n+i) n'est autre que le groupe

/ t t / t + i ,
classique Spin(2/î 4-i). C'est un groupe autocorrélatif d'indice ( — i ) ' . Le
groupe Spin°(2/î+i) est toujours de i" classe. Il n'est donc à considérer,
d'après le 1°, que si n == ^p ou ^p — i ; il est alors obtenu en prenant simplement
pour F les composantes sans iç des formules (20) ci-dessus. Si g\ est de 2e classe,
il est d'indice — i et ne laisse de 2-forme extérieure invariante que si n == ^p 4- i
ou 4/? 4- 2. Si l'on recherche une forme d'Hermite invariante par Spin^n^- i),
à l'aide de la formule (3) et de la proposition 2 du chapitre I, on trouve, quels
que soient n et A, une forme non identiquement nulle du type

(2I) ^ ^(^)^r^£r/
îi,e»,...,£n

où ^(evî) est un facteur convenable (^== i) et où l'on a posé

£Tfl == 6i62.. .£A^A4-l. . .^n Ct f^ =; £» ̂ . . . £,,——T^-n ——. . . — y^.
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En résumé, Spin^ (.2/1+1) ne donne naissance à un groupe de rotations :

a. De i1'® classe^ que si (n == [\p ou [\p— i .et A ==4ç ou 4ç—1 )•
b. De 2e classe, que si (À === 4y + i ou [\q + 2, quel que soit 71).

Nous ne donnerons les formules pour T que dans le cas : h == /i, 2e classe. Dans
les autres cas, les formules (19) et (21) et l'antiinvolution donnée dans [9] (p. 171)
permettent d'avoir r aisément. Dans le cas plus précis ci-dessus, les seules com-
posantes non nulles de T sont

r£(i),£(i ')== Hi, r£(i,j),e(r,j.)= Hij, E;F£,£*= Lf;
re(l),e (!')*== KI, r£(i,j),.e(i',j')*==Kij.

Si, de plus, n ==4//+i ou (\p +2, le groupe Sp( i ) x Spin(2/i 4- i ) se
présente. Son algèbre de Lie s'obtient en ajoutant aux composantes précédentes
les suivantes :

rs,£* == r £',£'* == ç, !'£,£'=—F£*,£'* == TI, . r £ ^ g » * = = — r e ' , £ * = = ^ .

Pour obtenir l'algèbre de Lie de T1 x Spin(2^+ i), il suffit de faire YÎ==Ç==O.

6. Groupes isomorphes à S0(2/i) (/î^4)- — Notations :

Celles du n° o, plus :

S0*(2/î) : groupe réel défini dans [9], p; ij3, lignes 10 et suivantes;
Spin*(2/i) : structure réelle de Spin(2/i, G) et de même structure réelle

que S0*(2/î).

A. Groupes provenant de Qs (S0(2/i))== S0(2/i).— i° ^3 a la même struc-
ture de groupe linéaire que g2(SO(2/i+ i )). Si Y==^:(, Fest formée des matrices
antisymétriques satisfaisant aux seules relations (17).

2° g^ donne naissance au groupe que nous avons désigné au chapitre I, n° 8,
par 80^(27^). F est formée de toutes les matrices antisymétriques.

3° Le groupe g^ est de 2e classe, d'indice — i , mais ne laisse pas de 2-forme
extérieure invariante (chap. F, n° 1, remarque 1). C'est le plus grand sous-groupe

connexe de GL(2/i, G) qui laisse invariante la forme quadratique ̂  ^ Z j Z j . ( i ' est
i

noté—i dans [9]) et la forme d'Hermite^.(^/^/—Zi,~Zi,). Si Pon exprime ces
/

conditions par les formules ( i ) et (3) du chapitre I, on trouve pour r l'ensemble
des matrices antisjmétriques satisfaisant aux seules conditions

. ( ^lm = — r l'm'-) ^lm' == ï't'my T Im* == ̂ l'm'*^ ^ lin'* ==—^'l'm*il <^<^ \ /
( FLM= r^M*, rLM*-+-rL<M=0, OÙ L, M =7, W, . . . , l ' , m ' . . . .

Ce groupe sera noté S0*(2/i.). L'algèbre de Lie de l^xSO^/i) s'obtient
comme indiqué au n° 1. A, formules (3).
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B. Groupes provenant de fly,(SO(2/î)) (4^/^/î).—On a ([7], p. 34-35)
f,-î

fl/»--=Afl3.

i °Y=f lp .—Formules ( 10) du n° 3.
2° Cas identique au n° 5. B, 2°, formules ( 18).
3° Le groupe gp est d'indice (—i Y pour Fantiinvolution

Zrl...rt^'•A-n••./•p—^== (— ! ) -^/•l.../•î/•^—l.../•/,-»•

S'il est de 2e classe, il est défini par les formules ( 10) du n° 3. L'algèbre de Lie
de T1 x gp s'obtient facilement. S'il est de i1'" classe, l'antiinvolution précédente
et les formules (8) du chapitre 1 permettent de calculer F.

C. Groupes provenant de 0i(SO(2/î)) =Spin(2/i, C) ([7], p. 38 et [9].
p. 172-1^3) (fla étant le groupe conjugué de ^i, nous n'en parlerons pas, sauf
au 3°). i° fli n'est autre que Spin(2^, G). Il laisse invariante la forme quadra-
tique (notations du n" 5. C), mais ici lle^..^ ==—i ) :

^(£ie.t25...)^^£', si /i==4/?.
e

II laisse invariante la 2-forme extérieure

^(SiSsSS. • .)^2/\ -S£', Si /2=47?-1-2 .

Si donc n == [\p^ on a pour T les formules (20) du n° 5, en y faisant Hi== Ki== o.
Si / î = = 4 , fi i(SO(8))==9.,(SO(8)) et il est superflu de le considérer.

2° ([9], p. 172). Nous noterons SpinÂ(2/l) le groupe g ' i de même structure
réelle que SO^-^/i) (SpilT^/i) =Spin(2/^)). Il n'est autocorrélatif que si h

h

est pair et alors, d'indice ( — i ) 2 . Le groupe Spin°(2/i) est toujours de i^ classe
et n'est donc à considérer, d'après le 1°, que si n = ^p ; il est obtenu en prenant
des formules (20), les composantes sans* et en y faisant Hj = o. Si l'on recherche
une forme d'Hcrmite invariante par Spi^A(27^), on trouve par la même méthode
qu'au n° o

^À(£^)2^;Ssri' si ( / i—A) pair.

î

En résumé, nous n'obtiendrons un groupe de rotations :

a. de i^ classe, que si n = ^p et h = [\q\
b. de 2e classe, que si (h impair, n impair ou n = ^p) ou (/< pair, // == ^q + 2).

Le groupe correspondant Sp( i ) x Spin / l(27^) ne se présentera alors que pour
/< == ^p + 2 et h == 4<7 + 2.

3° On obtient (c/*. notations du n° 5) deux groupes g\, et g^ que l'on noie
Spin* (2/î). Ils laissent invariante une forme d'Hermite du type

'^(e)^.
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Si n est impair, Spln*(2/î)' est de 2^ cl^sç et son algèbre'de Lie est, au signe.
près, la même que celle de Spin(27i).

Si n est pair, Spin*(2 n) est autocorrélatif et alors : ̂  est toujours d'indice —i ,
^•2 est toujours,d'indice + i.. Et ^2 est à considérer si n ̂  4j^ son algèbre de Lie
est, à des signes près, celle de Spin(2n).

g\ est toujours à considérer et le cas 8p(i) x ̂  se présente si n ̂  \p 4, 2.
Les algèbres de Lie s'obtiennent à partir du n° 5.

7. Groupes exceptionnels. — Nous n'aurons besoin dans le chapitre III (cf.
prop. 3 de ce chapitre) que des groupes fondamentaux suivants :

fll(Ê6) -fl2^(E6)-fli(E7)- fl2(E7)-fli(E8>- fil (F.t ) - fli ( Ga ) - fl2(G2).-

On vérifie facilement en effet que, quel que soit fl, fondamental exceptionnel,
on a l'inclusion < f l > 3 < b > , où I) est l'un des huit groupes précédents, convena-
blement choisi [7].

Nous indiquerons rapidement les algèbres de Lie de quelques-uns des groupes
de rotations que les groupes précédents engendrent, dans le cas d'une forme
définie positive pour des raisons de simplicité; excepté pour Ga qui donnera
deux groupes possibles au chapitre III.

A. f l i (Ee). — Ce groupe est la structure complexe Eo telle qu'elle est donnée
dans [5] (p. 142). Ce groupe n'admet pas de forme quadratique invariante, car
< — f l i > ^ < f l ' i > - Parmi les structures réelles de fli, il j en a trois qui laissent
invariante une forme d'Hermite et donnent naissance a un groupe de rotations ; ils
sont toujours de 2e classe. Dans le cas défini positif, par exemple, on obtient
l'algèbre de Lie V de g à l'aide de [5] (p. 142). On trouve ainsi les seules compo-
santes non nulles

rf^iT^ r^=?,, r f = X o , ir=^o,
rf^r^-r^ =^, r f=rr——rr=^/ ,

i^=i^ =.r^ =r5f =if =rj? =x^,
rw^r^^r^^r^^rw^^^^^ où s?^=i

(les notations sont les suivantes : z,= x,de [5], z, = y , de [5]). Les composantes
purement covariantes sont identiques, la forme. d'Hermite invariante par le groupe
considéré étant

^ ( Zi Zi -+- Zi, Zi, ) -t-,^, Z i j Z i j

1 ^
B. {^(Ee). — 1° ^(Ee) est le groupe adjoint complexe de la structure com-

plexe Eç. Son algèbre de Lie est fournie par les constantes de structure de Ec.
([^L P- 9°)- Ge groupe laisse invariante la forme quadratique

^ . ^ i / k ^ i ' j ' k ' ^ - ^ ' Z i f Z j i - ^ - Z o Z o ' ^ ,

l,f,k i , j

où l'on a posé

Xooo=-So, Xooo'=^o', X;y=^y, X/y^ = Z-ijk^ X^ == Zi'j.k',
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d'où les composftntes purement cov&riantes de l'algèbre de Lie de §2 à l'aide des
formulés (89) de [5] (p. 90).

2° Les structures réelles de 0a(Ee) sont toutes d'indice i, pour les antiinvo-
lutions mêmes qui servent à les définir. Celles-ci sont explicitées dans [8]
(p. 807, form. (18) et p. 3i2, bas de la page). Il y a en plus le groupe consistant
dans la forme réelle normale ([8], p. a63) de fl2(E.,). A l'aide de ces antiinvo-
lutions, on obtient facilement les composantes non milles des I\

G. ^(Eî). _ C'est la structure complexe E; telle qu'elle est donnée dans [5]
(p. i43). Ce groupe n'admet pas de forme quadratique invariante car il en admet
une extérieure. Parmi les structures réelles de flo, il y en a deux qui laissent
invariante une forme d'Hcrmile; ils sont autocorrélatifs d ' i n d i c e — i , pour
l'antiinvolution

Z/==^/., Z/ '==—^, 7.ik=^i'k', Z^=—^,

et laissent invariante la 2-forme extérieure provenant de {^(E;). Les notations
employées sont déduites de celles de [5] en posant

Zi=JCi, Z i . ^y i , Zik=^ik, Z l ' k ' ^ V i k -

Dans le cas défini positif, on obtient, à l'aide de [o] (p. i43), les composantes
non nulles de F

r;̂  r^ r^^ r^r = ̂  ^ r^ = ̂  ^ ri:l't= lli'^=v',=^=^,=^ rf-ir^rr^r- ̂ •
^ = ̂  = r^' = „„, v^ = r/'^ = r^ = ̂ .. S, = i -

Les composantes purement covariantes ne diffèrent pas de celles indiquées.
L'algèbre de Lie de y x Sp( i) s'obtient en ajoutant les composantes

rf= rr= rf= r^=S, r;'= rf;=-rS:=-r;y=^
rf*=-r^=-^r^==-r^=: et r^^=o pourTix-: .

D. ûi(E7) . _ 1° 9i(ET) est le groupe adjoint complexe de la structure E;.
Son algèbre de Lié est fournie par les constantes de structure de E; ([o], p. 91).
Ce groupe laisse invariante la forme quadratique

^ Z i j k Zi'/'k' -+-^^2ik ^ki -1- ̂  zi 3'' »

/./,* i ' k - i

DU l'on a posé
X^==^, Xoo/=^', X,/=s//, X^=^, X^=3,.y^.

d'où les composantes purement covariantes de l'algèbre de Lie de Qi à l'aide des
formules (4o) de [o] (p. 91 ) . *

a0 On procède comme au B, 2°, en utilisant, [8] [form. (i4), p. Saô; form. (16),
p. 327; form. (17), p. 328].
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E. fli (Eg). —^(Eg) est le groupe adjoint complexe de |la structure E«. Son
algèbre de Lie est définie par les constantes de structure de E» ([5], p. 92). Ce
groupe laisse invariante la forme quadratique

^^JkZi.f.k'-^^ZjjZjt,

. „ i j ) k ^îou 1 on a posé .
^•/•^^ ^i/k^Zijk. ^k==.Zi.j.k', •

ce qui permet de calculer les composantes purement covariantes de l'algèbre de
Lie de $1 à l'aide des formules (4 i ) de [5] (p. 92).

2° Les trois structures réelles de fli laissent invariantes des formes d'Hermite
et sont de. i^ classe pour les antiinvolutions mêmes qui servent à les définir
Celles-ci sont données [8] [p. 342, form. (19) et p. 343, form. (20)]. Dans le
cas défini positif, on obtient ainsi pour les composantes non nulles de T en
posant ^(^)==^(^==i, a, . . . ^ s), . '

Zi, = X i ; -4- ix i ' j . si <<y
et

z/i = — X i j -h ix i ' j , si i > j\
Z l j k = X i j k -+- IX i ' j . k ' ^ Zi.j'k, = — X i j k -+- tXi.i.k.y

les suivantes :
v^i'i' A ^m'i' yv ^l'm'n' , iikhnnnnr1 i i = r,,,, ̂  r/ ̂  ^ == v,., où s%,;c^ == i,

rr= ̂  = r^. = r^ = ̂  = ̂ . rf- = r^ = r^ = r^ = .„,
ry=r^=r^'=r;ï=rr^=^ . rf =r^'=r;;r= r^=^,

Ces composantes sont identiques aux composantes purement covariantes.

F. fli (î\). -^ 1° fli(F4) est la structure complexe F, telle qu'elle est donnée
dans [5] (p. i45). Ce groupe laisse invariante une forme quadratique, d'où les
composantes purement covariantes pour ̂  à partir des formules (27) de [5](p. i-45).

2° Les structures réelles de fli(F,) sont toutes d'indice i. Même méthode
qu'au E : formules de [5] (p. i45) et dans [8] [p. 35i, form. (i4); p. 352,
form. ( i5)].

G. fli(&2). — i° fli(G2) est indiquée dans [5] (p. 146). Il laisse invariante

zï^-z,z,.-^z^^.z^zy (à partir de [5]: zo= z, ^=^, ^=y,),

d'où l'algèbre de Lie cherchée avec [5] [p. 146, form. (3o)]. Ce groupe sera
noté G-2(C).

2° Si (G-a) admet deux structures réelles, que nous noterons G-a et G:. On a
G2CSO(7) • et GîcSO^).

D'après [8] (p. 297-298), les composantes purement covariantes de G-a ou G; sont
formées des matrices antisymétriques satisfaisant aux seules conditions

(23) r<+i^3-+-r/+2^,,+r/+^+6==o ( t= i, ..., 7 et réduction mod7). '
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H. 82(0-2). — i° 82(0-2) est le groupe adjoint de la structure complexe G-2.
Son algèbre de Lie est définie par les constantes de structure de G-s ([^>], p. Q3).
Il laisse invariant une forme quadratique. On calcule facilement son algèbre de Lie.

2° Les structures réelles de ^(Çî-s) s'étudient comme celles rencontrées précé-
demment ([8], p. 296. form. ( i l ) ) .

CHAPITRE ÎIf .
GROUPES D'HOLONOMIE HOMOGÈNE RESTREINTS DES VARIÉTÉS

MUNIES D'UNE MÉTRIQUE INDÉFINIE.

Co chapitre contient l'objet essentiel de cette Thèse, qui est la détermination
des groupes d'holonomie homogène restreints o- possibles pour une variété munic
d'une métrique de signature quelconque. Le théorème 1 permet de se ramener au
cas où o- est irréductible, c'est-à-dire que l'algèbre de Lie 1 de o" est celle d'un
groupe de rotations. En exprimant que le tenseur de courbure R et sa dérivée
covariante VR : i° appartiennent à Z pour les deux premiers indices; 2° vérifient
les identités classiques; on s'aperçoit alors, dans les n0' 2 à 8, que \ R == o, sauf
pour un nombre très restreint de groupes : on obtient ainsi le théorème 3 du n° 9.
D'autre part, les a- des variétés pour lesquelles T R = = o sont connus dans le cas
riemannien [11]. Signalons que notre méthode permettrait de les retrouver, en
recherchant les 2 pour lesquelles R 7^0 (nous indiquons rapidement au n° 10
comment l'on peut procéder pour ce faire). Plus généralement, on peut ainsi
déterminer les groupes d'holonomie homogène restreints d'une variété munie
d'une connexion affine sans torsion : nous donnons dans le n° 11 la liste de ceux
pour lesquels la variété correspondante est à VR^o.

Incidemment, les calculs faits au chapitre II fournissent à vue les groupes de
Lie transitifs et efïeclifs sur les quadriques réelles qui sont induits par un
groupe linéaire. Nous les indiquons dans le théorème 4 du n° 12.

La méthode suivie étant analogue dans la majorité des cas, nous ne donnerons
le détail des calculs que dans quelques-uns, typiques, d'entre eux (voir surtout
n° 2. A) et, de plus, résumerons à la fin de chaque numéro les groupes « non
éliminés », afin de faciliter la lecture.

1. Définitions. Généralités. — i° La notion de groupe d'holonomie remonte
à [10]. Nous utiliserons ici les notations et les définitions de [4], que nous rappel-
lerons brièvement. Il s'agit essentiellement d'une variété différentiable de classe
G1, de dimension w, munie d'une métrique de signature A, ce qui signifie que
cette métrique est réductible, dans chaque carte de la variété, à

(O? -+- toj -+-. . ...+- tO,2,^—— tO,2^/^!—. . .—— tO,2,,

où les &)/ ( /=i , 2, ..., m) sont des formes de Pfaff convenablement choisies
L^entier h est alors constant sur toute la variété ; h sera aussi dit la signature de
la variété, que nous désignerons par V^., Ainsi V0,» désigne une variété rieman-
menne.
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Le développement le long d'un chemin de V^, différentiable par morceaux,
permet de représenter le groupoïde des lacets (resp. homotopes à l'identité) de V^,
d'origine x, dans le groupe 0^ (m) [resp. SO^w)]. L'image de cette représenta-
tion est un groupe W^ (resp. o-^), appelé groupe d'holonomie homogène (resp.
restreint). Par abréviation W (resp. cr) sera écrit g.h.h. (resp. g.h.h.r.). Un arc
quelconque joignant deux points a" et y de V^ définissant par développement un
isomorphisme entre W^ et Wy (resp. o^. et oy), nous omettrons le plus souvent
l'indice x dans W et o-, supposant implicitement choisi un point deV^.

PROPOSITION 1 (Borel-Lichnerowic^[4]). — Si/est Inapplication IIi (V)—^/^,
et V^ le revêtement de V^.de groupe structural f~^ (o), muni de la métrique
induite par la projection^ alors le groupe dholonomie homogène de V^ est o-.

En particulier, même si l'on ne connaît pas^, on est toujours assuré que le g. h. h.
du revêtement universel V,^ de V^ est o-.

2° Une variété V^ sera dite localement (resp. globalement) réductible (resp.
irréductible) si o- (resp. W) est réductible (resp. irréductible) en tant que
groupe linéaire. La proposition 1 entraîne alors que si V^ est localement réduc-
tible, alors V^ l'est globalement.

THÉORÈME 1 (Borel-Lichnerowicz [4-]). —S i V^ est localement réductible, a-
est un produit direct de groupes ai irréductibles, correspondants aux sous-
espaces stables pour o-.

Pour étudier G sur V^, nous pourrons donc supposer o- irréductible; o- sera
donc ce que nous avons appelé au chapitre I, n° 8, un groupe de rotations : en
effet, il laisse invariante la forme quadratique définissant la métrique de V^, il
est irréductible, connexe et d'après [1] (p. 44°)? c'est un groupe de Lie. Dans
les n081 2 à 8 de ce chapitre nous supposerons V^ simplement connexe, o" irréduc-
tible.

3° A partir d'un repère donné j e/ j en x et tel que e,e/== o-/y (pour la métrique
^/ jvfjXiXj donnée), on déduit par transport parallèle le long de tous les chemins
différentiables par morceaux, des repères sur V,^ qui forment un espace fibre
principal Hr? de base V^, de groupe o-a;(V^ est, en effet supposée simplement
connexe). Nous ne considérerons dans toute la suite (n08 2 à 8) sur V^ que des
corepères { &),• ( , duaux de repères mobiles appartenant à Î2.r.

Si o" est réalisé dans SO^m) comme un groupe linéaire dont les variables
peuvent être notées de façon particulière (par exemple Xp^ j p== i , . . . , n,
T r = i , . . . , v e t m = = / i v ) , alors tous les indices des repères mobiles j e ,}
de îîr pourront être notés de cette même façon, ainsi que tous les indices
des corepères ( (*),} el ceux de tenseurs quelconques, définis pour les mêmes
repères mobiles; en particulier, le tenseur de courbure et sa dérivée covariante
(dans le cas de l'exemple ci-dessus : Ra<x,ép,cY,rfô et Vjc,itRaa,6p,cY,dp)* ^e même
pour les coefficients de rotation.

Désormais, V^ sera supposé de classe C3, afin de pouvoir définir le tenseur de
courbure et sa dérivée covariante.
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PROPOSITION 2 (Nijenhuis [15]; — Le tenseur de courbure R/',/,/,(&)) et sa
dérivée covariante VwR^.AA (<»>), pour un point &) e ûa?, appartiennent, quels que
soient Â', A, w, d? F algèbre de Lie Si de Oa., /WMF /&y indices i etj\

Pratiquement, afin de pouvoir utiliser la formule ( i ) ci-dessous, nous appli-

querons cette proposition pour les Rî'y^^^o'./rRr,^ et les 2fj==^ ffjrV.
r r

THÉORÈME 2 (Ambrose et Singer [1]). — S est engendrée par les R{^(û>>), où
/, y, k, h parcourent i, . .., m et w parcourt Siso.

Rappelons encore les identités classiques

( ' )- ^t/,kh = RAA,//,

( 2 ) R(/^A •+- R/M/ -+- RM./A = 0,

(3) VrR//,^-+- VARf/.Ar-^ VAR</,rA= 0.

4° Nous appellerons localement symétrique une variété V^ dont le tenseur de
courbure est à dérivée covariante nulle, ce que nous écrirons par abréviation :
soit VR== o, soit V^ est L. S. La notation V^ (o-) désignera une variété V^ dont
le g .h .h . r . est a.

PROPOSITION 3. — Soit y et ̂  deux groupes de rotations tels que les groupes
correspondants ^-linéaires g et g' vérifient I1 inclusion <(^")> C <^A>• Alors V(y)
est L. S. entraîne V(v') est L. S.

Démonstration. —- D'après la proposition 2 du chapitre II, y et y' sont de
même classe. Supposons-les d'abord de 2e classe : on a, puisque r{== (5\.^G\ ),. . . ,
rj=â:r{ (prop. 2, du chap. II). Donc, successivement,

^^TH^^Lrl̂  YjLï//«r^= C(r,,),
L L L,//t

où le signe G désigne une combinaison linéaire au sens du signe râ:. On en déduit
successivement

VpRLM,Kii= C(VpRuu/0 = C(VpR^,^) = C(V^Rp/,.^) = C(VA ^pq,/m) = o

et l'on procède de même pour les composantes comportant des indices étoiles.
Supposons maintenant v et y' de i1'0 classe. Les formule, (8) du chapitre ï

permettent de calculer les G\ en fonction des r}. Et-l'on procède alors comme
pour la 2e classe :

r»=^YiLr^^ya(5î-h.L^)A^^(^+^5;)==C(r,/, ...).
L L L

5° Cherchons à déterminer les groupes h. h. r. o-, possibles pour une
variété V^. Nous avons vu au 2° que l'on peut supposer que o- est un groupe de
rotations. Son algèbre de Lie est alors d'un des types explicités au chapitre II.
Dans les n08 2 à 8 qui suivent nous allons reprendre les formules correspondantes

T»Î;Î î «np MATH. — T. 83. PASC. IV, 20
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du chapitre II; et, compte tenu de la proposition 2, montrer que les relations (i),
(2) , (3) entraînent que VR= o pour « presque tous » les groupes de rotations.
Les groupes faisant exception seront donc les o- possibles pour une V^ non L. S:
Ils seront résumés à la fin de chaque numéro, puis dans le théorème 3.

Nous reviendrons au n° 10 sur les variétés pour lesquelles VR == o.

2. Groupes non simples. — A. 2e classe^ non produit de deux groupes conju-
gués. — Considérons une composante, sans indices étoiles, du tenseur de cour-
bure Raa,^,cf,dô' D'après la proposition 2 de ce chapitre et les formules (2 ) du
chapitre II, dont nous conserverons les notations, une telle composante non nulle
est de la forme î^a\,b\f,c^,dQ' Supposons d'abord a -^- b ' . Cette composante est alors
indépendante de 1 [form. (2 ) du chapitre II]. Choisissons ^ -^- y', à' ce qui néces-
site v >> 2. La relation (2 ) (de ce chapitre) entraîne que R^/A^cv^ô^ ° sl a 7^ c'
et a 7^ d ' . Échangeons les rôles de b et a : Ra),,&)/,cY,rfô== o si b ̂  c ' et b -^ d ' . Les
seules composantes considérées non nulles sont donc de la forme î^n\,b\',a'y.,b'^-
Si a == 6', la composante Ra)>,rt'//,cv,rfô n'est plus indépendante de À (ou de a). Mais
des formules (2) du chapitre II, on tire la relation

(4) ^/A,/'À' -1- ^m\L,m'U.' ^S/^/'^'-I- S^À,m'A'

De plus, une composante non nulle de ce type est de la forme î^a^,a'v,c\,civ' ou de
la forme î^a\,a'v,c^,c'o' On raisonnera comme précédemment et l'on trouvera, si n
o ^ v > 2 , î^.a'\,a'v,a^,a''j.' pour seules composantes non nulles du type considéré.
On trouve aussi évidemment les composantes R/a^^ma^m^-

Considérons maintenant une composante du tenseur dérivée covariante du
tenseur de courbure de la forme ^'r/,î^aï,b3,c^,d^' La démonstration précédente
reste valable pour les quatre indices de R, en vertu de la proposition 2. Soit alors
une composante non nulle, avec a-^.b1: ^p-^cù.,b\',a'^b'\s.'' Prenons À ^ T T ; la
relation (3) entraîne que cette composante est nulle. Si l'on a a -==. b\ on utilisera
la relation (4) et l'on sera ramené au cas précédent; ainsi cette composante est
encore nulle.

Cette démonstration subsiste pour les composantes comportant des indices
étoiles en nombre quelconque. En conclusion, VR == o si n ou y ^> 2.

Si n == v == 2, il faut d'abord considérer les groupes :

TixSU(2)xSU(2) , SU l (2 )xSU(2)=SO*(4) ([8J, p. 353)
TI x SU1 (2) x SU(2) = TI x SO* (4).

On montre, pour ces trois groupes, que l'on a encore VR== o. Par contre, le
groupe SL(2, C) x SL(2, C) = SO(4,C) se présente.

Si n >• i , v === i, l'algèbre de Lie de T1 x g est définie par les formules (3) du
chapitre II. Cependant, g ne peut pas être de i^ classe. Sinon, en effet, l'algèbre
de Lie d'un tel groupe s'écrirait

^lm = S/*,,z* = îîim et S/^ = ç871,

d'où VR == o à l'aide de la formule ( i ).
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B. i^ classe^ non produit de deux groupes conjugués. — i° Indice commun
+ i. — La formule (3)* du chapitre II entraîne VR •== o si n ou v > 2, diaprés la
démonstration du A pour les composantes sans indices étoiles. Si 7 î = = v = = 2 , le
seul groupe d'indice + i à deux variables étant SU1(2), on trouve le groupe
possible

SU l (2)xSU l (2)=S0 2 (4) ([8],P.353).

2° Indice commun —i. — Les formules (4) du chapitre II entraînent VR==o
si n ou v > 2. La démonstration est celle du A, où l'on utilise pour les six séries
de composantes (4/^) des formules (4), trois relations analogues à la relation (4)
ci-dessus :

— Si n = v == 2, on trouve VR == o.
—Si n == i , ^ >> i , on ne peut rien dire. Nous aurons donc à examiner les

algèbres de Lie des groupes de 1''® classe Sp( i ) x g chaque fois qu'ils se présen-
teront. Leurs algèbres de Lie sont définies par les formules (5) du chapitre II;
les groupes possibles ont été précisés au cours du chapitre II (n01* 3 à 7).

— Si n = v == i , on obtient le groupe Sp( i ) x Sp( i ) == S0(4).

C. Produit de deux groupes conjugués : 2e classe. — Les formules (6) du
chapitre II possèdent les propriétés utilisées dans la démonstration du A. On a
donc VR == o toujours [G-L( i , G) ne convient pasî].

D. Produit de deux groupes conjugués : i1'0 classe. — Les formules (7) du
chapitre II ont les propriétés utilisées au A, à une permutation éventuelle des
indices près et les indices étoiles étant remplacés par des indices primés. Donc
V R = = o si 7i^;3. Pour n ==2, le seul groupe complexe à deux variables est
SL(2, C) qui donne naissance ([8], p. 353) au groupe S01(4).

Résumé. — i ° On a obtenu les groupes : S0(4), SO^), SO^), S0(4, C).
2° Les groupes éventuels résiduels étant de l'un des types suivants :
a. Sp( i ) x g, où g satisfait aux conditions indiquées chapitre II n° I. B.
b. T1 X gf où g laisse invariante une forme d'Hermite et n^est pas de i"

classe.

3. Groupes semi-fondamentaux. — D'après ce qui a été dit à la fin du
chapitre 1 (n° 5), il n'y a pas à distinguer si le groupe initial est de i^ ou de 2e

catégorie. Les seuls cas à examiner sont donc les suivants :

A. s est de 2® classe et laisse invariante une forme quadratique. — i° On a
s= k x h et(chap. I, prop. 2) <(^^>===—<(<?)>. Montrons d'abord que<^À^>=—<7^>
et ^A-)>=—<(^^>. En effet, les poids de s sont tels que <(^ )>==<^A)>+<^ÂT^
([7], p. 12), le poids dominant étant (définition dans [7], p. 5) la somme des
poids dominants de h et À", soit a -+- a. Il existe a' et a' tels que a 4- a==—a '—a'
et, a+ a étant dominant, c'est donc que a'==—a, a^—a. Or le poids domi-
nant détermine [7] le groupe linéaire de structure simple, irréductible, s. D'où,
en échangeant a e t—a (resp. a e t — a ) , < ( ^ ) > = — < ( A ^ > (resp. <^>=—<^^>)-
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Dans tout le n° 3 nous supposerons k fondamental (R-fondamental ou C-fon-
damental selon le cas), ce qui est toujours possible.

2° Ceci montré, une composante non nulle, sans indices étoiles du tenseur de
courbure s'écrit, d'après le chapitre 1 (prop. 2 et n° 4 .B) ,

R == Rrta,—(Aa),cp— ,(</?)

et est indépendante de a et (3 si a ^= 6, c ̂  d, ce que nous supposerons dans les
2°, 3°, 4°. En effet, une composante non nulle de S est de la forme S^S et est indé-
pendante de a si a ̂ é. b. La forme réduite donnée au chapitre 1 [n° 1, form. (4)]
pour une forme quadratique invariante par s entraîne qu'une composante

^a,é{3= S/,A5aa,A^p=...= a S^0^ (aeC)

n'est -^ o que si elle s'écrit Soa,-(6a)- D'où la seule forme non nulle R d'après la
formule ( i ) de ce chapitre.

Si l'on applique la formule (2) , on en déduit que R est -^- o si, quels que soient
a, p, il existe 9, ^€[5] tels que :

soit — c — (3 == a -h a + 9, soit â?+(3==a+a+yî.

Supposons R ^é oetc-^-a^[s]. En prenant—(3 == a, on a donc aa== d—a—r\
et pour —a , — 2 a = = o ? — a — r i ' . On en tire

3C=—————1 - 7^ 0, OÙ T., Y/€[5] .

Or la liste des poids des groupes fondamentaux (k est supposé fondamental) ne
comprend aucun poids de dénominateur 4- II est alors facile de vérifier que
s1 —,—est un poids, ——— l'est aussi, donc d—a aussi. Ainsi c-+-ae[.î]; de
même d — a € [^].

3° Pour que R soit ̂  o, il faut donc que, quels que soient a et (3, il existe 9,
Y] € [^] tels que :

Soit — ( 3 — 9 o ^ = a + 9, soit (3 + Y)o'= a + Y), où ©o, y^e^].

On vérifie sur chaque fondamental de chaque structure simple qu'il ne peut en
être ainsi que si 90 ou -no est nul, à l'exception du groupe de structure SU (2), de
poids &)i et — î»)i. En échangeant h et À', on voit donc que l'on aura 90 ou '/îo== o,
sauf dans le cas du groupe SL( 2, C)^SL(2, C)==SO(3, C)<[8], p. 353). Le
groupe SU (2)x_ SU (2) est en effet de i" classe et ne convient pas dans A.

4° Procédons comme au 2°, 3° mais en échangeant les rôles de a et b. On
trouve donc pour seules composantes R non nulles : Raa,-(6a),6(3,(a3). Soit alors

R == V/A Raa, -(6a), 6?, -(a?) •

Si l'on applique la formule (3), on aura R === o en prenant a 7^ À.

5° Soit une composante non nulle R = Raa,-(aa),cp,-(rfp). On trouve de même
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pour s ̂ é. S0(3, G), qu'elle est du type Rrt«,-(aa),ap,-(ap). Ici R n'est pas indépen-
dante de a ou (3. Mais (chap. I, n° 4.B), les *Saa,-(aa) sont liées par des relations
linéaires en nombre non nul (le rang étant toujours inférieur au nombre des
variables). Soit alors

R == VARaa,—(aa),«P,—(ap). •

La remarque précédente et la formule (3) entraînent R== o.

6° Tout ce qui précède s'applique sans modification aux composantes étoilées
de façon quelconque. En résumé, VR==o si ^^80(3. G).

*B. s est de 2e classe et laisse invariante une forme dHermite. — On procède
comme^A. On a d'abord <(A)>=:—Çh^ et <^^==—0- Ensuite, c 4- aç[s]
et d—a e [.y], car sinon <^l(a) == -———• Finalement, c ===— a ou d== a ....

G. s est de i^ classse. — D'après les formules (8) du chapitre I, on doit avoir
si R 7^0 :

Soit— c —(à == « 4- a + (p, soit— c— p ==rt 4- a 4- 9', soitd 4- 6= a 4- a 4-YÎ,
soit ^4-P==a4-a4--y/.

De même, on en déduit :

. Soit — c == a 4- <?o ? solt — c == a ~+- ?o ? solt à? === « + "yîo i soit û? == a -h a 4- ï/o ?
et ensuite, si À ou k ne sont pas STJ(2) ou STJ^a) : (pg, cp^, Yîo, ïîg===a,... VR
est donc nul pour les groupes correspondants, à l'exception

SU(2)^SU(2)=SO(3) et SU l(2)xSU l(2)=S01(3) ([8], P. 353).

D. s == Sp( i ) x (h ><_/(). — Ce cas se produit si k x_h laisse invariantes une
forme d'Hermile, une 2-forme extérieure et est d'indice -i. Les calculs sont plus
compliqués et le cas Sp ( i )x (x SU (2)) est à traiter à part.

Résumé :
S0(3, C), S0(3), S0i(3).

4. Groupes isomorphes à STJ(/^) (/i^ 3). — A. fli(SU(/i)). — Les seuls
groupes possibles j( chap. II) sont STJ71^), 'I^xSTT^/i), tous les deux inclus
naturellement dans SO27^^).

B. ^(SU(n)), 2 ̂ p ̂  \ ̂ 1. —Si n =4,/? =2, on trouve ([8], p. 354-355)

^(SU(4))=SO^(6), ^(SU(4))==SO»(6);
^>(SU(4)) = S0*(6), ^(SU(4)) == SO^ô);
^>(SU(4)) = SO (6), (2(SU(4)) = SO (6, G).

Soit maintenant n ̂  5 et'considérons par exemple un groupe défini par les
formules (10) du chapitre II. Une composante non nulle et sans indices étoiles du
tenseur de courbure correspondant est de la forme -

R = î\ai's...rp,br^..rp,t'Si...Sp,(ls^.9Sp- ,'



— 316 —

Supposons a -yé. h et a ̂  c, c?. Si n^p + 3, on peut choisir les indices ra, ..., ry,,
53, . . . , ^p — dont. R ne dépend pas — de façon à ce que les indices ^, c, d,
ra, . .., 7^, ,92, . . ., Sp soient tous différents. La formule (2) entraîne dans ce cas
que R == o. On a donc a === c et b = d. On procède ensuite comme au n° 2. A. La

condition n ̂ ^p + 3 est toujours vérifiée si n ̂  5 et p ̂  n • Ainsi, VR == o.

Ce résultat subsiste pour les formules (12) du chapitre II ou pour une multi-
plication éventuelle par T1 ou Sp(i).

Résumé ••'

SU7^), TixSU^C/i) , S0(6, G), S0(6), SO^ô), SO^G), SO^ô), S0*(6).

o. Groupes isomorphes à Sp(n) (n ̂  i). — A. 8i(Sp(/i)). — D'après le
chapitre II, les seuls groupes à considérer sont les Sp'^), T1 x Sp^/î),
Sp(i) x Sp^/î), tous les trois inclus dans S04/(4^). Étudions les quantités

PKH= RK*, RII-^- R;'/'*,KH
PKII== R«', KH— R/*z'*.KII

PKH== R^RH— Ri'/*, KH

Si I^K., H et K ^ H (cette notation signifiant que l'un des /, F, /', i ' *
n'est pas l'un des À-, A-*, Â'\ /J*, . . . ), on déduit |des formules ( ï 3 ) du chapitre II
et (2) du chapitre III que P^==o. Ceci'subsiste pour tous les couples R, -H à
l'exception de P^ et PJ,y,, (resp. P^, PJ^* et P^-,*, P/y*).

Supposons alors n^>\. On déduit de la formule (2) de ce chapitre et des
formules (i3e), ( ï3/-) , (i3^) du chapitre II les relations

(5) P^=P^=P^=P^=P^=P^.

Ceci entraîne que T1 x Sp^/i) ne peut pas être un groupe d'hôlonomie homo-
gène restreint si n >• i. En effet, l'on aurait [form. j ( i3&) , (ï3,/) du chapitre II]

P^H=PKH=Q, d'où PKH=O,

ceci en tout point de l'espace fibre Î2 du n° 1 et pour tous les couples R, H; ce
qui contredit le théorème 2. '

B. 0,,(Sp(7î)). — Si /i= 2, p= 2, on trouve d'après [8] (p. 354)

^(Sp(2))=SO^(5), ^(Sp(2))==SOi(5), ^^(a^SC^ô),
fl , (Sp(2))=SO(5, G).

Pour 7t^3, p == 2 ou 3 : VR= o[cf. n°4 et form. ( i 4 ) et ( i 5 ) d u chapitre II].
Puisque <(^2 ^ > C < ( ^ 2 y ) > e t <( ^-3 )> c <^ ^'2<7-+-i ^? la proposition 3 entraîne que VR== o.

f^ésumé :
S0(5, G), S0(5), SO1^), SO^S)

et
Sp^/i), Sp(I)xSp^(/ l) (/ i^a).
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6. Groupes isomorphes à S0(2/i + i) (/î^ 3). — A. fl2(SO(2/i 4-i)). —
D'après .le chapitre II, les seuls groupes à considérer sont les SO^n+i) et
les S0(27i+i, C) inclus dans SO^^/i + 2).

B. 9p(SO(27î4-i))0^3). — Puisque in +i=s: 5, les formules (18) du
chapitre III montrent que l'on est dans le cas traité au n° 4-.B, pour les compo-
santes non étoilées, donc que toujours VR= o.

C. fli(SO (271+1)). — On montre à l'aide de formules qui sont du type des
formules (20) du chapitre II que V R = = o : soit si /î^5, soit si n == 4 et ^i ^e

2e classe. Il reste donc (chap. l ï ,n° 5.C)

Spin(7, G), Spino(7), Spin^), Spin^),^ Spin(7), Spino(9), Spin^), Spin^.

On peut encore montrer que V R = o pour Spin*(7) et Spin^).

Résumé :
S0(2/i-t-i, C), SO^/i-i-i) ( ^^3)

et
Spin(7, C), Spm°(7), Spin(7), Spin^), Spin^g), Spin(9).

7. Groupes isomorphes à S0(2/i) ( / i ^4 ) -—A. ^3(80(2^)).—Onobtient
d'abord les groupes S0( 2 n, C) etSO^/i). Ensuite : S0*(2/i) et T1 x S0*(2/i).
Une démonstration identique à celle du n° 5. A montre que T lxSO*(27^) ne
peut pas être un groupe d'holonomie homogène restreint.

B. flp(SO(2/i))(/?^4).—OnatoujoursVR=o(c/.n°6.B).

G. ji(SO(2/i)). — On peut supposer /i^; 5 : en effet, pour n == 4? 9i 6st un
groupe à huit variables laissant invariante une forme quadratique, c'est donc ^3.
Pour Spin^/i), on montre que VR == o si n ̂  6 ou si n == 5 et fii de 2e classe.
D'après le chapitre II (n°6.C), tous les groupes à considérer vérifient ces conditions,
donc VR == o toujours. Il en est de même pour le groupe Spin*(2/i).

Résumé :
S0(2/i, G), SO^n), S0*(2/i) (/i^4).

8. Groupes exceptionnels. — Dans les cas A, B, G, D, E, F du chapitre II, on
trouve VR.== o, compte tenu d'une multiplication éventuelle par T1 ou Sp(i). On
peut encore le montrer dans le cas H.

Dans le cas G, les trois groupes sont possibles :

Gi(C)cS07(i4), GîcS03(7), GîCSO(7).

D'après la remarque faite au début du n° 7 du chapitre II, la proposition 3 de
ce chapitre entraîne VR=== o pour tous les groupes exceptionnels fondamentaux à
l'exception des trois ci-dessus.

Résumé :
Gi(C), G$, Gî.
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9. Théorème général. — Soit V^tune variété de clause G3 munie d'une
métrique de signature h (V^, variété riemannienne h == o) et<r le groupe d'holô-
nomie homogène restreint de V^. Supposons o- irréductible et passons au revête-
ment universel V de V^. Nous sommes alors dans les cas étudiés dans les n0* 2
à 8. Dire que VR=== o sur V, donc sur V^, signifie que V^ est localement symé-
trique. On peut donc résumer les résultats des n08 2 à 8 sous la forme suivante :

THÉORÈME 3. —Lorsqu^il .est irréductible^ le groupe d^holonomie homogène
restreint d^ une variété V^, de classe G3, non localement symétrique^ ne peut
être, à un nombre fini dexceptions près', que :

—-joo^rV^iSO^w),^^;
—pour V^ : TI x SU^/î), STJ^) (n ̂  à) etpourV^ : S0(/î, G) (n ̂  3);
— pour V^ : Sp(i) x Sp^/i), Sph(n) (n ̂  2) et pour V^ : S0*(2/i) (n ̂  3).

JLe.y exceptions sont les suivantes :
—pour V3, : G^; pourY0, : G-a; /w^r V^ : Spin°(7); /po^r V; : Spin(7);

pour V;, : G.(C); pour V?, : Spin(7, G), Spin^Q), Spin^(9); pour V;, :
Spin(9).

10. Variétés V^ localement symétriques. — Le théorème 3 fait apparaître les
variétés V^ localement symétriques sous un jour très particulier. Dans le cas
riemannien^ h •==- o, une variété pour laquelle VR==o est localement un espace
homogène symétrique (É. Cartan [11]); ces espaces ont été complètement déter-
minés dans [11].

Dans le cas h ;> o, et plus généralement dans le cas d'une variété V^ munie
d'une connexion affine, R. Nomizu a montré [14'] que si le tenseur de courbure
et le tenseur de torsion de V/n sont à dérivée covariante nulle, alors Y m est
isométrique à un espace homogène muni d'une connexion ^affine invariante par
parallélisme.

Notre méthode permet, non seulement de retrouver les résultats d'É. Cartan
mais aussi de déterminer les groupes d'holonomie homogène restreint v des
variétés V^ pour lesquelles VR== o. Nous indiquons seulement quelques uns des^
calculs les plus simples.

A. o- est non simple. —Prenons par exemple le cas B, i° du n° 2. On peut
supposer n et v^: 2. L'on a vu dans ce numéro que les seules composantes non
nulles du tenseur de courbure étaient •

R==RaX,^M^ et R= R/à,/p.ma,mp (a ̂  6 et a ̂  P).

Ces deux quantités sont des constantes en tout point de V^. En effet, R.(resp. R)
ne dépend pas de ^, y. (resp. l, m) et la relation (a) permet d'écrire R == R, ce qui
montre que R== R est indépendante'des quatre indices a, b, À, ^. II existe donc,
en particulier, quels que soient <2, b (resp. a, (3) un élément de T : T^^éo
(resp. F : r^o). Donc

r=SO(n) et, r'=SO(v).
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B. o- est simple. — Prenons comme exemple /\ S0(w), ̂ ^3» Une compo-
sante non nulle du tenseur de courbure est de la forme (n° 4.B) :

R == R<ï/i.../p,6/ï..;/p,aw»...7n^,&m»...mp«

II suffit de prendre (ce qui est possible puisque/?^ 3 et j^^j-^ [ j^a^ws et

l^-^ms pour que (si n^6), diaprés la formule (18) du chapitre II et la for-
mule (2) de ce chapitre, R== o. Le tenseur de courbure de V^ étant identique-
ment nul, a devrait être réduit à l'identité ce qui est absurde par hypothèse.

1 1 . Variétés à connexion affine sans torsion. — Soit V/n une variété de
dimension w, de classe G3, munie d'une connexion affine sans torsion. La propo-
sition 2 reste vraie, car elle est valable pour une connexion quelconque [15]. On
sait que les formules (2) et (3) restent satisfaites sous la forme
(6) R/',^-t-R^/+RA^=o,
(7) V/R/,^-+-V^R/,/,/-4-VAR/,^=o,

essentiellement parce que la connexion est supposée sans torsion.
En conduisant les calculs de la même façon que pour les V^, à l'aide des for-

mules (6) et (7) et malgré l'absence de la formule (i), on peut classer les groupes
^{-linéaires irréductibles en trois listes :

Liste II : groupes pour lesquels VR n'est pas identiquement nul;
Liste ï : groupes pour lesquels VR .-==- o, mais R ̂  o ;
Liste III : groupes pour lesquels R = o.

Les groupes de la liste III ne peuvent pas être gr. h. h. r. d'une variété à
connexion affine sans torsion. Ceux de la liste 1 fournissent les gr. h. h. r. des
espaces affines symétriques de K. Nomizu, lorsque l'on suppose ce groupe irré-
ductible. On constate ainsi que, comme dans le cas riemannien, le fait d'imposer
à une connexion affine symétrique d'être sans torsion et à o- irréductible réduit les
espaces possibles à quelques cas précis. Nous donnons la liste II et les groupes de
la liste 1 qui proviennent de groupes complexes simples ou simples par G*;
C* désigne le groupe complexe abélien à un paramètre. R désignera le groupe
réel abélien à un paramètre formé des matrices ^1, où 1 est la matrice unité et À un
nombre réel quelconque.

THÉORÈME 4. — Soit Vm une variété de dimension m, de classe G3, munie
d^une connexion affine sans torsion^ non localement symétrique et a son
gr. h. h. r. supposé irréductible. Alors o- ne peut être, à un nombre fini
d'exceptions près, que : soit l^un des groupes du théorème 3, soit l^un des
groupes suivants :

—pour Vny : GL(/î, R) x GrL(v, R);
—/?oiArVany:GL(/i,C)xGL(v,C);
—pour Y ̂  : RxSTT(27i)xSir(2v),
— pour Vn(n^i) : Grî^(n, R)x&L(yi, R);
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—pour^^+i) : GL(/^ C)^GL(n,C);
——pOUry^n+i) : R X Str(2/l)^SU*(2/t);

—pour V,(,_^ A GLO, R); ' ; •

—pourNn{n-^ : AG-L(/i,C);

—pour y^n-t) : R x ( A STT(2/î));
—T^^V^GL^R^SL^.R^RxSO^);
—-/^r V^ : GL(^,C), RxGL(/î,C), T1 xGL(/î, G), SL(/i,C);

C*xSO(^G);RxSp*(^),Sp*(/,);
— pour y,n : C*xSU*(2/i), RxSU*(2/î), l^xSU^/î), Sir(2/i);

Sp(i) x S0*(2/z), CTx S0*(2/î); C*x Sp(/î, G), Sp(/î, G).

THÉORÈME 5. — Soit y^n une variété de dimension m, de classe G-', munie d'une
connexion affine sans torsion, localement symétrique. Supposons que son
gr. h. h. r. a- vérifie les deux conditions suivantes ; i° o- est irréductible; 2° le
groupe complexe $ dont provient a- est simple ou simple par G*. Alors o- ne peut
être, à un nombre fini d'exceptions près, que : soit l'un des groupes des
théorèmes 3 et 4, soit le groupe adjoint d un groupe simple réel, soit tel
que $ soit le groupe adjoint d'un groupe simple complexe, soit l'un des groupes
suivants :

—pour^n^^ : U^/^x.TJ^/^T^rV»^) : ÂU7'^);
—pour V^^_, : SO^T^SO7^); pourV^i)-! : S0(/i, C)>^SO(n, G);

î

—/?QMrV,^,^)_, : SO*(2/z)^SO*(2^);
. • 2 '

—^^V^^D^n-D : A Sp*(^);7^rV(o,,.M)(/._i) : A Sp(/i, G), A Sp7'^);

—pour V^ : S0(n, C) xSO(n,C)[pour V^ : Sp(/i, C)xSp(//, G) ;
— y^^r V,̂  : SL(/i, G) ̂ SL(/i, G).

12. Groupes de Lie transitifs BUT les quadriques réeUes. — Soit ? un groupe
de Lie opérant sur la quadrique réelle de R"1

W Vjn-h — ̂ It-h+i -+-...— X^ Q^,=S,»-i)

et supposons que ? soit induit sur Q^_, par un groupe R-linéaireo-c G-L(w, R).
Si o- est réductible, ? n'est certainement pas transitif sur Q^_i, puisqu^un sous-
espace T sur lequel o- est irréductible est tel que TnQ^_i ne contient pas
tout Q^_i. De plus, si ? est transitif sur Q^_i, en un point .r de coordonnées
Xk= ̂  (où ^ est donné, ï^=i^h), aucun des ̂  n'est nul puisqu'il existe des
points déduits de x par o- dans tout le plan défini pare/A ®A( j © ( } (^ == î , . . ., w,
étant une base de R^. En résume : o- est irréductible et son algèbre de Lie 2 satis-
fait à la condition précédente. Il suffit alors d'examiner les algèbres de Lie
exhibées au chapitre II pour obtenir les seules 2 possédant les propriétés voulues.
On trouve ainsi le



THÉORÈME 6. — Les groupes de Lie transitifs et induits par un groupe
linéaire sur une quadrique réelle sont., à un nombre fini d^ exceptions près :

—pourQ^., :SO^(m)(7^2);
—^pourQ^ iTixSU^T^SU^K^^);
—pour Q^_, : Sp(i) x Sp^/î), T1 x SSp7'^), Sp^) n^ (2).

CHAPÏTRE IV.
APPLICATIONS.

Ce chapitre utilise le théorème 3 du chapitre III à deux fins distinctes : d'une
part, Fénumération des formes à dérivée covariante nulle d'une variété V^;
celles-ci sont en effet invariantes par W, a fortiori par o-. D'autre part, l'étude
des composantes connexes de T, éventuellement distinctes de o-, pour une variété
riemannienne V^. Signalons à ce sujet le corollaire du théorème 3, qui semble
une application intéressante de cette deuxième partie.

1. Formes extérieures invariantes par un groupe de rotations. — Suivant une
marche identique à celle du n° 8 du chapitre I, nous nous ramènerons à des formes
invariantes induites, par le groupe de rotation cr, sur le groupe s C-lméaire
dont provient o-; ces dernières seront réduites à l'aide des poids de s.

A. Œ est de 2e classe. — Soit

e=^ ^ e/i.../,<:_...;/;^A---A^//,A^:.,/\..-/\^;
h /,,..../,

une forme © invariante par o". En procédant comme au chapitre 1 (n°8), on en
déduit un tenseur T invariant par s

Y Y ( \/~=~ïy~/t e'•....̂ ,...<; (^-t + s^ A • • .A (^,-4- s/,)' A (^,^- s//,^) A...A (^p- ̂ •
A /i.... ,ip

Ce tenseur se décompose dans les tenseurs suivants, chacun invariant par 5

Tj;...^=^ ^ (v/:rT)/)-/'£{;::^^.../^-,..^^A...A^,
/( i'i.....//,

Tt|4^...^=^ ^(^^)^(-I)/^-A^:::Ï^..^;-..../^/.A...A^A^,A..^
h ii,....ip

avec ï^k^n.

T0 est une forme extérieure complexe, invariante par A-, mais qui peut être
nulle sans que 0 le soit. De même qu'au chapitre 1 (n° 1). on montre que
T / ,* - i* n'est éventuellement 7^ o que sill•"lkl|e^.^*"ip • ' t •

(l) (?'i)-^...-^(^)-+-(^-n)^...-^(^)=o;
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B. or est de i^ classe. — Pour des raisons de commodité d'écriture, nous
supposerons que s n'a pas de variables de poids o et que tous les e» (notations des
propositions 4 et 5 du chapitre I) sont égaux à 1. Soit alors

e= 2 2 e^••^^-n•••^^A••<A^A^4-^-.A...A^ /

h ?....,̂

la forme extérieure invariante par o-. On en déduit le tenseur T invariant par s

2j JL ^y~I^P Ae^l•••^4+l••.^(^•l-h•^-+-^-^^).A•••
A ^..^ • ,, .

A (^,-h ̂ -+- j4-4- ̂ ) A (^^- ̂ - ̂ -^- <^) A • . • A (^-...). .

Ce tenseur se décompose en plusieurs tenseurs invariants par s, en particulier la
forme extérieure complexe T°

.̂.̂ .̂  -2 2 2 (v/3rT)^(_,).-.-^::^
A k it,...,ip

x %. -A/^.. ./^ A. . . A ̂  A -ŝ ,., A • • . A ̂

qui ne peut être identiquement nul que si © l'est.

2. Formes extérieures invariantes par les groupes du théorème 3 du
chapitre III. --- Nous allons appliquer les remarques du n° 1 aux groupes de
rotations de la liste du théorème 3 du chapitre III.

A. SO^m). — II est classique (cf. par exemple [13], p. 187) que SO^Çm)
ne laisse invariante aucune forme extérieure non triviale. On peut d'ailleurs le
voir immédiatement : en effet, le groupe f\ SO^w) est irréductible.

B. STJ^m). — Les poids de S'Uh(m) étant ([8], p. 276) imaginaires purs, la
condition ( i ) s'écrit

(o^-+-.. .+œ^—tri^^—...—œ^= o.

Les c^ sont (chapitre II, n0 3.A, 1°) liés par la seule relation &)i+ .4- (a,—— o
D'où : •

— soit, à une permutation près, &)^== («)̂ , ...,&),.== (̂  ;
— soit, à une permutation près, &)^==: &)i . . . ,& ) /== &)^.

Les seules composantes éventuellement non nulles de T sont :
—soitT,^.^.^ ^;
—soitTia...^ ouT^_^.

1° Les deux dernières formes : ^ A ̂  A • - A ^m et ^ A • • • A ^m sont
effecivement invariantes par s. Les w-formes correspondantes, invariantes
par o-, de R2^, seront notées ê et ê'. Si m est pair, on a 0 ==^ et ê'= ft1. Si m
est impair, on a ê' == ft, où Q désigne la forme adjointe de 0.
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2° Soit alors 0 .̂..̂ , avec nécessairement q^n—i. Appliquons la
formule (2) du chapitre 1 pour l'élément de î défini par : ̂ == o, sauf

^lp -û- ^t'i -&- V^ -S- V^
-^—s"2^""2^'

et à l'ensemble d'indices ̂ , /a, ^3, ..., ^, où ip-^i^, i'^ ..,, ^ ce qui est possible
puisque q ̂  TÎ — i. On trouve ainsi

^teiliît,iî...i^ = Sip ^ipip{,iï...i^'

Les seules formes invariantes possibles par o- sont donc les A ^S °ù V011 a P0^

Q^^s^/A ̂ .
i

i21 est effectivement invariante par 7, puisque ^ laissant invariante la forme

d'Hermite ^.Ê,\S,^/, laisse invariante la forme W—ie/^/ / \^ , , qui induit i21

i i
pour <7.

G. T1 x SU^w). — Les /\ ^1 restent invariantes par T1, mais non ê et ê'.

D. Sp/^(w). — Les poids de Sp^w) sont imaginaires purs ([8], p. 291). La
condition (i) s'écrit :

t0]^ -+-... -1- OJ]^ — ^1/,-Li — . . . — tOîp == 0.

Nous supposerons avoir ordonné les poids

Î I i=^ ju^ i , (Q-4-(Q==o,

de façon que J ( (^ ) )>o , donc J((^))<o. Les c û / ( < = = i , . . ., m) étant linéai-
rement indépendants, on trouve donc comme composantes éventuelles non nulles
de6

^ili'lifii. ..ih^- • .4^. • .iîii'n*.. .ipi'p*.. .i'^. ..i'rC-ï

certains des indices de /i à 4-i et in à ip_^ (resp. 4 à 4-i, /p à ^_i, .̂ à ^_i,
if, à <;r) pouvant être égaux.

i° Supposons d'abord p ^m et qu'il n'y ait pas de groupements du type
^'itî'Ï'î*...* ^n procédant comme au B, on trouve

^1^...= ^r^r.-.î °Ù ^7^ t'i, î'2, . . . , t ^ ;

£/iQ/i<Ï... = £^0f^,..î où t',.̂  ('i, /.2, . . . . ^

et des formules analogues pour les autres groupements possibles.

2° Si p est quelconque mais s'il n'y a pas de groupement i{i\ i\i^ on utilisera
la formule (2) du chapitre I avec élément de î défini par ^{ == o, sauf 1^ == 2ji\
On trouve alors

e^...==e^î...
et des formules analogues.
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3° Pour ^i^[i\i[*...; p quelconque, on trouve

£^'l^?S¥= ^i^iiiîW^- Sft^S^'î*4" S'î^'î^'ît'Ï'

En résumé, les seules formes invariantes possibles par a sont

( Â Û ' ) A ( Â û 2 ) A ( Â û3),
avec

Q1 =^£;(.rt A ^* -i-* '̂ A ^-'*)î
î

û2 ==^ (^- A ̂ ' -+- -^ A ̂ ),
.2

û^^ (^-A ^•'*+^* A ^');
/

î21 est bien invariante par Spp(m) c SU2/^(2/7^), ^22 et ^•'î aussi puisqu'elles sont

induites par la 2-forme extérieure complexe ^,^'A ^ ? invariante par ^.
;

E. Sp(i) x Sp^(Tyî). — On constate que la formule (2) du chapitre 1 n'est pas
vérifiée pour îî2, ̂  (resp. Î21, Î22 et Î21, î23) et la composante Ç (resp. Y? et Ç) de 2
[ cf. form. ( i3) du chapitre II]. Il n'y a donc aucune forme extérieure-invariante
par le groupe considéré.

F. S0*(2/î). — Les poids de S0*(a/î) sont imaginaires purs ([8], p. 285); ce
sont donc les mêmes que ceux de Sp(/i). Les composantes éventuellement non
nulles de 0 sont donc Q^.../^...,^. Si/?< n. et si l'on applique la formule (2) du
chapitre 1 pour l'élément de ^ défini par !<}== o, sauf :

a. ^=-S;| ou b. ^==--2^,

on trouve
û?« ^iii'i ...=-+- ^ipi'p..

b. e^...==—e^..

ce qui entraîne 0 == o. Ainsi les seules formes invariantes sont les /\ îî^ puisque
S0*(2/i) cSU /^(2/^)], si p <i n. Si p--=n^ on obtient les 2/i-formes ê et Ô',
invariantes par STJ/l(2/l).

G. S0(/î, G). — Nous prendrons ici comme variables de C^ les ̂ , ^i/, Zo (et
non les variables des n088 5 et 6 du chapitre II) ; les poids de s sont complexes et
sont : ± (ùi si n est pair, ± ci), et o si n est impair; les co, sont indépendants ([5],
p. i4o- i4i) î -î ii6 peut donc laisser invariante une forme extérieure complexe T°
que si T° est :

— soit Zi /\ ^2 /\ . .. /\Zni ^ quelconque;
— soit de la forme T^.^_^, n pair, q < n.
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La deuxième éventualité ne se produit pas. En effet, nécessairement q<^n,
d'où en procédant comme au F, les deux égalités contradictoires

T^-î... == Ty^.., et T;^... = — Tipip....

La forme élément de volume complexe : Zi /\ z^ /\. . . f\Zn est invariante par s
et induit pour o- deux /^-formes invariantes © et ©'.

H. Ga et G^. — Ces deux groupes sont de i1 8 classe; s doit laisser invariante
une forme extérieure complexe, qui ne peut être que ^i A ^2 A • • • A ^a P^ sulte

de la présence du poids o. Cette dernière induit sur le groupe R-linéaire corres-
pondant la forme triviale.

I. Ga(C). — La présence du poids o et le fait que les poids de &2(C) sont
complexes conduisent à deux ^--formes invariantes, seulement.

J. Spin° (7), Spin (7), Spin° (9), Spin3 (9), Spin (9). — Les calculs sont
plus compliqués. On ne trouve aucune forme invariante.

K. Spin (7, C). On procède comme au G et l'on trouve deux 8-formes.

3. Formes extérieures à dérivée covariante nulle des variétés munies (Tune
métrique. —- Soit © une forme extérieure à dérivée covariante nulle de V^;
d'après [4], © est invariante, en tout point de V^, par ^F, a fortiori par o". Nous
sommes donc ramené, dans la recherche des formes extérieures à dérivée cova-
riante nulle d'une variété V^, simplement connexe, non réductible, non locale-
ment symétrique, aux formes extérieures invariantes par les groupes du théorème 3
du chapitre III, ce qui a été fait au n° 2 et que l'on peut résumer ainsi :

THÉORÈME 4. — La base de V algèbre des formes extérieures à dérivée cova-
riante nulle d^une variété V^, de classe C3, simplement connexe, non réduc-
tible^ non localement symétrique, est, outre les formes triviales éventuelles :

—Œ^SO^TTZ), Sp^xSp71^), Gr.., G:, Spino(7), Spin(7), Spin°(9),
Spin3 (9), Spin (9) : réduits à o;

—a == T1 x SU^/i) : une 2-forme Î21 ;
—7==SIP(/i), S0*(2/i) : une 2-forme Î21, deux/i-formes (resp. 2 / i - )©et©';
—o-^Sp7^) : trois 2-formes Î21, Î22, ^3;
—(7==SO(/î , C) [resp. Spin(7,C), G-2(C)] : deux n-( resp. 8, 7) formes.

On constate ainsi a posteriori le résultat suivant :

COROLLAIRE. —S 7 il existe sur une variété riemannienne une forme extérieure
à dérivée covariante nulle, non trivale, cette \variété est : soit réductible, sou
symétrique, soit pseudo-kàhlérienne.

4. Groupe d'holonomie homogène d'une variété riemanienne. Étude algébrique.
— Nous nous restreindrons, dans les n0' 4 et 5 à des variétés nemanniennesY»
de dimension w, de classe C3. Soit ^T le groupe d^holonomie homogène (^
restreint) de V/n (définition au chapitre III, n° 1 ou [4]).
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THÉORÈME 2 (Borel-Lichnerowicz [4]). — <r <^ la composante connexe de
F élément neutre dans W,

Nous allons utiliser ce théorème et le théorème 3 du chapitre III pour
étudier ^F/o- lorsque V^ est localement irréductible et localement non symétrique.
Le théorème 2 implique en effet que 0- est distingué dans W donc que, quel que
soit hçW, hah^ca. Donc h détermine un automorphisme v->h<7h-1 de a'
Passons en revue les groupes du théorème 3 du chapitre III correspondant aux
variétés riemanniennes (l).

A. (7==SO(w). — A priori on sait seulement que Wç0(m). Mais
« WcSO(m) » est équivalent à « V^ est orientable ». En effet, le transport
parallèle le long des lacets définissant les h ç W assure l'existence en tout point
de V^i de repères convenables.

Dans le cas non orientable, on s'assure facilement par des exemples que W peut
ne pas être inclus dans SOfw).

B. cr==STJ(7î), TJ.(n). —Diaprés [12] (p. 454-455), y/ŒCZ^xTS où Z, est
défini par l'élément k : z-> z (A- est défini par la matrice ^"==—^':=:^ et
/rf== Â^== o, k n'appartient à S0(2/i) que si n est pair.

G. <r= Sp(/î). — Les automorphismes de Sp(/î) étant tous intérieurs, W/a- est
donc contenu dans le centralisateur de Sp(n) dans SO(^n). Ce centralisateur est
exactement Sp(i). En effet, si l'on recherche un élément h\ tel que

^^SU^^A^SIL, avec AcSO(4/ t ) ,
L LL L

on trouve, en utilisant les formules (i3) du chapitre II, les relations

M = ^= À;:= À;::=^
^—^=-hy= /^=^
Ar=-^= Ar=-^=v,
^^-^^-^^ ^=p,

avec À2^- ̂ ->+ 1/2+ p2^ i et les autres h\ nuls, qui définissent le groupe Sp(i),
connexe, dont l'algèbre de Lie est celle intervenant dans les formules (i3) du
chapitre II.

Remarque. — Si l'on recherche seulement le centralisateur connexe H de
Sp(/i) dans SO(^n) [même remarque pour les groupes Ga, Spin(7), Spin(9)],
c'est évidemment Sp(i) : en effet, H x Sp(/i) est un groupe linéaire 080(4/1),'
non simple, irréductible puisque contenant Sp(/i). Seuls 'I^xSp^),
Sp(i)xSp(/i) répondent à la question, pour des raisons de dimension. Mais
cette méthode est insuffisante parce que nous recherchons tout le centralisateur
de o-. .

( 1 ) Pour tout le n° 4, voir aussi E. Cartan ([123, p. 373-377).
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D.o-== Sp(i) xSp(/i).—Soit

adj (AaX^- l )==a / (a)+a / / (X)-^A / (a) -^-A f f (A) ,

où a, a'(a), a"^) [resp. À, ^(a), ^(^)] appartiennent à l'algèbre de Lie
Sp(i) [resp. Sp(/i)]. Puisque [a, À] = o, [a', a"] == o. Or Sp(i) ne contient pas
d'éléments distincts échangeables, c'est-à-dire que, quels que soient a,
À a"(À) == ̂ /(a), avec/ réel; d'où, soit ^(À) == o, soit a'(a) === o, quels que
soient a, À. Pour des raisons de dimension, OL'\'^)=O. Ainsi À induit un auto-
morphisme de Sp(/î), d'où, d'après le C ,W/7C Sp(i), c'est-à-dire que W == (T.

E. o-==G2, Spin(7), Spin(9). — Les automorphismes de ces trois groupes
sont tous intérieurs. Il suffit de rechercher leur centralisateur dans le groupe
orthogonal qui les contient. En explicitant les algèbres de Lie de ces trois groupes,
on vérifie que l'on peut toujours trouver, quels que soient i'7^7, un indice k -=^-i,
j tel que ^j== o pour 1 ou J == / et Ï . yé. o, d'où À^y/.-== o, soit h[ == o. Ainsi, on
a toujours W == a.

o. Groupe d'holonomie homogène (Tune variété riemaimienne. Étude géomé-
trique. — On peut condenser les résultais du numéro précédent en disant que,
pour une variété riemannienne orientable^ non localement symétrique, non
localement réductible, ^¥ ne peut être différent de o-, éventuellement, que dans les
cas suivants :

——<7=U(2/l) : ^7Œ==Z2;

——<7=SU(2/ l+l) : ̂ CT*;

——CT=SU(2/l) : ^ / ÎTCZ.îXT1 ;

—a=Sp(n) : <F/<7cSp(i).

- Nous résumerons ceci sous la forme suivante :

THÉORÈME 3. — Soit Vm une variété riemannienne orientable^ de classe C3,
non localement symétrique^ non localement réductible. On es t assuré que <J=X¥
dans les cas suivants :

— m impair;
— <7==TJ(a^+i);
--(7==Sp(i)xSp(/i), Spin(7), Spin(9)^G2.

D'après [2], dire que o" n'est pas STJ(/i) ou Sp(/i) peut s'exprimer sous la
forme : Vm est à courbure de Ricci non nulle. Ce résultat est d'ailleurs évident
sur les formules (9) et ( i3) du chapitre III. On en déduit :

COROLLAIRE. — Soit Van une variété admettant un revêtement qui est :
pseudo-kàhlérien^ à courbure de Ricci non nulle^ non localement symétrique^
non localement réductible.

Dans ces conditions :
BULL. SOC. NfATH. — T. 83. PA.SC. IV. îl
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— Si n est impair et V/n orientable : Vm est pseudo-kàhlérienne ;

— Si n est impair et Y m non orientable : le revêtement orientable de Vwes t

pseudo-kàhlérien ;

— Si n est pair : V,n ^st orientable et admet un revêtement à deux feuillets

au plus qui est pseudo-kàhlérien.
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