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10 J. L. LIONS.

INTRODUCTION.

Si Ion désigne par A.z. un opérateur différentiel elliptique défini dans un
ouvert iî de R^ (.XÇ.B-) et si / désigne le temps, on se propose d'étudier les
problèmes mixtes (au sens de HADAMARD [1]) (les crochets renvoient à la
bibliographie) relatifs aux opérateurs

n-v. + ̂ +.(^ +.(.),
/ •e t s étant deux fonctions données de /. L'opérateur A.z est d'ordre quel-
conque, à coefficients variables (mais indépendants de / ) ; on simplifie d'ail-
leurs l'exposé en prenant A égal à un opérateur autoadjoint semi-borné dans
un espace de Hilbert.

CHAPITRE I.

On prend dans ce chapitre les fonctions r et s indéfiniment différentiables.
Comme dans LIONS [l], on distingue deux sortes de problèmes mixtes : les
problèmes mixtes généraux, posés pour des distributions à valeurs vecto-
rielles et à support en t limité à gauche; puis les problèmes mixtes fins (ou
usuels). La méthode de résolution est la suivante :

a. Sur la droite R on transmue l'opérateur

^^â^)
d1

en l'opérateur ̂ . II existe des isomorphismes de transmutation de ces deux

opérateurs dans des espaces fonctionnels convenables. C'est ce qui a été fait
par DELSARTE [l], sur des espaces de fonctions, cf. aussi MARCENKO [l], [2j.
On rappelle ce fait fondamental (avec une définition un peu différente de
celle de M. DELSARTE) aux n^ 1, 2, 3 (le raccord avec la définition initiale
de M. DELSARTE étant fait au n° 6). Ces isomorphismes de transmutation
sont appelés opérateurs de Delsarte. On les prolonge, dans les n08 h. et 7 a
des espaces de distributions scalaires, puis à valeurs vectorielles. (Pour les
distributions, cf. SCHWARTZ [l], [2] et les distributions à valeurs vectorielles.
SCHWARTZ f ^ j , GHOTIIE.-SDIECK [1]).

b. Avec les opérateurs de Delsarte, l'étude des problèmes mixtes relatifs à
l'opérateur (*) est ramenée à l'étude des problèmes mixtes (généraux ou fins)
relatifs à l'opérateur

i àî

AY4-^'
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Or ces derniers problèmes mixtes sont résolus dans LIONS [lj. On en déduit
la solution des problèmes mixtes proposés, et en outre un procédé de calcul
des solutions (dans la mesure où l'on arrive à expliciter les opérateurs de
Delsarte (cf. n° 13 et 14); on a de toutes façons des approximations faciles
de ces opérateurs).

Les résultats des n011 9 et 10 semblent nouveaux. Une méthode complète-
ment différente, pour des problèmes aux limites moins généraux, mais pour
des opérateurs différentiels plus généraux, est donnée dans LADYZENSKAYA [2],
VISIK [1] (cf. aussi KATO [l], YOSIDA [1]). Dans les cas hyperboliques^ voir
aussi LADYZENSKAYA [1]. Pour le problème de Cauchy, dans le cas hyperbo-
lique, on obtient ici un cas très particulier de Leray [1]. Toujours pour le
problème de Cauchy, dans le cas hyperbolique, une méthode équivalente
aux opérateurs de Delsarte est donnée dans OLEVSKIÏ 1].

CHAPITRE II.

On considère dans ce chapitre les opérateurs

(^ \ -4- ô'' -^ ïk^1 à

( ) ^àî-^———————ôt'

où k est un nombre complexe quelconque. Pour éviter toute difficulté à
l'origine, les problèmes mixtes sont posés uniquement dans des espaces de
fonctions. La méthode de résolution est, en principe, la même que celle du
chapitre 1 pour les opérateurs (*). Mais une difficulté supplémentaire réside
ici dans les opérateurs de Delsarte. En effet, ces opérateurs sont connus (cf.
DELSARTE [2]) si et seulement si le nombre k se trouve dans des bandes
complexes convenables. L'essentiel du chapitre II consiste à prolonger ces
opérateurs pour toutes les valeurs de k (sauf peut-être quelques valeurs
singulières, qui font l'objet d'une étude directe). La méthode utilisée, qui
repose sur des formules simples d'intégration par parties, donne un prolon-
gement analytique des opérateurs usuels (situation analogue à M. RIESZ [1]);
ces opérateurs prolongés sont définis par des noyaux distributions, qui sont
des parties finies (mais cette interprétation n'est pas indispensable).

Pour certains problèmes, les relations de Darboux-Weinstein (n°8) sont
suffisantes.

Le problème de Cauchy, relativement au cas hyperbolique, est étudié dans
BUREAU [l], WEINSTEIN [l], DIAZ [l], BLUM [l], DIAZ et LUDFORD [l], DIAZ
et WEINBERGER [1]. Le cas général des problèmes mixtes relatifs à l'opéra-
teur (**) (n° 9) ne semblait pas avoir été étudié jusqu^ici.

Les opérateurs du chapitre II permettent de généraliser les résultats de
DELSARTE [2] à des k quelconques (k-=p dans les notations de Delsarte);
mais ceci n'est pas détaillé ici.
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Pour d'autres applications des opérateurs de Delsarte, cf. LIONS [3j.
Je remercie vivement M. J. DELSARTE pour les très nombreuses et fruc-

tueuses conversations qu'il a bien voulu entretenir avec moi sur ces sujets.

CHAPITRE I.

OPÉRATEURS DE DELSARTE ET PROBLÈMES MIXTES RÉGULIERS.

1. Position du problème. — On donne sur la droite R (ou sur un
intervalle de R} une fonction q continue (et, souvent/assujettie à des condi-
tions de régularité supplémentaires) à valeurs complexes. On considère
sur R l'opérateur Z, défini pour une fonction/deux fois continûment dîne-
rentiable, par

( J • • ) ^^î-^f-
On posera

(1.2) Z>=-^ ,dx

de sorte que L == D1 — q.
Soit a un nombre réel quelconque. Soit in un entier positif, également

quelconque. On désigne par ^ ' ( x ^ u ) l'espace des fonctions m fois conti-
nûment dinerentiables sur la demi-droite .c^ ^, à valeurs complexes, l'espace
étant muni de la topologie de la convergence -uniforme sur tout compact de
x^a des fonctions et de chacune de leurs dérivées d'ordre^ m. On posera

ô^^^a^^ô^^a).

On aura également besoin de l'espace 6'" (R) des fonctions m fois conti-
nûment dinerentiables sur 7?, muni de la topologie analogue a celle de
^(x^a).

Si l'on désigne provisoirement par E un sous-espace de 6fl<(a;^a) on va
chercLer des isomorphismes A de E dans /^, tels que

(1.3) jr-A=AL, soit D^ALA-^

Soit /^^{x^a). On cherclie . F/sous la forme

( 1 . 4 ) Af{x)=f{x)+ f ̂ (.^J)/0')^
f/ a

la fonction A ( x , r ) étant définie dans .?'^^, u^y ̂ x, étant une fois
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continûment différenliable dans cette région, les dérivées partielles

à1 ,-, à2 A_
d^ ~ -w "à^—^^

étant continues.
On a toujours

(1.5) Af(a)=f(a).

Puis

D(Af)^)=f\œ}=A(.^x)f^)-^- f A,.{.^y)f{y)dy ( ^ . ^ A
Ja \ ox J

donc
(1.6) W)'(a) =--f'(a) + A-(a, a)f(a).

On a ensuite

D^f(.-v) =f"(.r) + ̂  (.r(.r, .r)/(.r))

r"''+ ̂ a.(^-, .î-)/(.î-) 4- ( r̂,,,.(.y, v)/(.y) (fy.
'-'«

Par ailleurs, on voit, par intégrations par parties, que

^Lf(.T)=f"(.ï)-q(^f(.v)
+A'(.T, x)f\x)-X^x, a)f'(a}-A\(a;.v)f{.v)

^
4- ̂ ,.(a-, a)f(a)+ (̂ ',.,— q(}')^)f{}') dy.

" a

II en résulte que sur ^(.r^a), (1 .3 ) équivaut à

2 (^^(lrî ^V^') ̂ ^(^W^) +-r(^, a)f(a) - X,\x, a)f(a)\ CIOL y •
r-7-'

+ / (A^-Ayy+q(y)A)f(y)dy=o.Ja
Posons

(1 .7 ) 2^jr(^,^)4-y(^)=yi(^),

(1.8) ^..(^, J) - Xy,\x, y ) ̂ - q{y) A (^ y ) = Y^, y ) .

On voit donc que la condition nécessaire et suffisante pour que ( 1 . 3 ) ait
lieu, est que

(1.9) y^^)f(^)+A^a)f(a)-Ay(^a)f(a)

+ / ^(^J)/(j)^'=o,
J a

pour tout/dans ^(.c^a).
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Il est utile pour la suite d'introduire les notations suivantes :

Espace E\ : c'est le sous-espace vectoriel (fermé) de ^(x ̂  a) formé des
fonctions / telles que f(a) = o ;

Espace F\ : c'est le sous-espace vectoriel (fermé) de ^(.r^a) formé des
fonctions / telles que // ( a) == o ;

Espace C\ : C\=E\c\F^ c'est-à-dire f(a) =f\ a) = o.

Ceci posé, on a la

PROPOSITION 1 . 1 . — La condition nécessaire et suffisante pour que V ap-
plication f—> Xf applique E'\ dans lui-même^ avec

(l.io) DÎXf=XLf pour tout fç.E'^

est que X{x^ y) soit solution dans x ̂  a, a ̂ .y ̂  x de

( 1 • I I ) .̂r.r — Xyy 4- q (j) X == 0,

avec les conditions aux limites
/»A'

(1.12) ^(œ^)-=-1^ q ( s ) d s ,

(1.13) X{x,a-)=Q.

DÉMONSTRATION. — On doit avoir en particulier ( l . i o ) pour tout/çC^;
alors (1.9) se réduit à

/-r

q^x)f(x)-^-\ Y(x,y)f(y)dy-=o pour tout /€ C^
Ja

Mais si /eê°(.r^a), avec /(a)==o, il existe une suite fn, fn^C^ avec
/^-^/dans ̂ (x^a) (on peut même prendre fn indéfiniment différentiable,
nulle dans un voisinage de a; il suffît de translater / dans le sens positif
d'une longueur tendant ensuite vers zéro, et de régulariser la translatée).

On a donc
^x

^l(<2l)//^(« ;ç)-+- I Y{x, y ) fn{y} dy ==. o pour tout n,
tya

ce qui donne à la limite
^

q^{x)f(x)-^ i Y ( x , y ) f ( y ) d y = o pourtout/ç60 (x-^a)
Ja

[la condition f(a}=Q étant automatiquement remplie pour une solution
de cette équation]. Or, cette équation en / est une équation de Volterra
de deuxième espèce, homogène {cf. VOLTERRA-PÉRÈS [1]) de seule solution
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la fonction o, sauf si qi =: o et F ( . v ^ } ' ) = z o . On a donc déjà ( l . n ) . La
condition ( l .c)) se réduit maintenant à

^(^a)f(a)=o^

d où ( l . i3) . On a donc A\a^ ^ )==o, de sorte que q^(x)-=o équivaut à
( l . i 2 ) , d'où ia proposition.

Mais il est bien connu (cf. par exemple PICARD [1]) que le problème
( l . i i ) , ( l . i 2 ) , ( l . i 3) admet, lorsque q est une fois continûment différen-
tiable, une solution unique. On pose la

DÉFINITION 1 .1. — On désigne par • A(.v, y ) la solution du problème
( l . i i ) , ( l . i 2 ) , ( l . i 3 ) , la fonction q étant une fois continûment diffe-
rentiable. On désigne par A l'opérateurA' correspondant.

On montre comme à la proposition 1.1 la

PROPOSITION 1.2. — î.a condition nécessaire et suffisante pou î que V appli-
cation f-^A'f applique F\ dans lui-même et vérifie ( l . i o ) pour tout
/€/^, est que X{x, y ) soit solution dans r^a, a ^ y ^ x , de ( l . i i ) ,
avec les conditions aux limites (1 .12) et

( 1 . 1 4 ) y--^1^ a)=o.

DÉFINITION 1.2. — On désigne par B(œ, y ) la solution du problème (l.n ),
( 1. 12 ), (1. i 4 ) , la fonction q étant dans <^(/?). On désigne par B l'opéra-
teur A correspondant.

REMARQUE 1.1. — On vérifie facilement que A applique (continûment) F^
dans lui-même, mais on n'a pas lY-Af^ AL f pour tout/e/^. De même B
applique continûment/^ dans lui-même, mais ne vérifie D1 B f= BLf ̂ o\\r
tout/ç^.

Si les opérateurs A' sont des isomorphismes, d'inverser, les opérateurs X
vérifient
( l . i o ) XD^LX.

On peut chercher a priori (c'est-à-dire sans les considérer pour l'instant
comme des inverses de A") les opérateurs X sous la forme

( l . i ô ) Xf(œ)=f(x)-^ f X { œ , y ) f { y ) d y ,
J a

la fonction X(x, y ) ayant des propriétés analogues à celles de ^T(.r, j). La
condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait ( l . i5) sur l'espace
^{x^a) est ici

(1-!;) ^)fW + ̂ (^ a ) f ' ( a ) - Xy(œ, a)f(a)

+f ^,y)f(y)dy=^
^ a
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pour tout /eê^^^a), où

(1.18) q,(x)^'î-^X(x, x ) - q ( x ) ,

(1.19) y ( x , y ) ==X^(x, y ) - Xyy(x, y ) - q ( x ) X(x, j).

On en déduit, comme précédemment :

PROPOSITION 1.3. — La condition nécessaire et suffisante pour que
l'application f-> Xf applique E\ ( resp. F^ ) dans lui-même et vérifie ( 1.15 )
sur E^ (resp. F';,}, est que X(x, y ) soit solution dans x^a, a^y^x,
de
(1 .20) X.-V.V— S^yy— q(x)X==0.

avec les conditions aux limites
^

(1 .21) X(x,x)=- ^ q ( s ) d s
2^

et

(1 .22 ) X(x, a) ==0

resp.

(1 .23 ) -^(^ a)=o1 .

Or, si qçô^R}, ces deux problèmes aux limites admettent une solution
unique; on pose la

DÉFINITION 1.3. — On désigne par Cl(^, y ) [resp. rô(^,j)] la solution du
problème ( l .ao) , (1 .2 i ) , (1.22) [resp. (1.23)], la fonction q étant dans
6'(7?). Les fonctions Cl(.c, r) et Cî?(.c, y ) sont deux fois continûment difle-
rentiables dans x^a^ a^y ^x. On désigne par Cl (resp. rô) l'opérateur
X correspondant.

REMARQUE 1.2. — Les fonctions A(x, y ) , B(x, y ) , ... dépendent de a
(et évidemment de q), donc aussi les opérateurs ^4, B^ ....

2. Études des fonctions A(x, r), B(x^ r ) , cX(^, r), ^{x, r). — Pour
simplifier le langage, désignons par Oa l'ouvert

.z'> a, a < r < x

et par ô"1 ((9^) l'espace de fonctions m fois continûment dinerentiables dans
ôai muni de la topologie habituelle.

Les notations sont celles du n° I . Le résultat suivant est classique (cf. par
exemple, PICARD [1]) :
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PROPOSITION 2.1. — Si la fonction qç. 6^(7?), la fonction A solution du
problème ( l . i i ) , ( l . i2) , (l.i3), est dans ^-^((S^)- L'application q -> A
est continue de ^(fi) dans ê^ ((^).

REMARQUE 2.1. — Si m =: o, A vérifie ( i. 11) dans Oa au sens distributions.
On a des résultats analogues à ceux de la proposition 2.i pour les fonc-

tions B(x,y), a(x, y), (^(x, y ) .

Expression des fonctions A ( ̂ r, y )..., à F aide des fonctions de Hiemann. —
Soit M=(xQy yo) un point quelconque du plan. Soit K^(x^ y, jfo, j'o) la

fonction définie dans le plan, à support dans la région hachurée de ia
figure i, solution dans la région ouverte de

( 2 - 1 ) ^.-^.-^o-)^"'
où

(2..3) ^(^{^-^ (^a)-Â \9(y) (y^}.
avec les conditions aux limites

^2.3) A'i \^n^ := À i \Mm^= - ;

KI est une fonction de Riemann. Cette fonction dépend de u^ puisque (f
dépend de a.

Soit K^{x^ y; j?oî yo) la fonction définie dans le plan, à support dans la
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région hachurée de la figure i, solution dans la région ouverte de

(2-^ ê^-^^-^)^^

avec les conditions aux limites

( - • ° ) ^ 2 | Mnit== ̂ 2 ] Mm^ == ~ '
î

Ceci posé, les fonctions A{x, y ) , ... s'expriment à l'aide des fonctions de
Riemann par les formules que voici. On pose

(-2.6) Q(x)= r q ( s ) d s ^
^ a

alors

(2.7) ^(^,yo)=-^(:^)+-;ç(,4-^s)
•TO —— ^ 0a -f- —0———0

+f ' Ç(a-)^A-i-^A-,^(^,2a-^)^

.ro +^o

+j[' ï Ç(^)(|:A-.+^A-,^,^)^;

(2.8) ^(^^^^-^(î^^-^Ç^+Î^Zi^

.TO—.Vo

-^ 2 Ç(-)(^A,-^A,)(., .«-.)</..
.ro—ro

^ 2 ^^fê7114-^^)^-)^'

(2.9) Cl(^,)=-;ç(^)-^(a+^)

n+l'Ï—'."

~X 2 o(d•)(^^-^A\)(•2''2a-^)^

a"o+yi>

-J <?(a-)(^-A^+^|A-.^(d-,a')^;

(2.,o) ^,,,)=^(f4^)+^(^Î^Z,)

„ + •r'-'»

^ l <?o(^Â•-^À'')(•^•'2CT-r)c/a•
.to + ) o

~t <)(•r)(^À^^À'-)^-)^•
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3. Opérateurs de Delsarte. — Pour toute fonction ^eû7^/?), on a
défini au numéro précédent les fonctions A(x, j), ..., auxquelles sont asso-
ciés les opérateurs A, ....

De façon générale, si E et F sont deux espaces vectoriels topologiques
localement convexes, on désigne par .^(E-, F) l'espace des applications liné-
aires continues de E dans F. On a :

si ^yeê^T?), les opérateurs A, B, ... sont dans l'espace

.€ ( C^1 ( x ̂  a ) ; ô'^ ( x ̂  a ) ) ;

si r/çô^B), ils sont également dans les espaces ^\E\\ E^) et ^(/^; F'^).
Des n0' 1 et 2 résulte le

THÉORÈME 3. — 1. On suppose que qç^(jR). Il existe A (resp. Cl) élément
de ^(ô°(x^a)\ ô°(x^a)), avec

( 3 - 1 ) A,aç6(E^E^
(3 .2) D^Af^ALf
(resp.
(3.3) aD^^Laf)
pour tout /€^, L ==Z>2— <y. '̂ ^o/i cherche A {resp. Cl) 50^5 la forme
(1.4) [ A'^/? . ( 1 .16 ) ], /<z solution est unique.

DÉFINITION 3.1. — Le couple d'opérateurs (^4, Cl) est appelé le premier
couple d'opérateurs de Delsarte (attachés à L = D1— q et pour la valeur a).

On a, de même, le

THÉORÈME 3.2. — On suppose que qç.&^ (7?). 77 existe B (resp. o!)
élément de £{&°(œ^ a) \ ̂ (^^a)), avec

(3 -4 ) 7?,tô€^(^;7^),
(3.5) DÎBf=BLf
{resp.
(3.6) oïD^'z^LObf)

pour tout f^F a. Si l'on cherche B (resp. rô) sous Ici forme (1.4) [resp.
( 1 . 1 6 ) ] , la solution est unique.

DÉFIMTION 3.2. — Le couple d'opérateurs (B, tG) est appelé le deuxième
couple d^opérateurs de Delsarte (attaché a Z, et pour a).

On désigne par ^b{E\ F) l'espace .^(E\ F ) muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les parties bornées de E. D'après le n° 2, on a :

THÉORÈME 3.3. — ^application q—> A est continue de ^(-R) clans
^(E^E^).

Résultats analogues pour /?, cl, oï



20 J. L. LIONS.

^. Prolongement des opérateurs de Delsarte à certains espaces dé
distributions» — Soit X(x^ y ) une fonction indéfiniment différentiable
dans la région x^^a^ a^y^x^ et considérons Popérateur X toujours
défini pour une fonction / par

^/(^) =/W + r^(^ y ) f ( y ) d y .
^ a

On va prolonger X à certains espaces de distributions sur R (cf. SCHWABTZ
[l], [2] pour la théorie des distributions). On désigne par (S_ (resp. û)_^)
Fespace des fonctions indéfiniment différentiables sur/?, à valeurs complexes,
à support limité à droite (resp. à gauche), muni de la topologie de Schwartz.
On désigne par (î̂ . (resp. (ff_) Fespace dual de CQ-, (resp. ^+), espace des
distributions sur R à support limité à gauche (resp. à droite).

On désigne par C^\, le-sous-espace vectoriel (fermé) de (Q'^ des distributions
à support dans x^a (espace à ne pas confondre avec l'espace des distri-
butions définies dans l'ouvert x >• a). On désigne par (£>a le sous-espace
de <D-^ formé des fonctions nulles pour x ̂  a. On a :

LEMME 4-.1. — L} espace C^a est dense dans d0^.

DÉMONSTRATION. — Soit Tç^. SoitT/tria translatée de T de longueur 7i,
h >> o ; T^ T est nulle pour x -< a -(- A. Soit p^ une fonction de (D(jR) (espace
des fonctions indéfiniment différentiables à support compact), à support dans

;-^ pA(^)^o, 1 Çk(x)dx=i.

Alors la régularisée T^T^^ est dans C^a, et lorsque A-^o, T/tTiç^-> T
dans (Q'ai d'où le lemme.

On fait maintenant Fabus de langage suivant : on désigne encore par Xf
la fonction définie sur /?, égale à X f pour x ̂  «, et nulle pour x << a.
Avec cet abus de langage C\ par exemple, est dense dans ̂ . Ceci posé, si/
est dans C'^ ^F/vérifie

(^/)(a)=o, (^fY(a)=o

et, par conséquent, D^Xf^ dérivée au sens distribution sur /?, coïncide avec
la dérivée seconde usuelle de Xf^ = o si x < a, = (Xf)1' si x > a.
De même, si/€ C^i Lf^ pris au sens distribution sur R (/prolongée par o
pour x < a) coïncide avec L/pris au sens usuel.

Notons maintenant le

LEMME 4..2. —• La condition nécessaire et suffisante pour que D^Xf^. XLf
pour touffe C\, est que X(x^ y ) vérifie

X^—Xyy-^-q(y)X=o, avec -^X{x, x)=—q{x)l^

sans autres conditions aux limites.
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On peut donc prendre en particulier ^(œ^ y ) = A (.r, y ) ou B(œ^ y ) .
Ensuite :

LEMME &.3. — Si .^T(.27, y ) est indéfiniment différentiable^ l'appli-
cation /-> Xf de C^ dans lui-même, se prolonge par continuité en une
application linéaire continue, encore notée /-> Xf^ de dD^ dans lui-même.

DÉMONSTRATION. — II suffit de montrer que l'application f-> Â^fesi continue
de C\ muni de la topologie induite par <j0^ (ou, ce qui revient au même, c0^)
dans ̂  (ou <P^). Soit donc (p€cP_. On a

<^-/, 9 >==< / ,<?>+ / ' (p(^)^f ^ ( ^ . y ) f ( y ) d y .
^ n «ya

Comme <p€^0_, cp est nulle pour x > a. Donc

Ç ^ ( x ) d x Ç ^(œ,y)f(y)dy= f f(y) dy f ^(œ,y)^(x)d^
v a " a «-/a v \

de sorte que
<^/,9>=</,<p>+</,^>,

ou
r01

^(y)=, j ^(^,J)9(^)^ si a^j^a,

o si y^a,

'b étant prolongée de façon indéfiniment différentiable quelconque poury ̂  a.
Comme la fonction ^r(.r, r) est indéfiniment différentiable, et que (p est

nulle ainsi que toutes ses dérivées pour x ==. a, la fonction ^ est dans d?_; si
9 est dans un borné de lP_, on peut choisir ^ de sorte que '̂  demeure dans
un borné de ^)_, d'où le lemme.

Comme on a vu au n°2 que si qç&{R)^ les fonctions A(x^ y), . . ., sont
indéfiniment différentiables, on a le

THÉORÈME ^.1. — On suppose que qçê(fi). Soit a jixé quelconque.
Les opérateurs A, B, Cl, tô (relatifs à q et a) se prolongent par continuité
en des opérateurs linéaires continus^ encore notés A, £, Cl, d3, de CD'^ dans
lui-même. Pour tout Tçc^, on a

(^ . i ) DÏA^=ALT,
(4-.2) D^BT^BLT,
(4.3) az^T^zar,
(4-.4) (^D^T^L^T.

Notons également le résultat suivant, de démonstration immédiate :



22 J. L. LIONS.

THÉORÈME 4.2. — Si q ç ô ( / ï ) , /es opérateurs .4, /?, cl, d5 sont des éléments
de l'espace ^(cQa; ^).

REMARQUE 4.1. — Soit/ç/^; si l'on désigne encore par / la fonction
prolongée de / par o pour x < a, f est dans ̂ , donc donne lieu à (4 . i) ,
par exemple. Or. on a

Z/={L/}4-/(:^)ô,(a),

où Lf est pris au sens distributions sur 7?, { Lf\ est pris au sens usuel,
ô.z.(a) == masse de Dirac au point a. De même.

^Af= { D^Af} + (Af)f(a) Ô,(a)
et

ALf=A {Lf} +/'(•a) A^(a).

de sorte que l'on doit avoir

A(^(a))=o^(a).
Or

^.-v

A ( ô.̂ . ( a ) ) == o^ («) + ^ ,1 (.r, j) ô,. (a) dy == ô,. (^) -r- -/4 (^, ^) =: o,. {n),
^

puisque A(x, a)==.o [condition (2.3)].
A titre de vérification, utilisons maintenant ( ^ .2 ) avec T=/çE^. On doit

avoir
B \ Lf\ +/'(^) B(^(a)) == { D'-Bf} ̂ -f(a) ô,(a).

Or
B(o^a)}=o.,(a))-^-B(œ, a),

de sorte que, en revenant aux notations du n° 1, on doit avoir

BLf(œ)-^f\a)B(x, a) = r^BfÇx),

ce qu'il est facile de vérifier, a partir des calculs du n° 1. Vérification ana-
logue pour /€ F ' ^ .

Notons maintenant le résultat de stabilité suivant :

THÉORÈME ^.3. — On suppose que (jn-^q dans <?(/?). Alors les opé-
rateurs A,^ Bn, cl,,, d3,, fendent respectivement vers J, B, cl, c»3 dans
^(^; ̂ ).

DÉMONSTRATION. — Soit T demeurant dans un ensemble borné de o^, et o
donné dans a>_, comme dans la démonstration du lemme 4.3. On a

^(An-A)7\ <?>_-< P7,^-^),
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on ^ est défini comme au lemme ^.3 et ^,, est défini par

, . . _ _ / A,,(x, y ) ^ ( x ) d x si a^y^a,
4MJ / — — — J y

o si j^a,

'bn étant prolongée de façon indéfiniment difïerentiable quelconque pour y ^-a.
Comme on vérifié facilement que ^ — ^ —^ o dans CP_, on a le résultat :

<( (-^ — A ) 7\ <p ')> ->- o uniformément en 77.

5. Propriété fondamentale des opérateurs de Delsarte. — De façon
générale, si X est continue dans x^ci^ a ^ y ^ x ^ l'équation de Volterra
de deuxième espèce

( 0 . 1 ) Xf{x)=f(x)+f X ( x , y ) f ( y ) d y
ty a

=^) [/,^€ê°(^^a)j

admet une solution unique, donnée par une formule de la forme.

(o.-O /0)===^(.z>)+ Ç S ( x , y ) g ( y ) d y
^ a

(cf. VOLTERRA-PÉRÈS [1]); ^T définit un isomorphisme de ô°(.v^a) sur lui-
même.

Considérons alors Â'-=A; c'est un élément de .^(E^\ ^); si ^ç^2,
Af=^ admet une solution unique dans jE°(x^a)^ cette solution est
dans E'^ donc A est un isomorphisme de E^ sur lui-même, et l'opérateur
inverse _1-1 est donné par une formule du type (0.9.). Par ailleurs, de la
relation

DÎAf= ALf pour tout/€ E'^

on déduit
A-1 D'^-g == LA-1 g- pour tout ̂ ç E'f,.

Il résulte alors de V unicité dans le théorème 3.1, que

.4-^CIL,

Même chose pour B -A :
B-^oï,

d'où le résultat fondamental :

THÉORÈME 5.1. — On suppose que q ce1 (7?). Les opérateurs A et cl
(resp. £ et Ôï) sont des isomorphismes de ê°(x^a) sur lui-même^ de E'\
(resp. F^) sur lui-même; ces isomorphismes sont inverses l'un de F autre.
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Supposons maintenant que ce 6(7?). Alors A, 0, . . . se prolongent par
continuité à ̂  ; les relations

A€Lf=f, aAf==f pour tout/e^,

sont vraies, par prolongement, pour tout/ed^, d'où

THÉORÈME 5.2. — Si qeô(JR), A et Cl (resp. B et d3) sont des isomor-
phîsmes de (^\ sur lui-même, inverses F un de Vautre.

6. Autre définition des opérateurs A, cl, B, d3. — Considérons le
problème suivant :

PROBLÈME 6.1. — Trouver <^(cr, y ) , solution dans œ^a, j^a, de

(6.1) ^-^yy-q(œ)^{x,y)^o,

avec les conditions aux limites

(6.2) <t»(.r, a)=o,

(6.3) ^.(^a)=/(^),

/ étant donné dans E^
(6.4 ^(<2,j)==o.

Ce problème est un problème mixte. Il se ramène aussitôt à un problème
de Cauchv en introduisant

(6.5) u^y)=[~~^a~^y) si x^
( 0(.r, y) si x^.a.

Le résultat suivant est classique {cf. Picard [1]) :

PROPOSITION 6.1. — Siqe&o(R),fe60(x^a)^avecf{a)=lO, le pro-
blème 6.1 admet une solution unique^ fonction une fois continûment
différentiable dans x^a, y^a, vérifiant (6. i) au sens distribution.

Posons alors

(6.6) A,f(y)=^(a^).

On définit ainsi un élément Aif de ê°(.c^a), avec

(6.7) A,f(a)=o,

et l'application f-^Atfest continue de ̂ (.r^a) dans lui-même.
En complément à la proposition 6.1, on a :
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i° Si qçô^JR), /çE'^ la solution du problème 6.1 est deux fois conti-
nûment différentiable dans x ̂  a, y ̂  a. Dans la région y ^ x ( ou y ̂  x ),
^ est trois fois continûment différentiable ;

2° Si qçê^B), avec q'{à)-=io et si/ç^-r^a), avec/(a) =j"{<-t) == o,
alors «(^, ^y) est quatre fois continûment différenliable dans y ̂  a.

Montrons maintenant le résultat suivant :

PROPOSITION 6.2. — On suppose que qçê^ÇB) et que /eê^^^^),
avec j\a) ̂ / " ( a ) == o. Alors

(6.8) D2A,f=A^Lf, L^D^—q.

DÉMONSTRATION. — Soit <Ï> la solution du problème 6.1. Posons

W ( x , y ) = L ^ ( x , y ) ' ,

^ est quatre fois continûment différentiable en dehors de la première bissec-
trice, donc W l'est deux fois. La fonction g^ziLf est dans Z^. Alors le
problème 6.1, où l'on remplace / par g^ admet une solution unique.
Montrons que cette solution est W, En effet,

puis

donc

Ensuite,

donc

L^ <F - D^W = L^ «& - 2),2 <1>) = o,

W(a;, a) =L,x^(-v, a)==^a.o==o,

—W(a-,y)=:L^D^(.v,y),

Wy(x,a)=L^f(x)-=^g(x).

W(x, y) = L^^Çx, y) = D^(.v, y),

W(a,y)==D'y9(a,y)=D'-o=o,

d'où le résultat. Par conséquent,

W^(a,y)=A,Lf(y).
Or

donc

d'où le résultat.

W.^(a-, y) = D^D^^x, y) = D]. ̂ (x, y),

W^(a, y) = D\ <&(a, y) == D^A,f(y),

Expression de *&(;», y ) à l'aide des fonctions de ftiemann. — Désignons
par K^(x, y ; .v», yo) la fonction définie dans le plan, à support dans la partie



26 J. L. LIONS.

hachurée de la figure 2, vérifiant dans la régi

(6.9)

région ouverte

J^ K? ~ î K? — ^(^^s = op'2 " à y 2 '

[on rappelle que q\x)= q^a — x) si x ̂ a, <7(^) si .r^a], avec Jes
conditions aux limites

(6.10) K .=K.,?, \ Mnii —— "-3 | M 111^—— — — •

II résulte des définitions que l'on a

(6 .11) K^x, y\ x^ jo) =K^(îa— x, y\ 2 0 — ^ 0 , } ' o ) '

La fonction u étant définie par (6.5), on a

(6 .12) u(œQ, ro)î ^o) ==— f /**(-^) ^L:i(^'l ^ î x^ j'o) dx,
^ a — v-o + .z'i>

où/**(^)=:—/(2^—^) si x^a, f(œ) si ^^6<. On en déduit

(6.i3) ^./(jo)=^^(^.ro)=/(jo)-^/(^)^.(6. i3) ^./(jo) = ̂  ̂ ( ̂  .ro) =/(jo) - ̂ Ç fW ̂  T^ a; a,j)^:.

On voit donc que Ai est de la forme ( 1 . 4 ) , et vérifie (6.8) (sous les hypo-
thèses de la proposition 6.2). Or, dans le théorème 3.1, on a encore Puni-
cité de A (et Cl) en remplaçant dans (3 .2) [et (3.3)] Phjpothèse « /€^ »
par l'hypothèse plus restrictive : « /êê'C^a), f(a)=zff(a)=o ».
On en déduit que Ai==A, ce qui donne une nouvelle définition de A (qui
n'est autre que la définition initiale de M. DKLSARTK; cf. toutefois la
remarque 6.1).
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Comme conséquences :

i° On a la formule

( 6 . 1 4 ) -4(jo, ^ ) = — 2 ^ Â 3 ( ^ , a; a,jo);

2° La formule (6.8) est vraie sous les seules hypothèses que q^&^{R)
et fç.E'}^ On peut démontrer ceci directement à partir de la définition de Ai,
par passage à la limite. Mais c'est moins immédiat que dans le n° 1; c'est
pourquoi nous avons pris comme point de départ la définition a priori A^
quoique moins naturelle.

On a, bien entendu, des résultats analogues pour les opérateurs Cl, /?, ob.
Explicitons les résultats.

Considérons d'abord le

PROBLÈME 6.2. — Trouver ^(.r, j), solution dans x^ a, y^a, de

(6. l) ^..r— ^rr— q{^) ̂ (^, j) = 0,

avec les conditions aux limites

(6 .10 ) <^(a,j)==o,
(6.16) <Ï>,(a,j)==^(j),

^' étant donné dans E'^

( 6 .17 ) ^(^,a)=o

On pose

(6 .18) a^(x)=—^(^a)

et l'on aura un résultat analogue à celui de la proposition 6.2. On en déduira
que cli== Cl, ce qui donne une nouvelle définition de CX. Tout ceci résulte
plus simplement encore de la

PROPOSITION 6.3. — Si qçô^fi)^ pour tout f^E^ on a

a,Af=Aa,f==f.

DÉMONSTRATION. — Soit/e^» <» la solution du problème 6.1 et

ë'(}')=Âf(y)^^(a,y).

Donc C> vérifie (6.1), (6.i5), (6.16) et (6.17), donc

^^(.r, a)=Cl,^(^),
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ce qui vaut f(x) par définition de <^, donc €tiAf==f. Même chose
pour A€iif^ d'où la proposition.

Si l'on introduit la fonction

^ . / ,\ (—^(cr ,2a—j) si y^a,(b.iq) r(^, r)== ,/ . . .
( e>(cr,j) si y^a,

alors
^ro+a-o—^

,̂ y) = J ^*(j)AT2(a, r; œ^ jo) ̂ J,
^o -^o-l-^

OÙ

^^^-^(^--J)81^^0 '——(^(y)^^^^
MaisAr2(^,J; ^o,Jo)=^2(^'î ^o; J'—Jo)» ^(-y» ^oîj) étant une fonc-
tion paire de y^ donc

(6.20) ,A'2(a,j; ^o» a)==— .A '2(a , aa—j; ^o, ^).

On en déduit

(6 .21) ag(xo)==. j—u^a)^^^)-^'^ j g(y)j—Kî(a,y;XQ,a)dy,

d'où

(6.9.2) a(.vo, y)==9.,—Kî(a,y; x^ a).
t7} 0

Pour ropérateur B on considère le

PROBLÈME 6.3. — Trouver <D solution dans j?^a, j^a de

(6. l) ^.r— ^yr— ^.(^) ̂ (^ j) ̂  0,

avec
(6.23) ^(x,a)=f(x) (/€^),
(6.24) ^.(^,a)=o,
(6.25) €^(a,j)==o.

On pose
(6.26) ^(a,y)=B,f(y).

Comme pour le problème 6.1, on voit ceci : si y^ê^/?), avec q ' ( a ) ==o,
et si ̂ çê^^^a), avec g ' (ci) •=^g1"(a) == o, alors

^2^^==^Z^.

On en déduit que 2?i== B et Von obtient la formule

(6 .27) B{yQ, x^-^i-.-K^x, a; 0,^0).
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Pour l'opérateur tô on considère le
39

PROBLÈME 6.^. — Trouver <Ï> solution dans j?^ a, y^a^ de (6. i), avec
les conditions aux limites

(6.28) ^(a,.r)=:^(y),

^ étant donnée dans jF^, avec

(6.29) <^(a,y)==o,
(6.30) <^r(*z1, a)==o.

On pose

<6.3i) tô^(.r)=0(.r,a).

On montre comme précédemment que tÇj==:d?, d'où l'on déduit la formule

(6.32) rô(.ry,j)==— i^-K^a, j; .2-0, ^).

REMARQUE 6.1. — L'opérateur B défini précédemment coïncide avec l'opé-
rateur B défini dans DELSARTE [1]. Par contre, l'opérateur A ne coïncide pas
avec l'opérateur A de M. DELSARTE; M. DELSARTE considère le

PROBLÈME 6.5. — Trouver ^(J?, j), solution dans .2?^ a, y^a, de (6.1),
avec les conditions aux limites

^(.r, a)==/(cr) (/donné dans Ë^),
^y(œ, a) =: o, ^ (a ,y )== o.

Ce problème admet encore une solution unique. On pose

ô^Af^}^^yY

Avec des hypothèses de régularité convenable, on a encore

D^-Af^-ALf.

On n'a pas ' ' " • -^» ^nérateur (mais une de ses variantes) parce qu'il
n'applique pa ins lui-même. Mais l'opérateur précédent peut
très bien être nent à l'espace ̂ .

T. Généralisation des opérateurs de Delsarte à des fonctions et
des distributions à valeurs vectorielles. — Pour les applications que
nous avons en vue, il suffit de définir les opérateurs ^4, . . . , pour des
fonctions et des distributions à valeurs dans un espace de Hilbert. Soit donc
^€ un espace de Hilbert\ si Ai et /^ sont deux éléments de ^C, on désigne
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par (Ai , h.î)^ (ou, lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, par ( A , , h.^)) le produit
scalaire de h^ et /^; la norme correspondante est notée ] [ h\\^ ou || h ||. On
désigne par ^(x^a-, 3€)^ l'espace des fonctions m fois continûment diffe-
rentiables dans .37^0, à valeurs dans ^(C, muni de la topologie analogue au
cas scalaire. On désigne par E'^W) [resp. F ' ^ ( S € ) ] le sous-espace vectoriel
(fermé) de ^(.y^a; ^(C) formé des fonctions / telles que f(a)=o
[resp.f(a)z=o\.

Si X(x^ y) est une fonction une fois continûment différentiable dans x^u,
a^y ^x (comme au n° 1), Xxx et Xyy étant continus, si /€ (ë°(.ç^rt; X},
on pose

( 7 . 1 ) Xf{x)=f(x)^-f X { x ^ y ) f { y ) d y ,
^ a

comme au n0 1, mais cette fois l'intégrale étant prise dans X (pour l'inté-
gration des fonctions à valeurs vectorielles, cf. BOURBAKI [1]). On définit
ainsi une application linéaire continue : f—^A'fde ê° (^'^a; ^C) dans lui-
même; même chose en remplaçant <ê°(^^a; S€) par ê'^^^a; ^C). Si l'on
prend X{x^ y ) =A(x^ y ) ou Cl(.r, y } [pour qç.6^ (^)\i 0" a

(7.2) .4,aex-(^w;^W).
Notons le

LEMME 7 .1 . — L'espace E';^ 3C (resp. F^(^) X) ̂  dense dans Ef,(S€)
[resp. clans F^(3€)].

DÉMONSTRATION :

1° Désignons par G\ l'espace des/ce^, telles que

/(a)=/ /(a)=/ / /(a)=:o

et par G^(^C) l'espace des /eê^(^C) vérifiant la même condition. L'espace
G^(g) S€ est dense dans 6^(^C). En effet, soit /€ G^(;(C), et soit ^/ défini
par r\f(.c) •= o si a^^^a+^i ( À > o ) , /(^ — },) si .v^a + À. On a

^/€^W et T)./->/

dans G^(SC) lorsque À-^o.
Il suffit donc de montrer qu'étant donné/dans G^(^C), nulle au voisinage

de <2, on peut l'approcher par des éléments de 6^0 ^C. Or il existe
<^7 € ê^ 0 ^C, avec gj->f dans 6^ (^€) et gj'== o au voisinage de a. Si p € a) (7?),
de support dans un voisinage assez petit de l'origine, g'jiç^ est, en parti-
culier, dans G^(g)^C et^-y^p-^/^p dans ê^C) [ou G^(^e)]. On fait
ensuite tendre p vers ô dans ô'12- faible ; /-A-p ->f dans ê^(^€), d'où le résultat.

2° Soit maintenant jFçE^(!î€). Considérons f définie par

f^F-F,, F^)==(.v-a)®F'(a)+(•v^a}î ®F"(a};
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/est dans 6^(30); F, est dans /^(g)^e, d'où le lemme, en utilisant le 1°.
Si F ç F ' ^ ( c ^ ) , on considère

f= I7 - F.,, F,{x) =1 (g) F ( a ) -+- {x ~ aY (g) F" {a).

Le lemme est démontré.

Si F :=^S/(g) hi, somme /m/<?, est dans 2^ (g) 30, on a
/

AF=>^^fi® ̂  ^^^ ̂ fi® ̂

et

("î '.S) a^.Fr^ca/^.F.
On a également

( T . 4^ 1^-AF=ALF,

Par prolongement par continuité ces relations sont vraies pour tout F dans
7^ (;(€). On a les résultats analogues pour les opérateurs B et d?, d'où le

THÉORÈME 7.1. — 6^ suppose que ^ est un espace de Hilbert;
soit ^ ç ^ ( B ) , a J i x é réel quelconque. Les opérateurs A, (ft (resp. B, d3)
sont des isomorphismes de E^(^) [resp. F^^C)] sur lui-même, inverses
l ' u n de Vautre. On a

^.^) D^-A^AL, D2B=BL.

Les couples d'opérateurs A^ Cl (resp. B, <Sî>) sont encore appelés premier
( resp. second) couple d'opérateurs de Delsarte.

On va maintenant définir A^ . . . pour des distributions à valeurs vecto-
rielles. Par définition, on appelle espace des distributions en x^ à valeurs
dans <*(C, l'espace

L^\X, ^)==X;Î(^(/^); ^C).

L espace des distributions en x à support limité à gauche est

(^) ^-(^, ^e)==^(^_; ^e),

Si rea)'(.r, ^C), 9€^, alors T(^) est dans ^C; la dérivée de T est définie,
comme dans le cas scalaire par

-^(op)^-^7^dx V T / \^/

{cf. pour ces notions SCHWARTZ [3], [4]). Si maintenant A7 et F sont deux
espaces vectoriels topologiques, on désigne par E 0 F le produit tensoriel
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de E et F muni de la topologie de limite projective de Grothendieck
{cf. GROTHENDIECK [l], [2]). Le complété de E Ç) F est E(^F. On démontre

il
( cf. loc. cit. ) que Fon a

(7.7) ^\x, 0e)=^(g)3e, c^(x, 3€)=^<s^

Si ^(^î 3e) désigne le sous-espace vectoriel (fermé) de (^'a{x^ S€) formé
des distributions à support dans x ̂  a, on a

(7.8) ^(^!f€)=^^^€.

Utilisons la notion de produit tensoriel duplications linéaires. Si X est
un isomorphisme de <0^ sur lui-même, ̂ T01 est un isomorphisme de (S>a^ ̂
sur lui-même, d'inverse JT-1^ i. Donc si Fon écrit X au lieu de ^T® i, on
obtient le

THÉORÈME 7.2. — On suppose que qç^(JR). Les opérateurs A, Cl
(resp. /?, d3) sont des isomorphismes de (Q'af^^ sur lui-même^ inverses
run de F autre. On a les relations (7.5) sur ,̂(.2*, ^€).

REMARQUE 7.i. — Dans tout ce qui précède, on s^st contenté de transmuer
l'un dans Fautre les opérateurs D9 et L = D9 — q. Considérons plus généra-
lement deux opérateurs

(7.9) L^D^riWD+s^x) ( i=:i , 2),

où pour simplifier, on suppose que les fonctions r<, Si sont indéfiniment diffé-
rentiables. Le résultat suivant est maintenant immédiat :

THÉORÈME 7.3. — On suppose que les fonctions /', et Si sont indéfiniment
différentiables. Il existe un isomorphisme de ^(§)^e sur lui-même.
soit AL^L^ tel que
(7.10) AL,L,L^,= L^AL,^'

DÉMONSTRATION. — II suffit évidemment de donner un isomorphisme qui
transmue Zi en L\= D9— q^ q^ô(R). On obtient alors A^L^ par compo-
sition convenable d^isomorphismes de transmutation. Or posons

( 7 . 1 1 ) R^)=f r^)d^
^ a

On vérifie que, pour tout Sç.(ff^{x^ ^€), on a

(7.12) £ i fexp— ^(^^^exp— ^/?,(.c)Z^.

où
<7.i3) L;=D^-q,,
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avec

(7. i4) r/i== — +-^—.î i ,

fonction indéfiniment difîerentiable, d'où le théorème.

8. Rappels sur les problèmes mixtes. — Soit encore X un espace de
Hilbert. On donne un opérateur A, non continu, d'ensemble de défi-
nition ^C(A). On suppose que A est autoadjoint {cf. STONE [l], RIESZ NAGY (1])
et semi-borné înférieurement, autrement dit

„ ( A est auloadjoint et il existe un nombre Ço tel que (A.r, .y)4-ÇolM^2^o
( pour tout x dans l'ensemble de définition de A.

Si cZ-, ye^C(A), on pose

( 8 - I ) (^ J)X(A)== (^, j)^e-+- (A.r, Aj)^.

Comme A est fermé, on a le

LEMME 8.1. — Pour la structure définie par (8.1), ^C(A) est un espace
de Hilbert.

On va utiliser les espaces ^>+(^, ^C), CQ'+(t, ^e(A)), où t^R est la variable
de temps.

On peut plus généralement définir les espaces

^(t,E)^^^E

où E est un espace vectoriel topologique localement convexe quelconque
(cf. BOURBAKI [1] et les Ouvrages cités de GROTHENDIECK et SCHWARTZ). On
peut donc notamment définir les deux espaces ^(^, ^(?6; ^C(A)) ) ,
^(^(^(A);5e)).

Si u est dans le premier de ces espaces [qui coïncide avec ̂ (§)-i?(^C; ^e(A))j
et si v est dans le second (qui vaut ^+(^)^(^C(A); ^C)), on peut définir les
produits de composition

(8.2) uiçv, élément de ^(g)^(X(A); ^C(A)),

(8.3) F*M, élément de ^(^)^(^e; ^C)

(cf. SCHWARTZ [4] et pour des applications LIONS [l], chap. II); si u et v sont
des fonctions^ par exemple continues, on a

(8-4) «*^)== fu(t-r)v('u)ch,
w J»
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intégrale à valeurs dans .x?(^(A) ; ^C(A)), et

(8.5) (^(^)== r^—T)^(T)^T,
w ' - ' R

intégrale à valeurs dans ^(^C; S€).
Considérons ensuite l'opérateur

I(g)A+^201

/ ^ ^2 \

( on écrira souvent i(g)A 4- -^ ) ? opérateur linéaire continu de d?^(§) ^C(A)

dans ^(g)X. Si re^<§) ae(A), on a

(8.6) (I<8)A+^(g)IN)^=(ô<g)A4-ô / /(g)I)*^,
\ Ot~ j «)

où ô est la masse de Dirac à l'origine sur l'axe des t, et où S" est la dérivée
seconde en t de ô. On a montré dans LIONS [l], chap. II, le

r)2

THÉORÈME 8.1. — On suppose que {M) a lieu. L'opérateur i(g)A+ -.-;

est cdors un isomorphisme de ^(g)^C(A) sur ^(g) 30. L' isornorphième
inverse est l'opérateur de composition par une distribution g, élément de
^.(g)-^(^e; ^C(A)); la distribution (^ est nulle pour t<^o et admet une
transformée de Laplace en t (1 ) .

(Cf. aussi LIONS [2] et GARNIR [1]).
La distribution ^ s'appelle la distribution de Green.
La transformation de Laplace fournit un procédé de calcul de ^

{cf. GARNIR [2], [3]). On a les relations

(8.7) (â.OA+ô^i)*^^^®!, €<®^(^;^),
et
(8.8) ^*(â(g)A+ô / /<g)I)==â®I, e<(ê)J?WA); ^C(A)).

Comme ^ est nulle pour t < o, si T est nulle pour ^ < a, alors ̂  ̂  T est
nulle pour ^ << a, donc :

THÉORÈME 8.2. — Si (M) a /^a, i(g)A-h .— est un isomorphisme de

û^(g) 30 (A) ;?Mr d^(g) ^C, a étant fixé quelconque.

PROBLÈMES MIXTES (au sens de HADAMARD [1]). — On désigne sous la rubrique

( 1 ) On a donné dans LIONS [1] des résultats plus généraux; mais le théorème 8.1
suffit pour les applications que nous avons en vue.
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« problèmes mixtes » les problèmes du type suivant (il y a évidemment
d'autres problèmes mixtes !). On suppose donné un espace vectoriel topolo-
gique localement convexe JC, contenant ^C(A), tel que 3€(A) soit dense
dans JC, que A soit prolongeable à OC par continuité (on désigne encore par A
le prolongement), de sorte que A soit élément de ^(JC; S€) (on donnera
brièvement des exemples pratiques de cette situation). On donne Tç^^C.
Trouver U dans ^-0«?C, solution de

(8.9) (i^A+^C/^r,

avec la condition aux limites

(8.10) ^—Ae^<g)^e(A),
où h est donné dans JC.

Si (M) a lieu, ce problème admet une solution unique

(S.,., ^^r-.-A-^^A+^y6=^^+/t-^*( I®A+^) /^•
PROBLÈMES MIXTES FINS. — On désigne par ^C(A^), k étant un entier ̂  i

donné quelconque, l'espace des A?€^C(A) tels que A.cç^€(A),
Ak-l^çS€(\) (de sorte que A^c est défini, €^€).

L'ne fonction t->u(t) de t^a dans Q€ [ou ^C(A)] dite o fois continûment
différentiable est en fait continue.

On a montré dans LIONS [1] le

THÉORÈME 8.3. — On suppose quç fet /i sont dans ^C(A).

cf. La solution u dans Cf^a^ ̂ (A) ae

(8.12) ^+(I8)A^==ô/(a)®/,

où à'(a) est la dérivée de à (a) = masse de Dirac au point a, est continue
de t^ a dans S€; u(t) ->f dans S€ lorsque t-^a;

b. La solution u dans C^'a® ^(A) de

(8.13) |^+(i<8)A)/<=ô(a)(g)/,

est une fonction une fois continûment différentiable de t^a dans ff€;
lorsque t -> a, u(t) -^ o et u^t) ->f^ dans 9€.

Plus généralement, on démontre par un procédé analogue le
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THÉORÈME 8.4. — On suppose que fet /i sont dans âe(A^), Â:^ 2.

a. Za solution u dans (^a^) ^(A) û?e (8.12) a les propriétés :
(i) u est (ïk — 2) fois continûment différentiable de t^a dans 3€;
(ii) u est {ik — 4) fois continûment différentiable de t^a dans X(A);
(iii) lorsque t->a, u^-P-^{t)->Q, uW(t) -> (— \)P\Pf pour p ^ k — i ^

la convergence ayant lieu dans St (A) sauf pour u^-^ ou la convergence a
lieu dans 3C.

b. La solution u dans ̂  (g) ^C(A) de (8. i3) a les propriétés :
(i) u est ( 2 Â - — i) fois continûment différentiable de t^a dans 3€;
( ii ) u est ( 2 /: — 3 ) fois continûment différentiable de t ̂  a dans 2€ ( A ) ;
(iii) lorsque t-^a, u^-^(t) -^.o, u^P-^{t) ->• (— i ̂ -^V-1/! ^a/^

^(A), p ^k, sauf pour u^-^Çt) où la convergence a lieu dans S€.

On a donc

COROLLAIRE 8.1. — Si f et ft sont dans ^C(A30), la solution de (8.12) et
de (8. i3) est une fonction indéfiniment différentiable de t^a dans 3^ (A).

Montrons maintenant le

THÉORÈME 8.5. — On donne une fonction t-^g{t) indéfiniment diffé-
rentiable de R dans ^C, nulle pour t^a; on donne f et /i dans ^(A*). La
solution u de

(8.i4) ^u{t)^(^u(t)=g(t) (t^a),

avec u(t)->f, u'(t)-^f^ dans ^C(A) lorsque t->a^ est une fonction indé-
finiment différentiable de t^a dans ^C(A).

DÉMONSTRATION. — Soit Ui la solution dans C0+(t, S€(A)) de

à2
(i(g)A)Mi+^^=^.

Elle est donnée par
"1=^*^

donc est indéfiniment différentiable de JR dans ^C(A) (cf. SCHWARTZ [3J). On
en déduit le résultat, avec le corollaire 8.1.

9. Application des opérateurs de Delsarte à de nouveaux problèmes
mixtes. — On donne deux fonctions r(t) ets(t) indéfiniment diffère nliables
en ^, et A comme au numéro précédent.

On peut maintenant démontrer le résultat suivant :
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THÉORÈME 9.1. — On suppose que r et s sont indéfiniment différent tables
et que A vérifie (M) {cf. n° 8). Soit a fixé quelconque. L'opérateur

(9.1) i0A+^+r(Q^+^))<g)i

définit un isomorphisme de C^'a® ^C(A) sur <?o® ̂ -

DÉMONSTRATION. — a. Posons

(9.2) V== opérateur (9.i)

et

(9.3) 7?(^)=r^)^.
^a

On vérifie que

(9.4) V=exp(-^oV*,exp(^),

OÙ

(9.5) V*=:i(g)A-hZ(g)i,
avec

(9.6) L=^-q(t), q(t)^r^l+r^. -s{t).

b. Grâce à (9.4)? tout revient à montrer que V* définit un isomorphisme
de C^'a^) ^C(A) sur ïS>'a§) ̂ " On utilise maintenant les opérateurs de Delsarte
relativement à L et a. Soit, par exemple ^4, isomorphisme de (^'a(Q^
[^resp. o^'a® ^(A)] sur lui-même,, tel que

L 0 i == A-^ (^01) o^t (cf. théor. 7.2).

On a alors
(9.7) V^^-^K^A-KZ^®!^^.

Comme (i (g) A 4- A2 ® I) est un isomorphisme de ̂ (g) ^C(A) sur ̂ (§) 3C
(théor. 8.2), on en déduit le théorème.

On a en outre un procédé de calcul de l'opérateur inverse de V. En effet,
on déduit de (9.6) et (9.7) la formule

^)oao(l®A^^YOAOe^(^f
(9.8) V-^exp^^oCto^A+^y'o^oexp^).

On a une formule analogue en remplaçante (resp. (fl) par £ (resp. ^3).
Le calcul explicite de V~1 se ramène donc au calcul de l'un des couples
d^opérateurs de Delsarte, et de

à1 \-1

(i^A-^)-1^
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(ce dernier calcul pouvant être fait avec la transformation de Laplace;
cf. GARNIR [l], [à], [3]).

V est un isomorphisme de <^+(̂ ) ^C(A) sur ̂ .0 S€ (cf. LIONS [5]).

PROBLÈMES MIXTES. — On donne JC comme au n° 8. On considère la famille
des problèmes mixtes suivants :

PROBLÈME 9.1. — Trouver U dans 00^^ ̂  solution de

(9.9) (^A)U^-^U-^-r(t)^U+s(t)U=T,

où T est donné dans (ff^ 0 ̂ C, avec la condition aux limites

(9.10) U—hçc^^S€(A},

h étant donné dans C^'a^) ̂ «
Ces problèmes généralisent les problèmes mixtes du n° 8. On a aussitôt :

COROLLAIRE 9.1. — On suppose que r et s sont indéfiniment dijféren-
tiables et que A vérifie (M). Le problème mixte 9.1 admet alors une
solution unique^ dépendant continûment des données^ fournie par

( 9 . 1 1 ) ^=:V- l^-4-/^—V- lo^I(g)A4- ÎN-

STABILITÉ. — On donne une suite de fonctions indéfiniment différentiables
r01 et 501, avec

(9.12) r^—^r^ s^—^s dans 6(7?), a->-+-oo.

On donne A fixé, vérifiant (M). On pose

(9.13) Va=I®A+(^-4-ra(^)^4-^(^)<8)I;

V01 est un isomorphisme de C^'a^ ^(A) sur ^(^) S€ (théor. 9.1). On a

THÉORÈME 9.2. — On suppose que A vérifie (M) et que (9.12) a lieu.
Dans ces conditions, lorsque a->-oo, ( V" )~1 —>• ( V )~"1 clans Vespace

^(^a<Ê)^î^a<Ê)^(A)).

DÉMONSTRATION. — On utilise, par exemple, les opérateurs A* et dl01,
relatifs à

q»(t)=r^+^^r-(t)-^(t)

et à a. On a q^-^q dans 6(R)^ donc (théor; 4-.3), A^-^A, eL^-XSL, dans
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A(^;(i0»).0r,par(9.8),

^\ -.„ / ^ . ^\-1 .- /^as/ ffa \ / ,)2 \-i / »» \
(V«)-.=exp(-— o a « o ( i ( 3 ) A + . ) o^«exp(-^),

\ 2 / \ w / \ - 2 /
ou

^(t)== f r^(Ï,)di.
^a

Le théorème en résulte.

10. Application aux problèmes mixtes fins. — Considérons le pro-
blème suivant :

PROBLÊME 10.1. — On donne /i et /a dans ^C(A2). On donne /• et s dans
ê'^/?) et ^(R) respectivement. Trouver t->u(t) application deux fois
continûment différentiable de t^a dans ^e, continue de t^ci dans ^C(A),
solution de

(10.1) A u(t)^-^u(t)-}-r(t) ̂ u(t)-^-s(t) u(t)=o (t>a),

avec les conditions initiales

(10.2) n(t)->fi lorsque t->a, dans ^e(A),
(10.3) u'(t)->f<i lorsque t-> a, dans S€.

Montrons le

THÉORÈME 10.1. — On suppose que rçê^T?), ^çê^/?), et que A vérijie
(M) et que /i€^C(A2), /2€^e(A3). Dans ces conditions le problème 10.1
admet une solution unique.

DÉMONSTRATION. — a. Posons

(10.4) u{t)=^^-R^Y{t^

R défini par (9.3). Si u est solution du problème 10.1, v est fonction deux
fois continûment différentiable de ^^a dans <TC, continue de t^> a dans
z»C(A), solution de

(10.5) A ^ ( t ) + à- ^ ( t ) - q{t) F(Q = o,àt2
ou

q(t)=r^-^r^)--s{t), donc qç^{R),

et avec les conditions initiales
(10.6) ^)=/i,

(10.7) ^(a)^:/^1^)/,.
2t
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Réciproquement, si v(t) est deux fois continûment differentiable de t^a
dans ^€, continue de t^a dans ^C(A), avec (10.5), (10.6), (10.7), alors
u( t ) , donnée par (10.4), est solution du problème 10.1.

b. Si l'on pose v = v^ 4- v^ la recherche de v équivaut à la recherche de v^
et ^, deux fois continûment différentiables de t^a dans S€, continues de
t^a dans ^C(A), avec

(10.8) A^i+Z^i==o, ^(a)==/i, ^(a)==o,

(10.9) Ap2+^2==o, p2(a)==o, ^(a)==/2+ ^rÇa)/^
2

OÙ

z=^-^)-
Autrement dit, on cherche Pa élément de E^(3€)^ et Pi élément de F^(S€).

l'tilisons alors le théorème 7. i. On pose

(10.10) A^=:w.^
(10.n) B^=w^

Les équations (10.8), (10.9) équivalent respectivement aux suivantes :

( lO. iâ) Awi+Z^Wi^o , wi(a)==/i, w\(a)=o,

(10. i3) A^, 4-^^1=0, wi(a)==o, w^a)^/,-^^/,.

D'après le théorème 8.4, a, comme /i€^(A2), Wi solution de (10.12)
existe et est unique : Wi€^(^e), donc

(10. i4) ^==rôw-i,

solution de (10.8^) existe et est unique.

D'après le théorème 8.4, &, comme /a 4- -/'(a)/i €^C(A2) , '̂.2 solution
2

de (10,13) existe et est unique; t-^ w^(t) est même trois fois continûment
djfïerentiable de t^a dans S€, une fois continûment differentiable de t^a
dans ^C(A); donc

(10. i5) ^==0X^2,

solution de (10.9), existe et est unique, d'où le théorème.
On peut également considérer le problème mixte fin suivant :

PROBLÈME 10.2. — On donne /i et /^ dans ^(A^); r et s dans <S(/?) et
soit t->g(t) une fonction indéfiniment differentiable de 7? dans S€, nulle
pour t<,a (donc^e^(^, ̂ )=^(§)3e). On cherche une fonction t->u{t),
deux fois continûment differentiable de t^a dans ^C, continue de ^^^ a
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dans ^tî(A), solution de

(10.16) A u ( t ) - ^ - ^ u ( t ) ^ r ( t ) ^ u ( t ) - ^ s ( t ) u ( t ) = ^ ( t ) (^a),

avec (10.2) et (10.3).
On a le

THÉORÈME 10.2. — On suppose que A vérifie (M). Le problème (10.2)
admet une solution unique; cette solution est une fonction indéfiniment
différentiable de t^a dans X(A).

DÉMONSTRATION. — Comme au théorème 10.1 on se ramène à la recherche
de r, solution de

(lO.i;) Ap(04-^^)=(exp^)^),

avec (10.6) et (10.7).
On cherche alors v sous la forme : (; == Pi+ ^4- v'^ Vy et v^ comme au

théorème 10.1, et v^ étant solution de (10.17) avec

(10.18) ^(a) = v\(a) = o.

Comme /i et f^ sont dans 0e(A30), les fonctions Wi et w^ sont, d'après le
corollaire 8*.l, indéfiniment différentiables de ^^ a dans ^C(A). Mais lorsque
q e<î5(/?). les opérateurs A et CX appliquent le sous-espace de 6(0?^ a)
formé des fonctions nulles en a, dans lui-même; soit ^(.^^û^) cet espace;
A est un isomorphisme de ^(.z'^a) sur lui-même. Comme êa(^^a) est
nucléaire, on passe de là au cas de l'espace ôa{t^a\ S€) des fonctions de
6(^^a; X) nulles en a, comme pour d?^, en utilisant

<^(^ft; ^e)==^(^^a)(g)cU\

On en déduit que ('i et v^ sont indéfiniment différentiables de ̂ ^ a dans ziiC(A).
On a vu (théor. 4.2) que A ̂ J^{(^a\ ^a)y de sorte que A (g) i= A est un

isomorphisme de (^a® ̂  sur lui-même, d'inverse dl. Montrons que (10.17)
avec les conditions aux limites (10.18) admet une solution ^3 dans d\i®^(A)
[nécessairement unique, puisqu'il y a unicité dans ^a®^(A.)]. On pose
A (':;= ^'?, ; alors

^^-j^^^-

qui admet une solution unique dans (^(^^(A) (théor. 8.5), d'où le
théorème.

STABILITÉ. — On donne une suite de fonctions /'a, s^ avec

(10.19) r^-^r dans ^(T?), s^-^s dans ô^IÎ).
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On donne A, /i et /a fixés. Soit «a /a solution du problème 10.1 corres-
pondant. On a le

THÉORÈME 10.3. - On suppose que A vérifie (M), que f, et f, sont dans
S€(A2) et que Von a (10.19). Dans ces conditions, lorsque a->oo, u^->u
dans ̂ (t^a; S€) et dans ê°(t^a; S€ (A)).

DÉMONSTRATION. -- a. Posons, avec des notations analogues à celles de la
démonstration du théorème 10.1,

^(^=('exp('-^2^pa(^ 7?^)= f^(£)^;
N / / ^a

on voit que ^a est solution de

(10.20) A^)+^^ ( t ) - ^ ( t ) ^ ( t )=o ,

où

(10..,) ^)=^+^_^).

Grâce aux hypothèses faites, q^-^q dans ^(R}. Il reste à montrer que
v^-^v dans ̂ (t^a-, 3€) et dans 6°(^^a; zïC(A)).

Posons alors

^= ̂ + rî, ^(a) =/,, ^'(a) =o;

r?(a)==o, ^'(a)=f,^- ^^(a)/,.

Montrons que ̂ ^ ̂ ; la même méthode montre que ^->\\ (cas d'ailleurs
un peu plus simple, puisque les conditions initiales ne dépendent pas de a).
On pose
(10-22) ^ap^^

A^ étant relatif à L^= D2 — q^ et a. Alors wî_ est solution de

A^+^w?=o, wî(a)=o, <(a)==/,+^^(a)/^.

Il en résulte (cf. LIONS [1]) que wï-> w. dans ê^^^^; ^) et dans
ê°(^a; ^C(A)). Comme q^-^q dans ^(7?), on sait (théor. 3.3) que
A^-^A dans X^(^; ^^). On passe de là au cas des fonctions à valeurs
vectorielles, d'où le théorème.

REMARQUE 10.1. — Aux résultats établis jusqu'ici relativement à des espaces
de fonctions ou de distributions portées par le demi-axe ̂  a correspondent
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des résultats analogues relatifs aux espaces de fonctions ou de distributions
portées par t ̂ a. Désignons notamment par (^'_^ le sous-espace vectoriel
(fermé) de c0'_ formé des distributions à support dans t^a. Il existe un
isomorphisme A- de CQ'_^ dans lui-même, d'inverse (ft-, tel que

(10.22) Z^-mA-Z.

/ ^2 \Comme l'opérateur ( i (g) A -4- ^ (g) i ) est un isomorphisme de i^'_ (t, S€(A))

sur CD'_(t, X) (c/. LIONS [1]), de cQ'_,a^) ^C(A) sur cPL(g) ^C, on a

THÉORÈME 10.4-. — '̂ A vérifie (M), l'opérateur V [défini par (9.i)] ̂
^71 isomorphisme de «0L,a® ^(A) ^ar ^L,rt^) ^€.

Tous les résultats relatifs à la stabilité et aux problèmes mixtes fins se
généralisent de façon analogue.

11. Sur une hypothèse de M. Hadamard. — Ce numéro généralise
les considérations de LIONS [1] (p. n4-n5), qui, elles-mêmes, généralisaient
et précisaient une hypothèse de M. HADAMARD [1] (p. 484-4^ )•

On fait l'hypothèse suivante :

/Tj . ( l'opérateur A est strictement positif :
\ (A*r, œ)^y. l l ^ H 2 , - a>o pour tout ^eX( A).

Il en résulte que l'opérateur A est un isomorphisme de 3€(A) sur c^;
soit G son inverse.

Soit maintenant co > o quelconque, r etsçé(IÎ). On considère l'opérateur

(11.1) MW=i®A-^^(^^r(t)^s(t)\®i,

M(co) est un isomorphisme de ^(g)3C(A) sur 0^0 ^C, soit M-1^) l'iso-
morphisme inverse. On a le

THÉORÈME 11.1. — On suppose que (Ha) a lieu; soit G l'inverse de A.
Lorsque w —>- + oo, M-^ ( &> ) -^ i (g) G dans l'espace

(11.2) A<X(Ê)^; ^a®^(A)).

DÉMONSTRATION. — On a, en effet, par (9.8)

(11.3) M-^^exp^— ^oaoZ-i((o)o^oexp(^,

où Z-^c»)) est l'opérateur inverse de

<11.4) ^ ( ^ ) = i ® A + ^ ^ ( g ) i .
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Donc Z-^co) est un opérateur T((ù)* de composition par

^(c^e^ê^Cî^A)),
T^co) étant nulle pour ^ <; o,.

On a montré dans LIONS [1] que

T(u)-^ê(g)G dans ^(g) ̂ (^0; ^C(A)),
donc

T(wy->i(^G dans l'espace (11.2).

La formule (11.3) donne alors le résultat.

12. Exemples d'opérateurs A. — On va donner quelques exemples utiles-
d'opérateurs A vérifiant (M).

Soit ^ un ouvert quelconque de /?" ( 2 ) ; on désigne par d?(û) l'espace des
fonctions indéfiniment différentiables sur î2, à valeurs complexes, à support
compact dans î2, muni de la topologie de limite inductive de Schwartz;
soit dY(û) le dual de ^(îî), espace des distributions sur û. On donne un
espace de Hilbert V\ si uç V, la norme de u dans V est notée || u [|̂ . On
suppose que l'on a

(12.1) ^(^CFCZ-2^),

{EÇ.F signifie que E est contenu dans F avec une topologie plus fine),.
où L'2^) est l'espace des classes de fonctions de carré sommable sur Î2. Oa
donne sur F une forme sesquilinéaire ((«, v ) ) [donc ((^, À P ) ) = = À ( ( M , v))^
pour tout Àç C, ^== complexe conjugue de À], hermitienne donc

(12.2) ((^ P ) ) = = ( ( ^ , ^)) pour tou t /^FçF 7 " ,

et l'on suppose qu'il existe s et e > o tels que

(1-2.3) ((u, M))+^|M|i<(Q)^6||«[|^ pour tout uç V.

Si 9€^(Î2), la forme semi-linéaire o->((u, cp)) est continue sur c0(û) y
donc de la forme
(^•^ ((^o))==<A^>,

où A^ç^P^^), le crochet désignant la dualité entre ^(îî) et d?(û). La
formule (12.4) définit un opérateur A, avec

(12.5) Ae^(Fîûy(û)),

ESPACE N. — On désigne par A'l'espace des éléments uç F, tels que
(i) AuçL2^),
( i i ) ( A i / , r )^ ,Q,==((^, v)) pour tout ^€ V.

( 2 ) Pour une situation plus générale, cf. LIONS-SCHWARTZ [1].
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Pour M, ^eA7', on pose

<12.6) (u, v)^= (u, P)^+ (A?/, A^)z,i(Q).

L'espace A est alors un espace de Hilbert. On suppose que d)(î2) est
-contenu dans A.

Puisque AC VcL2^)^ on peut également considérer A comme opérateur
non continu dans Z2^), d'ensemble de définition A7; puisque dS)(^)cA,
A est dense dans Z2^). On a

LEMME 12.1. — Si (12.3) a lieu, l'opérateur A, ^ensemble de défi-
nition A, vérifie (M).

DÉMONSTRATION. — II suffit de montrer que A est autoadjoint. Pour cela,
notons d'abord que pour i;^^, A + î, est un ùomorphisme de A sur Z2^).
Désignons ensuite par Z/^* l'ensemble de définition de A*, adjoint de A ; si
.M€Z^*, la forme semi-linéaire v-> (u, •A^)J^(Q) est continue sur N muni de
la topologie induite par Z'2^), et

(12.7) (u, A^(Q)==(A^, ^)^(Q), A^eZ/2^).

Soit UQ la solution dans A de

<12.8) A^o4-S^o==A^+^< (S^).

On a

<12.9) ((^o, ^))+S(^o, ^)jL«(Q)=(A^, F)Z,<(Û)+S(", ^)£.(QI

pour tout v ç T7.
Si l'on prend v dans A, ((uoy v) •) == («o» Ar)^(û)î donc (12.9) s'écrit

-(12.10) (iio— u^ Av 4- EP)^,«(Q)= o pour tout ^eA.

Comme A 4-^ applique en particulier A sur Z2^), (12. 10) équivaut à
UQ=U^ donc Z^*==A. Alors (12.7) donne

(A*^, P)^(Q)==: ((u^ v)) pour tout reA.

Prenons en particulier v == îp€^)(î2); alors (A*«—A«, cp)jr,i(Q^== o pour
tout 9 dans <0(Î2), donc A*u==Au^ d'où le résultat.

Donnons quelques applications de ce procédé général de construction
<T opéra leurs A vérifiant (M) (pour d'autres applications, cf. LIONS [l],
chap.I, §2; LIONS [3], [&])(3).

APPLICATION I. — On utilise l'espace ô^(Q) des fonctions uçL2(Q) telles

( 3 ) En fait, tous les opérateurs A vérifiant (M) peuvent être construits suivant un
schéma analogue.
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que .—uçL^ÇÎ , ! ) pour tout i (les dérivées étant prises au sens des distri-
O-Jf'i

butions sur iî); on pose

à ||2
ft\\——— ^,\\——U\(12.ii) IMI:-=S

àXi ||^(Q)

et

(12.19.) I]MII;-=IMII<(Q)+IMI^
On munit ainsi 6^»(i2) d'une structure hilbertienne (l'espace 6l» (û) est
étudié systématiquement dans SCHWARTZ [5] ; cf. aussi SOBOLEFF [l], DENY-
LIONS [l], GARDING [1]). L'espace ^)(Î2) est dense dans êiî(i2) si et seulement
si la frontière de î2 est de capacité nulle. Supposons donc la frontière î2* de ̂ t
de capacité strictement positive; on désigne par ^)l»(i2) l'adhérence de(X)(i2)
dans ê^î(î2). On choisit maintenant pour espace de Hilbert V un sous-espace
vectoriel fermé quelconque de <êi»(î2), contenant <01»(î2). Considérons une
famille de fonctions gij sur Î2, ^yÇZ00^), espace des fonctions mesurables
et bornées sur Î2, avec

^W^s'nW (^j==^ " ^ 't)
et

H H

(12. i3) ^^(^^a^l^l2 (a>o),
i,/=i 1 = 1

pour presque tout x e Î2 et pour tout système de n nombres complexes
E i , . . - , In' Si ^i t'ç T^, on prend

^•^ «"'̂ ^.î ^.-^/L,-
Grâce à (12.13), la relation (12.3) a lieu avec a >> o quelconque. L'opé-

rateur A correspondant est

<'2-3) -^-SÀ^^À)-à ( . . à
^^gii{x}^^

i,/=l

On a donc résolu les problèmes mixtes relatifs aux opérateurs

n

-^-h^'^-'^i)^^''^^^
i,/=ï

lorsque (12.13) a lieu; à chaque espace V correspond un type de conditions
aux limites (cf. LIONS [l], chap. I, et pour le problème de Dirichlet, GARDING
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[l], BROWDER [1]); signalons notamment que si F== ̂ «(îî), les conditions
aux limites sont du type « Dirichlet », et si V= êi« (i2), du type « Neumann » (4).

APPLICATION II. — On remplace 6^2(^2) par ê^(î2), espace des fonctions u
telles que

uçL'2^), DPuçL2^)

pour tout/?, avec \p\ ̂ m; on pose

(12.16) IMIi= 2 II ̂ 11^
1 ^ 1 = / .

et
m

(12.i;) ^lil^^l^^ [IMi5=M|i'(Q)j;
Â-==0

on munit ainsi ê^(î2) d'une structure hilbertienne. Si la frontière i2* de Î2
n'est pas de capacité nulle, ^D(i2) n'est pas dense dans ô'£ï(^) (voir la con-
dition nécessaire et suffisante pour que (,<D(i2) soit dense dans ê^(^) dans
SCHWARTZ [5]); soit ^S(i2) radhérence de d?(f2) dans <?0(Î2). On prend
pour espace V un sous-espace vectoriel fermé de ê^^), contenant o)^^).
On donne une famille de fonctions ^,y€:Z°°(i2), \p [, |^]^/?î. Pour M,
vç. V^ on pose

(12.18) ((u, ('))== ^ {§pc,D^u, DP^^^y
\p\A(^\•^m

On suppose que les gpq sont telles que (12.2) et (12.3) aient lieu. On a alors
les mêmes conclusions que dans l'exemple précédent, l'opérateur (12.15)
étant remplacé par V opérateur d^ ordre 2 m

(12.19) A= ^ (-^^D^p^D")-
\p\,\q\^m

A chaque espace V correspond un nouveau problème aux limites. On peut
en particulier prendre

12 =7^, alors ^(i2) ==êff(î2);

on a un problème de Cauchy. L'opérateur

-^J^^iÊ4-^
il est plus ici hyperbolique.

( 4 ) Si les fonctions gij sont indéfiniment différentiables, toute fonction ç de <P( î2 )
est dans ^(A30 ).
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APPLICATION III. — Soit % un entier positif fixé. Si E est un espace vectoriel
topologique quelconque, on désigne par E7' l'espace produit E x E x... x 7T,
^ facteurs. Soit alors V égal à un sous-espace vectoriel fermé quelconque de
ê^(d)^, contenant ̂ i^)7. Tout élément î de êl.(^)7' est de la forme :

îi=(u^ ...,^), ^e<Sl,(i2);
on pose

^•^(^"•'•••'^"x)' élément de Z^.

On donne
^•e-e'^W; z^)X). ^.^]|^/][,

où
gîjçe(L^Q);L^(Q)).

Le cas le plus fréquent est celui où gff est l'opérateur de multiplication sur
L^(Q) par^y(a;) fonction de L" (Si}. Pour tî, ^€ V, on pose

(i2..o) ((t;^))=i;(^•^^^-^ ,•AJ \ /^ ^ /^(Q/-

On suppose que (12.2) et (12.3) ont lieu.L'opérateur A est le suivant :

(12.21) ^= ((Aà)i, (A!;)., ...,(A!;),),
où

x
(12.22) (AÎ^^A-^,

/=!

OÙ

(12..3) ^——^^(^S;)-
^7=1

La théorie générale montre alors que

i(g)A+(|^4-r(^+^(^(g)i

est un isomorphisme de ^^A'sur dDa0Z2(î2)X. Donc le système cF équa-
tions

D^u^...^D^Uy+Ç^u^r(t)^u,^s(t)u,}=T,

^^+...+Z>^^4-(^+r(^^^+^(^^=ry,

où T^e^^Z^^) admet dans C^'a^) N une solution unique.
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REMARQUE 12.1. — On peut également résoudre certains problèmes aux
limites relatifs aux opérateurs différentiels du type suivant :

I®A2-(^+/'^^+^)^A+(^4-r^^+^)®I•
(A == laplacien ) ; on se ramène, à Paide des opérateurs de Delsarte, au cas
traité dans LIONS [l], p. ii3-n5.

13. Calcul des opérateurs A, CX, 2?, d3 (I). — Ce qui précède montre
Fintérêt qu'il y a à connaître explicitement les opérateurs A^ ... ; on va
donc donner quelques précisions sur les méthodes de calcul possible.

Récapitulons les formules du n° 6 :

(13, i ) A{x,y)-=^~ 2^Â3(j, a; a, x),

(13.2) a(^,j)= 2-,—^(a,j;^,a),
°} o

(13.3) B(^,j)== ï^K^y.a, a, x),

(13.4) d3(^, j ) :=—2,A:,(a ,y; x, a).ux

CALCUL DE K^{x^ y\ x^ jo)- — ^n a

K^{x,y\ x^y^)^=.H^x, ^ o î J — J o )

et ffî= H^ (œ^ XQ^ y ) vérine

(13.5) ^H^^H.--q(x)H.=^(x,)®^

Le support de K^ donc aussi de H.^ est dirigé vers les x négatifs. Effectuons
une transformation de Fourier en y pour x fixé. De façon générale, si / est
une fonction donnée sur 7?, à décroissance convenable à l'infini, on pose

^/(j)== / CXp(—27T^j)/(^)^
^R

et

^f(y) == f exp(+ 27r/.ry)/(.r) dx
JR

Posons

(13.6) ffy{Û^x, ^o; j))=:A(^, x^ J:).

Cette transformée de Fourier existe puisque H^ est à support compact (et
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continue par morceaux); on a

(13.7) ^fï^^Y—q^Û^x.x^ r)=ô,(^),

la fonction x-^fi^x^ x^ Y) étant à support dans x ̂ x^
Dans ces conditions, (13.7) admet une solution unique : si u^{x^ Y) et

u.î(x^ Y) désignent un système fondamental de solutions de Inéquation homo-
gène associée à (13.7), on a

(i3.8) É, (x, x, ; Y) = ̂ J^ ̂  ( ̂  (^o, r) «, (^ Y)- ̂  (.r,, r) u, (^ Y) )

pour x^x^ (o pour .c > ̂ ), où W\u^ u^ ) == wronskien de Ui et ^.^ On a
donc

(13.9) H^x.œ^y)^ (\^('m:iyY)Ô.,{œ, x^ Y) dY (^^.rj.
J R

REMARQUES. — 1. La fonction y—^ H^ (cT, c2'o; Y) est à support compact,
dans \y\^XQ—œ^ donc la fonction Y->È^x, x^\ Y) est prolongeable en
une fonction entière de type exponentiel, le type étant^27r(;z'o— x). Ce
résultat est facile à vérifier directement; prenons par exemple u^ et ii.^ avec

U^XQ, Y)=.î, U'^XQ, Y)==o', U^XQ, Y)==o, u'^(x^ Y)=i.

Alors
W{u^ M,)==I, fi.^{x,XQ\ Y)=z—i^(.r, Y);

des majorations de TITCHMARSH [l], p. 10, résulte que, pour x demeurant
dans un compact, il existe une constante K telle que

\u^{x^ Y) \ ̂ K exp(27r[ Y\ (x^— x)),

d'où le résultat.

2. De la relation de définition :

K.(x, y^ -h x — XQ ; XQ, jo) = •I

ré suite, avec y == o

(\^{lîfni{x-x,)Y)fî^x,x^Y)dY='-.
J R {î

3. La méthode précédente de transformation de Fourier est un cas parti-
culier de la méthode générale de SCHWARTZ pour les équations d'évolution
(cf. SCHWARTZ [6"]).
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EXEMPLE 13.1. - Prenons q(x)=^b, bçRou ç C. L'équation (13.7)
devient

^À4-(4^^4-&)A=Ô,(^).
On a

A(^,^; ^)=:-(4^r-+6^Tsin(v/4^^4-&(^~^)) (^<^),
(et o pour ^ > ^o) î la formule (13.9) donne alors

(13.10) H., (^ x, ; y ) = ̂  (^((.x'o-^-J2)).

En effet, on a la formule (cf. ERDÉLYI [l], (4.7), p. 5^)
^XQ—X __________

<13- Io) / ^ (P V/(^o - ̂ )2 -J2) sm(^) <>•
^u

=: ̂ p^sm
 {œQ ~~x) ̂ ^^^

d'où ron déduit (13.10).
En fait, comme il est immédiat de vérifier directement que (13.10) a lieu,

on a plutôt là un procédé de démonstration de la formule (13. n) !.

CALCUL DE K, (œ, y; x^ jo). — On a

^3(^jî^oîjo)=^(.y,^oî.y--.ro)î
le support de K^ est dirigé dans le sens desy négatifs. Alors H^ = H^(x, ̂  ; y )
vérifie

(13-12) ^^-•^^-^(^ï^^xsfy.
On ne peut plus cette fois utiliser une transformation de Fourier en y. On

utilise la généralisation de la transformation de Fourier donnée par WEYL[IJ
STONE [l], TITCHMARCH [l], KODAIRA [l], LEVITAN [l], [2], CODDIÎSGTON [l],

NEUMARK [1] et d'autres. Rappelons ceci : on suppose que q(x) est réel-
posons :

(13-i3) M= ̂  - y*(a.).

Soit yi(.r, ).) [resp. cps(.r, A)] la solution de

(13. i4) ^y-+-5l<p=o,
avec

9(6,? . )==i , y'(6,?.)=o [resp.y(6,^)==o,9 ' (6 ,À)=i] ,

b fixé quelconque.
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Si / est une fonction continue à support compact, les intégrales

(13.lô) T,f^)=C f(œ)^^~k}dx (j=i^),
« y—»

ont un sens [et les fonctions À-)- TjfO.) sont des fonctions entières].
Il existe alors (et en général d'une infinité de façons possibles) des

mesures ûfay^(À) (y, k= i, 2), telles que l'application f-> Tf=(T^f, T.f)
se prolonge par continuité en un isomorphisme de L^-ÇR) sur L^(R)

[ L'y(jR) == espace de Hilbert des vecteurs de carré sommable pour crl (7'2 .
o-2i o,,

On a la formule d'inversion [où la convergence a lieu dans Z2^)]

(13.16) /(^)=Y f TffCk)^(œ^)da^).
A*'-3 0

Si / est deux fois continûment différentiable à support compact, on a

(13.17) TMf=—\Tf.

L'application f-> Tf se prolonge également par continuité aux mesures à
support compact. En particulier,

7W^o))a)=(?i(^ ^), <h(^o, ^)).
Si donc l'on pose

(13.18) T^H^x.x, ;j))=(^a,^;j),^(À,^o;j)),

on obtient

^,04+^(X,^;j)=-(p;(^o,^)Ôy (J=l, 2),

^ ^ étant à support dans y <i o, donc

^(^ ^oîj)^—?/^^)^^^) pour j<o
V^

(et == o pour y ;> o). Donc

(13 .19 ) ^3(^,^0; J)=Y f ^^(jv^)?/^^)?^ ^)^-(Â)
t?^— v

pour ^ << o.

On en déduit, par application de (13.2),

A (x, y) = 2 ̂  j — sin((.r — a) \/T) 9;-(a, ^) cpA.(j, îi) ûfoy^).^/,*
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Dans de nombreux cas (c/., par exemple, KODAIRA, loc. cit.), la mesure
H O ^ I I peut se réduire à une seule mesure. Le cas le plus simple correspond
au cas complètement continu. Donnons un exemple :

EXEMPLE 13.2. - On prend q(x) = ̂ x\ a=o, donc q^=q. Soit ̂
m^o, les fonctions de Hermite (notations de SCHWARTZ [2], p. 117). On a
cette fois

Tf=={(f,^n)^\m^o},

suite de carré sommable. La formule (13.16) est

/^^(f^m)^
m'^0

On obtient

(13.20) H,{x,œ^y)=^ -——= 9€n,(x) 3€m(x,) sin^^j).
m^O v -

Nous ignorons si cette série peut s'exprimer en termes finis à l'aide de
fonctions spéciales usuelles. La fonction x-^H^{x, x^ y ) est à support
compact [>o+J, ^o—j] (j<0).

14. Calcul des opérateurs A, a, B, tô (II). — On va maintenant
donner une méthode différente de calcul de A(x, j), ..., sans passer par
l'intermédiaire des fonctions de Riemann, mais en s'appuyant seulement sur
la définition donnée au n° 1 des opérateurs A,

CALCUL DE Cl ET tô. — Considérons les fonctions

(14. i) f,(a-) = 1- sm(s(^ - a)) (sç C).
s

On a f^çE^ donc par définition de 0,

0 D--f,= Z^/,, L=D^-q,

q étant à valeurs réelles ou complexes. Mais IT-f^—s^fs, donc si af,=zu,
on a

(14.2) (^+^«=0,
( u(a)=o. u'{a)==f,(a)=i.

Désignons par (•i(^, s1) la solution de (14.2).
On a donc

(l4^) a/,(a.)=^(a-,.(î).
ou encore

ï i /^A

(U.36K) -^m(s(a-- ti)) + - l a(.v, y)sia(s(y— a))<fy.==^(A-,^);
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posons y — a ==73. Par les formules d'inversion de Fourier, on obtient

2 /*90
<ft(^, a-4-T?) == - ^ sin (^y?)[^i (cT, 52) — sin(^(.2" — a)]<7.î,

d'où l'on déduit

(14.4) el(^,r)=:^ f sin(^(y — a ) ) [^i(.c, s2) - sm(s(^— a))}ds.

EXEMPLE 14.1. — q^x}-==L— exp(2.r). — On a alors (c/. TITCHMARSH [l],
p. 82).

rl(^ S2) = 2sh^7T) ̂ '̂  J-i^ev) ~ 7^(l) ̂ •(g'Y))t

Nous ignorons si l'intégrale correspondante (14'. 4) ^t connue.
Considérons maintenant les fonctions

(14.5) ^(.r)==cos(.î(j-— a)).

La fonction^' est dans F^ quel que soit s. Donc (^D^-g^^zi L(Sbgs et si l'on
pose (5bgs'==- ^, on en déduit

(14.6) { z^^==o

( r(a)=:o, p/(a)==:o.

Désignons par (^(^', sî) la solution de (14.6). On a

(14.7) ^,==r,(^, ^),

c'est-à-dire
r "(14.7^) cos(^(^—a)) 4- ^ (B(a!y y)cos(s(y — a))dy=z^(^^ s2).

^ a

On en déduit par la formule d'inversion de Fourier

2 r90
(14.8) rô(^,j)')==- f cos(s(y — a))[s^(.v, s2) — cos(s(.c — a))]cls.

EXEMPLE 14.2. — Prenons a==o, et

, , cl / a cos^.ri/^o) \ , . , ,q{œ) == 2 ̂  / - — — — — v v 0/——— \ (a > o, /o réel).
\ i+a / cos^t^)^!
\ ^o /

On a alors la formule (cf. GELFAND-LEVITAN [l], p. 343-344)

<,(^À)==cos(^)- ———«co^v^o)——— rcos(jv//o)cos(jv/5[)./y,
i+a f co^-(t^)dt Q

JQ
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d'où
/ acosOv/Âo)cos(^y/Âo)

^WJJ—— —————^————————•
i+ a ^ cos2^^)^

^o

II n'est pas difficile de faire une vérification directe de ce résultat.

CALCUL DE A ET 2?. — Soit encore Fi (resp. ^o) la solution de (14'. 2) [resp.
(U.6)].

On suppose maintenant que q (œ) est réel. Puisque Pi€^, on a

D^Av^ALv^-^Av,,
donc

A (^ ) == — sin (J? — a) \A,
V/

soit
/*x i —

(14-.9) ^ A(x, j)^i(j, À)^ / =: -^s in ( . r—a) ^/À—^(.r , /).

Mais si/est continue à support compact dans .r^a, posons

(i^.io) Tva)= f^o/(^)^(^ ̂ )^;
^•a

il existe une mesure positive ^o"i(À), telle que/->- î^i/soit un isomorphisme
isométrique de L^ÇR) sur Z^(7?); on a la formule d'inversion

(U.ii) fW= f^(^ ̂  F/i(À)^(/).
^7î

On déduit donc de (14-. 7)

(14..i2) A(x,y)= f —sin(^—a)v/À—^(.r , À)]pi(j, Â)^ori(^).
^ VA

De la même façon, 2?(^) == cos(uC — a) ̂ ; si Fs/ est défini comme V^f
en remplaçant Pi par ^, on a encore une formule analogue à (14-.9), avec
une deuxième mesure positive ^^(Â), d'où

(14.. i3) B(x,y)=: r[cos(^-a)^-^,(^, ^)]^(j, ^) ̂ ,(^).
J R

^—
EXEMPLE 14'. 3. — q(œ)=z ——^—5 dans .y^a, a^>o [on prolonge €j(x)oc

de façon quelconque sur /?]. On a alors {cf. TITCHMARSH [l], p. ^4)

ri(*z*, /)==— - ^/ajc[y^ (as)J^(a's) — J^{as) l\(a-s)] (s === ^À)»

^(•^î A) ::= -^ ^cix [Y^(as) J^{œs) — J^(as) Ï\(œs)].
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Pour ^ on utilise^la^formule de Weber qui donne

(U.io) B(œ,y)=.-^- /^[cos^-a)^
TCa' JQ

—^^^j^r^
On peutjaire^un_calcul analogue avec ^i.

15. VARIANTES DIVERSES : NOUVEAUX PROBLÈMES MIXTES ET PROBLÈMES MIXTES
EXPLOSIFS.

THÉORÈME 15.1 — Supposons que A soit un opérateur autoadjoint stric-
tement positif
C10-1) (Ax,x)^ai\\x\\î ( a>o)

pour tout .rç^C(A). On donne r et s ce. L'opérateur

^ (:^+r^+s)^l

est dans ces conditions un isomorphisme de CQ'^S€(A) sur C^'a^)^ quel
que soit a ç /?.

DÉMONSTRATION. — Par la méthode déjà employée au théorème 9.1, on
transmue l'opérateur (15.2) dans l'opérateur

(1^3) ^®A+i .

Or cet opérateur est un isomorphisme de ^(g) S€(A) sur ^<§) S€ ce qui
se démontre par la méthode générale donnée dans LIONS [l], (chap. II), d'où
le théorème.

Comme toujours, cette démonstration fournit en outre un procédé de
calcul.

PROBLÈMES MIXTES EXPLOSIFS. — Désignons par^6 l'espace des distributions
définies dans l'ouvert t < b, à support limité à gauche; soit ̂  le sous-
espace0 vectoriel de ̂  formé des distributions à support dans t^a.

On désigne par ê6 l'espace des fonctions définies dans l'ouvert t < b et qui
y sont indéfiniment différentiables. On donne q dans ê6, et l'on pose

(15.4) ^^â-^-)-

THÉORÈME 15.2. — Pour tout a fixé < b, il existe des isomorphismes X
de (J^'S sur lui-même^ tels que

(15.5) D^XT=XLT pour tout Tç^.
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DÉMONSTRATION. — La démonstration est en tous points analogue à celle
du théorème 5.2. On cherche d'abord une fonction X{x^ j), définie pour
a^y ̂ x. a^x^b^ et deux fois continûment différentiable, telle que si

^
^f(x)=f(x)-^- \ ^ { x , y ) f ( y ) d y ,

•ya

on ait D^Af^XLf pour tout/ deux fois continûment différentiable dans
a^x<,b, avec f(u)=zo [ou f'(a)=o]. On obtient pour A'{x, y ) les
mêmes conditions que précédemment, mais les problèmes aux limites étant
cette fois posés dans a^y ̂ x, a^x < b. Dans cette région, il y a encore
existence et unicité avec les mêmes propriétés. Le théorème en résulte,
comme pour le théorème 5.2.

Appliquons ce résultat aux problèmes appelés dans LIONS [l], « problèmes
mixtes explosifs ».

L'espace ̂  étant nucléaire, les opérateurs JT du théorème 15.2 se défi-
nissent pour les distributions vectorielles comme déjà vu. Par ailleurs, on
voit comme dans LIONS [11, que si A vérifie (AT)(resp. les hypothèses du
théorème 15.1), l'opérateur

i ® A 4- ̂  (g) i (resp. ̂  (g) A 4- l ̂

est un isomorphisme de ^(§)X(A) sur ̂ (^C.

THÉORÈME 15.3. — On suppose que A vérifie (M) (resp. les hypothèses du
théorème 15. i.) On suppose que r et sçô0. Dans ces conditions^ F opérateur

(15.6) ^^(l^4-^^)®1

[ resp.

(15.7) G^7-^)®^1]

est, pour tout a < b, un isomorphisme de ^<§) ^C(A) sur d^(g)^C.

DÉMONSTRATION. — Supposons que A vérifie {M) et considérons Topera teur
(15.6). Utilisons les notations de la démonstration du théorème 9.1 et les

formules (9.3), ..., (9.6). Comme l'application T->exp( ± -) T est un

isomorphisme de ̂ ^SC sur lui-même, tout revient à démontrer le théo-
rème pour l'opérateur
(15.8) i (g)A-+-Z(g)i ,

où L est de la forme

L=^^-q{t) (<7€^).
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On utilise alors le théorème 15.2 pour transmuer l'opérateur (lo.8) en

à2

^A-h^®!

et l'on sait que ce dernier opérateur définit un isomorphisme de cP^Ô ^(A)
sur ^^Ô ̂ i ce qui démontre le théorème.

CHAPITRE II.

QUELQUES PROBLÈMES MIXTES SINGULIERS.

1. Position du problème — Considérons un opérateur A (comme au
chapitre I, n°8); on va chercher à résoudre des problèmes mixtes relatifs
aux opérateurs

à2 à(l.i) A -+- ,-; -\- (2Â"+ i) t~1-^- (^ réel ou complexe).

Si A = — A , A étant le laplacien, le problème de Cauchy relativement
à cet opérateur a été étudié par de nombreux auteurs (WEINSTEIN. DIAZ,
BUREAU, etc. ; cf. la bibliographie).

La méthode utilisée dans ce chapitre est, en principe, analogue à celle du
chapitre 1 : on va essayer, par des transmutations convenables, de ramener
l'opérateur (1. i) à l'opérateur

(1.2) A+^.

Considérons donc sur jR l'opérateur différentiel

i\ ^\ T dî -i-Ï^Ltl d
(l .0) ^A-^^ "-7—Ï 4- —————- -7—v / dx- x dx

et essayons de transmuer L^ en Z)2. Une difficulté supplémentaire, par rap-

port au chapitre I, est la présence du facteur —i lorsque F on prend a== o.
3C

Si a>> o, la méthode du chapitre 1 est valable sans changement; mais le cas
important est a == o. Les notations seront les suivantes : on cherche Bk
(resp. 6ïk) isomorphisme dans des espaces à préciser, tels que

(1.4) DÎBk=BkLk (resp. ̂ D^^L^Y

Pour — i << Re/r <<— - ( resp. ReÂ';> — - ) ? l'opérateur Bk (resp. ^-) est
2\ 2/
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•classique : Bk est dérivée du premier ordre de l'opérateur de Sonine, et d3^
est l'opérateur de Poisson (cf. DELSARTE [2]). La définition de ces opérateurs
sera rappelée dans un moment. Voici comment l'on peut trouver ces
opérateurs.

D'après ce qu'on a vu au chapitre I, n° 6, il est à prévoir (mais non évi-

dent, à cause du facteur — ) que l'opérateur d?^ est obtenu de la façon suivante :

on résout dans y > o,
, , 2 À' -4-1 -
^—^4- ————^.z==o,

JC

^vec

^(^J)^^^ ^(y)=:\^(—^) si r<o ,^( r ) s i r>o ]

et
e».r(o,j')==o.

Si ce problème admet une solution, alors

4)(.r, o)=:c^(.-y).

Pour résoudre ce problème, on pose

s \f'î ==y -f- j", t\/2==y—x.

Alors posons

^•—^)=«(^).
\ V2 V/2 /

-La fonction u. (s, t) est solution de

k 4- I /. + I

2 2
ll,t— ————- U,-r- ————- l/f=z 0

S — t S — t

U(S, S)==g'(s\/'2\

U.,— Uf\^f==0.

Pour ReÂ' > — - » ce problème admet la solution

^^^^(Î^/^^^^-^P^2^1-?^1?13"1^^

<c/. DARBOUX [1]; LEVITAN [l], form. (^.n), p. 119).
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On a alors

^(^o)=^f(a-)==u(^-,-^\
\V/2 v^/

r(23) r 1

^(T^Fj ^(^——^p)(l-p)?-ip?-iûfp.

Posons i — 2p = y. Alors

^ °)=^ ̂ ^1(I -/-2)13-1^)^
Comme <^(o, o) =^(o), on peut écrire

^/(^ 2^y+I)f4(.-^rv(^^
^7^^(Â-4- I)< 7 0

On trouve ainsi l'opérateur de Poisson (cf. DELSARTE [2], form. (11), p. 267).
On peut rechercher Bk de la même façon. Mais pour introduire tout de

suite un autre aspect de la question, on va calculer (formellement) Bk comme
inverse de d .̂. Pour cela, posons tx=y dans l'expression de d .̂/. On a

oî,f(..)= 2 r ( / t 4- ' . ̂ r^-^f(y)dy=^.
\'r.T(k+-^ ^

Posons maintenant vï='^ y^^n. Il vient

^0=^^;./^^/.(^,,,
^^(Â-+ Ip> /» v^

\ 2/

donc, avec les notations de SCHWARTZ [l], p. 43 et [2], p. 3o),

—^—^(Vn-r . v/(v^)^(^+I)^<v^-/^l<^(-^-

^ où la fonction •'-'̂ J^ est considérée sur /?, prolongée par o pour r; < o\

Mais, SCHWABTZ (/oc. c/<.) a démontré que

r.^ r-,.,=s•
d'où

^^^/-^^
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d'où encore

/(}') = ————^————rj Ç (j2- ̂ r'-^4-1^) dx.r ( ^ + i ) r ( - Â - ) ^
\ 2/

Ce calcul est formel. L'intégrale ci-dessus converge si

- i < R e Â < - 1 .
2

On peut donc penser que, dans ces conditions, l'opérateur B]{ est donné
par

B,f(x) = —————2v7r————-x f^^-r-r'-ty2^1/^) ̂ r.
r (^+i ) r^-Â-- -y ^

Cet opérateur est l'opérateur dérivée première de l'opérateur de Sonine.
Le fait que l'on puisse donner un sens à Yk quel que soit À' par prolonge-

ment analytique, laisse prévoir que l'on pourra également prolonger analyti-
quement en k les opérateurs Bk et oik- Ce problème sera étudié en détail
dans la suite. On va pour cela commencer par étudier brièvement les opéra-

teurs Bk et (f^k pour — i << ReÂ: <Ç — - et ReÀ > — - respectivement.2 ï

REMARQUE 1.1. — On peut essayer d'introduire des opérateurs du type €ik
(avec les notations du chapitre I). Pour cela, il faut résoudre

- - 2Â:+1 ,
^xx— ^yj H- ————— ̂ = 0,

«37

avec les conditions aux limites

^(^y)=°^ ^Mo,j):==^(7) (j>o), < D ( J C , O ) = = O .

Mais ce problème n'a pas de solution.

2. Opérateur Bki —i^ReA:^— -• — On suppose dans ce numéro
2

que l'on a

(2.1) — i < R e / : < — 1
2

On désigne par ^"(c^^o) l'espace des fonctions m fois continûment
différentiables sur x ̂  o, muni de la topologie habituelle. Pour/ç 6° (x ̂  o),
on pose

(2.2) Bkf(x)=b^ f (^-J2)"'"^2^^)^ f B^y)f(y)dy,
*/o ^o
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où bk est une constante (dépendant de k) à déterminer, et

Bk^^^-^bk^y^^.^y^-1—^

Si l'on pose y == tx^ il vient

(2.3) Bkf{x)^bk f ̂ '(i-^r^l/^)^.
^0

On détermine bk par la condition

(2^) ^/(o)=/(o),
d'où

r(À.+i)r(-À-,-^
(2.5) 6,=——————-———^

2 ^/T:

0/î désignera pur F2 l'espace (F'ï avec les notations du chapitre I) des
fonctions de ^(.y^o), telles qne/'(o) == o.

Vérifions la

PROPOSITION 2.1. — On suppose que (2. i) a lieu. Pour tout /çF2, on a
Bkf^î7î\ l'application f->Bk est continue de f1 dans lui-même. Pour
tout fçF2, on a la relation

(2.6) D--B,f=BkLkf.

DÉMONSTRATION :

a. On déduit de (2.3)

DBkf(x)=bk f ̂ (i-^r'-y^)^,
- 0

ce qui montre que (B^f) est continue, et que

(^//(o^c/^o):^, car /e^2.
On a ensuite

(2.7) D^Bkf{x)= bk f t^\l-t-Y~k^f"(tx)dt,
•A

dans Bkf est dans F2.
L'application f-^Bkf est continue de ê°(^^o) dans lui-même; de la

même façon elle est continue de F* dans lui-même.

b. On a par ailleurs

(2.8) 2?,Z,/(.r) = 6, f\^(, - t^-Hf'^) + îî^lf'^dt
•/o \ tx j
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[ce qui a un sens pour/e^F2 car alors Lkf est dans ^(.r^o)]. On déduit
de (2.7) et (2.8) que

A\= ^-{BkWx) - D^Bkf(x))
bk

^ r\^ (i _ t^-'^i - t--)f{tx) 4- ̂ ^^y^)) ̂
J o \

y1 z 1

:_-^ ^^( l— t^Y' ïf"(tx)dt

^(.Â^I)^^^-^)"'"1^^
^o

On peut calculer la première intégrale par parties ; grâce au fait que
f ' ( o ) == o, on obtient_/•l.^^^/•_^_\^

•I. ' "<(,-,.)l-îJ

d'où aussitôt .t\== o, ce qui démontre la proposition.

REMARQUE 2.1. — Si l'on pose avec DELSARTE et LEVITAN

(2.9) j\(t)=.^T(k^-i)t-^k(t),

on a une fonction de F\ qui vérifie

(-2.10) Lkjk{sx) -h s^jk^sx = o.

Si l'on applique alors (2.6) Qivec f==jk(sx), on obtient

7>2 Bkjk == — s^ Bkjk et Bkjk € ̂ ,

donc
^x

(-2.H) B,j\(sx)= ^ B^,y)jk{sy)dy=ç.o^sx}.
^0

Cette égalité équivaut à dire que la transformée de Hankel d'ordre À de la
fonction nulle pour y < x et égale à

_^S,/^(,,_^,)-"--Î
r(-^)

est é^ale à /" Tl cos(sx) de sorte que la formule d'inversion de Hankel



64 J. L. LIONS.

(c/., par exemple, SNEDDON [1]) donne
/^ 30 ___ , 1

(2 . i2) f \ / s y J k ( s y ) s ^cosÇs^)^
^o

s ' Y ^ k { s y ) s ^cos{sjc)ds

o si j?<<j,

si j? >>j.
2^1 V/7T ^/-i

i\-^ (,,_^
On retrouve la formule (28), p. 36 de ERDELYI [2].

REMARQUE 2.2. — L'opérateur Bk n'est pas un isomorphisme de F1 sur lui-
même. On verra en effet plus loin que oî>kBk^=^ pour tout ^ € & ( x ̂  o )
telle que cp^^^^o) ==. o pour tout n, et ceci pour tout k (£/c et ̂  étant alors

définis par prolongement analytique) ; or, pour À' tel que — i << ReÂ << — —i

tô^/est défini sur F1^ mais n'applique pas F'1 dans lui-même. Si l'on veut que
les opérateurs Bk soient des isomorphismes, il semble indispensable de les
considérer sur des espaces de fonctions indéfiniment différentiables (au voisi-
nage de l'origine).

REMARQUE 2.3. — OPÉRATEUR Bk' — On aura besoin de l'opérateur de
Sonine (noté A dans DELSARTE) défini comme suit : si/€<ê°(jc^o), on pose

(2.i3) Bkfw^ïk f y-^^-y-)"'"^)^
i/o

ou

(2.i4) bk=
y/ï

r(^+i)r(-^+y

L'intégrale (2.i3) converge lorsque

(2.15) — i < R e Â - < ^ -

Posant y = tx^ il vient

(2.16) ~Bkf{x)=xbk f ̂ (i-^)"'"2/^)^.
^o

On a donc Bkf(o)==o. Si l'on suppose que — i < < R e / r < < — - ? on peut

dériver (2. i3) en x\ on obtient

^^/(^)=-2^+ ̂ bkx^ ^^(^-y2)"'"^)^',
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donc si — i <; Re k <; — - ? on a2

(2.17) ,-~Bkf=Bkf pourtout/eê°(^^o).

3. Opérateur d3/fc, Re/:>>— — • — On suppose dans ce numéro que k est
un nombre complexe qui vérifie

(3.1) Rek>—1-'

Pour tout/eê°(.r^o), on pose

(3.2) dV(.r)=(3^-^f /(y)(^2-J2/'~irfr=f ^k(^y\f{y)dy,
^0 </ 0

avec

^-(a-, j) = p^-'Ka-2-^2/""2',
3r(A:+i)

V7rr(^^)'

Si l'on pose y == ̂ , on obtient

(3.3) ^/(^)==(3, f /(^(i-r-/"^
^0

de sorte que

(3.4) ^/(o)=/(o).

Vérifions la

PROPOSITION 3.1. — On suppose que ( 3. i ) a lieu. Si /ç. F2, alors d3^/e F2.
L^ application f-> C^kf ^st continue de F2 dans lui-même. Pour tout fçF'^
on a
(3.5) (^kD^f^Lk^kf

[cette formule est donnée dans DELSARTE [2], p. 269, en supposant /
dansê^^o)].

DÉMONSTRATION. — On déduit de (3.3) que

W)"W = ̂  Ç t^i - r-)'"7/^) dt,
^0

donc 0!>kf est dans F2 et il est immédiat que l'application f->o^kf est
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continue. Posons

A\= - (Lk^kf- c^k D2/).PÂ-
II vient

r 1 ^1 r 1 k-'
^k==— (î-t2) 2/ / /(^)^+(2Â-4-I) / fx-^l-t2) '^'{tX^dt.

^0 JQ

On peut intégrer par parties la première intégrale; comm^ / '(o)==o et

que Re/:>— -5 on obtient

p(<<^1-^'
d'où ^t^== o ce qui démontre la proposition.

REMARQUE 3.1. — On voit, de façon analogue à la remarque 2.1, que

oïk(cos(s^))=jk(s.v).

On en déduit la formule (30), p. 87 de ERDELYÏ [2].

REMARQUE 3.2. — L'opérateur Qu'est pas un isomorphisme de F2 sur lui-
même (cf. Remarque 2.2).

^. Relations entre d3^ et £/,. — On suppose dans ce numéro que l'on

a — - < ReÂ: < -5 de sorte que ̂  et Bk sont tous deux définis.

On vérifie facilement la

PROPOSITION 4.1. — Si — - < Re k < -1 ? on a, pour tout fç. ô° ( x ̂  o )
2 2

(4.i) £^f(^)== C f{y)dy.
^0

On en déduit

COROLLAIRE 4 .1 . — Sous les hypothèses de la proposition 4. i, on <%, pour
tOUt fçê°(x^o)

(^2) (D]Bk)o^f=f.

On vérifie également le résultat suivant :

PROPOSITION 4.2. — On suppose que — ^ < R e Â ' < - 1 . Pour tout f
2 2

dans ê^^c^o), on a

(^•3) c^(DB,f)=f.
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On va, dans les numéros suivants, prolonger analytiquement en À les opéra-
teurs Bk et (H>k\ les relations entre ces opérateurs prolongés résulteront alors
immédiatement des résultats de ce numéro.

o. Prolongement de l'opérateur Bk. — Tout va reposer sur la formule
suivante, de vérification immédiate :

d / t^-^ \ fîk-\-i
(0 .1) ^ /————\:.(^)______,^.

\(i-^) y (i-^-r1

Pour to\lifç6(a!^o)=êw(^:^o), on pose

/ T,f(t,œ)=Dt{tf(tx)),
(5^) 1 ^/(^)=A(^T,/(^)),

( 7V(^)=A(^T,_,/(^)).

LEMME o.l . — On a

(5.3) T,f(t, ̂ )=3^r,_i/(^, x)+t^D,Tn_,f{t, œ)

et
(M) Tnf(t, x)=tîn-îg^t, œ),

où gn{t, œ) est iridéjii liment différentiable de tetx^ tç[o^î]et.vç [o, +ûo[.

DÉMONSTRATION. — La relation (5.3) est évidente. Démontrons la rela-
tion (5.4) par récurrence. Si n -==. i, le résultat est vrai. Admettons donc que

T^f(t, x) = t^gn-^t, œ),

g-n-i(t^) étant indéfiniment différentiable. La formule (5.3) donne
alors (5.4), avec

^n(t^)=(fin—ï)êrn-l(t^)-}-tD^.,(t, œ),

ce qui démontre le lemme.

COROLLAIRE 5. i. — L'intégrale

(5.5) r ^-(^-^(i-^)''^""^,^^^)^
^0

converge pour

(5.6) -i<ReÀ<^-i.
2

Démontrons maintenant la
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PROPOSITION 5.1. — On suppose que — i < R e / : < — ^ . Pour tout f
dans ô ( x ̂  o ) on a la relation

(5.;) Wœ)=(-l)n^^I)^k-î)(2k^3)...^k-^n-3))
^ ^—(2n—3)

X / —————————^-.Tnf(t^)dt.
JQ (i-r-)' -

DÉMONSTRATION. — Rappelons que

r1 -A-3
Bkf(x)=bkf ^+i(i—r2) 2/(^)^

•^0

On va démontrer (5.7) par récurrence sur n.

Si /î == i, on utilise (5. i), avec À' -4- - === k — - + i, donc À == — i. Alors
2 2

r2^ _ i d_ / t2^ \
(,-,,)-r<-ï^s((^R}'

de sorte que
hi /*1 ri / /2<--n \

^/<-)=^jf ^(^^)'A<.)^.

On intègre par parties : puisque Re/c 4- - < o, et îReÂ + 2 > o, la partie
2

intégrée est nulle ; il reste

Bk^ = (T -̂T) ̂  ~J^, Tif(t1 x} dt'

ce qui montre (5.7) lorsque n = i.
Admettons la formule jusqu'à (n — i), donc

(5.8) ^)-(-')n-l^,)^_,)6:.^ _^_5))
/11 (î*-(în-ii)

X / ————————^Tn-,f{,t,x}dt
1/0 ( I -<2 /—————

et utilisons (5. i) avec

, 2 / 2 — 5 , 1 - .
A — ———— = k — - 4- i, donc / = 2 n — 3.

2 2
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On peut écrire l'intégrale qui entre dans (5.8) sous la forme

F1 d / ^-(2/1-3)i r1 d / ^-(2/1-3) \
(.A-(^-3))^ rf^^-^-l]?^3^-^^^^

/- "(̂
d^où la proposition en intégrant par parties.

On pose, pour tout entier positif n,

1 /*1 /2<-—(2/l—3)

\Bn,f(x)=bî ——————^TV(^)^,

(5.9) ^ ° ^-^-——

^^==(-1)-
( 2 Â - - r - l ) ( 2 Â ' — l ) ( 2 Â - — 3 ) . . . ( 2 Â - — ( 2 / î — 3 ) )

L'intégrale (5.9) converge lorsque l'on a (5.6).

PROPOSITION 5.2. — On suppose que (5.6) a lieu. Alors B^fç.&^x^o)
pour tout /e<ê(.r^o). Inapplication f->B^ est continue de ô (x ̂  o)
dans lui-même. L ̂  application k -> B^ est holomorphe de la bande définie
par (5.6) dans J?(ê; ê).

DÉMONSTRATION. — On rappelle que bjç= ————————————? donc
r(^i)r(-A:-4)

bk est une fonction entière de /c, nulle pour

, o y i i iA'==i, — 2 , —3, ... et pour k=—-? i — - , 2 — - 5 • • • •
2 2 2

II en résulte que b^ est une fonction entière de k. Lorsque (5.6) a lieu,
l'intégrale (5.9) converge. Comme (<, x)->Tnf{t^ x) est une fonction
indéfiniment différentiable dans[o,i] x[ o, 4-oo[, B^f est dansé, etf->(^îf
est continue de ê dans lui-même. Il reste à démontrer que l'application
k-^B^ est holomorphe de la bande définie par (5.6) dans ^(ê; 6). Pour
cela, il suffit de vérifier (cf. GROTHENDIECK [3], Remarque 2, p. 4o) :

(i) k-> B^ est continue de la bande (5.6) dans ^(ê; 6);
(i i) Quel que soit ..c^o et quel que soit p entier ^o, la fonction

k->D^B^f(x) est holomorphe.

La vérification de ces deux points est immédiate, ce qui démontre complè-
tement la proposition.

COROLLAIRE 5 . 1 . — Si Von donne deux entiers positifs n et n' les deux
fonctions B^ et B'^' coïncident dans l'intersection des bandes de définition.

DÉMONSTRATION. — En efFet, on a là deux ^fonctions holomorphes, qui



7° J. L. LIONS.

coïncident (entre elles et avec Bk) dans la partie — i < R e Â < — ^

(prop. 5.1) commune à toutes les bandes du type (5.6).

CONSÉQUENCE. — Les diverses fonctions 2^(/?.>o), définissent une fonc-
tion holomorphe unique dans ReÂ > — i , fonction qui prolonge analyti-
quement Bk\ on désigne par Bk la fonction ainsi prolongée [holomorphe
de R e / c > — i dans ^(6; 6)].

REMARQUE 5.1. — L'opérateur B , est é^al à F identité.
—Y

En effet, la formule (5.7), pour n == i, donne

^—(^jf^^w"»-''-
c. 7 i bkSi k=— -") — -,—-,———- vaut i, et

2 ( 2 / i + l )

B_JW=f ^-(ff(f^))dt=f(^),
Ï JQ ai

REMARQUE 5.2. — En réalité, la proposition 5.1 est valable sous la seule
hypothèse que 7^/(/, ^r) existe et est une fonction continue, donc que/est
dans <^(.y^o). Mais si l'on veut pouvoir donner un sens à Bkfpour tout A'
avec Re/i > — i, il faut supposer que / est indéfiniment différentiable.

On va maintenant donner une autre formule, variante de (5.7). et per-

mettant d'effectuer le prolongement analytique de Bk pour ReÂ <<— - •
2

On pose

6V(^-) == A((i - <-T/(^)),
( 5 .10 ) . U,f(t^)=D,((l-t9-yU,f(^,.T)),

U^f{t, x) = 7J/((i - r-rU^f(t, .r)),

LEMME 5.2. — On (t, pour tout fç. &{x ̂ o) ==6,

( 5 . 1 1 ) U,J\t, .T)=(i-^yD,U^f(t, .r)-3/(i-^)^,,,,y(^, .r)

et
/ i—2

(5. ri) U,,f(t, x) = (i - ̂ -r/<„(<. .r),

ou /i,,(t, .v) est in(fé//niin<'iit (fij/'éreii fiable (/nus [o, i ] x fo, -t-x[.
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DÉMONSTRATION. — La relation (5.n) est évidente. Démontrons (3.12) par
récurrence. C'est vrai si n=ï. Admettons (5.12) pour / i — i . La rela-
tion (5. n) donne alors (5.12), avec

hn(t, x) ==:- nthn-i(t, x) + (i - f1) D,h,^(t, x),

d'où le lemme.

COROLLAIRE 5.3. — L1 intégrale

^ 1 /2ÂH-/M-1
(5.13) < ——-———u , , f ( t , x )d t

Jv (.-^+—

est convergente lorsque

(5.14) _ i_»<ReA:<--L.
2 2

Démontrons maintenant la

PROPOSITION 5.3. — On suppose que —i<;Re/i<—-• Pour tout f
dans ê, on a la relation

(5.15) ^-/^)-(-')n(^-+.)(3Â•+3';...(.À-4-»+.)
^*1 /2À-Î-/M-1

X / —————————^T Unf(t, ^) rff.

^ (I-^)^———

DÉMONSTRATION. — On récurre sur n. Si n == i, on utilise (5. i) avec

2 / : + i = = 2 / c — À — i , donc 7 = = — 2 .

Alors
r-^1 _ i d / ^2<-2 \

(i—^2)^2 ~ (2Â-4-2 ) ^Vi—r-)^1^
de sorte que

^^-(^/^((d^)^-^^^^
Comme Fon a — i << Re/: << — -5 on obtient

2

hi /*1 fïk-hî

^^——^-T)^ ^-7^^/(^)^

ce qui démontre la formule dans le cas /? == i.
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Admettons la formule jusqu'à n — i ; donc

(0-16) ^^(.k^^kT^.^k^n)
r*ï (îk+n

X ^ ————————7. Un-if (t, X) dt.Jo (I-r)'^
On utilise (0.1), avec

2 / r 4 - ^ = = 2 / : — / — ï , donc À = = — ( / i + i ) .

On peut alors écrire l'intégrale intervenant dans (5.16) sous la forme

T /*1 fîk+n+ï. / 1 \

-(^+«+i)j[ ———^^A((.-^Î^/(^))^

d^où la proposition.
On pose

S /*1 fîk+n+i.

^kf^) = ̂  / —————jr—i u-f^ œ) d^
(0 .17 ) Jo ^-^~

bknbk={—iY
( 2 Â : + 2 ) ( 2 Â - 4 - 3 ) . . . ( 2 / T + 7 î 4 - l )

L'intégrale (5.17) converge lorsque l'on a (5. i4).
La fonction "̂  est une fonction méromorphe de A-, avec des pôles aux

points ;

(5.i8) / :==—-, — - , ..., dans la bande (5. i4).

Montrons maintenant la

PROPOSITION 5.^. — Pour k tel que (o . i4) ^ ^"» et différent des
valeurs définies en (o. 18), ̂ /eê pour tout/ce-, l'application f->nBkf
est continue de & dans ô\ l'application k->nBk est méromorphe de la
bande définie par (5. i4) dans ^*(ê; ê), les pôles étant situés aux points
définis par (5.i8).

DÉMONSTRATION. — Lorsque (o. i4) a lieu, et que "bk est fini, il est immé-
diat que nBkf est dans ê et que l'application /—>- "2? /̂ est continue de ê dans

nBklui-même, ïl reste à démontrer que la fonction k-> —,- est holomorphe dans
Ok

la bande définie par(o . i4) à valeurs dans ^(ê; ê); ceci se démontre comme
le résultat analogue dans la proposition o.2.
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COROLLAIRE 5.^. — Si n et n' sont deux entiers positifs^ les deux fonc-
tions nBk et "-'Bk coïncident dans la partie commune des bandes de défi-
nition.

Par conséquent, les diverses fonctions nBk définissent une même fonction

méromorphe dans ReÂ: <;— -5 prolongeant Bk\ on ^la note encore jBk' On a
finalement obtenu le

THÉORÈME 5 .1. — La fonction k->Bk définie dans —i<<ReÂ<——
par (2.2), est prolongeable analytiquement en une fonction méromorphe^
notée k—^B^ dans le plan entier, à valeurs dans l'espace X°(<ê; ê)

3
[ê == ê(j"^o)]; les pôles de cette fonction sont situés aux points —-',

— -5 — ^,.... Le prolongement de Bk est donné explicitement par les

formules (5.7) et (5.i5).

Les propriétés de Bjç pour tout k découlent maintenant facilement des pro-

priétés de Bk dans la bande — i << ReÂ <<— -•

ESPACES ê^ ET 0)0. — On désigne par ô^ le sous-espace vectoriel fermé
de ê(x ̂  o) == ê, formé des fonctions f telles que

y(2/î4-i)^o) == o pour tout ^^o;

on désigne par 0)0 le sous-espace vectoriel de ô formé des fonctions /nulles
ainsi que toutes leurs dérivées à l'origine.

Ceci posé, lorsque k vérifie — i << ReÂ' << — - 5 on a

^ -k-ï
DP Bkf( x ) = bk t^-^P (i—f1) VW ( tx ) dt,

^0

d'où
(5.19) DP£kf(o)= bk,pf^(o),

avec

^^(Â•+7 '-4-I)
(5.20) b^ \ 2————L.

• ^(^)^(Â'+I)
II en résulte que :

a. si p est pair, k—^b^^p est une fonction entière;
b. sip est impair, k—^bk,p est une fonction méromorphe, dont les pôles

! 3 5 )appartiennent à l'ensemble — -5 — - ? • * - ' •rr 2 2 \
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11 en résulte, par prolongement analytique, que la relation (5.19) a lieu

pour tout k non situé dans l'ensemble exceptionnel \ — - ? — °,... L Donc
r ( 2 2 ) 7

pour tout À- non exceptionnel, Bk est dans J?(<^; 6J et dans J?(d?o; ^o). On
voit donc déjà, en appliquant le théorème 5.1, que la fonction k-^ Bf, est
méromorphe à valeurs dans J?(<^; êj et ^(0)0; ^o). Mais il y a plus :

THÉORÈME 5.2. — La fonction k-^Bj, est une fonction entière à valeurs
dans J?(<^; êj [donc aussi dans ^(^o; ^o)].

DÉMONSTRATION. — Posons ko=— 9<w4"1, TU entier .̂1. Il faut montrer
2 ——

que ko est une fausse singularité pour B^f, f étant donné dans &^ Pour
cela, il est peut-être plus commode d'utiliser une formule différente de (5.i5).
On part de la formule

N

f(^) =^ ̂ >)(o) 4- Ç^^a^f^^) ̂

N entier quelconque. Supposons d'abord — i < R e / c < — ^. On obtient :
2

^r^+"+i)
^-T^T^.n \. ^'(o)

v ^(,2+2;"'

+^-Ï11 f ^(i-^f^dt f'(t-W^^(^)dl,.
^ 0 t^O

Le membre de droite a un-sens pour — '————) < ReÂ' <— ^ et dépend

analytiquément de k, donc coïncide avec le premier prolongement de B/,.

Prenons N de sorte que — {————l <^ko. Alors l'intégrale, dans l'expression

ci-dessus, est holomorphe au point ko ; il reste seulement à voir que la somme

finie est holomorphe au voisinage de ko. La fonction r ( / : + ^ + i ) admet
\ 2 /

des pôles aux points k tels que Â-+- - | - I==— p. (y. entier positif). Il y a
2

donc un pôle au point ko si

n , i ,
-^ ==— f ^ — i — ko== m — [J.— - y donc n = 2 (m — ^JL) — i ,

Mais pour un tel n, impair^ on a /(^(o) == o, puisque / est dans ê ; la
somme finie est donc holomorphe au voisinage de Âo, ce qui démontre le
théorème.
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THÉORÈME 5.3. — Pour tout/dans 6^ et pour tout k, on a :

(5.2i) DÏBkf=BkL,f.

/ r \ 11 r /• ^2 /. ( 2 Â - + I ) d \On rappelle que Z,/= ̂ /+ i————^ ̂ .

DÉMONSTRATION. — Pour tout / dans &^ Lj,f est dans <^; Lj, est dans
l'espace .^((f^; <?J et la fonction À•->- Lk est entière à valeurs dans ^(^; êj.
Les deux fonctions k-> D'1 Bk et À •-> B^Lk sont donc, grâce au théorème 5.2,
deux fonctions entières à valeurs dans ^(ê^; <^). Or, par la proposition 2.1

ces deux fonctions coïncident dans la bande — i < R e Â ' < < — -; elles coïn-

cident donc partout, ce qui démontre le théorème.

REMARQUE 5.3. — II est indispensable de supposer que / est dansée; si l'on
prend y dans <?, L/,f n'est pas dans 6; on pourrait raffiner en supposant que
/» demeure dans une bande fixée et en supposant alors / suffisamment
diflerentiable, avec un certain nombre de dérivées d'ordre impair nulles a
1 origine.

Pour terminer ce numéro, montrons la

PROPOSITION 5.5. — Pour — i < Re/c < -? on a
2

(5.'^) D~Bk=Bk.

DÉMONSTRATION. — On constate facilement que la fonction k->Bk est holo-

morphe dans la bande — i < < R e / i < ^ -5 à valeurs dans -^(ê; &)\ la rela-2

lion (0.22) résulte alors de (2.17) ( valable pour — ï < ^ R e Â ' < < — - ) par
\ 2/

prolongement analytique, en utilisant le théorème 5. i.
Autrement : la formule (5.7) pour n = i donne

B,f(,T)==-————\f —^Z——D,{tf(tx))dt
2 A - + - I 1 7 . ,<•+. -9•h+lytt (i-^

Mais — ——— === bk-, de sorte que
'.ï À. -(— 1

B,,f(x)=DHkf(x).

6. Prolongement de l'opérateur (»?<.. — Rappelons que

li?,/̂ -) = ?A. ( f(f.'-)(i - n'^dt.
^O
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Si l'on pose t == sin6, on a
'î:

(6. î) ^kf(x) = &k f î f(x sin6) cos^ô dQ.
^Q

Posons

^ JYVl/(.,e)=/(.sin9)4-^^^^^,^(sin9^(siu9/(.-.sin9))),

( 7VV(^9=^-^^(sin9/(^sme)),

puis, déterminons par récarrence les fonctions

î d , .[ Mîf^^Mr1/^ 6)+^^ ̂ (sine^-1^^ 0))

(6.3) {
( 2 À- + in — I ) ( 2 À" + 2 7Z)

r f / ' ^ 'x ^(sm9^(sin9^rl/(a•,9)))

et

(6.4) AV(^, 9)=A-rl/(^ 9)+^.^^_^(sin9A/r'/(.g, 9)).

On a alors la

PROPOSITION 6.1. — O/î suppose que Re^> -. POM/' tout/dans 6(J?^o)

et pour tout n^ on a

(^kf(^) = ^k f ~ côs'^^Q Mîf(œ, 0) <;/6
(6.5) ^ Jo ,

^- f " cos2^2^19A'2/(.r, 6) ^0.
^n

DÉMONSTRATION. — On démontre la formule par récurrence sur n. Vérifions
la formule pour n ==. î . On a

c^/(^)=^ r'/^smô^os2^^! -+-tg2e)^6
^o

==^ f /(^sme)cos•2^29^6+^ f"/(^sm9)sin2ecos^e^0.
^0 •^0

Mais
. . ,,. <-/ / cos2^1

sin8 cos^Onr — f~~^\-(?.Â'+I)^
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on intègre alors la deuxième intégrale par parties; comme 2ReÂ'4- i > o,
on obtient

7Î

(^kf(^) = PÀ- f \f(^ sin 6) cos^ô^e
t7o

4 - ^ r " ^ ( s m e / ( ^ s m e ) ) c o s ^ ^ e / ^ _ ^ e .

Dans la deuxième intégrale de l'expression précédente, on remplace cos2^4"^
par cos^'^ô (i -htg^), et l'on intègre encore une fois par parties comme
précédemment. On obtient finalement la formule (6.5) pour n •==. i.

Admettons la formule pour n — i. On a

î

(Jïkf(x)= (3* f ' (cos2^271-^^-1 + cos2^271-^^-1 ) ̂ .
^o

où Pon écrit M'jr1 au lieu de M^^f(x, 9); même chose pour ^-1- 011

peut alors écrire

< /̂( ̂  ) ^= ̂  f " ( cos2^2716 ̂ F1 + cos2^4-2714-16 NÎ-1 ) û?e
*^o

Tt

+ P<. F " ( sin2 6 cos2^271-2 6 ̂ -1 + sin2 6 cos2^1-271-16 ̂ -1 ) d^
^0

ce (lui, en intégrant par parties, donne pour la deuxième ligne

7;

^'(cos—e^-^^^sineYvr)
+ cos"+2"-l 9 (.A-+L-D â-( siIle^rl 0</e-

La deuxième intégrale de l'expression précédente vaut

TZ

——^——- f'cos^^^e^csinejfr1)^
( 2 Â : 4 - 2 7 l — I ) J ^ ^6' " /

•K

+^k———————————,————. r"cos2 ^•4-2 7 l9^^sine^(sm6^- l)^^.1 (2Â:+ in — l)(2Z:H-2/î)J^ û?6\ âfô' k Î J ^

ce qui donne finalement la formule (6.5).
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Posons, pour tout n ;> o,

^f(x)=^ f~ w^^MïfÇx, 9)^9
^0(6.6)

4- ^k f cos-2^27^^/^, 9) <r/9.
^0

Ces deux intégrales sont convergentes lorsque l'on a

(^.7) R e Â > — ^ - ^ .'i
Montrons la

PROPOSITION 6.2. — On suppose que (6.7) a lieu et que k est différent
de — i, — 2, .... Pour toutfçô(x^o)=6, ̂  f est clans 6; l'applica-
tion f-> ̂  est continue clé 6 dans lui-même et l'application k -> ̂  est
méromorphe dans le demi-plan défini par (6.7), à valeurs dans ^(6; 6),
les pôles étant situés aux points — i, — 2,

DÉMONSTRATION. - La fonction (^== (^4" I ), est une fonction entière
^r(^+1)

i 3de À, nulle aux points — s-, — -, .... Pour x et 9 fixés les fonctions
^î 2

(de A-) Mîf(x, 9) et Nîf(œ, 9) ont des pôles simples aux points — !, — i
3 2 '

— ̂  — 2 , ... de sorte que les fonctions ^M^f^x, 9) et ^-7\^/(^, 9)

sont méromorphes, avec des pôles aux points — i, — 2 , .... Soit À fixé
différent de ces valeurs avec (6.7). Les fonctions

x, 9->(M^/(.r, 9) et x, 9-^^7VÏ/(^, 9)

sont indéfiniment différentiables dans o, oo x [ o , 7 7 ) (immédiat par récur-

rence sur n). Il en résulte que c^/çê pour tout /ç6 et que Fapplica-
tion/-^rô^/est continue de 6 dans lui-même. Reste à montrer que l'appli-
cation Â->^ est méromorphe. Or, pour k distinct des pôles, Â-^d^ est
continue à valeurs dans J?(ê; ê), et, pour tout x et pour tout/?, la fonc-
tion k-^D^^fÇx) est méromorphe dans le demi-plan (6.7), ce qui
démontre la proposition.

COROLLAIRE 6.1. — Si n et n' sont deux entiers positifs, les fonctions c^
et (Syï coïncident dans la partie commune aux deux demi-plans de défini-
tion.
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DÉMONSTRATiOiN. — En effet, ces deux fonctions méromorphes coïncident (et
avec o^k ) dans le demi-plan Re k ;> — J-.

On en déduit :

THÉORÈME 6.1. — La/onction k->ô^k définie dans ReÂ > — l- par (3.2)

est prolongeable analytiquement en une fonction méromorphe dans le plan
entier, à valeur s dans ^(6; ê), notée k-->oïk', les pôles de cette fonction
sont situés aux points — i, — 2, . . . . Le prolongement de ̂  est donné
explicitement par les formules (6.5).

REMARQUE 6.1. — On vérifie facilement que l'opérateur tô i coïncide avec
l'identité.

Supposons maintenant que ReÂ:> — -. On déduit de (3.3)

r 1 ^-i
(6.8) DPiï!kf(^)=^h tP(ï-t^-) ^/^(t^dt,

^0

d'où l'on tire

(^'9) DP(.^f(o)=^,pf^(o),

avec

r(^,)r(^)
(6.10) p,^___^——v 2 /.

v/.r(f+Â.+.)

La fonction k->^k^p est donc méromorphe, avec des pôles appartenant à
l'ensemble { — i, — 2, . .. ). Il en résulte par prolongement analytique, que
pour tout k non situé dans l'ensemble exceptionnel ( — i, — 2, . .. j , la rela-
tion (6.9) est vraie. On en déduit que <^/e^ (resp. d?o) pour tout/dans ̂
(resp. 0)0), k non exceptionnel.

On n'a pas ici l'analogue du théorème 5.2. Cherchons par exemple le
résidu de oïkf(œ) au point k=— i, /étant donné dans <^. On a

/,! l_

c^f(.v)=^ /(to)(I-^)'+?^
^0

^(î^TT-LF1 -^ÏW1^)^
ce qui donne comme résidu au point — i

^W(^)=-^-i f ̂ -€^tf\tx}dt,
^o

^-i étant le résidu au point — i de (^. Or rô_i/n'est pas nul pour tout /€<^.
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On a donc seulement le

THÉORÈME 6.2. — La fonction k->ôïk est méromorphe à valeurs
dans .^(^; êj [resp. ^(dDo; ^o)].

Montrons maintenant le

THÉORÈME 6.3. — Pour tout k complexe^ non situé dans F ensemble
{ — i, — 2 , . . . } , et pour tout f dans &^ on a

( 6 . 1 1 ) ^kDïf=LkOÎ>kf'

DÉMONSTRATION. — Les deux fonctions méromorphes d^Z)"2 et Z^o^, à
valeurs dans -^(ê^; 6^), coïncident, d'après la proposition 3.1, pour

Re/L">> -î donc partout, d'où le théorème.

7. Relation entre Bk et d3^. — Démontrons maintenant le résultat fonda-
mental suivant :

THÉORÈME 7.1. — Pour tout k complexe^ différent des valeurs — i, — 2,...,
les opérateurs Bj, et d3 .̂ sont des isomorphismes de <f\ {resp. <î>o) sur lui-
même^ inverses Fun de Vautre.

DÉMONSTRATION. — Pour — - <<ReÀ'<< -» on a démontré (corollaire 4.1)

que
(2^)^==/,

/, application identique de <ê^ dans ê^. Mais, par la proposition 5.5, on a,
pour k dans la même bande, DBk= B^ de sorte que

(7.1) B^=I si - i < R e Â : < 1 .
ï 2

Comme la fonction k->BkOî>k est méromorphe à valeurs dans ^?(ê^; <ê^),
de pôles situés aux points — i, — 2, . .., la relation (7 . i ) est vraie pour
tout k différent de ces valeurs exceptionnelles.

De même, la proposition 4.2 et la proposition 5.5 donnent

(7.2) Oî>kBk=I, si —^^Re/^1?

et l'on voit comme précédemment que (7.2) a lieu pour tout k non excep-
tionnel. Le théorème en résulte.

REMARQUE 7.1. — Le prolongement des opérateurs B^ et (K>k aux
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espaces ô (g) j6\ ô^ 0 /T, <?o ® E ^ E étant un espace vectoriel topologique loca-
lement convexe quelconque, se fait comme au chapitre I, en considérant les
opérateurs 2^-0 i, (^k® i •

REMARQUE 7.2. — On a des résultats analogues au théorème 7.1 pour les

4--4)opérateurs D^ -+- —-————D^"^ w entier quelconque. C/. les formules

dans Lions f5].

8. Relations de Darboux-Weinstein. — Introduisons les deux opéra-
teurs suivants : pour tout/€<ê(^'^o) == ê, posons

(8.1) Skf^)=œ^f(x),
(8.2) ^f(x)=x-\f(x).

On a le

LEMME 8.1. — a. U opérateur 'S est dans F espace ^(ê,; ̂ ), et n'est pas
un isomorphisme ;

b. Les opérateurs Sk, et 'S sont des isomorphismes de Cf^o sur lui-même.

DÉMONSTRATION. — a. Il est évident que si /est dans ê^, alors ^/est égale-
ment dans 6^, et que l'application f—^ 2?/ est continue; cette application
n'est pas un isomorphisme, puisque les constantes (qui sont dans &^) ont
pour image o.

b. On a 2?€^(^)o; ^o); si x-^f'Çx) =g(x), on a
^

/(.c)=l y g ( y ) d y ,
^0

ce qui donne/dans d?o, de sorte que ^ est un isomorphisme de d?o sur lui-
même, d'inverse donné par

(8.3) ^-7(^)= f yf^dy (/€€?„).
* ' < >

De même, «S'A: est un isomorphisme de <î)o sur lui-même, d'inverse

(8.4) Sr=S^

On vérifie facilement les relations suivantes :

PROPOSITION 8.1. — Pour tout/dans 6, on u,

(8.5) A_,^,/==5,Z,/,
(8.6) L^-Sf^-SLkf.

BULL. SOC. MATH. — T. S4. FASC. I.
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Ces relations sont dues à DARBOUX et WELNSTEIN ; WEINSTEIN les a systéma-
tiquement utilisées pour la résolution du problème de Cauchy relativement à
l'opérateur — A 4- L/,. Cf. aussi : DIAZ, WEINBERGER, E. K. BLUM, dans la biblio-
graphie.

Les relations (8.5) et (8.6) sont surtout intéressantes sur (Qo^ car alors Sk
et 2? sont des isomorphismes. On en déduit donc

(8.7) L-k==SkLkS-k, Lk+t^^Lk'ë-1 (surcOo).

On sait (théor. 7.1) que si ReÂ'^o (par exemple), il existe un isomor-
phisme Bk de cPo sur lui-même tel que

i^kD'-Bk^Lk.

Supposons maintenant que l'on ait Re/c^o. Alors — k a une partie réelle
positive, de sorte que

L.k==^-k^JB^

ce qui en comparant avec la première relation (8.7) donne

(8.8) D2£kSk=£-kSkLk,

donc

THÉORÈME 8.1. — Quel que soit k complexe^ il existe un isomorphisme JT^
de o^o sur lui-même, qui transmue Lk en D2. Si ReÂ^o (plus générale-
ment, si k est quelconque, différent de — i, — 2,...) on peut prendre X\=z Bk.
Si ReÂ' ̂  o, 07i peut prendre

(8.9) ^k=B-kSk.

Utilisons maintenant la deuxième relation (8.7), d'où l'on déduit

L^n^^Lk^-71.

Quel que soit À, on peut choisir n de telle sorte que ReÂ'-h/i^o (par
exemple); alors

Lk+n == ^À-t-n ̂ 2 ̂ k+n »

d'où
D^ffk+n^^ Bk+n^Lk,

donc

THÉORÈME 8.2. — Avec les notations du théorème 8.1, on peut également
prendre
(8 .10) ^k=Bk^n,

n étant choisi de façon que ReÂ' + n ̂  o.
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9. Applications aux problèmes mixtes. — Les notations sont les mêmes
qu'au chapitre I, n° 8. On pose le

PROBLÈME 9.1. — On donne / dans ^(A*). On cherche u dans
l'espace ̂ 0 <H^(A), solution de Inéquation

( 9 . 1 ) Au(t)^^u(t)^o-k-^^u(t)=o pour ^o,

avec les conditions initiales

! u (t)->f dans S€(A) lorsque t->o,
(9 .2) et naturellement :

u!(t)—>o dans X (A) lorsque t->o.

Le problème 9.1 est résolu par le

THÉORÈME 9.1. — On suppose que (M) a lieu {cf. Chap. I, n0 8). On
suppose que k est un [nombre complexe quelconque^ mais différent
de— i, — 2, — 3, .... Dans ces conditions, le problème 9.1 admet une
solution unique.

DÉMONSTRATION. — Soit ^, solution de (9.1), c'est-à-dire

( A -4- Lk ) u •==. o [de façon plus précise : ( i (̂ ) A -4- L^Ç) i ) u == o],

avec (9.2). Pour k non situé dans l'ensemble exceptionnel — i, — 2, ... on
sait (théor. o.3, 6.3, 7.1) que

Lk == t^k D1 Bk, donc oïk ( A -t- D2 ) Bk u = o

(on écrit Bk au lieu de Bk® i ) donc,

(A+Z^-^^o.

Donc si l'on pose
(9.3) BkU=v,

on a
(9.4) ^^(^(A),
(9.5) (A+D^P^O,
(9.6) ('(o)==/, ^(o)==o.

Réciproquement, si v vérifie (9.4), (9.5), (9.6), alors

(9.7) u=^kv

est dans 6,(g)z»C(A), solution de (9 . i ) et (9.2).
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Or on a vu (théor. 8.^, chap. I) que le problème (9.4), (9.5) et (9.6)
admet une solution unique, d'où le théorème.

REMARQUE 9.1. — Comme pour les problèmes mixtes du chapitre I, la
démonstration précédente fournit un procédé de calcul explicite de la solu-
tion.

REMARQUE 9.2. — Soit u, élément de êç^S€(A) [et non de <^(§)^C(A)],
solution de (9. i ) et de (9.2). On a alors les relations

(9.8) (71-+- I )A^/^ (o) -^ (2Â-4- /^+2)^- h 2 ) (o )==o ,

d'où l'on déduit, si k n^ est pas dans V ensemble exceptionnel : — -j — -, • • .
2 '2

(9.9) u^P^Ço) ==Q pour tout/? ̂ o,

(9.io) uW(o)=(-i)P, I t 3 t 5 — ( 2 / ? - I ) î
v / v / v / (2 / i -h2) . . . (2À' -4-2/?) J

Par contre, si k = ko == — 1——— (m ̂  i), alors, pour n'-=z 2 m — i, (9.8)

est vérifié quel que soit u^'^1) (o).
On peut donc préciser le problème 9. i et le théorème 9.1 comme suit :

f)
a. Si AT n'est pas égal à — i, — -j — 2, ..., toute solution dans ê(g)3C(A)

2

de ( 9 . i ) et (9.2) est nécessairement dans ê,(^)^(A), de sorte que le
problème correspondant admet encore une solution unique.

b. Si k est de la forme k==.— ———— (m entier positif), alors il est indis-

pensable, si l'on veut l'unicité, de chercher a priori les solutions dans
l'espace ê^(g) ^C(A). Si l'on cherche les solutions dans 6 (g) ^C(A), il ny aura
pas unicité. Voici un contre-exemple assez général. On prend A défini par
une forme sesquilinéaire ((u, v ) ) (comme au chapitre I, n° 12) sur un
ouvert Î2 borné de 7?". On suppose que A est un opérateur différentiel nul
sur les constantes. On suppose également que les constantes sont dans S€ (A)
(exemple : A, opérateur différentiel à coefficients constants, sans termes de
degré o, et l'on prend un problème aux limites du type Neumann). Considé-
rons alors la fonction

U(X, ̂ rr^2^1;

cette fonction est dans
^ à9 2m à

<S(g)3C(A); A^==o et Afîu~ ~~T fTf11^09

donc u est solution non nulle de (9.1), avec

, 2 771 + I , „k :=— ———— et . /—o.
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Notons également que la fonction

U(X, 1)=^

est dans ê (^) 0€(A), solution non nulle de

A ^2 im —\ à . , , , , .Au -+- : u — ———— . u = o, avec u(x^ o) == u^ (.r, o) == o ;
{7l" 1 f/t

ceci correspond à Â"==— m, ce qui est exclu dans le théorème 9. i.
Par ailleurs, toujours avec le même A, u(x^ t)=^t^ (^^2) est solution

(/e^c fois continûment différentiable de
^ À- i ^ ^ ,A«4- -^>u— —.— , M = O , avec ^(.y, o) == ̂  (A-, o)=:o.

De façon générale si ReÀ: -<— -5 il n'y a pas unicité dans le problème 9.i
2

si Von cherche des solutions qui ne sont pas assujetties à être indéfiniment
dijferentiables (c/*. WEINSTEIN [l], pour le problème de Cauchy relatif à

—A+Z^). Pour ReÀ'^— -5 on a le résultat suivant; considérons le
2

PROBLÈME 9.2. — On cherche M, fonction deux fois continûment différen-
tiable dans t ̂  o, à valeurs dans <%", une fois continûment différentiable dans
<f^o à valeurs dans 3C(A), solution de (9.i), avec les conditions (9.2).

On a le

THÉORÈME 9.2. — On suppose que A vérifie (M) et que k est un nombre

complexe^ avec ReÀ:^— -• Alors -f,e problème 9.2 admet au plus une
2

solutio n.

DÉMONSTRATION. — II faut montrer que si M, avec les hypothèses de différen-
tiabilité de Renoncé du problème 9.2, vérifie (9.1) et (9.2) avec/== o,
alors ^==0. Pour cela, multiplions scalairement les deux membres de (9.1)
par

.u(t)==z , u(t) (t^o fixé quelconque).

Il vient :

(9.«) (A^),^«))+(^««),^«))

^^^liÉ^E^0-

Prenant l'égalité complexe conjuguée et additionnant, il vient

</r. ,.. ,... \\d ,.jrp. „ . . . . i i r f(9.i3) ^f(AM(<),«(f))-^II^M(<)l]T+2Re(2Z:+I)-^II^M(<)[2=o,dt
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d'où l'on tire, comme Rek.

-^[(A^(^),^(^)+j^(o[2]^o,

et comme la fonction

t->(Au(t), u(t))+ ^u(t)

est nulle à Porigine, on a

(9.i3) (Au(t), u(t)) d- _ « ( ^ ) ^ o pour tout ^^o.
ut i j

Mais (M) a lieu, donc il existe Ço>> o tel que

( A u ( t ) , ^))+£o!!^)|r-^o,

de sorte que (9 . i3) entraîne

d-^u(t) ^^\\u(t)\\.(9.14)

Posons
(9.15)

On a

donc

Si Pon pose

on a donc

!|„(Qi!•2=0(^.

^-^(t)=:^\e(a(t),^u(t)\

dQ d^^-At)^\.-At)\^^WtYdt dt

F(t)=Q(t)exp(-ri^t\

d F(t)^o,dt

et comme F(t)^0i F(o)=.o, on a F(t)==o pour tout ^ :̂o, donc 6(^)==o,
et donc u == o. c. Q. F. D.

Considérons maintenant des problèmes mixtes avec deuxième membre :

PROBLÈME 9.3. — Trouver u dans Cî^o 0 ̂ (A), solution de

(9.i6) Au+LkU=f,

où / est donné dans d?o (§) ̂ -
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On a le

THÉORÈME 9.3. — On suppose que A vérifie (M). Quel gué soit le nombre
complexe k^ l'opérateur A 4- Lj, est un isomorphisme de O^Q (g) 3€ (A) sur
^o ® S€. Le problème 9.3 admet donc une solution unique.

DÉMONSTRATION. — a. Supposons k différent des valeurs — i , — 2 , —3, ....
On peut alors utiliser le théorème 7.1 et écrire

A + Lk == B-k1 (A 4- Z>2)-1^.,
d'où l'on déduit

(A + Lk)-1 = B-k1 (A 4- D'^Bk,

puisque A 4- D'2 est un isomorphisme de ^o ® ̂ (A ) sur Cf^o (§) S€. On a donc
le théorème dans ce cas.

b. k==—( 2 m -h i ) ( m ̂  o ).

On ne peut plus alors utiliser le théorème 7.1, mais on peut remplacer
dans le raisonnement précédent Bk par l'un des deux opérateurs JTyç. construit
au n° 8, théorèmes 8.1, 8.2.

10. Problèmes mixtes pour les valeurs singulières de Â\ — On
suppose dans ce numéro que

(10. i ) Â"==:—(/? .+ i ) , donc 2 Â ' - f - i = = — ( 2 ^ + 1 ) ( n entier ̂ o).

On considère le problème particulier suivant :

PROBLÈME 10.1. — Trouver u dans ê (§) ^C(A) , solution de

/^ \ A ()ï 271-4-1 Ô<10.2) A^+^-————^==o,

avec les conditions initiales

u(o) = u'(o) =:...== u^^Ço) = o,
^«-^(o^/e^A"), ^27^+3)(o)=o.

<10.3)

Montrons le

THÉORÈME 10.1. — On suppose que (M) a lieu. Le problème 10.1 admet
une solution unique.

DÉMONSTRATION. — Posons

< 10 4 ) Sku = t- '2/^-+-2) u = v.
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Si u existe dans ê (g) S€(A), avec (10.2) et (10.3), alors v est dans 6 (g) 3C(A),
et vérifie
/ i^ ^ * ^2 27l -+- 3 ^(10.5) A.-4-^+————^==o,

avec les conditions initiales

(10.6) ^(o)=7——^——P P'(O)=O.v / v / (2 /1+2) ! v /

Or, d^près la Remarque 9.2, conclusion «, toute solution dans 6 (g) 5C(A)
de (10.5), (10.6), est nécessairement dans ^0^e(A), existe et est unique.
Alors u existe et est unique

(10.7) u^t^^v,

Le théorème est démontré.

11. Exemples. — On considère A==— A, A ==laplacien, et l'on se place
sur î2 == /?" ; on va donc considérer seulement le problème de Cauchy. On a
rappelé au chapitre I, n° 12, la définition de l'espace f^^(Rn)=ô^(Rn)\
cet espace coïncide avec Fespace des uçLÎ{Rn) tels que A^eZ^/?^) ; on a
(Q'^(Rn) =zS€(A). On considère alors le

PROBLÈME 11.1 — Trouver H dans ô^ ^«(T?71), solution de

( 11. i ) — \u -4- Lk u == o,

avec les conditions initiales

(11.2) u(o)==f [/donné dans ^(T?"), u'(o)=o].

REMARQUE 11.1. — On a évidemment dE)(7?")C ^(A30); en réalité, ^(A*)
est exactement l'espace des fonctions eZ^/?") ainsi que toutes leurs dérivées
(espace dD^i de SCHWARTZ [2]).

Posons

(11.3) ^o-^-

Pour k == ÂO, la solution du problème 11.1 est donné par la formule de
As^eirsson (cf. ASGEIRSSON [1])

( 1 1 . 4 ) u{œ,t)=1- C /(^+a^)û?&),/(a),
^J,ai=i

n

où ^n == est l'aire de la sphère unité dans R1^ ^co^(a) l'élément d'aire
r ( 7 1 )\2/

de cette sphère.



OPÉRATEURS DE DELSARTE. 89

Faisons maintenant les remarques évidentes suivantes : soient k et
k' deux nombres complexes, non situés dans l'ensemble exceptionnel
{ — i » — 2 , — 3 , . . . .}. On a alors

D^BkLkRk^Bk.L^B-k^
donc
(11-5) Lv=B^LkB-^
où
(H-6) B^=B^Bk.

Appliquons ceci au problème 11.1, avec k'=ko,e\, k non situé dans
l'ensemble exceptionnel. On a

(-A+Z,)=^(-A+/^)2?^.
Si donc l'on pose
(11-7) B^u=^,

v est dans <^ (g) ̂ (T?71), solution de

(11 .8 ) A^-4-Z^=o,
avec
01.9) ^(o)=/ ^(o)=o,
et réciproquement.

Comme on a donné [en (11.4)] la solution du problème (11.8), (11.9)
on obtient

( 1 1 . 1 0 ) u { x , t ) = B ^ k ( 1 - f /(^4-a<)^(a)Y
V^^la^i )

Or calculons B^i^ == ̂  o /?^/. On a

, F x ^_l r*y /'» '̂-n
(11 .11 ) (SkB,,f(a-)=^bt,——, / (^-y2) ^(fy / ——-———-,f(t)dt,

Ja - Jl> (J-2-^"3

en supposant

— i < R e ^ < — -1, R e Â > — ^.
2 2

On peut dans ( l l . i i ) inverser l'ordre des intégrations dans Pintégrable
double ; on obtient pour cette intégrale

( 1 1 . 1 2 ) F't^fWdtÇ^^'1"^ î dy.
Jo Jt (y2-^'^

( y î . __ (2 \

Posons : s=z —————. On obtient alors pour l'intégrale en y dans (11.12)
\'r~ — & ")

ï- (X1- l^Y-k-t f\l- S)^^^^ ds,
«/o
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ce qui donne, en portant dans (11. n), et en tenant compte des expressions
de (SA: et bk'

(il. .s) /̂(.) = ̂ ^^ ̂ jr^-^— ̂ fw ai.
Ceci est établi avec —^ReÂ^— ^ Re/c>— 1 - . Mais dans (11 i3)

2 2 \ ) i

l'intégrale de droite converge pour

(11.14) Re/^-i, ReÂ->Re^;

par ailleurs dans la région (ll.i4), pour X^Q fixé quelconque, la fonction
égale au deuxième membre de (11. ï 3) dépend analytiquement de k et k' ; il
en résulte

PROPOSITION 11.1. — On suppose que k et k' donnent lieu à (l l . i4).
Pour tout /ç ô^ ( 11.13 ) est vrai.

Prenant /c'== Âo, on en déduit

( 1 1 . 1 5 ) u{œ, t)==- , 2r(/c+i) ^v / v ' ' T(k^i)T(k-k,)^ t^

X f ^--s^-^s^-^^s f /(^4-a5)^^(a).
^o ^ |a |=i

Posons s == p t dans ( 11.15 ). On obtient

PROPOSITION 11.2. — Si Von suppose que Re/.> n ~ 2, la solution du
problème 11.1 est donnée par

ï \\ ^ \ / . \ 2 r ( A' +1 )( 1 1 . 1 6 ) u(œ, t)= v———i——
T(-\r(k-k,)^

X f (ï - p^^-o-i p -̂o+i ̂ p f y(^ 4_ ap^) ^co,,(a).
* - o t ^ j a ; ==1

On retrouve ainsi la formule ( ï . i ) , p. 112 de WEINSTEIN [1] (pour avoir
les notations de Weinstein, remplacer ik 4- ï par /i).

n _ r\
Pour ReÂ"> ———5 on sait par la théorie générale, que la formule précé-

dente peut se prolonger analytiquement. C'est ce qui a été fait directement
sur cet exemple par DIAZ et WEINBERGER (cf. aussi BUREAU [1 [, qui n'utilise
pas de prolongement analytique).

Donnons pour terminer ce numéro un exemple (trivial) de problème
mixte. On cherche u dans x ̂  o, ^^o, solution de

/.. ^ à'2 à2 2Â-+I à
( 1 1 '1^ -^"4 -^^————^^0 -
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avec les conditions initiales

(11.18) u(x^o)=f(x)^ Ut{x^ o) == o,

et la condition aux limites (de Dirichlet)

(11.19) u(o, t)=o.

On a, pour k non situé dans Pensemble exceptionnel [cf. (9.7) |

(11.20) U=(!î>kV.

où v est la solution du problème mixte correspondant pour l'équation des
ondes, donc

( ^(/(^'^ ^ ) + / ( ^ — ^ ) ) si x^t^
v{x, t)-=.\ 2

-1 (f(œ 4- /) — f(t — ^)) si .K-^/.

On obtient donc, pour x ̂  t,

b ± C 1
3

(11.21) U(^t)= 1 - f (^ - T^)' •ï (/(a- + T) - /(7 - a-)) rfT,
*-'Û

lorsque Re/: >* — - •A '2
Pour les autres valeurs de /c, non singulières, on prolonge analytiquement

la formule (11.21).
De façon générale, à toute formule de résolution explicite de problème

mixte relativement à l'équation des ondes, correspond une formule de réso-
lution pour l'opérateur — A -4- L^-

12. Problème non résolu. — Cherchons u dans dDo0^€(A), solution de

à9- ^"î(12.1 ) Au+-^u-—^-u=f,

f étant donnée dans d?o (g) S€.
Si Pon pose

. ï
(12.2) U^t^V,

alors v est dans (Do (g) ^€(A), solution de

,.^ - . à2 2 À:-4-1 ^ -f^) .
(12.3) AP+^P+—^—7^=^ v -'^

problème qui admet toujours une solution unique (théorème 9.3). Donc
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^ ^-s
A4- .3 — ——g— est un isomorphisme de CDo(^S€(A) sur <Po ® ^> quel

que soit k. ^

On est ainsi conduit au problème suivant :

PROBLÈME 12.1. — On donne deux fonctions r et s sur f> o, indéfiniment
différentiables dans t >> o, devenant infinies à l'origine ainsi que leurs dérivées,
comme des puissances négatives de t. L'opérateur

(12.4) ^^i-4-^^^0

définit-il un isomorphisme de (Po®^(A) sur ^o ®s€ ? [ L'opérateur A
vérifiant (M)].

Ce problème n'est pas résolu.
Signalons seulement que si q est une fonction indéfiniment différentiable dans

( ^
t ̂  o, on peut, suivant un résultat de VOLK [1] transmuer D2 — \q 4- • ^ /

en D2— ——— t-
J72
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