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10 J. L. LIONS.

INTRODUCTION.

Si 'on désigne par A, un opérateur différentiel elliptique défini dans un
ouvert & de R* (x € R") et si ¢ désigne le temps, on se propose d’étudier les
probléemes mixtes (au sens de Habamaro [1]) (les crochets renvoient a la
bibliographie) relatifs aux opérateurs

)2

* . J .
( )./\,-L-+ dt_,+/(t)32+-§(l).

r et s étant deux fonctions données de ¢. L'opérateur A, est d’ordre quel-
conque, i coefficients variables (mais indépendants de ¢); on simplifie d’ail-
leurs 'exposé en prenant A égal & un opérateur autoadjoint semi-borné dans
un espace de Hilbert.

Cuaritre 1.

On prend dans ce chapitre les fonctions 7 et s indéfiniment différentiables.
Comme dans Lions [1], on distingue deux sortes de problémes mixtes : les
problémes mixtes généraux, posés pour des distributions & valeurs vecto-
rielles et a support en ¢ limité a gauche; puis les problémes mixtes fins (ou
usuels). La méthode de résolution est la suivante :

«. Sur la droite R on transmue I'opérateur

d? d
I_ZIF —i—l(t)gz “+s(¢)

2

. a: . . . .
en Yopérateur prh Il existe des isomorphismes de transmutation de ces deux

opérateurs dans des espaces fonctionnels convenables. C'est ce qui a été fait
par DEsarte [1], sur des espaces de fonctions, cf. aussi Marcexko [ 1], [2].
On rappelle ce fait fondamental (avec une définition un peu différente de
celle de M. DeLsarte) aux n® 1, 2, 3 (le raccord avec la définition initiale
de M. Deisarte étant fait au n® 6). Ces isomorphismes de transmutation
sont appelés opérateurs de Delsarte. On les prolonge, dans les n® b et 7 &
des espaces de distributions scalaires, puis & valeurs vectorielles. (Pour les
distributions, ¢f. Scnwarrz [1], (2] et les distributions & valeurs vectorielles,
ScuwarTz [/t], Grornenpitck [1]).

b. Avec les opérateurs de Delsarte, 'étude des problémes mixtes relatifs a
I'opérateur (*) est ramenée i I'étude des problémes mixtes (généraux ou fins)
relatifs & Popérateur
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Or ces derniers problémes mixtes sont résolus dans LioNs [1]. On en déduit
la solution des problémes mixtes proposés, et en outre un procédé de calcul
des solutions (dans la mesure ou I'on arrive & expliciter les opérateurs de
Delsarte (cf. n° 13 et 14); on a de toutes facons des approximations faciles
de ces opérateurs).

Les résultats des n°* 9 et 10 semblent nouveaux. Une méthode compléte-
ment différente, pour des problémes aux limites moins généraux, mais pour
des opérateurs différentiels plus généraux, est donnée dans LapyzeEnskava (2],
Visik [1] (c¢f. aussi Kato [1], Yosma [1]). Dans les cas hyperboliques, voir
aussi Lapyzenskaya [1]. Pour le probléme de Cauchy, dans le cas hyperbo-
lique, on obtient ici un cas trés particulier de Leray [1]. Toujours pour le
probléme de Cauchy, dans le cas hyperbolique, une méthode équivalente
aux opérateurs de Delsarte est donnée dans OrevskiY 1]

CHariTre I1.

On considére dans ce chapitre les opérateurs

0?2 2k+1 0
o T T ot

(n) -\J:+

ou & est un nombre complexe quelconque. Pour éviter toute difficulté a
I'origine, les problémes mixtes sont posés uniquement dans des espaces de
fonctions. La méthode de résolution est, en principe, la méme que celle du
chapitre I pour les opérateurs (*). Mais une difficulté supplémentaire réside
ici dans les opérateurs de Delsarte. En effet, ces opérateurs sont connus (cf.
DeLsaRrTE [2]) si et seulement si le nombre £ se trouve dans des bandes
complexes convenables. L’essentiel du chapitre Il consiste a4 prolonger ces
opérateurs pour foutes les valeurs de k (sauf peut-étre quelques valeurs
singuliéres, qui font 'objet d’une étude directe). La méthode utilisée, qui
repose sur des formules simples d’'intégration par parties, donne un prolon-
gement analytique des opérateurs usuels (situation analogue 2 M. Rigsz [1]);
ces opérateurs prolongés sont définis par des noyaux distributions, qui sont
des parties finies (mais cette interprétation n’est pas indispensable).

Pour certains problémes, les relations de Darboux-Weinstein (n° 8) sont
suffisantes.

Le probléme de Cauchy, relativement au cas hyperbolique, est étudié dans
Bureau [1], WEINsTEIN [1], Diaz [1], Bron [1], Diaz et Luprorp [1], Duaz
et WEINBERGER [1]. Le cas général des problémes mixtes relatifs & I'opéra-
teur (™) (n°® 9) ne semblait pas avoir été étudié jusqu’ici.

Les opérateurs du chapitre II permettent de généraliser les résultats de
DeLsarRTE [2] & des k& quelconques (k= p dans les notations de Delsarte);
mais ceci n’est pas détaillé ici.
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Pour d’autres applications des opérateurs de Delsarte, cf. Lioxs | 3].
Je remercie vivement M. J. DELSARTE pour les trés nombreuses et fruc-
tucuses conversations qu’il a bien voulu entretenir avec moi sur ces sujets.

CHAPITRE 1.

OPERATEURS DE DELSARTE ET PROBLEMES MIXTES REGULIERS.

1. Position du probléme. — On donne sur la droite B (ou sur un
intervalle de R2) une fonction ¢ continue (et, souvent, assujettie a des condi-
tions de régularité supplémentaires) a valeurs complexes. On considére
sur f? Popérateur L, défini pour une fonction f deux fois contintiment diffé-
rentiable, par

d? .
(L.1) Lf:d‘z’f-_q'/
On posera
d

de sorte que L =1?—gq.

Soit @ un nombre réel quelconque. Soit m un entier positif, également
quelconque. On désigne par &7 (x> «) I'espace des fonctions m fois conti-
niiment différentiables sur la demi-droite 2 > «, & valeurs complexes, I'espace
étant muni de la topologie de la convergence :uniforme sur tout compact de
> « des fonctions et de chacune de leurs dérivées d’ordre = m. On posera

E* (x> a)=6(x>a).

On aura également besoin de l'espace & () des fonctions m fois conli-
niment différentiables sur 2, muni de la topologie analogue a celle de
M a).

Si I'on désigne provisoirement par /7 un sous-espace de &" (&) on va
chercher des isomorphismes 1" de 1< dans J¢, tels que

(1.3) DX =aL, soit D*— Y L.I-'.

Soit f€&*(x > «). On cherche .I'f sous la forme
(1.4) X @) =f(@)+ [ X )10 dr,

la fonction _V(.x, y) étant définic dans x>s @, « =<y Za, élant une fois
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continiiment diflérentiable dans cette région, les dérivées partielles
’ I

¢ ex
(—)_I_" /I = /l sy 0]2 _ /I))‘}'y
étant continues.
On a toujours
(1.5) A f(u) =f(a).
Puis )
DX f)(o)=[" ()= (v, z) f(x)+ f Ao (e, ) () dy </l’.1.: d%/l>
donc
(1.6) (AN (a)=f («) + X (a, a) f(a).

On a ensuite

DX f () = [ (2) + o (A (2, 2) f(2))
+ Ay ) f(2) + [ Mol 3) [0y

Par ailleurs, on voit, par intégrations par parties, que

YL f(z)=["(2)—q(@)f(r)
A (2, ) f1(%) — X (@, @) f' (@) — Xy(x, 2) f ()

+ A2y ) fl) + [ (Ko q() ) [0 dy-
1l en résulte que sur &*(x > @), (1.3) équivaut i
2 (%/I’(x, .z‘))f(;l;) +g(x)f(x) + X (2, a)f' («) — X, (2, a) f(a)

+ f (K ae— gy (3) X) f(7) dy =o.
Posons ’

(1.7) 2 L (@, 2)+ g(2) =g (2),
(1.8) Xaw(2, 3) — Xy (2, ) +q(y) A (2, y) = F(x, y).

On voit donc que la condition nécessaire et suffisante pour que (1.3) ait
lieu, est que

(1.9) 91 (2) f() + X (2, @) ['(a) — Xy(, a) f(a)
+ [ V@) 00 dr=o,

pour tout f dans 82(x X «).
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11 est utile pour la suite d'introduire les notations suivantes :

Espace E?, : c’est le sous-espace vectoriel (fermé) de &2(x > a) formé des
fonctions f telles que f(a) = o;

Espace F} : c'est le sous-espace vectoriel (fermé) de &*(x > a) formé des
fonctions f telles que f'(a) =o;

Espace C% : Co=EXnF? c'est-a-dire f(a) = f'(a) =o.

Ceci posé, on a la

ProrosiTioN 1.1. — La condition nécessaire et suffisante pour que Uup-
plication f— X f applique E? dans lui-méme, avec

(1.10) D*Xf=XLf pourtout feE?,

est que X (z, y) soit solution dans x> a, a Zy L x de

(1.11) KXow— Xiy+q(y) A =o,
avec les conditions aux limites

(1.12) A(x, 2)=— é/.xq(s)ds,
(1.13) X (x, a):"o.

DrMONSTRATION. — On doit avoir en particulier (1.10) pour tout fe€ C;
alors (1.9) se réduit a

g (x) f(x) +f. Y(z,y)f(y)dy =o pour tout feC;.

Mais si feé® (x> a), avec f(a)=o, il existe une suite f,, f,&€ C?%, avec
fo—> f dans &°(2 > @) (on peut méme prendre f, indéfiniment différentiable,
nulle dans un voisinage de a; il suffit de translater f dans le sens positif
d’une longueur tendant ensuite vers zéro, et de régulariser la translatée).

On a donc

91 (x) fa(x) +fo(w,y)fn(y)dy=o pour tout n,

ce qui donne a la limite
x
g (x) f(x) +f Y(z,y)f(y)dy =0 pourtout f€& (x> a)

[la condition f(a)=—o étant automatiquement remplie pour une solution
de cette équation]. Or, cette équation en f est une équation de Volterra
de deuxiéme espéce, homogéne (cf. VoLTERRA-PERES [1]) de seule solution
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la fonction o, sauf si g;=o0 et ¥ (z, y)=o0. On a donc déja (l.11). La
condition (1.9) se réduit maintenant 4

X(x, a)f (a)=o,

d'ou (1.13). On a donc X' («, ) =0, de sorte que ¢,(x) =0 équivaut a
(1.12), d’ou la proposition.

Mais il est bien connu (¢f. par exemple Picarp [1]) que le probléme
(1.11), (1.12), (1.13) admet, lorsque ¢ est une fois continiment différen-
tiable, une solution unique. On pose la

Deriximion 1.1, — On désigne par- A(x, y) la solution du probléme
(L.x1), (1.12), (1.13), la fonction ¢ étant une fois continiment diffé-
rentiable. On désigne par A Uopérateur X correspondant.

On montre comme & la proposition 1.1 la

ProrosiTion 1.2. — L condition nécessaire et suffisante pour que Uappli-
cation f—> X f applique F?% dans lui-méme et vérifie (1.10) pour tout
feF;, est que X (x, y) soit solution dans r>a, « Zy Zx, de (1.11),
avec les conditions nux limites (1.12) et

(1.14) (%./I'(J:, @)= o.

Derivimion 1.2. — On désigne par B(x, y) lusolution du probléme (1.11),
(L.12), (1.14), la fonction ¢ étant dans &'(R). On désigne par B l'opéra-
teur .Y correspondant.

ResarQue 1.1. — On vérifie facilement que A applique (contindment) 7%
dans lui-méme, mais on n’a pas * A f —= AL f pour tout f€ F,. De méme B
applique continiment £ dans lui-méme, mais ne vérifie * B f— BL f pour
tout fe L.

Si les opérateurs 1" sont des isomorphismes, d'inverse &, les opérateurs &
verifient
(1.15) xD=LZ.

On peut chercher a priori (c’est-a-dire sans les considérer pour I'instant
comme des inverses de _1") les opérateurs & sous la forme

(1.16) wf<x>:1'<x>+fw<x, Y1) dy,

la fonction & (, y’) ayant des propriétés analogues a celles de X (z, y). La
condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait (1.15) sur I'espace
& (x> a) est ici

(1.17) 4:(2) f(2) + E(, @) f'(@) = Zy(@, @) (@)
[ V@ ) S dy=o
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pour tout f€ &*(z > a), ot
d
(1.18) q.z(x):;)%g‘t(x, z) — q(x),
(1.19) Y(z, ¥) =Zan(®, y) — Tyy (2, ¥) — q(x) T(z, y).
On en déduit, comme précédemment :

Prorosition 1.3. — La condition nécessaire et suffisante pour que
lLapplication f— & f applique E;, (resp. F3) dans lui-méme et vérifie (1.15)
sur B2 (resp. F}), est que &(x, y) soit solution dans ¥ > a, a Ly Zx,
de

(1.20) Lpe— Lyy— q(2) T = o0,
avec les conditions aux limites

(1.21) f&(x,w):%fxq(s)ds
g a

(1.22) &(x,a)=o
Ar(:s[;.

(1.23) %f@?(w, a):o]-

Or, si ge&'(R), ces deux problémes aux limites admettent une solution
unique; on pose la

Dernimion 1.3. — On désigne par A (x, y) [resp. B(x, y)] la solution du
probléme (1.20), (1.21), (1.22) [resp. (1.23)], la fonction ¢ étant dans
&'(R). Les fonctions A(x, ») et B3 (a, y) sont deux fois contintment diffé-
rentiables dans x> «, « £y Z x. On désigne par @ (resp. &) lopérateur
& correspondant.

Revaroue 1.2, — Les fonctions A (x, y), B(x, y), ... dépendent de a
(et évidemment de ¢), donc aussi les opérateurs 4, B, ....

2. Etudes des fonctions A (z, y), B(x, ), (x, »), &(x, ). — Pour
simplifier le langage, désignons par O, I'ouvert

xr>u, oo y<<x

et par &7 (5;) Pespace de fonctions m fois contintiment diftérentiables dans
O,, muni de la topologie habituelle.

Les notations sont celles du n® 1. Le résultat suivant est classique (¢f. par
exemple, Picaro [1]) :



OPERATEURS DE DELSARTE. 17

Propositiox 2.1. — Si la fonction g€ &™(R), la fonction A solution du
probléme (1.11), (1.12), (1.13), est dans &m+(0,). L'application q-—~ A
est ‘continue de 8™ (R) dans &m+! (0—,,)

RemarQue 2.1. — Si m = o, A vérifie (1.11) dans O, au sens distributions.
On a des résultats analogues a ceux de la proposition 2.1 pour les fonc-
tions B(x,y), Q(z, y), B(z, y).

Ezpression des fonctions A(x, y)..., alaide des fonctions de Riemann. —
Soit M = (z,, ¥,) un point quelconque du plan. Soit K, (z, y; x4, y) la

Fig. 1.

fonction définie dans le plan, 4 support dans la région hachurée de la
figure 1, solution dans la région ouverte de

02 02 ,
(2,1) EEK"_—;}’-";Kl—'—q.()')Kl:O'
ou

* (2a'—' ’) ("étl [
(2.22) 7 (y)z{ g2e—y) =)

q(y) (y>a),

avec les conditions aux limites
(2.3) Koy = K Loim, = 35

K, est une fonction de Riemann. Cette fonction dépend de «, puisque ¢*
dépend de a.

Soit K, (x, y; xu, ¥,) la fonction définie dans le plan, a support dans la
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région hachurée de la figure 1, solution dans la région ouverte de

0? d’
(2.4) Py O F —q(z)K,=o,
avec les conditions aux limites
(2‘5) 1{‘.’ Ian: K2 Illlm,: "I'

Ceci posé, les fonctions 4 (x, »), ... s’expriment & V'aide des fonctions de
Riemann par les formules que voici. On pose

(2.6) Q(»’v):f q(s)ds;
alors “
! ZoH ) ! —
(2.7) A(x y0) =— §Q<"‘L}_>+;Q<a+x°2‘ )
+£ ’ Q(x) <%1\—| —l()-—?-rl\])(.];’ 2a —x)dr
= 0. 0. ‘
—I—‘/(: Q($)(d_yhl+d—.rAl>(x’ x)dx;
(28) B(x07)0)___0<10+)0> §Q<a—|—'v°;3'n>

Ao — ¥
a+ a‘.o

-—f -, Q(x)(-(%l(, — a%]x’,)(x, 20— z)dr

) Ly+) — o
29)  alany=10( )= 1o (a2

2
”+1’ni—1»

__fa ) Q(x)(%](g—;- )(.L‘ 2a—x)dx
To+Yo d ()

_fa ()(x)(()—ylx2+ (Tr|]\2>(x, x) dx;

2o+ 0 — V
(2.10) (a(xo,_yo):é(\)<“2“>+ Q<u+ 2)0)

To—No

+f : Q(@)(%]{g— d%l\})(x,zu—;r)dx

Xy Vo

_f : ()(a,-)<(;;1\ +dd ) (z, x) dr.
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3. Opérateurs de Delsarte. — Pour toute fonction g€ &™(R), on a
défini au numéro précédent les fonctions A (x, ), ..., auxquelles sont asso-
ciés les opérateurs A4, ....

De facon générale, si £ et F sont deux espaces vectoriels topologiques
localement convexes, on désigne par £ (E; F) I'espace des applications liné-
aires continues de £ dans F. On a :

si g€ &"(R), les opérateurs 4, B, ... sont dans Vespace

’,’-’(@,nt+l(wéa); é’;"l‘H((L‘éa));

si g€ 8'(R), ils sont également dans les espaces £ (F2; E2) et £(F%; F?).
Des n* 1 et 2 résulte le

TuroriMe 3. — 1. On suppose que g€ &' (R). Il existe A (resp. Q) élément
de £(8° (x> a); 8 (x> a)), avec

(3.1) A, Aes (k2 E2),
(3.2) D*Af=ALf
(resp.

(3.3) aDf=Lay)

pour tout fekl, L =D*— ¢. Si l'on cherche A (resp. &) sous la forme
(1.4) [resp. (1.16) ), la solution est unique.

Dermimion 3.1. — Le couple d’opérateurs (A, &) est appelé le premier
couple d’opérateurs de Delsarte (attachés a L — D*— q et pour la valeur a).
On a, de méme, le

TutoreME 3.2. — On suppose que qe&'(R). Il existe B (resp. @)
élément de £(&° (x> a); 8 (x> a)), avec

(3.4) B, 3er(F;; F;),
(3.5) D*Bf—=BLf
(resp.

(3.6) BDf = Laf)

pour tout fe Fi. Si l'on cherche B (resp. () sous la forme (1.4) [resp.
(1.16)], la solution est unique.

DerxiTioN 3.2, — Le couple d’opérateurs (B, @3) est appelé le deuxiéme
couple d’opérateurs de Delsarte (attaché & L, et pour a).

On désigne par £,(1; F) I'espace £ (£; F) muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les parties bornées de /. D’aprés le n® 2, on a :

TutoreME 3.3. — L’application q—> A est continue de &'(R) dans
£y (B35 EY).

Résultats analogues pour B, &, @
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k. Prolongement des opérateurs de Delsarte a certains espaces de
distributions. — Soit X'(z, y) une fonction indéfiniment différentiable
dans la région x> a, a<y <, et considérons I'opérateur ¥ toujours
défini pour une fonction f par

Xf(z)=f(z)+ f X (2, y) f(y) dy.

On va prolonger X" & certains espaces de distributions sur R (cf. ScHwarTz
[1], [2] pour la théorie des distributions). On désigne par ®_ (resp. @, )
I'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur R, a valeurs complexes,
a support limité a droite (resp. a gauche), muni de la topologie de Schwartz.
On désigne par @, (resp. M_) I'espace dual de @_ (resp. @, ), espace des
distributions sur R & support limité & gauche (resp. a droite).

On désigne par @), le sous-espace vectoriel (fermé) de @', des distributions
a support dans x> a (espace a ne pas confondre avec l'espace des distri-
butions définies dans I'ouvert z > @). On désigne par @, le sous-espace
de @ formé des fonctions nulles pour 2 << a. On a :

LemMe 4.1. — L’espace @, est dense dans ®,,.

DE&MONSTRATION. — Soit 7€ @),. Soit 7, 7" la translatée de 7" de longueur 4,
h>o0; 7, T est nulle pour z < a + k. Soit p; une fonction de @ (R) (espace
des fonctions indéfiniment différentiables & support compact), & support dans

]w[é-];p pr(z) >0, fp,,(a:)dx:n.

Alors la régularisée 7, T%pn est dans’ @,, et lorsque 2 —o0, 2 Thps—> T
dans @/, d’ou le lemme.

On fait maintenant I'abus de langage suivant : on désigne encore par X f
la fonction définie sur R, égale & X f pour x> a, et nulle pour z < .
Avec cet abus de langage C par exemple, est dense dans @/,. Ceci posé, si y
est dans C2, X'f vérifie

(Xf)(a)=o0, (Xf)(a)=0o
et, par conséquent, D* X f, dérivée au sens distribution sur R, coincide avec
la dérivée seconde usuelle de X f, —o si z<a, = (Xf) si 2> a.
De méme, si f€ C%, Lf, pris au sens distribution sur R ( f prolongée par o

pour & < a) coincide avec L f pris au sens usuel.
Notons maintenant le

Lenme 5.2. — La condition nécessaire et suffisante pour que D* X f—= XL f
pour tout f€ C, est que X (z, y) vérifie

d
Koo Xyt q() X =0, avec — X(z,2)=—q()]

sans autres conditions aux limites.
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On peut donc prendre en particulier X (x, y) = A(x, y) ou B(=z, y).
Ensuite :

Lemme 4.3. — Si X (z, y) -est indéfiniment différentiable, !’appli-
cation f— X f de C. dans lui-méme, se prolonge par continuité en une
application linéaire continue, encore notée f— Xf, de @, dans lui-méme.

DenonsTrATION. — 1l suffit de montrer que I'application f—> X f est continue
de C? muni de la topologie induite par @, (ou, ce qui revient au méme, @)
dans @, (ou ®). Soit donc g€ ®_. On a

(XS, o>=LF, cp>+f°<p<w>dxf X(z, ) f(y)dy.

Comme g€ ®_, ¢ est nulle pour 2 > . Donc

./‘:;?(x)dxlzzf'(x, }’)f(.)’)d}'Zju‘af(y)dy[aX(x,)»)<P(x)dx

de sorte que

XS, 92=LF 9>+

ou
3
Y(y) = [X(x,y)cp(.z)dx si aLyZa,
o si’ Y>> a,

4 étant prolongée de facon indéfiniment différentiable quelconque pour y < a.
Comme la fonction _I'(x, y) est indéfiniment différentiable, et que ¢ est
nulle ainsi que toutes ses dérivées pour £ — a, la fonction { est dans @_; si
% est dans un borné de @_, on peut choisir ¢ de sorte que ¢ demeure dans
un borné de @_, d’ou le lemme.
Comme on a vu au n°2 que si g€ &(R), les fonctions A («, y), ..., sont
indéfiniment différentiables, on a le

TueoreME 4.1. — On suppose que g€ &(R). Soit a fixé quelconque.
Les opérateurs A, B, &, &3 (relatifs & ¢ et a) se prolongent par continuité
en des opérateurs linéaires continus, encore notés A, B, &, B3, de @', dans
lui-méme. Pour tout Te®,, on a

(5.1) D*AT = ALT,
(5.2) D*BT=BLT,
(%.3) aD:T=LarT,
(5.4) BD*T=L®BT.

Notons également le résultat suivant, de démonstration immédiate :
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THEOREME b.2. — ST g€ &(R), les opérateurs A, B, &, @ sont des éléments
de Uespace 2 (@,; @,). '

ReMARQUE &.1. — Soit fe L2; si 'on désigne encore par f la fonction
prolongée de f par o pour . <<«, [ est dans @, donc donne lieu a (k. 1),
par exemple. Or, on a

Lf={Lf}+ f(a)d(a),

ou Lf est pris au sens distributions sur R, { Lf} est pris au sens usuel.
0, (a) = masse de Dirac au point «. De méme,
DAf={D*Af} + (Af) (@) 0.(a)
et
ALf=A{Lf} -+ f(a) A3 (a).

de sorte que 'on doit avoir

A(0x(a)) =0a(at).
Or

A(0x(t)) = 0 () —i—f A(x, y) 0v(a) dy = 05 (a) + A (x, 1) =5, (n),

puisque A (x, «) = o [condition (2.3)].
A titre de vérification, utilisons maintenant (¥.2) avec 7= fe £%. On doit
avoir
BILf{+ () B3u() = { D*Bf} + [ () 3:(a).
Or
B(0x(a))=20.(a))+ B(x, a),

de sorte que, en revenant aux notations du n° 1, on doit avoir
BLf(x)+ f'(n) B(x, u) = D*Bf(x),

ce qu'il est facile de vérifier, i partir des calculs du ne 1. Vérification ana-
logue pour fe F7.
Notons maintenant le résultat de stabilité suivant :

TukoriMe 4&.3. — On suppose que q,— q dans &(R). Alors les opé-
rateurs A,, Bp, &, &, tendent respectivement vers A, B, &, @& dans
12,(0; @)

DemonsTRATION. — Soit 7" demeurant dans un ensemble borné de @, et o
donné dans @_, comme dans la démonstration du lemme %.3. On a

CAn=A) T, 9> =LT, hu— D,
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ou & est défini comme au lemme %.3 et &, est défini par

%
nly) = [ A, (x, y)o(x)de sl aLyZa,

0 si y>a,

b, étant prolongée de facon indéfiniment différentiable quelconque pour ) Z«.
Comme on vérifie facilement que ¢, — ¢ — o0 dans @_, on a le résultat :

{{(Ay—A)T, 9 >—o0 uniformément en 7.

5. Propriété fondamentale des opérateurs de Delsarte. — De facon
générale, si ¥ est continue dans x> «, ¢ £y Zz, 'équation de Volterra
de deuxiéme espéce

(3.1) /Yf(x):f(x)+f Xz, y) f(y) dy
=g(x) [f,ge&(@>a)

admet une solution unique, donnée par une formule de la forme.
(5.) f@)=g (@) + [ (2,080 dy

(¢f. VorLterra-PERES [1]); & définit un isomorphisme de 8°(x > «) sur lui-
méme.

Considérons alors "= A; c’est un élément de 2 (E2; E2); si g€ k2,
Af=g admet une solution unique dans F°(x> a); cette solution est
dans £%, donc A4 est un isomorphisme de £, sur lui-méme, et I'opérateur
inverse 1—' est donné par une formule du type (5.2). Par ailleurs, de la
relation

DA f—=ALf pourtout fe L7,
on déduit
A-'D*g=LA-'g pour tout g€ L.
Il résulte alors de {’wnicité dans le théoréme 3.1, que
A= @,

Méme chose pour B! :
B1=a,

d’ott le résultat fondamental :
TuroreMe 5.1. — On suppose que q€&'(R). Les opérateurs A et A

(resp. B et @) sont des isomorphismes de & (x> «) sur lui-méme, de .
(resp. FY) sur lui-méme; ces isomorphismes sont inverses 'un de l'autre.
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Supposons maintenant que g€ &(R). Alors 4, @, ... se prolongent par
continuité & @, ; les relations

Aaf=yf, AAf=f pour tout feEL,

sont vraies, par prolongement, pour tout f€®,, d’'ou

THEOREME 5.2, — ST g€ &(R), A et A (resp. B et B) sont des isomor-
phismes de @, sur lui-méme, inverses l'un de I’autre.

6. Autre définition des opérateurs 4, @A, B, B. — Considérons le
probléme suivant :

ProsLiME 6.1. — Trouver @ (x, y), solution dans £ X a, y > a, de
(61) (I)Az':r—d)yy_q(x)d)(xv y):o,

avec les conditions aux limites

(6.2) d,(x’ a):0$
(6.3) D). (x, a)=f(x),
f étant donné dans E,

(6.4 ®(a,y)=o.

Ce probléme est un probléme mixte. Il se raméne aussitét 2 un probléme
de Cauchv en introduisant

= ®(2a—w=, ) si xZa,
(6.5) u(@ y)= O(z, y) si rXa.

Le résultat suivant est classique (cf. Picard [1]) :

ProrosiTioN 6.1. — Si g€ &°(R), f€ & (x> a), avec f(a)=o0, le pro-
bléme 6.1 admet une solution unique, fonction une fois continiment
différentiable dans x> a, y > a, vérifiant (6.1) au sens distribution.

Posons alors
0
(6.6) A f() =5, ®(a, y).
On définit ainsi un élément A4, f de &°(x > a), avec
(6.7) A, f(a)=o,

et 'application f— A, f est continue de &°(z X @) dans lui-méme.
En complément & la proposition 6.1, on a :
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1° Si ge&'(R), fe EZ, la solution du probléme 6.1 est deux fois conti-
niment différentiable dans > @, » > @. Dans la région y <z (ou y > z),
® est trois fois contindiment différentiable;

2° Si g€ 8*(R), avec ¢'(a) = o et si f€E*(x X a), avec f(a) =" (a) =o,
alors u(z, y) est quatre fois continiment différentiable dans y > a.

Montrons maintenant le résultat suivant :

ProrosiTiON 6.2. — On suppose que q€ & (R) ét que f€& (x> u),
avec f(a) = f"(a) =o. Alors
(6.8) D*A, f=A,Lf, L=D*—gq.

DemossTrATION. — Soit @ la solution du probléme 6.1. Posons
Wz, y)=L,®(z, y);

® est quatre fois contindment différentiable en dehors de la premiére bissec-
trice, donc ¥ 1'est deux fois. La fonction g—=Lf est dans E. Alors le
probléme 6.1, ou l'on remplace f par g, admet une solution unique.
Montrons que cette solution est W. En effet,

LW — D:W=Ly(L,®—D:d)=o,

puis
Y(z,a)=L,P(x, a) =Lzo=o,

%‘F(w, ¥Y)=L.D,®(x, y),
donc

Wy (z, a) = Laf(x) =g(x).

Ensuite,
¥(z,y)=L.®(z, y) =D} ¥(x, y),

donc

¥ (a,y)=D;®(a,y)=D*0=o,
d’ou le résultat. Par conséquent,

We(a,y)=ALf(y).
Or
Yoz, y)=D.D;®(z, y)= D} ®x(x, y),
donc
Ya(a, y)=Di®(a,y)=D*4,f(y),
d’ou le résultat.

Ezpression de ®(x, y) a l'aide des fonctions de Riemann. — Désignons
par K;(z, y; 2o, ¥,) la fonction définie dans le plan, a support dans la partie



26 J. L. LIONS.

hachurée de la figure 2, vérifiant dans la région ouverte

L
(69) Z);;[\"—Wlﬁ;—q(d))lﬁszo
Ay
M (a7, )

X=X+ Y-Y =0

[on rappelle que ¢*(x) =¢q(2a¢—x) si £ ZLa, q(x) si x> a]l, avec les
conditions aux limites

. : 1
(6.[0) 1‘-;! Mnl,:»K-"l Mmy=—— E'
1l résulte des définitions que 1’on a
(G.Il) K:l(xy VALY ‘)’0) == K:;(Z“ — X, Y; 2a — X, .)'0)'
La fonction u étant définie par (6.5), on a
Xy +Vo—a
(6.12) w(xy, yo) =— S () Kz, a; x, y,) de,
Ya—y,+a,
ou fHx)=—f(2a—x)sixLa, f[(x)si > u. On en déduit

Yo
(6.13) A, f(yo)= d%c wu(a, yo) =f(yo) — 2 f(x) di:co Kyx,a;a,y)dx.

On voit donc que A, est de la forme (1.4), et vérifie (6.8) (sous les hypo-
théses de la proposition 6.2). Or, dans le théoréme 3.1, on a encore I'uni-
cité de 4 (et @) en remplacant dans (3.2) [et (3.3)] I'’hypothése « fel; »
par 'hypothése plus restrictive : « feé&*(xxa), f(a)=f(a)=o0 ».
On en déduit que A,= A, ce qui donne une nouvelle définition de A (qui
n'est autre que la définition initiale de M. Drisartr; c¢f. toutefois la
remarque 6.1).
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Comme conséquences :
1° On a la formule

(6.1%) A(yo, x):-‘—2£](3(x, a; iy, Yo);

2¢ La formule (6.8) est vraie sous les seules hypothéses que g€ &!(R)
et fe £2. On peut démontrer ceci directement & partir de la définition de A4,,
par passage 4 la limite. Mais c’est moins immédiat que dans le n° 1; c’est
pourquoi nous avons pris comme point de départ la définition a priori A,
quoique moins naturelle.

On a, bien entendu, des résultats analogues pour les opérateurs &, B, 3.
Explicitons les résultats.
Considérons d’abord le

ProBLEME 6.2. — Trouver ®(x, y), solution dans x> @, y > a, de

(6.1) Q,— Py, — qg(x2)P(2, y)=0o0,
avec les conditions aux limites
(6.13) ®(a, y)=o,
(6.16) C(a,y)=8()
& étant donné dans E7,
(6.17) ®(x,a)=o

On pose

/)

(6.18) a,g(x):o——yd)(x, a)

et 'on aura un résultat analogue i celui de la proposition 6.2. On en déduira
que &= @, ce qui donne une nouvelle définition de .. Tout ceci résulte
plus simplement encore de la

Prorositiox 6.3. — Si g€ 8'(R), pour tout feE} on u
GAf=A&, f=F.
DimonsTrATION. — Soit f€ E?2, @ la solution du probléme 6.1 et
sO)=Af)= %Q(u» ¥)
Donc @ vérifie (6.1), (6.15), (6.16) et (6.17), donc

/]
%(I)(x, a) =, g(x),
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ce qui vaut f(z) par définition de @, donc A, Af=f. Méme chose
pour A@, f, d’ou la proposition.
Si I'on introduit la fonction
. o _{—®(x,2a—y) si yZLa,
(6.19) '(*”1))—1‘ ®(z, y) si yxa,

alors

Yo+ Xo—a
o(@, y) = f & () Ka(a, ¥; Tor yo) dy,
Yo —To+u

ou ¢

g..(]):{—-g(w—y) siy Za,

g(y)siy La.

Mais K, (x, y; o, yo) = Hy (2, o3 y — ¥o), Hy(2, 20; y) étant une fonc-
tion paire de y, donc

(6.20) %Kz(a,y;.z‘o, a):-—diyK,(a, 2@ — y; 2y, ).

On en déduit

7 o Jd
(6.21) gl = gutn ) =g+ [ £0) g Kala yizo @ dy,
d’ou
d

(6.22) a(z‘,,y):Qd—ﬂK,(a, ¥ Zo, ).

Pour I'opérateur B on considére le

ProBLEME 6.3. — Trouver @ solution dans X a, y > « de

(6.1) O — Oyy— q(2) ®(2, y) =0,
avec
(6.23) O(z, a)=f(z) (f€Fy),
(6.24) ®,(z, a)=o,
(6.25) P, (a, y)=o.

On pose
(6.26) @(a, y)=Bf(y)

Comme pour le probléme 6.1, on voit ceci : si g€ &2(R), avec ¢'(a) =o,
et si g€8(x X a), avec g'(a) =g"(a) = o, alors

DzB1g= Bng.

On en déduit que B,— B et ’on obtient la formule

. Jd
(6.27) B(J'hz):z@Kﬂ(wv a; a, yo)-
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Pour l'opérateur 3 on considére le

ProBLEME 6.4. — Trouver @ solution dans > a, ¥y > «, de (6.1), avec
les conditions aux limites

(6.28) O(a,y)=g(r)

& étant donnée dans F2, avec

(6.29) ¥.(a, y)=o,

(6.30) P, (z, a)=o.
On pose

(6.31) B, g(x) =¥ (x, a).

On montre comme précédemment que 3, — @3, d’out 'on déduit la formule

/]
(6.32) (B(xa,y):—zd—sz(u, ¥ &y, ).
ReMarQuE 6.1. — L’opérateur B défini précédemment coincide avec I'opé-

rateur B défini dans DELSARTE [1]. Par contre, 'opérateur A ne coincide pas
avec l'opérateur A de M. DeLsarTE; M. DELSARTE considére le

ProeLinE 6.5. — Trouver @ (z, y), solution dans x> «, y > «, de (6.1),
avec les conditions aux limites

P(z, a)=f(x) (f donné dans E2),
@, (z, a)=o, ®(a, y)=o.

Ce probléme admet encore une solution unique. On pose
20

Avec des hypothéses de régularité convenable, on a encore

D*Af—AL{.
On n'apas- = ' 7 ~~ anérateur (mais une de ses variantes) parce qu’il
n’applique pa ins lui-méme. Mais Vopérateur précédent peut
trés bien étre nent 4 'espace @,.

7. Généralisation des opérateurs de Delsarte i des fonctions et
des distributions a valeurs vectorielles. — Pour les applications que
nous avons en vue, il suffit de définir les opérateurs A, ..., pour des
fonctions et des distributions a valeurs dans un espace de Hilbert. Soit donc
¥ un espace de Hilbert; si h, et h, sont deux éléments de J¢, on désigne



30 J. L. LIONS.

par (A, hy)y (ou, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, par (%, £,)) le produit
scalaire de %, et A,; la norme correspondante est notée || A ||;c ou || 2 |]. On
désigne par 8™ (x> a; 3¢), 'espace des fonctions m fois contintiment diffé-
rentiables dans « > @, & valeurs dans ¢, muni de la topologie analogue au
cas scalaire. On désigne par £ (4¢) [resp. F2(4¢)] le sous-espace vectoriel
(fermé) de &*(x>a; d€) formé des fonctions f telles que f(a)=o
[resp. f'(a) =o].

Si X (x, y) est une fonction une fois continiment différentiable dans 2> «,
a4 Ly < x (comme au n°® 1), X, et .I',., étant continus, si f€ &' (2 a; %),
on pose

(1.1) Xﬂm:#u»ﬁ[}navawm

comme au n° 1, mais cette fois I'intégrale étant prise dans JC (pour I'inté-
gration des fonctions & valeurs vectorielles, ¢f. Boursaki [1]). On définit
ainsi une application linéaire continue : f—> X f de & (2 a; 8¢) dans lui-
méme ; méme chose en remplacant &°(x > a; 3¢) par 82 (2> «; a¢). Si I'on
prend X (z, y) =A(z, ) ou &(x, ») [pour g€ &' (R)], on a

(7.2) A, e £ (Ex(8); E2(a0)).
Notons le
LemyMe 7.1, — L’espace E2Q 3¢ (resp. F2Q 3) est dense duns E2(3¢)
[resp. dans F2%(3)].
DEMONSTRATION :
1° Désignons par G I'espace des f€ &}, telles que
J@)=f(a)=J"(a)=0

et par G2(4¢) Vespace des fe &2(4€) vérifiant la méme condition. L’espace
G2 R ¥ est dense dans GZ%(3¢). En effet, soit fe G2(30), et soil 7, f défini
parn. f(z)=osiaLz.La+h(A>0), f(x —A)six>a—+ A Ona

7. f€ GL(5€) et of>f

dans G2(3C) lorsque A — o.

11 suffit donc de montrer qu’étant donné f dans G2(¥¢), nulle au voisinage
de a, on peut l'approcher par des éléments de G:® #. Or il existe
2/ €6LR 3¢, avec gj— f dans 8J(4€) et g;=— o au voisinage de a. Sipe€ @ (R),
de support dans un voisinage assez petit de 'origine, g% p est, en parti-
culier, dans G2® 3¢ et gi%p—fxkp dans &2(4¢) [ou G;(4€)]. On fait
ensuite tendre p vers 0 dans &2 faible; f¥p — f dans &, (8¢), d’ou le résultat.

2° Soit maintenant '€ E7, (4¢). Considérons f définie par

(x

f=F—F, Fi(z)=(z—a)® F(a)+ =22 “) ® F'(a);
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S est dans G;(3€); F, est dans £ 3¢, d’ou le lemme, en utilisant le 1°.
Si Fe F2(aC), on considére

f=F—F, F, ac)__1®F(a)+( “) ® F'(a).

Le lemme est démontré.

SiF :Ef,@ h;, somme finie, est dans E2Q 3¢, on a

, N AN
AF =N Afi®h, QF=Y afi®h,
et
(7.3) AAF =AaF=F.
On a également
(7.4) D*AF = ALF.

Par prolongement par continuité ces relations sont vraies pour tout ¥ dans
L7 (#€). On a les résultats analogues pour les opérateurs B et @, d’ou le

Tukoreme 7.1. — On suppose que 3¢ est un espace de Hilbert;
soit q€&'(R), a fixé réel quelconque. Les opérateurs A, @ (resp. B, &)
sont des isomorphismes de E.(3¢) [resp. F2(&)| sur lui-méme, inverses
Uune de Uautre. On «

) D*A=AL, D*B = BL.

-

(7.

Les couples d’opérateurs A4, & (resp. B, (3) sont encore appelés premier
tresp. second) couple d’opérateurs de Delsarte.

On va maintenant définir 4, ... pour des distributions & valeurs vecto-
rielles. Par définition, on appelle espace des distributions en z, a valeurs
dans a¢, Pespace

@ (z, 2) = £(®(Rz); ).

L’espace des distributions en « & support limité a gauche est

(7.6) D, (2, 98) = £(0_; &K).

SiTed (x, ), vem, alors T'(¢) est dans 4C; la dérivée de 7 est définie,
comme dans le cas scalaire par

= T@=—1(2)

dx dx

(c¢f. pour ces notions ScuwarTz [3], [&]). Si maintenant £ et F sont deux
espaces vectoriels topologiques, on désigne par @ F le produit tensoriel
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de £ et F muni de la topologie de limite projective de Grothendieck

(cf. Groruenpieck [1], [2]). Le complété de E® F est EQF. On démontre
k19

(cf. loc. cit.) que I'on a

(1.7) @ (z, ) =DR K, @ (x, %8)=0d,Q x.

Si @, (z, 3¢) désigne le sous-espace vectoriel (fermé) de @, (x, 3¢) formé
des distributions & support dans z < a, on a

(1.8) @, (z, %) =, & €.

Utilisons la notion de produit tensoriel d’applications linéaires. Si ¥ est

un isomorphisme de @, sur lui-méme, X & 1 est un isomorphisme de @, QK
sur lui-méme, d’'inverse 1@ 1. Donc si P'on écrit X" au lieu de X' ® 1. on
obtient le

TutoreME 7.2. — On suppose que q€&(R). Les opérateurs A, Q
(resp. B, ®3) sont des isomorphismes de (DL,@ 3 sur lui-méme, inverses
lun de Uautre. On a les relations (7.5) sur @, (x, 5€).

REMARQUE 7.1. — Dans tout ce qui précéde, on s’est contenté de transmuer
P'un dans Pautre les opérateurs D* et L — D? — q. Considérons plus généra-
lement deux opérateurs

(7.9) Li=D*+ ri(x) D+ s;(z) (i=ru, 2),

ou pour simplifier, on suppose que les fonctions ry, s; sont indéfiniment diffé-
rentiables. Le résultat suivant est maintenant immédiat :

TuneorkME 7.3. — On suppose que les fonctions r; et s; sont indéfiniment
différentiables. Il existe un isomorphisme de @, Q3% sur lui-méme.
soit Ay, 1., tel que

(7.!0) AL.L,LZILiAL.L,-

DemonsTraTiON. — 11 suffit évidemment de donner un isomorphisme qui
transmue L, en L] —=D?— ¢q,, g, € E(R). On obtient alors A, ; par compo-
sition convenable d’isomorphismes de transmutation. Or posons

(T.11) R (x) :f r(t) dx.
a
On vérifie que, pour tout S€ @, (x, 8), on a
(7.12) L,(exp—— ;R,(x))S:exp——;—R.(a;)L:S.
ou

(7.13) L‘;:Dz—%,
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avec

(7.14) G=

’

r; r
+ = — s,
2

&

fonction indéfiniment différentiable, d’ou le théoréme.

8. Rappels sur les probldmes mixtes. — Soit encore € un espace de
Hilbert. On donne un opérateur A, non continu, d’ensemble de défi-
nition 7€(A). On suppose que A est autoadjoint (cf. STONE [1], Riesz Nacy (1))
et semi-borné inférieurement, autrement dit

M) A est auloadjoint et il existe un nombre £, tel que (Az, z) +&||z|2>0
{ pour tout & dans ’ensemble de définition de A.

Si z, y€se(A), on pose
(8.1) (2, y)ae )= (2, ¥)ae+ (Ax, Ay )ze.
Comme A est fermé, on a le

Lemme 8.1. — Pour la structure définie par (8.1), 3¢(A) est un espace
de Hilbert.

On va utiliser les espaces @/, (¢, 8C), @ (¢, 3€(A)), ou ¢ € R est la variable
de temps.

On peut plus généralement définir les espaces
@, (t, E)=®,QF

ou FE est un espace vectoriel topologique localement convexe quelconque
(cf. Boursak1 [1] et les Ouvrages cités de GROTHENDIECK et ScHWARTZ). On
peut donc notamment définir les deux espaces @, (¢, £(3€; J€(AN))),
@ (t, 2(2(A); 5€)).

Si u est dans le premier de ces espaces [qui coincide avec &, &) £ (3¢; 5¢(A)))

et si ¢ est dans le second (qui vaut @, Q) £ (5 (A); 3¢)), on peut définir les
produits de composition

(8.2) wkv, élément de @ &) £(5C(A); J(A)),
)

(8.3) vk, élément de @, Q) £(5¢; 5¢)
)

(cf. Scuwarrz [&] et pour des applications Lions [1], chap. II); si w« et ¢ sont
des fonctions, par exemple continues, on a

(8.4) u:ﬁv(t):-_-‘]n‘u(t—r)v(r)dr,
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intégrale a valeurs dans £(3€(A); €(A)), et

(8.5) v*u(t):f‘v('z_f)u(r)dr,
0 Jp :

intégrale a valeurs dans £(3€; 3¢).
Considérons ensuite I'opérateur

1®A+g—;®x

2

. 02 © s . A
(011 écrira souvent 1@ A + ), opérateur linéaire continu de @', &) 3¢(A)

at:
dans @, Q) 2¢. Si Te®'. & 4 (A), ona
(8.6) <1®A+§t:2®1>T:(8®A+6”®1)~6T,

ou 9 est la masse de Dirac a l'origine sur 'axe des ¢,-et ou 0’ est la dérivée
seconde en ¢ de 0. On a montré dans Lioxs [1], chap. II, le

2

TutorkME 8.1. — On suppose que (M) a liew. L'opérateur 1@ A + o

est alors un isomorphisme de (DL@ H(A) sur 6‘)'+® 3¢. L'isomorphisme
inverse est l'opérateur de composition par une distribution G, élémernt de
@& £(3€; %(A)); la distribution G est nulle pour t <<o et admet une
transformée de Laplace en t ().

(Cf. aussi Lioxs [2] et GARNIR [1]).

La distribution g s’appelle la distribution de Green.

La transformation de Laplace fournit un procédé de calcul de ¢
(¢f. GArnIR [2], [3]). On a les relations

(8.7) (B@®A+IQNKkG=0@1, €D.Q~£(d;x),
et

(8.8) 95(6®A+ IR =8®1, €. .QL(H(A);%(A)).

Comme G est nulle pour ¢ <o, si 7 est nulle pour ¢ < «, alors G % T est
)
nulle pour ¢ < @, donc :

2

TueorkME 8.2. — ST (M) a leu, 1Q A + g—ﬁ est un isomorphisme de

@, % (A) sur @,& %, a étant JSizé quelconque.

ProBLEMES MIXTES (au sens de HapaMarp [1]). — On désigne sous la rubrique

(') On a donné dans Lioxs [1] des résultats plus généraux; mais le théoréme 8.1
suffit pour les applications que nous avons en vue.
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« problémes mixtes » les problémes du type suivant (il y a évidemment
d’autres problémes mixtes!). On suppose donné un espace vectoriel topolo-
gique localement convexe X, contenant 3¢(A), tel que 2€(A) soit dense
dans &, que .\ soit prolongeable a & par continuité (on désigne encore par A
le prolongement), de sorte que A soit élément de £(X; %) (on donnera

briévement des exemples pratiques de cette situation). On donne 7'€ @' QK.
Trouver U dans 6. & 3¢, solution de

Ve .
(8.9) <;®A+d_ﬁ>U=T,
avec la condition aux limites

(8.10) U—hed @ %k(A),

ou A est donné dans XK.

Si (M) a lieu, ce probléme admet une solution unique

. 0
8.11) U=gxT+h—g = ) A.
(8.11) gyzlk) + I ‘75<1®A+dt2>h
PROBLEMES MIXTES FINS. — On désigne par 4€(A*), k étant un entier >

donné quelconque, l'espace des z€d€(A) tels que Azxes(A),
A1z e 3 (\) (de sorte que Afx est défini, €3¢).

Une fonction ¢ — 1 (¢) de t > a dans € [ou 3€(A)] dite o fois contintiment
différentiable est en fait continue.

ey

On a montré dans Lions [1] le

THEOREME 8.3. — On suppose que f et f, sont dans 3¢(A).

a. La solution u dans &, 3¢(]\) de
(8.12) %u—l—(l@A)u:&’(a)@f,

ot &' («) est la dérivée de d(a) = masse de Dirac au point a, est continue
de t> a dans 3; u(t) > f dans 8 lorsque t - a;

b. La solution u dans @, & % (A) de

(8.13) £u+(1®A)u:6(a)®f1

est une fonction une fois contindment différentiable de t>.a dans 5¢;
lorsque t > a, u(t) —o et u'(t) - f, dans %.

Plus généralement, on démontre par un procédé analogue le
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TueorkMe 8.4. — On suppose que f et f, sont dans 9¢(A*), k> 2.

a. La solution u dans @, % (A) de (8.12) a les propriétes :

(1) u est (2k — 2) fois continument différentiable de t > a dans 3¢;

(i) u est (2k — 4) fois continument différentiable de t > a dans 5¢(A);

(iii) lorsque t— a, u®—1(t) > o, ul*/(t) > (— 1)’ Arf pour p Zk —1,
la convergence ayant lieu dans % (A) sauf pour u**=? o4 la convergence a
lieu dans 3€.

b. La solution u dans ®,& 3¢(A) de (8.13) a les PTopriétés :

(1) u est (2k — 1) fois continiiment différentiable de t > a dans 3¢;

(i1) w est (2k — 3) fois continiiment différentiable de t > a dans 3 (A);

(i) lorsque t—>a, ul*r=2(t)—>o0, ul?=V(t)—>(—1)P-1AP-'f, dans
3 (A), p =k, sauf pour u?*-1(ty ou la convergence a licu dans 5¢.

On a donc

CoroLLAIrRe 8.1. — Si f et f, sont dans #(A>), la solution de (8.12) et
de (8.13) est une fonction indéfiniment différentiable de t > a dans 3¢(A).

Montrons maintenant le

TneortME 8.5. — On donne une fonction t— g(t) indéfiniment diffeé-
rentiable de R dans 3, nulle pour t Z a; on donne f et f, dans 3¢(\*). La
solution u de

(8.14) Au(t)—i-g—;u(t):g(t) (t>a),

avec u(t) - f, u'(t)— fi dans 3#(A) lorsque t - a, est une fonction indé-
Jfiniment différentiable de t > a dans 3¢(A).

DEMONSTRATION. — Soit u, la solution dans @', (¢, 3¢ (A)) de

92
TR A)u+ aﬁu,:g.

Elle est donnée par
w=g%xg,

donc est indéfiniment différentiable de R dans 3¢(A) (¢f. Scawartz [3]). On
en déduit le résultat, avec le corollaire 8.1.

9. Application des opérateurs de Delsarte & de nouveaux probléemes
mixtes. — On donne deux fonctions r(¢) et s(¢) indéfiniment différe ntiables
en ¢, et A comme au numéro pi‘écédent.

On peut maintenant démontrer le résultat suivant :
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TreoreME 9.1. — On suppose que r et s sont indéfiniment différentiables
et que A vérifie (M) (cf. n° 8). Soit a fixé quelconque. L'opérateur

02 7]

9.1) I®A+<0_t=+r(t)52+s(t)>®'
définit un isomorphisme de @, @ 9 (A) sur @, 2.

DEMONSTRATION. — a. Posons
(9.2) V — opérateur (9.1)
et

L

(9.3) Ry=[ r)d.

On vérifie que
(9.4) :exp(— I;)ov*oexp(g),
ou
(9.5) V=I®@A+ LR,
avec

_ 2 _r@ _ rey

9.6)  L=g—q@), =400,

b. Gréace a (9.4), tout revient a montrer que V* définit un isomorphisme
de @, ® 7€ (A) sur @, 8¢. On utilise maintenant les opérateurs de Delsarte
relativement a L et a. Soit, par exemple A4, isomorphisme de @, 3¢
[resp. @, & 5¢(A)] sur lui-méme, tel que

LRi=A"1o(D*Q1)oA (cf. théor. 7.2).

On a alors

9.7) V=A""9(1Q@A+D;R1)0 A.

Comme (1@ A + D2 ®1) est un isomorphisme de @, & 3¢ (A) sur @, &
(théor. 8.2), on en déduit le théoréme.

On a en outre un procédé de calcul de I'opérateur inverse de V. En effet,
on déduit de (9.6) et (9.7) la formule

R 22 \-1 R
(9.8) V—lzexp<— ;)°a°<l®A+3t_2) voexp(.g_).

On a une formule analogue en remplacant 4 (resp. @) par B (resp. @3).
Le calcul explicite de V—! se raméne donc au calcul de I'un des couples
d’opérateurs de Delsarte, et de

<1®A+ ;i;)—‘::g",
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(ce dernier calcul pouvant étre fait avec la transformation de Laplace;
cf. Garnir [1], [2], [3]).
V est un isomorphisme de @, Q) #¢(A) sur @, & 5¢ (cf. Lions [5]).

ProBLEMES MIXTES. — On donne X comme au n° 8. On considére la famille
des problémes mixtes suivants :

ProsLive 9.1. — Trouver U dans @, & X, solution de
(9-9) (1A U+ ;%;U—t-r(t)g;U-i—s(t)U:T,

ou 7 est donné dans @, Q) %€, avec la condition aux limites
(9.10) U—hed, @ k(A),

h étant donné dans @, & XK.
Ces problémes généralisent les problémes mixtes du n° 8. On a aussitot :

CoroLLAalRE 9.1. — On suppose que r et s sont indéfiniment différen-
tiables et que A vérifie (M). Le probleme mixte 9.1 admet alors une
solution unique, dépendant continiiment des données, fournie par

(9.11) U:V“‘T—i—h——V"‘o<1®A+ (%)h
StasiLitk. — On donne une suite de fonctions indéfiniment différentiables
r* et s*, avec
(9.12) r*—r, s*—s dans 6(R), a —>—+co.
On donne A fixé, vérifiant (M). On pose
o2 J
(9.13) Ve=1@® A+ ‘Fz+l‘“(t)&+s“(t) R1;

V* est un isomorphisme de @, & 5€(A ) sur @, @ ¢ (théor. 9.1). On a

THkOREME 9.2. — On suppose que A vérifie (M) et que (9.12) a lieu.
Dans ces conditions, lorsque a —o, (V*)~1— (V) dans Uespace

£( @0, & 5¢; D, s(A)).

DEiMONSTRATION. — On utilise, par exemple, les opérateurs A% et A2,
relatifs a

q*(t) = r“ét) —+ —; ((Tltrl(t) — 5%(2)

et & a. On a ¢g*—> g dans &(R), donc (théor. 4.3), A*—> 4, A*—> @, dans
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£y(0y5 @), Or, par (9.8),

(Va)_,:exp(_ ’_Zf>oa«o<1®A+ 3;,>_10A“exp<£;>’

ou

t
R*(t) :f r*(t) d:.

Le théoréme en résulte.

10. Application aux problémes mixtes fins. — Considérons le pro-
bléme suivant :

ProsLiMe 10.1. — On donne f, et f, dans #€(A?). On donne r et s dans
&(R) et &'(R) respectivement. Trouver ¢->u(¢) application deux fois
contintiment différentiable de > « dans ¢, continue de ¢ a dans 3¢(A),
solution de

2 d

(10.1) Awu(t)+ (%u(t) -+ r(t)mlt(i) “+s(t)u(t)=o (t>a),

avec les conditions initiales
(10.2) w(t)—>f, lorsque t—>a, dans 3€(A),
(10.3) ' (t)—f, lorsque t—a, dans 2€.

Montrons le

TnroriME 10.1. — On suppose que r € &*(R), s€ 8'(R), et que A vérifie
(M) et que f,€d(A?), f€3(A?). Dans ces conditions le probléme 10.1
admet une solution unique.

DEMONSTRATION. — 2. Posons
_ R(t)\
(10.4) u(t)_exp<— —2—->¢(t),

R défini par (9..3). Si u« est solution du probléme 10.1, ¢ est fonction deux
fois contintiment différentiable de ¢>. « dans &, continue de ¢> a dans
¥ (A), solution de

(10.5) ,\_V(t)—l—gt:‘zv(t)—(/(t)v(t)zo,

ou

q(t) = r2£t) + fl—()ﬁ —s(2), donc ¢€é&'(R),

et avec les conditions initiales
(10.6) v(a)=fi,
(10.7) v(a)=fo+ %r(a)f,.
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Réciproquement, si ¢(¢) est deux fois continiment différentiable de > «
dans ¥, continue de > a dans 3€(A), avec (10.5), (10.6), (10.7), alors
u(t), donnée par (10.4), est solution du probléme 10.1.

b. Silon pose ¢ =y, —+ ¢,, la recherche de ¢ équivaut a la recherche de ¢,
et ¢,, deux fois contintiment différentiables de ¢>. @ dans 3¢, continues de
t> a dans 5¢(A), avec

(10.8) Av;+ Ly, =o, vi(a) = fi, vi(a) =o,
(10.9) Avs+ Liw,—o, v,(a) =o, vh(a) =fo+ -;-r(a)fl,
ou
L=——q(t).

Autrement dit, on cherche ¢, élément de E2(3€), et ¢, élément de F2(3¢).
Utilisons alors le théoréme 7.1. On pose
(10.10) Apy= w,,
(10.11) By, = w,,
Les équations (10.8), (10.9) équivalent respectivement aux suivantes :

(10.12) Aw,+ D}w,=—o, wi(a) =fi, w)(a) =o,

(10.13) Aw,+ D} w,—o, w,(a) =o, W (a) = fut r(;)fn-

D’aprés le théoréme 8.4, ¢, comme f,€3¢(A?), w, solution de (10.12)
existe et est unique : w, € F(4), donc
(10.14) ¢ = @Bw,,
solution de (10.8) existe et est unique.

D’aprés le théoréme 8.%, b, comme f, -+ ;r(a)f.eﬂc(_&?), w, solution

de (10.13) existe et est unique; £—> w,(¢) est méme trois fois contintiment
différentiable de £>. « dans 8¢, une fois contintiment différentiable de ¢ > «
dans 9¢(A); donc

(10.15) vy = QL w,,

solution de (10.9), existe et est unique, d’ou le théoréme.
On peut également considérer le probléme mixte fin suivant :

ProBriME 10.2. — On donne f; et f, dans 3¢(A=); r et s dans &6(R) et
soit ¢—>g(¢) une fonction indéfiniment différentiable de R dans 2€, nulle

pour t<a (donc SEM,(L, 36):0%@ GC). On cherche une fonction ¢—u(¢),
deux fois contindment différentiable de ¢>> a dans 3¢, continue de t> «
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dans 3¢ (), solution de

2

(10.16)  Au(t)+ 9 u(t)+r(t)‘%u(t)+s(t)u(,t):O(t) (t>a),

ae?
avec (10.2) et (10.3).
On ale

TuioreMe 10.2. — On suppose que A vérifie (M). Le probléme (10.2)
admet une solution unique; cette solution est une fonction indéfiniment
différentiable de t>> a dans 3¢(\).

DiMONSTRATION. — Comme au théoréme 10.1 on se raméne a la recherche
de ¢, solution de

(10.17) Av(t)+sz(t):<eXPR—gQ\)g(t),
avec (10.6) et (10.7).

On cherche alors ¢ sous la forme : v —=¢, 4+ ¢, 4+ ¢, ¢, et ¢, comme au
théoréme 10.1, et ¢, étant solution de (10.17) avec

(10.18) vi(a) =vj(a)=o.

Comme f, et f, sont dans 3¢(A>), les fonctions w; et w, sont, d’aprés le
corollaire 8'1, indéfiniment différentiables de £ a dans 3¢(A ). Mais lorsque
q€E(R), les opérateurs 4 et @ appliquent le sous-espace de (x> a)
formé des fonctions nulles en @, dans lui-méme; soit &,(x > a) cet espace;
A est un isomorphisme de é’vu(x%a) sur lui-méme. Comme &,(x > a) est
nucléaire, on passe de la au cas de 'espace &,(¢ > a; ) des fonctions de
&(t> a; &) nulles en @, comme pour @, en utilisant

Ga(t>a; H) = Eg(t>a)Q x.
On en déduit que ¢, et ¢, sont indéfiniment différentiables de £ > a dans 3¢(A).
On a vu (théor. 4.2) que 4 € £(D,; B,), de sorte que A Q1= A est un
isomorphisme de @, 5¢ sur lui-méme, d’inverse &. Montrons que (10. 17)
avec les conditions aux limites (10.18) admet une solution ¢, dans ®,& 5¢(A)
[nécessairement unique, puisqu’il y a unicité dans @& ge(A)]. On pose
Ae, = w,; alors

d!
Aw,+ w5 wy= Ag

ot

qui admet une solution unique dans JD,,® 3¢(A) (théor. 8.5), d'ou le
théoréme.

StaBiitE. — On donne une suite de fonctions 7*, s* avec

(10.19) r*—pr dans &(R), s*—s dans &'(R).
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On donne A, f; et f, fizés. Soit u* la solution du probléme 10.1 corres-
pondant. On a le

Tnioring 10.3. — On suppose que A vérifie (M), que f, et f, sont dans
#(A%) et que l'on a (10.19). Dans ces conditions, lorsque a —x, u*—> u
dans &*(t> a; #) et dans 8° (¢t a; 3¢ (A)).

DEMONSTRATION. — a. Posons, avec des notations analogues a celles de la
démonstration du théoréme 10.1,

we(t) = (exp (— L)) oo, R%t)-:fn'r*(a &

on voit que ¢* est solution de

(10.20) Av*(t)+ g;—zv“(t)—q“(t)v“(t):o,
ou
d
% 2 — r*(t)
(10. 21) s =" y)) L — —s7(0).

Grace aux hypothéses faites, ¢g*—> ¢ dans &!'(R). Il reste & montrer (ue
v*—>¢ dans & (¢ «; 3¢) et dans 8°(E> a5 3 (A)).
Posons alors

vr= 0¥+ ¢, v (a) = fi, v¥(a) =o;

¥ (a)=o, v (@) = fo+ ;rﬁ(a)f..

Montrons que ¢3—>¢,; la méme méthode montre que ¢v3— ¢, (cas d’ailleurs
un peu plus simple, puisque les conditions initiales ne dépendent pas de 2).
On pose

(10.22) A*p3—= w3,

A® étant relatif & L*—= D? — ¢* et a. Alors w? est solution de

2

0 , 1
o wi=—o, w(a)=o, wi(a)=/fi+ ;r"(a)f‘.

Awd+

Il en résulte (cf. Lions [1]) que w3—> w, dans &*(¢«; #€) et dans
& (t>a; 9 (A)). Comme ¢*—¢ dans &!'(R), on sait (théor. 3.3) que
A*—> A dans £, (FZ%; F%). On passe de la au cas des fonctions a valeurs
vectorielles, d’ou le théoréme.

REMARQUE 10.1. — Aux résultats établis jusqu’ici relativement a des espaces
de fonctions ou de distributions portées par le demi-axe ¢ a correspondent
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des résultats analogues relatifs aux espaces de fonctions ou de distributions
portées par ¢ < a. Désignons notamment par @_, le sous-espace vectoriel
(fermé) de @’ formé des distributions a support dans ¢ < a. Il existe un
isomorphisme A_ de @_, dans lui-méme, d’inverse @_, tel que

(10.22) D*A_—A_L.

Comme l’opérateur< IQA+ gﬁ

sur @ (¢, 2¢) (cf. Lions [1]), de @& 5(A) sur @_R 3¢, on a

X 1) est un isomorphisme de @_ (¢, 3 (A))

TueoreME 10.4. — Si A vérifie (M), Uopérateur V [défini par (9.1)] est
un isomorphisme de ®'_,& #(A\) sur @_,& 2.
Tous les résultats relatifs & la stabilité et aux problémes mixtes fins se

généralisent de facon analogue.

I1. Sur une hypothése de M. Hadamard. — Ce numeéro généralise
les considérations de Lions [1] (p. 114-115), qui, elles-mémes, généralisaient
et précisaient une hypothése de M. Hapavarp [1] (p. 484-485).

On fait 'hypothése suivante :

Popérateur A\ est strictement positif :

(He) l (Az, z)> a||xz]|?, a>o0 pourtoutr€d(A).

Il en résulte que I'opérateur A est un isomorphisme de 3¢(.\) sur 3¢;
soit G son inverse.
Soit maintenant w > o quelconque, r et s&€ &(R). On considére I'opérateur

(11.1) Mow)=1Q A + — (dt2+r(t)dt+s(t)>®l’

M(w) est un isomorphisme de (L:l® ¥ (A) sur (D',‘® i, soit M—1(w) 'iso-
morphisme inverse. On a le

TueorkME 11.1. — On suppose que (Ha) a liew; soit G linverse de A.
Lorsque w —~+0, M (w)—>1Q G dans U'espace

(11.2) £y(@, & 5¢; @, 2 (A)).
DEMONSTRATION. — On a, en effet, par (9.8)

(11.3) M—'(m):exp(— g)oaoL—’(w)voexp(é{)a

ou L—!(w) est 'opérateur inverse de

1 0?2
(11.4) L(&)):I@;\—Fmd—ﬁ@I.
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Donc L—*(w) est un opérateur 7'(w)* de composition par
T(0)e®, & £(40; 5 (N)),

T (w) étant nulle pour ¢ << o.
On a montré dans Lions [1] que

T(w)>0Q® G dans @ & £(a; 56(N)),
donc
T(w)*>1@ G dans 'espace (11.2).

La formule (11.3) donne alors le résultat.

12. Exemples d’opérateurs \. — On va donner quelques exemples utiles
d’opérateurs A vérifiant (M).

Soit & un ouvert quelconque de R (2); on désigne par @ () I'espace des
fonctions indéfiniment différentiables sur £, a valeurs complexes, & support
compact dans £, muni de la topologie de limite inductive de Schwartz;
soit @' () le dual de (L), espace des distributions sur . On donne un
espace de Hilbert ¥';si u€ ¥V, la norme de « dans ¥ est notée ||u|/». On
suppose que 'on a

(12.1) () VLl (L),

(E'CF signifie que It est contenu dans F avec une topologie plus fine),
ou L2(Q) est I'espace des classes de fonctions de carré sommable sur . On

donne sur ¥ une forme sesquilinéaire ((u, ¢)) [donc ((%, Av)) =A((«u, ¥)),
pour tout A€ C, % = complexe conjugué de 1|, Zermitienne donc

(12.2) ((u, 9))=((v, )) pour tout u, ve V,

et 'on suppose qu'il existe s et e> o tels que

(12.3) ((u, w)) +s||ul||iz@q>c| u]|% pourtout ueV.

Si 9 €@ (), la forme semi-linéaire ¢ — ((u, ¢)) est continue sur @ (L),
donc de la forme

(12.4) (1, 9)) =< Au, 3,

ou \ued (Q), le crochet désignant la dualité entre &' () et M(L). La
formule (12.4) définit un opérateur A, avec

(12.5) Aee(V; @(R)).

Espace V. — On désigne par /V I'espace des éléments u€ V, tels que

(1) \uelL*(Q);
(i) (Aw, )= ((x, v)) pourtoutve V.

(*) Pour unc situation plus générale, ¢f. LioNs-Scuwartz [1].
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Pour u, v€ NV, on pose
(12.6) (u, 0)n=(u, v)pr—+ (Au, Av)n Q).

L’espace /V est alors un espace de Hilbert. On suppose que @D (L) est
contenu dans /V.

Puisque Vc V' c L?(Q), on peut également considérer A comme opérateur
non continu dans L2(Q), d’ensemble de définition /V; puisque @ (Q)C K,
N est dense dans L2(L). On a

LesMe 12.1. — Si (12.3) a lieu, Uopérateur A, d’ensemble de défi-
nition IV, vérifie (M).

DiMONSTRATION. — 11 suffit de montrer que A est autoadjoint. Pour cela,
notons d’abord que pour EX s, A + £ est un isomorphisme de N sur L?(Q).
Désignons ensuite par LA, 'ensemble de définition de A*, adjoint de A; si

#€ L}, la forme semi-linéaire ¢ — (1, A¢)1s(Q) est continue sur /V muni de
la topologie induite par L2 (L), et

(12.7) (u, A0)p0y= (\*u, )12 Q) Atue L2 (Q).
Soit u, la solution dans NV de

(12.8) Aug+Eupy=Nu—+%tu (Exs).
On a

(12.9) ((uo, ¥)) + E(1ta, ‘f)L’(Q): (A'u, ¢)ra @)+ E(8, )@

pour tout ve V.
Sil'on prend ¢ dans V, ((1, v)) = (&, A¥)12Q), donc (12.9) s’écrit

{12.10) (g— 1, Av +E¢)sy=o0 pour tout v €V.

Comme A + ¢ applique en particulier /V sur L2(Q), (12.10) équivaut a
#y=u, donc L3,=N. Alors (12.7) donne

(N, ») )= ((u, v)) pour tout v€N.

Prenons en particulier v = @€ ®(RQ); alors (A*uw — Au, ¢)p Q=0 pour
tout ¢ dans @ (L), donc A*u = Au, d’ou le résultat.

Donnons quelques applications de ce procédé général de construction
d’opérateurs A vérifiant (M) (pour d’autres applications, cf. Lions [1),
chap. I, § 2; Lions [3], [4]) (®).

ArrricatioN I. — On utilise 'espace 8}1:(R) des fonctions u € L?(Q) telles

(*) En fait, tous les opérateurs A vérifiant (M) peuvent &tre construits suivant un
schéma analogue.
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que - we L* (L) pour tout i (les dérivées étant prises au sens des distri-
r

butions sur £); on pose

(12.11) A= Hd—xlu .
et
(12.12) et =1lellisg~+ el

On munit ainsi &},(£2) d'une structure hilbertienne (l'espace &1.(L2) est
étudié systématiquement dans ScHWARTZ [5]; cf. aussi SOBOLEFF [1], DENy-
Lions [1], GArpinG [1]). L’espace @ (£2) est dense dans &1:(Q) si et seulement
si la frontiére de L est de capacité nulle. Supposons donc la frontiére Q* de Q
de capacité strictement positive ; on désigne par @}:(2) I'adhérence de & (L2)
dans 8}:(2). On choisit maintenant pour espace de Hilbert V un sous-espace
vectoriel fermé quelconque de 81:(R), contenant @ (). Considérons une
famille de fonctions g;; sur , g;;€ L= (), espace des fonctions mesurables
et bornées sur &, avec

&ij(x)=gj(x) (4, j=1,...,n)
“et

n n
(12.13) dgi(nyisa YLl (x>0,

ij=1 i=1

pour presque tout re et pour tout systéme de n nombres complexes
Zyy ooy 2ne Siu, v €V, on prend
I

) d d
(12. 14) ((u') ")) - Z (Oll ox ll, dll V)L’(Q).

i,j=1

Gréace a (12.13), la relation (12.3) a lieu avec a > o quelconque. L’opé-
rateur A correspondant est

. /]
(12.13) 1%0 (s0(@) 55 )

On a donc résolu les problémes mixtes relatifs aux opérateurs

- Z 01. (gil(x)dx ) di; +"(t)g2 +s(¢),

ij=1

lorsque (12.13) a lieu; a chaque espace ¥ correspond un type de conditions
aux limites (¢f. Lions [1], chap. I, et pour le probléme de Dirichlet, Girping
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[1], BrowpEr [1]); signalons notamment que si V' = ®}:(L), les conditions
aux limites sont du type « Dirichlet », etsi V' =6&}.(L2), du type « Neumann » (*).

AppricaTioN II. — On remplace &}:(2) par &75(L2), espace des fonctions u
telles que
we L2(Q), DrueL?(Q)

pour tout p, avec | p| = m; on pose

(12.16) leli= Y I1Drelibe
ipl=k
et
(12.17) Pl =Xl [leli=lulial;

on munit ainsi 874(L2) d’une structure hilbertienne. Si la frontiére Q' de
n’est pas de capacne nulle, @ (L) n’est pas dense dans &% (L) (voir la con-
dition nécessaire et suffisante- pour que @ (£2) soit dense dans &7:(L2) dans
ScawaRrTz [5]); soit M7 (L) I'adhérence de (L) dans &7(2). On prend
pour espace V un sous-espace vectoriel fermé de &7 (L), contenant M7 (L2).
On donne une famille de fonctions g,,€L*(L), |p|, |¢| <L m. Pour u,
ve V, on pose

(12.18) ((u, ¢)) = 2 (gpg D7y DPo) s )
IPllgism

On suppose que les g, sont telles que (12.2) et (12.3) aient lieu. On a alors
les mémes conclusions que dans I'exemple précédent, I'opérateur (12.15)
étant remplacé par lopérateur d’'ordre 2m

(12.19) A= D (=1)"1Dy(gp () DY).
Iphlglem

A chaque espace V' correspond un nouveau probléme aux limites. On peut
en particulier prendre

Q= R~ alors DAE(QL)=6H(Q);

on a un probléme de Cauchy. L'opérateur

/] /]
/&—l—st—, —l—)(l)m—i—s(t)

w'est plus ici hyperbolique.

(*) Si les fonctions g;; sont indéfiniment différentiables, toute fonction ¢ de @(Q)
est dans J¢(A%).



48 J. L. LIONS.

ArpricaTioN III. — Soit y un entier positif fixé. Si £ est un espace vectoriel
topologique quelconque, on désigne par E* I'espace produit £ x E x...x E,
X facteurs. Soit alors V égal & un sous—espace vectoriel fermé quelconque de

&1:(d)X, contenant @}.(R)*. Tout élément 7 v de 81:(R2)% est de la forme :

>
w=(uy, ..., uy), U; €81:(R);

on pose
5%3 = (d% Ups oo d_(a):_-'tx)’ élément de L2(Q)*.
J / /
On donne
gy (LR L(@)1),  gy=Ilg} Il
ou

gije £(L}(Q); L (Q)).
Le cas le plus fréquent est celui ou gF/ est 1’opérateur de multiplication sur

L*(Q) par g} (x) fonction de L*(Q). Pour % %eV, on pose

7
(12.20) u, v)) Z <g1, oz, a, 370;;)1}(9)7-.

i,j=1

On suppose que (12.2) et (12.3) ont lieu. L’opérateur A est le suivant :

(12.a1) A= ((a%),, (A%)., ..., (A%)s),
ou
X
(12.22) (AZ)kZE Dyu,
ou
(12.23) Dyy—— 20&0:(&’ dr,)
hj=1

La théorie générale montre alors que
07
1®A+<0t‘ +r(t)dl +s(t)>®1

est un isomorphisme de @, @ N sur @,Q L2(Q)X. Donc le systéme d'équau-
tions

92
or

0
D,lzz,+...+D1x1tZ+< aiul—f-s(t)zt,): T,

().
Dy, us+...+ Dyyuy+ <d Uy + r(t)——ul—i— s(t) uA> T,

ou T,€®,& L*(Q) admet dans @, & N une solution unique.
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RemMarQUE 12.1. — On peut également résoudre certains problémes aux
limites relatifs aux opérateurs différentiels du type suivant :

(@8t (g4 (0 5, +5(0) ) @A+ + (0 5, +5(0) @1,

(A =laplacien); on se ramene, & I'aide des opérateurs de Delsarte, au cas
traité dans Lions [1], p. 113-115.

13. Calcul des opérateurs 4, &, B, @ (I). — Ce qui précéde montre
I'intérét qu’il y a & connaitre explicitement les opérateurs A, ...; on va
donc donner quelques précisions sur les méthodes de calcul possible.

Récapitulons les formules du ne 6 :

13.1) A(x‘,y):——2;)%K3(y, @y, x),
J

(13.2) Az, y)= 20—1(.2((5, ¥z, a),
)0

(13.3) Bag)= 35Kl a4, @),
J

13.4) Bz, y)=— 2%Kg(a, Y; &, a).

CarcuL DE Ky(2, y; @9, ¥y). — On a
Ks(z, 55 20y y0) = Ho (2, 205y — 90)
et H,— H, (x, x,; y) vérifie

2 2
()H., 0

H,— q(z) Hy=d:(z,) ® 9,

Le support de K, donc aussi de H,, est dirigé vers les = négatifs. Effectuons
une transformation de Fourier en y pour z fixé. De facon générale, si f est
une fonction donnée sur R, 4 décroissance convenable a I'infini, on pose

#/(y)= [ exp(— amiay) f(z) de
R
et
Ff(y) :fexp(+ amizy) f(x) dx
R

Posons

(13.6) :Z-'y(ﬂg(x, Zy} y))_—_ﬁ.,(x, xo; X).

Cette transformée de Fourier existe puisque H, est a supportAcompact (et
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continue par morceaux); on a

U3.7) Bt (472 ¥ — g (@) B, @0 ¥) = 3u(y),

la fonction = — ﬂg(x, xz,; ¥') étant a support dans x =~ z,.

Dans ces conditions, (13.7) admet une solution unique : si u,(x, I') et
w,(x, ¥') désignent un systéme fondamental de solutions de I'équation homo-
géne associée a (13.7), on a

(13.8) H,(x, zy; ¥) = (wa(zgy Yy (2, ¥)— ty (g, ¥y (2, I))

1
W (14, w)

pour z = x, (o pour x > x,), ou W (u,, u,) = wronskien de «, et «,. On a
donc

(13.9) H,(x, xo;y):fexp(zftz:yY) Ay (x, z,; ¥)dY (x L xy).
r

RemarQues. — 1. La fonction y — H,(x, ,; ¥') est a support compact,

dans |y | £ xy— x, donc la fonction ¥ — A,(z, z,; V) est prolongeable en
une fonction entiére de type exponentiel, le type étant Zom(x,— ). Ce
résultat est facile & vérifier directement; prenons par exemple u, et u, avec

i (xgy ¥VY=1, t/,(z,, ¥')=0; us(xzy, ¥)=o, wy(x,, ¥y=1.

Alors
Wy, u,) =1, ﬁg(x, zy; ¥VY=—u,(x, I);

des majorations de TircuMarsn [1], p. 10, résulte que, pour x demeurant
dans un compact, il existe une constante K telle que

|ws(z, V)| LK exp(en| Y| (x,— 2)),
d’ou le résultat.
2. De la relation de définition :
)
K (z, yo+ 2 — 243 2o, yo) = 5
résulte, avec y = o

‘/‘exp(mri(.r—xo) Y) B, (z, z,; ¥Y)d¥V =

R

-

3. La méthode précédente de transformation de Fourier est un cas parti-
culier de la méthode générale de ScHWARTZ pour les équations d’évolution

(cf- Scuwartz [6]).
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Exempie 13.1. — Prenons ¢(x) =— b, be R ou € C. L'équation (13.7)
devient

a2
%mq—(aﬂ}’u— b) B, = 5. ().
On a
H,(z, 2, Y):—(lm’Y’-i—b)_%siﬂ(\//m’Y’ﬂ-b(x—-xo)) (<),

(et o pour x > z,) ; la formule (13.9) donne alors

(13.10) H, (z, xo;y)-:_ilo(\/b((a:,,—x)?—yﬁ)).
En effet, on a la formule (cf. Ernkryi [1], (47), p. 57)

(13.10) f L (BV@ =2 =) sin(hy) dy

1 . —_—
= ———=sin(x,— z) B2+ A2
e e )VFET,
d’ou l'on déduit (13.10).
En fait, comme il est immédiat de vérifier directement que (13.10) a lieu,
on a plutét la un procédé de démonstration de la formule (13.11) !.

Cavrcut bE K5 (2, ¥ &4y ¥o) — On a
Ks(z, y; @0, yo) = Hy (2, 205 ¥y — ¥o);

le support de K; est dirigé dans le sens des y négatifs. Alors H, = H;(x, x,; y)
vérifie

d:» dz .
(13.[2) ‘)72'113"“ WH;—q(x)lI;:&;(x)@ﬁy.

On ne peut plus cette fois utiliser une transformation de Fourier en y. On
utilise la généralisation de la transformation de Fourier donnée par WEyL [1],
StoNe [1], TrrcemarcH [1], Kobaira [1], Levitan [1], [2], CobbiNeTon [1],
NruMark [1] et d’autres. Rappelons ceci : on suppose que q(x) est réel;
posons :

a
(13.13) M= 1= —1(2).

Soit @, (x, 1) [resp. @:(x, 1)] la solution de
13.14) Mo + k¢ —o,
avec
(b, 1) =1, 9'(b, })=o0 [resp. ¢ (b, ) =0, ¢'(d, }) =1],

b fixé quelconque.
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Si f est une fonction continue & support compact, les intégrales
—+ «
(13.15) T,-f(l):f Sf(z)oj(x, ) dx (j=1, 2),

ont un sens [ et les fonctions A > T'; f(1) sont des fonctions entiéres ].

1l existe alors (et en général d’une infinité de Jacons possibles) des
mesures do; x(}) (j, k=1, 2), telles que Uapplication f—> Tf= (T, f, T, f)
se prolonge par continuité en un isomorphisme de L?*(R) sur Li(R)

[Lé(R) = espace de Hilbert des vecteurs de carré sommable pour 9 o

G21  Oas
On ala formule d’inversion [ o la convergence a lieu dans L2 (R)]

(13.16) f(x):Zf T, (0) ax(, 1) dax(R).
kT

Si f est deux fois continiment différentiable & support compact, on a
(13.17) TMf——ATYf.

L’application f—> T'f se prolonge également par continuité aux mesures a
support compact. En particulier,

T (32(x0)) (A) = (91(®0, X), @a(y, R)).
Si donc l'on pose
(13.18)  To(Hs(@, 245 ¥)) = (P(}, 2o ¥), B3 (R, 205 ),

on obtient

2
PO T == g Y G=1,2),

&/ étant a support dans y < o, donc
1

Va

(et = o pour y > o). Donc
(13.19) Ha(x,xo;y):Zf \Lﬁsin(yﬁ)cw(wo,I)cpk(uv,l)doik(l)
2 2

(A, zp; ) =—=9j(2e, M) sin(yyA)  pour y <o

pour y <o.
On en déduit, par application de (13.2),

Az, y)=2 ), f—\;—isin((w — a) V) gi(a, 3) 9x(y, 1) dojx().
ik
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Dans de nombreux cas (cf., par exemple, Kobaira, loc. cit.), la mesure
llo|| peut se réduire & une seule mesure. Le cas le plus simple correspond
au cas complétement continu. Donnons un exemple :

ExempLe 13.2. — On prend ¢(z) = 4722, a = o0, donc ¢*=q. Soit 5,
m > o, les fonctions de Hermite (notations de ScawarTz [2], p. 117). On a
cette fois

Tf:{(f1 gem)L,"néO},

suite de carré sommable. La formule (13.16) est

J= 2, s tem) B

m>0
On obtient
(13.20) Hi(x, 205 ))= I, \/4;”1acm<w>aem<xo)sin(s/4nmy)-

mxo0

Nous ignorons si cette série peut s'exprimer en termes finis 4 l'aide de
fonctions spéciales usuelles. La fonction x — H, (x, x,; y) est & support
compact [@r,+ 3y, x,— y] (¥ <0).

14. Calcul des opérateurs 4, &, B, ¢ (II). — On va maintenant
donner une méthode différente de calcul de 4 (x, y), ..., sans passer par
Iintermédiaire des fonctions de Riemann, mais en s’appuyant seulement sur
la définition donnée au n° 1 des opérateurs 4, ....

Carcer pE @ ET 3. — Considérons les fonctions
(1h.1) fs(a'):%sin(s(x—a)) (s€l).
On a f,e€ E?, donc par définition de &,
apf,—=Laf, L=D'—q,

g étant i valeurs réelles ou complexes. Mais D2 f,— — s2f;, donc si A f,=u,
ona

{ Lu+s*u=o,

1%.
(1#-2) ? u(a)=o. u'(a)=f,(a)=1.
Désignons par ¢, (x, s*) lu solution de (1%.2).
On a donc
(1%.3) A fo(x) = o1 (, $*),
ou encore

(14.3 bis) %sin(s(a'——a))—l— ‘l;‘/o.x(:l(w,y)sin(s(_y.——a))dy.::vl(lr,s’);
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posons y — « =mn. Par les formules d’inversion de Fourier, on obtient

A(z, a+n)= %f sin (sn) [svy (2, $*) — sin(s(x — a)] ds,
0
d’ou V'on déduit
1h.4) A(x, )= %f sin(s(y — «)) [s01 (2, §?) — sin(s(x — a))] ds.
0
Exexpre 14.1. — g(x) =— exp (22). — On a alors (¢f. Tircumarsu[1],
p- 82).

e (z, s?) = g—sr?m(-]w(l) J_is(e¥) — J_is(1) Jis(€%)).

Nous ignorons si I'intégrale correspondante (1%.4) est connue.
Considérons maintenant les fonctions

(14.5) ge(x) = cos(s(x — a)).

La fonction g; est dans F2, quel que soit s. Donc @ D*g,— L@Bg, et si 'on
pose Bgs=— ¢, on en déduit

Lo+ s2v=0

(1+.6) | v(a)=0, ¢ (a)=o.

Désignons par ¢, (z, s?) la solution de (14.6). On a

(1h.7) Bg,—=v,(x, s?),

c’est-a-dire

(1%.7 bis) cos(s(x— a)) +f Bz, y)cos(s(y — a))dy =v.(zx, §*).
On en déduit par la formule d'inversion de Fourier

(14.8) @(x, )= %f‘cos(s(y—a))[svg(x, s?) — cos(s(x — a))] ds.

ExempLi 14.2. — Prenons ¢ —o, et

/7 9 S
q(z)= 2 ( — a cos(z V%) (a> o0, A, réel).
I+ a

T Tdx x
f cost (2 \/3,) dt
0
On a alors la formule (cf. GELraAND-LEvVITAN [1], p. 343-344)

ey (@, 1) = cos (2 /) — i cc;s(x Vh) fxcos(y\/roﬁos(y\/i)dy,
1+ af cos2(2\/2,) dt*°

0
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e
(&1}

d’otr
a cos(z \/3,) cos(A \/7\,,).
1+otf cosz(tﬂ;)dt

Il n’est pas difficile de faire une vérification directe de ce résultat.

B(x,y)=—

Cavrcur DE 4 T B. — Soit encore ¢, (resp. ¢;) la solution de (L%.2) [resp.
(14.6)].

On suppose maintenant que q(x) est réel. Puisque v, € E2, on a

D2 Ay, — ALy, — — L Ay,
donc
I

A((J‘):\/x

sin(x — a) VA,
soit
il 1
(1h.9) f A(x, y)vi(y, ) dy = \77: sin(x — a) VA — v (2, 1).
Mais si f est continue & support compact dans .z X «, posons

(14.10) V,f(l)::fﬁf(x) vi(z, 1) dzx;

il existe une mesure positive do, (1), telle que f— ¥V, f soit un isomorphisme
isométrique de L2(R) sur L2 (R); on a la formule d’inversion

(Lb.11) f(x)zfnv.(x, 3) V£ () doy ().
On déduit donc de (1%.7)
(k. 12) A(x,y):fﬂ/ixsin(x_a) VA — o1(@, )01 (y, 1) day(3).
De la méme facon, B(v, ).: cos(z — a) \/A; si V,f est défini comme V,f

en remplacant ¢, par ¢,, on a encore une formule analogue a (1%.9), avec
une deuxiéme mesure positive do, (1), d’ou

h.13)  B(a, ,—):f[cos(x—a)\/i_o.(x, ] es(y, 1) das(R).
i |

v —

FNE

Exenpie 14.3. — q(z)=

peoank dans > a, «> o |on prolonge ¢()
de facon quelconque sur R]. On a alors (cf. Tircumarsu [1], p. 74)
oy (@, A)=— 1; Vaz [ Y, (as) J,(xs) — J,(as) ¥, (xs)] (s= \/7\),

(@, 1) = ’_; Vaz [ ¥ (as) J,(xs) — Jy(as) ¥y (2s)]-
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Pour v, on utilise_la_formule de Weber qui donne

(1%5.15) B(x,y):——%f”[cos(w——a)\/x

d.
= (@ N]% 0D g e

On peut_faire_un _calcul analogue avec ¢,.

15. VARIANTES DIVERSES : NOUVEAUX PROBLEMES MIXTES ET PROBLEMES MIXTES
EXPLOSIFS.

TutorkME 15.1 — Supposons que A soit un opérateur autoadjoint stric-
tement positif

13.1) (Az, z) > a||x|? (e >o0)

pour tout x €3 (A). On donne r et s€ 6. L'opérateur

[0* ) )
(18.2) (:_?—t’ +ra;+s)®A+1

est dans ces conditions un isomorphisme de (D’a® 9 (A) sur 6);@ 3 quel
que soit a € R.

DEMONSTRATION. — Par la méthode déja employée au théoréme 9.1, on
transmue P’opérateur (15.2) dans I'opérateur
(15.3 P QA1
. ) 5“‘:’. T .

Or cet opérateur est un isomorphisme de @, &) 2€(A) sur @, & ¢ ce qui
se démontre par la méthode générale donnée dans Lions [1], (chap. II), d’ou
le théoréme,

Comme toujours, cette démonstration fournit en outre un procédé de
calcul.

PROBLEMES MIXTES EXPLOSIFS. — Désignons par @’ 'espace des distributions
définies dans l'ouvert ¢t << b, a support limité a gauche; soit ®; le sous-
espace vectoriel de @' formé des distributions & support dans ¢ a.

On désigne par &% I'espace des fonctions définies dans 'ouvert £ < b et qui
y sont indéfiniment différentiables. On donne ¢ dans &%, et I'on pose

9

15.4) L:a%——q(x).

TreorEME 15.2. — Pour tout a fixé < b, il existe des isomorphismes X
de @} sur lui-méme, tels que

18.5) D*XT—=XLT pour tout Te®}.
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DevoNsTRATION. — La démonstration est en tous points analogue a celle
du théoréeme 5.2. On cherche d’abord une fonction X' (x, y), définie pour
aLy Zx, aLxLDb, et deux fois continiment différentiable, telle que si

Xf(z)=f()+ f X (x, y) f(y) dy,

on ait D21 f=_TLf pour tout f deux fois contindment différentiable dans
aZux <b, avec f(«)=o0 [ou f'(«)=o0]. On obtient pour A'(x, y) les
mémes conditions que précédemment, mais les problémes aux limites étant
cette fois posés dans @ = y = x, @ = x < b. Dans cette région, il y a encore
existence et unicité avec les mémes propriétés. Le théoréme en résulte,
comme pour le théoréme 5.2.

Appliquons ce résultat aux problémes appelés dans Lioxs [1], « problémes
mixtes explosifs ».

L’espace ;> étant nucléaire, les opérateurs 1" du théoréme 15.2 se défi-
nissent pour les distributions vectorielles comme déja vu. Par ailleurs, on
voit comme dans Lions [1], que si A vérifie (M) (resp. les hypothéses du
théoréme 15.1), Popérateur

92 92
I®A—I—ﬁ®l (resp.at—,z®A+1>
est un isomorphisme de @;? & 2¢(A) sur @2 Q) .

TueoreME 15.3. — On suppose que A vérifie (M) (resp. les hypothéses du
théoreme 15.1.) On suppose que r et s € &b, Dans ces conditions, l'opérateur

(15.6) 1®A—|—<d$ +r£+s)®l
[resp.
15.7) <%+I‘%+S>®A+I]

est, pour tout « << b, un isomorphisme de D& H(A) sur @' & .

DEMONSTRATION. — Supposons que A vérifie (M) et considérons 'opérateur
(15.6). Utilisons les notations de la démonstration du théoréme 9.1 etles

formules (9.3), ..., (9.6). Comme l'application 7"-> exp k__ R) T est un

isomorphisme de ® b® 3¢ sur lui-méme, tout revient & démontrer le théo-
réme pour 'opérateur

(15.8) IQA+LQ1,

ou L est de la forme

2

L=2—q(t) (geé).
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On utilise alors le théoréme 15.2 pour transmuer Vopérateur (15.8) en
9
1 ® A+ or X1

et l'on sait que ce dernier opérateur définit un isomorphisme de @, &) 2¢(A)
sur @2 & 2¢, ce qui démontre le théoréme.

CHAPITRE II.

QUELQUES PROBLEMES MIXTES SINGULIERS.

1. Position du probléme — Considérons un opérateur A (comme au
chapitre I, n° 8); on va chercher a résoudre des problémes miztes relatifs
aux opérateurs

0? d .
1.1) A+ o ﬁ'—(zk—f-l)tﬁla (k réel ou complexe).
Si A=-—A, A étant le laplacien, le probléme de Cauchy relativement

a cet opérateur a été étudié par de nombreux auteurs (WEINSTEIN. Diaz,
Bureay, etc.; cf. la bibliographie).

La méthode utilisée dans ce chapitre est, en principe, analogue a celle du
chapitre I : on va essayer, par des transmutations convenables, de ramener
Popérateur (1.1) a Popérateur
o2

1.2 A+ —-
( ) a2
Considérons donc sur R I'opérateur différentiel

d? 2k+1 d

1.3 Liy—m — 4+ — —

a.s) Ydm T Tz de

et essayons de transmuer L; en D?. Une difficulté supplémentaire, par rap-
. . 1

port au chapitre I, est la présence du facteur 2’ lorsque l'on prend a=o.

Si @ > o, la méthode du chapitre I est valable sans changement; mais le cas
important est @ —=o. Les notations seront les suivantes : on cherche B;
(resp. () isomorphisme dans des espaces a préciser, tels que

(l.ﬁ) D'sz: BkLk (resp. @’kD2= Lk@,{-).

Pour —1<Rek <— é(resp. Rek>— é), Popérateur B; (resp. @) est
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classique : B; est dérivée du premier ordre de opérateur de Sonine, et @3
est opérateur de Poisson (cf. DeLsARTE [2]). La définition de ces opérateurs
sera rappelée dans un moment. Voici comment I'on peut trouscer ces
opérateurs.

D’aprés ce qu'on a vu au chapitre I, n® 6, il est & prévoir (mais non évi-
3 I . .
dent, a cause du facteur ;> que 'opérateur 3; est obtenu de la fagon suivante :

on résout dans » > o,

2k 41

Dy — d’yy -+ ®,—o,

avec

Do, ))=g"(v), &W)=1g(—=r) si y¥<o,g(y)si y>o]
et
®.(0,))=o.

Si ce probléme admet une solution, alors
D (z, 0) =dg(x).
Pour résoudre ce probléme, on pose
sVa=y+wx, tJa=y—a.
L] <c_—__t’ z _':t> = u(s, t).
V2 /2

La fonction « (s, t) est solution de

Alors posons

1 1
L S
2 2

WU — Us—+ w—o0
s ) t

— s —

u(s, 5) =g'(sv2),

Uy— Uy |s== 0.

1 . .
Pour Rek > — —, ce probleme admet /a solution

u(s, t)y= (-‘%%f g ((s+(t—s)p)V2) (1—p)B—1p8~ f’P(ﬁ=k+ )

(cf. DarBoux [1]; Levitan [1], form. (5.11), p. 119).
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On a alors

P(x,0) =00 f(x)=u (7’%1 - \E)
I'(23)

= (I‘(ﬁ))e[ g*(&lf—2xp)(l—-p)f3—ipﬁ—1 dp.

\

Posons 1 — 2p = r. Alors
r p?
®(x,0)= I‘(&f)) Py f (1 — r)8-1g(rz)dr.

CGomme ® (o, 0) = g(0), on peut écrire

o' (k+1)

chf(x):mf( ——t") f(tw)dt.

On trouve ainsi I'opérateur de Poisson (¢f. DeLsaRTE [2], form. (11), p. 267).
On peut rechercher B de la méme facon. Mais pour introduire tout de

suite un autre aspect de la question, on va calculer (formellement) B; comme

inverse de ;. Pour cela, posons tz — y dans I'expression de @3 f. On a

T(k X '—é
kL El—Af (22 =) " fy) dy =g ().
\/1:I‘<k+ ;) o

Posons maintenant ¢#2=7%, y2=m. Il vient

N F(k+1) _ zf(\/n)
O(\/-')—\/H‘(: _> "f G=n) Vi

donc, avec les notations de Scawartz [1], p. 43 et [2], p. 30),

VB g /5) — QL
m-i"_l)ab(\/")_yk NG

@B f(x)=

v

lol -

<oi1 la fonction f(\/ ) est considérée sur R, prolongée par o pour 7 <o>

n
Mais, ScawaRTz (loc. cit.) a démontré que
Y‘_ 1% . 1267
+3 —k+ 5

d’ou

1

) v f " - D) o,
Vn I‘(/\'—H)l‘(—/\-m;) 0
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d’ou encore
- ¥ 3
fO)= 2y . )’f ()"-’—x‘-’)—k_"-'.v““g(x)dx.
l‘(k+1)I‘(—k———> b
\

1
2

Ce calcul est formel. L'intégrale ci-dessus converge si
1
— 1 <Rek < — 3

On peut donc penser que, dans ces conditions, 'opérateur B; est donné
par

Bif(x) = 2VT — f (@ — )T iy () dy
r(k+1)r(_k_.2.> 0

Cet opérateur est 'opérateur dérivée premiére de I'opérateur de Sonine.
Le fait que 'on puisse donner un sens & ¥ quel que soit A par prolonge-
ment analytique, laisse prévoir que I'on pourra également prolonger analyti-
quement en k les opérateurs B; et d3;. Ce probléme sera étudié en détail
dans la suite. On va pour cela commencer par étudier briévement les opéra-

I 1 .

teurs By et B3 pour —1 < Rek <<— S et Rek > — , respectivement.
ReMARQUE 1.1. — On peut essayer d'introduire des opérateurs du type &

(avec les notations du chapitre I). Pour cela, il faut résoudre

2k+41

(I):L‘.l‘_ q))'y_'— d).l': o,

avec les conditions aux limites

®(0,y)=0, @z(0,y)=g(y) (¥r>0), P(x,0)=o0.

Mais ce probléme n’a pas de solution.

2. Opérateur B;, —1 <Rek<<— ;) — On suppose dans ce numéro

que l'on a

(2.1) —1<Rek<-—;»

On désigne par 6" (x> o0) l'espace des fonctions m fois continiment
différentiables sur > o, muni de la topologie habituelle. Pour f€ &°(x > o),
on pose

3

@) Bf@)=be [ (=) Eyunfo)dy= [ Bue,0f0)dy,
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ou by est une constante (dépendant de k) & déterminer, et
4

Bi(z,y) = braoy¥+ (22 _),2)—1:_5.

Si 'on pose y = tz, il vient

1 3
(2.3) ka(x):bkf £+ (1 — )43 f(e) dl.
0
‘On détermine b, par la condition
(2.4) Bif(o) = f(o),
d'ou

I‘(I.~+1)I‘<— hj— ;)

2\/%

(2.3) b=

On désignera par F* Vespace (F§ avec les notations du chapitre I) des
fonctions de &*(.x > 0), telles que f'(0) =o.
Vérifions la

PropositioN 2.1. — On suppose que (2.1) a liew. Pour tout fe F*, on a
B fe F?; Uapplication f— B est continue de f* dans lui-méme. Pour
tout fe F2, on a la relation

(2.6) DB f =B L.f.
DEMONSTRATION :

a. On déduit de (2.3)
1 3
DB (w)=t0 [ ehoe(i— ) if (1)
[}

ce qui montre que (B f’) est continue, et que
(Brf) (o) =cf'(0) =o, car feF.
On a ensuite

(2.7) D"B/..f(x):b/.-f 143 (1 — K 1 (1) dl,

dans By f est dans F2.
L’application f— B;f est continue de &°(2x>.0) dans lui-méme; de la
méme facon elle est continue de F* dans lui-méme.

b. On a par ailleurs

(2.8) Bkka(.i):bkf t'2'~‘+'(|—t!)_-k?‘;i(f”(tx)-h ﬂ‘%f’(tx))dt
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[ce qui a un sens pour f€F* car alors L;f est dans 8°(x>0)]. On déduit
de (2.7) et (2.8) que

Xi= p (BiLif () — D*Bif(2))
=f (- )5 (= ey p () + HE ) )

1
;—.f £t (1 — )R (e e
o

1 Y
+(2/\+])f tM_H(I—t?)_ k 2f(tif)dt_
0

On peut calculer la premiére intégrale par parties; grice au fait que
f'(0) =0, on obtient

flf,(t'x) _‘£ f2h+1 &
- o x dt kel !

(1—¢22) p

d’out aussitot .1y = o, ce qui démontre la proposition.

Rems®=oue 2.1, — Sil'on pose avec DELSARTE et LEvITAN
(2-9) Jr(2) = AT (k + 1) 74k (2),
on a une fonction de F?, qui vérifie
(2.10) Liji(sx) + s*jr(sx =o.
Si 'on applique alors (2.6) avec f—=ji(sx), on obtient
D*Bjir=—s*Byij et  ByreF?
dont

(2.11) By ji(sx) :f B (&, y)je(sy) dy =cos(sz).

Cette égalité équivaut a dire que la transformée de Hankel d’ordre A de la
fonction nulle pour y < x et égale a

ok+t \/E k4 X _.:.:

- —k
________..I__z.y 'l(wz__yz) 2
r(——1)

1
LRS- . . ;
est égale a s *cos(sr) de sorte que la formule d’inversion de Hankel
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(cf., par exemple, SNepDON [1]) donne

- !
(2.12) f \/ng(sy)sl+2cos(sx)ds
0
o si <<y,

—_ 1
k+1 k+ =
il I

On retrouve la formule (28), p. 36 de ErpELyr [2].

si x>y.

1wy

REMARQUE 2.2. — L’opérateur By n’est pas un isomorphisme de F? sur lui-
méme. On verra en effet plus loin que @3;B;¢ —= ¢ pour tout ¢ €&(.r> 0)
telle que ¢2**+1)(0) = o pour tout 7, et ceci pour tout k (B et @ étant alors

définis par prolongement analytique); or, pour X tel que —1 <Rek <— %,

@B f est défini sur F?, mais n’applique pas F? dans lui-méme. Sil'on veut que
les opérateurs By soient des isomorphismes, il semble indispensable de les
considérer sur des espaces de fonctions indéfiniment différentiables (au voisi-
nage de l'origine).

ReMARQUE 2.3. — OPERATEUR B;. — On aura besoin de I'opérateur de
Sonine (noté A4 dans DELSARTE) défini comme suit : si f€&°(xr > 0), on pose

(2.13) T?kf(x)zzkf yrie(at— ) i f(y) dy,
ou B
(2.14) by = VT

T(k-+ 1)r<_ k + %)
L’intégrale (2.13) converge lorsque
(2.15) —1<Rek< 1
9
Posant ) = tx, il vient

(2.16) —ka(x)_—_x_[;kflt”“(l—tz)_k_éf(tx)a't.

On a donc ka(o)zo. Si 'on suppose que —1<<Rek <— -.l;, on peut

dériver (2.13) en x; on obtient

d 1\ + * —=3
Z;ka(x) =—2 (k—l— 5) bm:[ U (er—y?) o Ef(y) dy,
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donc s1 —1 << Rek <— %, on a

(2.19) %—ka:ka pour tout f€&° (x> o).

3. Opérateur @3;, Rek > — —21- — On suppose dans ce numéro que X est

un nombre complexe qui vérifie
(3.1) Rek > — %

Pour tout f€&°(x >.0), on pose

@2) auf(@) =P [ J)@t =) Fdy= [ (a0 () dy,

avec
1
3

B (w, y) = Pra—HK(z*— y?) 7,
al(k+1)
Br=

\/El‘<k+-;;>.

Sil’on pose y = tz, on obtient

(3.3) akf(x):,fikf fltz)(i— ) T de,
de sorte que '
(34) Jskf(o):f(o).

Vérifions la

ProrosiTioN 3.1. — On suppose que (3.1) a liew. Si f€ F?, alors G f€ F*.
L’application f— B[ est continue de F* dans lui-méme. Pour tout fe F?,
ona

(3.5) OB D f= L& f

[cette formule est donnée dans DELSARTE [2], p. 269, en supposant f
dans &3 (x> 0)].

DEMONSTRATION. — On déduit de (3.3) que
1 k—j-
(Brf) () = ﬁkf er(r—1e) *f'(tzx)dr,
0

donc @ f est dans F? et il est immédiat que l'application f—>d3;f est
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continue. Posons
I

A= B

(Lk(ﬁkf-— By sz)

11 vient
: . : it
,rk:_f (1— ) "’f”(tw)dt+(2k+1)f ta— (1 — ) T (e d.
) 0

On peut intégrer par parties la premiére intégrale; comme f'(o)=o et

I .
que Rek > — 3’ on obtient

1 1
1 d k+ o
"(tz)— 5 (1 —82) *dt
[ru s ga—e"a
d’ou X;= o ce qui démontre la proposition.
ReMARQUE 3.1. — On voit, de facon analogue a la remarque 2.1, que

@B (cos(sx)) = jk(sz).
On en déduit la formule (30), p. 37 de EroeLyr [2].

REMARQUE 3.2. — L’opérateur d3; n’est pas un isomorphisme de F? sur lui-
méme (cf. Remarque 2.2).

k. Relations entre 3; et B.. — On suppose dans ce numéro que I'on

I I — o .
a—- < Rek < 3 de sorte que 3 et By sont tous deux définis.

On vérifie facilement la

ProrositioN 4.1, — Si — }2— < Rek < —;, on a, pour tout f€&° (x> 0)

(&.1) Z’k@kf(x):folf(}')d}’-

On en déduit

CoroLLAIRE k. 1. — Sous les hypothéses de la proposition .1, on a, pour
tout fe& (x> 0)
(h.2) (DBy) @ f=f.

On vérifie également le résultat suivant :

ProrosiTioN 4.2. — On suppose que —?Iz <Rek<%- Pour tout f

duns &' (x> 0), on u

(%.3) @«(DB.f) = f.
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On va, dans les numéros suivants, prolonger analytiquement en A les opéra-
‘teurs By et @3;; les relations entre ces opérateurs prolongés résulteront alors
immédiatement des résultats de ce numéro.

5. Prolongement de I’opérateur B;. — Tout va reposer sur la formule
suivante, de vérification immédiate :

(3.1) % %)z(zk._})_m%.
(1—2) * (1—e2) 2
Pour tout fe&(x > 0) =6 (2> 0), on pose
‘ T\ f(¢, x) = Dy(t f(tx)),
5.2) T.f(t, #) =D, (& T. £(t, @)),
Tty @) = DB T, f(12)).
Lemve 5.1. — On a
(3.3) T.f(t, 2)y=3T, f(t, z) + D, T, f(¢, x)
et
(3-4) T.f(t, &) =" gu(t, x),

ot 8. (¢, x) est indéfiniment différentiable de t et x, t€[0,1] et x € [0, + .

DemonsTRATION. — La relation (5.3) est évidente. Démontrons la rela-
tion (3.4) par récurrence. Si n =1, le résultat est vrai. Admettons donc que

Tn—‘lf(t’ z) =" g (8, x),

&n—1(t, x) étant indéfiniment différentiable. La formule (5.3) donne
alors (3.4), avec

gn(t, z)=(2n —1)gu—i (¢, &) + t Dign—, (¢, ),
ce qui démontre le lemme.

CoOROLLAIRE 3.1. — L ’intégrale

—3

' o 23
(3.5) f z“—m—w(n—%‘u Tt @) de
)

converge pour

(5.6) —1<Re/;<n——-;--

Démontrons maintenant la
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»

ProrosiTioN 5.1. — On suppose que —1<<Rek <<— % Pour tout f
dans &(x > 0) on a la relation
n bk
(2k+1)(2k—1)(2k—3)...(3k — (2n —3))

1 f2h—(2n—3)
Xf ———T;,—_—:‘T,,f(t,x)dt‘
voa—e) T

(5.7) Bif(z)=(—1)

DeimonsTRATION. — Rappelons que
1 )
Bif(x)= bkf i (r— ) f(tx) dt
0

On va démontrer (5.7) par récurrence sur n.

-

Si n =1, on utilise (5.1), avec k+—§:k—§+1, donc 2 =—1. Alors

12k . 1 d 2h+1
( ta)(ufi_’f_ (2k +1) dt ( . )k+% )
1—2) ® 1— 8 !
de sorte que

b *d 2k-+1
Bif(z)= (__‘M:_l)‘[ E(( ¢ tq)k:%)tf(w) de.
PN

- . . 1 , .
On intégre par parties : puisque Rek + — <To, et aRek + 2> o, la partie

intégrée est nulle; il reste

. bk ’ 1 12k
ka(x)—(2k+l)jo‘ (
. I —

t

— T,f(t, x)dt,
) ®

+1
gk

ce qui montre (57) lorsque n =1.
Admettons la formule jusqu’a (n — 1), donc

— At by
Bif(@)=(—1) (2k +1)(2k—1)...(2k— (2n—3))

1 {2k—(2n—5)
Xf —— T f(8, z) dt
¢ (=)

(5.8)

et utilisons (5.1) avec

an—>5
2

k— :/{—%—f—l, donc A=2n—3.
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- On peut écrire I'intégrale ui entre dans (5.8) sous la forme

1 ‘d {2k—(2n—3) . 4
e, d'(———) i (6 @)

(1— &) 2

d’ou la proposition en intégrant par parties.
On pose, pour tout entier positif r,

@) =01 [ Tf @) dry

ko ——

(5.9) C —e) T
b= (— 1)t —— S :
(2k+1)(2k—1)(2k—3)...(2k — (2n —3))

L'intégrale (5.9) converge lorsque 'on a (5.6).

ProrosiTioN 5.2. — On suppose que (5.6) a lieu. Alors Bife&(x > 0)
pour tout f€&(x> o). L'application f—> B} est continue de &(x>o0)
dans lui-méme. L’application k — B est holomorphe de la bande définie
par (5.6) dans £(&; 6).

2Vm

L(k+1) <—k——>

I 1 1
k=1, —2, —3, ... et pour k=— -, 1—=, 2— -
2 2 2

DevMonsTRATION. — On rappelle que 6;—= y donc

bi est une fonction entiére de £, nulle pour

Il en résulte que b} est une fonction entiére de k. Lorsque (5.6) a lieu,
I'intégrale (5.9) converge. Comme (¢, z)—> T,f(¢, ) est une fonction
indéfiniment différentiable dans [0, 1] |0, + [, B}f est dans &, et f— @B} f
est continue de & dans lui-méme. Il reste & démontrer que I’application
k — B?% est holomorphe de la bande définie par (5.6) dans £(&; &). Pour
cela, il suffit de vérifier (¢f. GroTHENDIECK [ 3], Remarque 2, p. 40) :

(1) k— B7} est continue de la bande (5.6) dans £(8; 8);

(i1) Quel que soit x>0 et quel que soit p entler > 0, la fonction
k— D2 B} f(x) est holomorphe.

La vérification de ces deux points est immédiate, ce qui démontre compleé-
tement la proposition.

CoroLLARE 5.1. — Si l'on donne dewr entiers positifs n et n' les deux
Jonctions B et B}’ coincident dans l'intersection des bandes de définition.

DemoxsTRATION. — En effet, on a la deux fonctions holomorphes, qui
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L . . I
coincident (entre elles et avec B;) dans la partie — 1 < Rek < — >
(prop. 5.1) commune a toutes les bandes du type (5.6).

CoxseQuENCE. — Les diverses fonctions B%(n > o), définissent une fonc-
tion holomorphe unique dans Rek > —1, fonction qui prolonge analyti-
quement Bi; on désigne par B; la fonction ainsi prolongée [ holomorphe
de Rek > —1 dans £(&; 8)].

ReMARQUE 5.1. — L'opérateur B , est égal d Uidentité.

En effet, la formule (5.7), pour n =1, donne

. b 1 {24+ d
B f(x)=— (2/.'—|—1)f k+lil(tf(tx))dl.
v (l _ 12) 2
. »—_l . k :

Si k= = (———2k+l)saut1,et

‘d

B, f(=x) :f Zl—t(lf(tx))clt = f(x),
2 0

ReMARQUE 5.2. — En réalité, la proposition 5.1 est valable sous la seule

hypothése que 77, f(¢, r) existe et est une fonction continue, donc que f est
dans & (x> 0). Mais si 'on veut pouvoir donner un sens a By f pour tout &
avec Rek > — 1, il faut supposer que f est indéfiniment différentiable.

On va maintenant donner une autre formule, variante de (5.7). et per-

. . 1
mettant d’effectuer le prolongement analytique de B; pour RekA <<— r

On pose
U (4 ) = D — £)¥ [ (22),
(5.10) U.f(t, ) =D, ((1— ) U, f(t, x)),

U, f(t, x)=D,((1— t’)%U,,_,f(t, x)),

Lemye 5.2, — On «, pour tout f€E(x > 0) =6,

(5.n1) U, f(t, x)y=(— tﬁ)%.l),U,,_.f(I, x)—3t(r— F)% U,.f(t, x)

ct

n--2

(5.12) U f(t, z)=(0—t) * h,(¢, x),

ot h,(t, x) est indéfiniment différentiuble dans [o,1] < [0, +x[.
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DeMONSTRATION. — La relation (8.11) est évidente. Démontrons (5.12) par
récurrence. C’est vrai si n —=1. Admettons (5.12) pour n-—1. La rela-
tion (5.11) donne alors (5.12), avec

ho(t, z)=—mnth,_,(t, x) + (1 —*) D, 4 (2, x),
d’ou le lemme.

CoROLLAIRE 5.3. — L’intégrale

(5.13) / e

k
Py

1 p2k+n+1

U, f(¢, z)dt

est convergente lorsque
n 1
(5.14) —1— - <Rek<<—-.
‘ 2 2
Démontrons maintenant la

Prorositiox 5.3. — On suppose que —1<<Rek <— % Pour tout f

dans &, on a la relation
by

(5.13) ka(x):(“I)n(zk—s—2)(2k+3)...(2k+n+1)
xf —ﬂkﬂﬂnﬂ U.f(t, x)dt.

ko ——
"a—ey

DEMONSTRATION. — On récurre sur n. Si n =1, on utilise (5.1) avec

2k +1=2k—24—1, donc 2A=—o2.

Alors

t".‘k+1 I d tzl.—.—
G—e)y= " (ak+2) E((x - t?)m)

de sorte que

12k+2

by ‘d ) 1
Bif(z)= (Z—k—i—;—)[ E(m)(l—ﬂ)-f(tw)dt'

1 .
Comme 'on a —1 < Rek < — Syon obtient

12k+2

be 1
ka(x):—(zk_:_g)fo ey U @) d,

ce qui démontre la formule dans le cas n =1.
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Admettons la formule jusqu’a n — 1; donc

(—1)"'b
(2k+2)(2k+3)...(2k+n)

1 {2k+n
Xf _ﬁ ,,_1f(t x)dt.
k+Z
C(1—2)

(3.16) Bif(z)=

On utilise (5.1), avec
2k+n=2k—2%1—1, donc A=—(n-41).

On peut alors écrire I'intégrale intervenant dans (5.16) sous la forme

g2h+n+t )
(2&—!—11—!—1)/ n+1D‘((I—t2) U"“’f(t’ z) dt,

(1—e)"
d’ou la proposition.
On pose
1 g2k+n+t
"ka(x):"bkf — S U, @)ty
(8.17) S N
b

n pounng .
| b= (—1) (2k+2)(2k+3)...(2k+n—+1)
L'intégrale (5.17) converge lorsque l'on a (5.14).

La fonction 7b; est une fonction méromorphe de k, avec des poéles aux
points .

(5.18) k:—g, — =, ...y dans la bande (5.14).

Montrons maintenant la

ProposiTioN B.%k. — Pour k tel que (5.14) ait lieu, et différent des
-valeurs définies en (5.18), "B f€ & pour tout f€ &; 'application f—"Bif
est continue de & dans &; Uapplication k — "B est méromorphe de la
bande définie par (8.14) dans £2(&; 8), les poles étant situés aux points
définis par (5.18).

DemonstratioN. — Lorsque (5.14) a lieu, et que "b; est fini, il est immé-
diat que "B f est dans & et que V'application f—> "B f est continue de & dans

. . "By
lui-méme. Il reste & démontrer que la fonction & — —-bﬁ est holomorphe dans
k

la bande définie par (5.14) & valeurs dans £(&; 8); ceci se demontre comme
le résultat analogue dans la proposition 5.2.
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CorOLLARE 5.4. — Si n et n' sont deux entiers positifs, les deux fonc-
tions "By et "By coincident dans la partie commune des bandes de défi-
nition.

Par conséquent, les diverses fonctions *B; définissent une méme fonction

) 1
méromorphe dans Rek <<— 3 prolongeant By; on ‘la note encore B;. On a

finalement obtenu le

TneoriMe 5.1. — La fonction k- By définie dans — 1 <<Rek <— —

par (2.2), est prolongeable analytiquement en une fonction méromor, phe,
notée k— By, dans le plan entier, a valeurs dans Uespace £(&; &)

. . . 3
[6=6(x>0)]; les poles de cette fonction sont situés aurx points — =
5 ‘

-5 %, - Le prolongement de By est donné explicitement par les

Jormules (5.7) et (5.15).
Les propriétés de By pour tout k découlent maintenant facilement des pro-
- I .
priétés de By dans la bande — 1 < Rek <<— -
~ Espaces &, BT @y. — On désigne par &, le sous-espace vectoriel fermé
de &(x> 0) = &, formé des fonctions f telles que
fier+ti(o)=—=o0 pour tout n>>0;

on désigne par @, le sous-espace vectoriel de & formé des fonctions f nulles
ainsi que toutes leurs dérivées a l'origine.
. ’ ). 1
Ceci posé, lorsque k vérifie —1 <<Rek <<— -, on a
2

1

_
DPBif(z)=by [ i (1) 0 (2 d,
D) .

d’ou
(5.19) DrPBf(o) =bipf¥)(0),
avec
o / y
VED( k+£ 41
2
(5.20) I .

k,p—
_ r(P;'_I)F(]n—l—I)

Il en résulte que :

@. sip est pair, k—> b , est une fonction entiére;
b. si p est impair, k— b , est une fonction méromorphe, dont les pdles
5.1

appartiennent a I'ensemble ; — Ty

{
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11 en résulte, par prolongement analytique, que la relation (5 19) a lieu

3
pour tout & non situé dans I'ensemble exceptionnel { — 5 5, ; Donc,

pour tout & non exceptionnel, By est dans £(8,; &,) et dans £2(®,; @,). On
voit donc déja, en appliquant le théoréme 5.1, que la fonction k— By est
méromorphe & valeurs dans £(&,; 6,) et £(M,; @,). Mais il y a plus :

TutoreMe 5.2. — La fonction k— By est une fonction entiére a valeurs
dans £(6&,; 6,) [ donc aussi dans £(®,; B,)].

om 41 .

DEMONSTRATION. — Posons ky— — T_'_’ m entier > 1. Il faut montrer
que k, est une fausse singularité pour Bif, f étant donné dans &, Pour
cela, il est peut-étre plus commode d’utiliser une formule différente de (5.15).
On part de la formule

N

f(tx) :2

0

Lo+ 2 [ e e e
N entier quelconque. Supposons d’abord — 1 <Rek < — % On obtient :

_ N n
V7 I‘(k+2+1>

\

ka(‘”):b(/c—t-]) - I‘(-’f £>n!x"f(")(0)

2 2
N1

: ! —k—3 ‘ , .
S [ ey T [ e ) d

0

=+ by

(v +3)

Le membre de droite a un-sens pour — < Rek < — —, et dépend

analytiquement de &, donc coincide avec le premier prolongement de B;.

Prenons /V de sorte que — Q-V—;r—?)—)

< k. Alors l'intégrale, dans I'expression
ci-dessus, est holomorphe au point &y; il reste seulement & voir que la somme

finie est holomorphe au voisinage de &,. La fonction I‘(k -+ ,—; -+ 1> admet

des poles aux points k tels que &+ '—; +1==— p (1 entier positif). Il y a

donc un péle au point &, si

%:—p—l—k‘,:m—p.——é, donc n=2(m—p)—1,

Mais pour un tel n, impair, on a f"(0)=o, puisque f est dans &,; la
somme finie est donc holomorphe au voisinage de ko, ce qui démontre le
théoréme.
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THEOREME 5.3. — Pour tout f dans &, et pouwr tout k, on « :

(5.21) Dszf:Bkka.

<On rappelle que L; f— ‘%_—_, -+ -(')—l‘:;l—) %f)

DevoxsTRATION. — Pour tout f dans &,, L;f est dans &,; L; est dans
Vespace £(&,; &,) et la fonction & — Ly est entiére & valeurs dans £(6,; 6,).
Les deux fonctions k — D By et k — By L sont donc, grice au théoréme 5.2,
deux fonctions entiéres & valeurs dans £(&,; &,). Or, par la proposition 2.1

. . 1
ces deux fonctions coincident dans la bande —1 << Rek <— > elles coin-

cident done partout, ce qui démontre le théoréme.

RevARQUE 5.3. — Il est indispensable de supposer que f est dans &,; sil'on
prend f dans &, L; f n’est pas dans &; om pourrait raffiner en supposant que
L demeure dans une bande fixée et en supposant alors f suffisamment
différentiable, avec un certain nombre de dérivées d’ordre impair nulles &
I'origine.

Pour terminer ce numéro, montrons la

ProrosiTioN 5.5. — Pour —1<Rek < ;’ on u

(5.22) DB, = B,.
DexoxsTraTiON. — On constate facilement que la fonction & — B, est holo-

morphe dans la bande —1<<Rek < ;, 4 valeurs dans £(&; &); la rela-

tion (5.22) résulte alors de (2.17) <valable pour —1<<Rek <— é) par

prolongement analytique, en utilisant le théoréme 5. 1.

dutrement : la formule (5.7) pour » —1 donne

Ui 1 1261 D d
ka<-r>=—2k+l\[ — Dilf )
(r1—2) *
Mais — b = by, de sorte que
Mais —‘;Z-——[——T = 0Op, ae ¢ qu

Bif(x) = DB f(z).

6. Prolongement de I’opérateur (3;. — Rappelons que

1

@B f(x)= ka Jtry(1— l“)k_':'dt.
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Si l'on pose t —=sinb, on a

wldd

(6.1) Bf(x) = B _f(xsmﬁ)cos”‘ﬁ ds.
0
Posons

. d
6 s M f(x,0)= f(xsin)+ mdﬂ <s1110—(sm 07( vsmO))>

1

GFTD) a8 (smﬂf(x sinf)),

1
Nkf(a:, 9 =
\
puis, déterminons par récurrence les fonctions

(e, ) =M f(x, 0) + de(sinﬁ/\"jé“‘f(x, 0))

2k +2n
! 1
(63) { -+ (2/{+271—I)(2k+2’l)
x 5 (smede(smeM" Hf(a, 9)))
et

1
2k 4+2n -1

(6.4)  Nif(x, 0)=N'f(x, 0) + t—%(sinﬂx][ﬁ“f(x, 0)).

On a alors la

Prorosrrion 6.1. — On suppose que Rek > % Pour tout f dans & (x> 0)

et pour tout n, on a

Bif(2) = P f " cost+m M7 f(z, 0) db
-~ 0
(6.5)
4 B f " costrni g N £( iz, 6) db.
0

DiMONSTRATION. — On démontre la formule par récurrence sur n. Vérifions
la formule pour n=1. On a

T
B

53&](»’1?)‘—251: S(2sin0) cos>*+20 (1 + tg20) db

= 31‘/ 2f(x sinf) cos**+20db + ﬁk[ 2f(.?c sin0) sin20 cos**0d.
Mais

. o __t_l cos2k+1 .
sinf cos 6_d9<

— (2hk—+1)
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~a

77
on intégre alors la deuxiéme intégrale par parties; comme 2Re/k 4+ 1 > o,
on obtient

dskf(x)_ﬁ‘f JS(z sin 8) cos*#+26 46

wl®

sk L
B [ 7 (sin0 f(w5in)) costietd .

Dans la deuxiéme intégrale de I'expression précédente, on remplace cos?*+19
par cos*+38 (1 + tg20), et 'on intégre encore une fois par parties comme
précédemment. On obtient finalement la formule (6.5) pour n — 1.

Admettons la formule pour n — 1. On a

T
K]
Brf(z)= ﬁkf (cos#+2n—2§ Y3~! 4 cosh+2—1 Ni—1) d,
0

ou l'on écrit M~ au lieu de M} * f(x, 0); méme chose pour N;~'. On
peut alors écrire

~

@Bif(x) = @kf (cos®+2nQ MY~ + cos2k+n+1Q N~ ) db

k]

-+ BLf (sin20 cos+2n—20 M3~ + sin?0 cosh+2n—1Q Ni~1)df
0

ce qui, en intégrant par parties, donne pour la deuxiéme ligne

a

l3/;/‘l<cos-‘“’2"0(—2—]{—_%_—2—)de(sm(i]V"“)

I

ok+en—1Q -
+ cos™ e(zk-{—zn 1) db

4 sin Mt )>

La deuxiéme intégrale de I’expression précédente vaut

_B—k_. : 24k-+2n; n—1
(2k+2n—1)/‘; cos*+ +’0—(sm0M ) db

o

- 2k-+2n i —_ n—1
+ﬁk(2k+2n—1)(2k+2n)t[ cos2k+ Ode<sm0 (sin® M4 )>

ce qui donne finalement la formule (6.5).
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Posons, pour tout n > o,

el

" f(x) = Bx f cos+240 My f(z, 8) db
(6.6) ¢

+ ﬁkf cos#+tG N f(e, 0) df.
[

Ces deux intégrales sont convergentes lorsque 'on a
. . 1

(6.7) Rek > 5
Montrons la

ProrosITON 6.2. — On suppose que (6.7) a lieu et que k est différent
de — 1, — 2, .... Pour tout fe&(x>0)=28, B} fest dans &; l'applica-
tion f-> @B} est continue de & dans lui-méme et Iapplication k — @ est
méromorphe dans le demi-plan défini par (6.7), ¢ valeurs dans £(&; &),
les poles étant situés aux points — 1, — 2, ....

. 2l (k+1 . .
DEMONSTRATION. — La fonction 3= ——(—I)— est une fonction entiére
vl <k + —)
2
. i 3 \ .
de 4, nulle aux points — 3 T Pour x et 0 fixés les fonctions

(de k) Mif(x, 0) et Nif(x, 0) ont des pbles simples aux points — ;, —1,

3 . I
— 5 T2 e de sorte que les fonctions B M7f(z, 0) et BN f(x, 0)
sont méromorphes, avec des pdles aux points — 1, — 2, .... Soit & fixé

différent de ces valeurs avec (6.7). Les fonctions

x, 6—%@kMZf(x, 0) et x, 0> BNt f(x, 0)

sont indéfiniment différentiables dans [0, <) [>< [0, E] (immédiat par récur-

rence sur n). Il en résulte que B} f€& pour tout f€& et que 'applica-
tion f—> @3} f est continue de & dans lui-méme. Reste & montrer que I'appli-
cation A— @7 est méromorphe. Or, pour & distinct des pdles, A — @B} est
continue i valeurs dans £(&; &), et, pour tout x et pour tout p, la fonc-
tion k— D &3} f(x) est méromorphe dans le demi-plan (6.7), ce qui
démontre la proposition.

CoroLLaiRe 6.1. — Si n et n' sont deux entiers positifs, les fonctions @}
et @Y coincident duns la partic commune aux deux demi-plans de défini-
tion.
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DemonsTraTION. — En effet, ces deux fonctions méromorphes coincident (et
avec (3;) dans le demi-plan Rek > — é
On en déduit :
TutoriMg 6.1. — La fonction k — @ définie dans Rek > — ;par (3.2)

est prolongeable analytiquement en une fonction méromorphe dans le plan
entier, a valeurs dans £(8; 8), notée k-> dy; les poles de cette fonction
sont situés aux points — 1, — 2, .... Le prolongement de @ est donné
explicitement par les formules (6.5).

REMARQUE 6.1. — On vérifie facilement que l'opérateur @3 , coincide avec
I'identité. i

Supposons maintenant que Rek > — 15 On déduit de (3.3)

1 __1
(6.8) Dﬂasﬁ.f(x):ﬁkf tP(1 —ﬂ)A :fiP (tz)dt,
0
d’ou I'on tire
(6.9) Dr@if(o) =B, f?(0),
avec

1‘(/<+1)1‘<812‘—‘>

ViT <§+k+l> .

(6.10) Brp=

La fonction k— 3¢, est donc méromorphe, avec des péles appartenant a
I'ensemble { — 1, — 2, ... }. Il en résulte par prolongement analytique, que
pour tout & non situé dans ’ensemble exceptionnel { — 1, — 2, ...}, la rela-
tion (6.9) est vraie. On en déduit que B;f€ &, (resp. () pour tout f dans &,
(resp. (), k non exceptionnel.

On n’a pas ici I'analogue du théoréme 5.2. Cherchons par exemple le
résidu de @3, f () au point k —=— 1, f étant donné dans &,. On a

(ka(x):ﬁkf f(t.Z')(I—lz)k*—:‘:dl

- — ) )
+ﬁ/‘(—27:_—_1—)[ (r—28) 5 (f())dt,
ce qui donne comme résidu au point — 1
~ ! -1 :
(B_,f(x):-—xB_lf (1— ) 2ef'(tz)dt,
0

B_, étant le résidu au point — 1 de B. Or G3_, f n’est pas nul pour tout f€&,.
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On a donc seulement le

TuiorEME 6.2. — La fonction k— 3 est méromorphe & valeurs
dans £2(8,; 8,) [resp. £(®y; @) ].

Montrons maintenant le

TukorkME 6.3. — Pour tout k complexe, non situé dans lensemble
{—1,—2, ...}, et pour tout f dans &,, on a
(6.11) LBk.Dgf:LkﬁSkf.

DiMONSTRATION. — Les deux fonctions méromorphes 63, D% et Lid3, a

valeurs dans £(&,; &,), coincident, d’aprés la proposition 3.1, pour

1
Rek > 5 donc partout, d’ou le théoréme.

7. Relation entre B; et B;. — Démontrons maintenant le résultat fonda-
mental suivant :

TriOREME T.1. — Pour tout k complexe, différent des valeurs —x, — 2, ...,
les opérateurs By et 03 sont des isomorphismes de &, (resp. ®y) sur lui-
méme, inverses l'un de l'autre.

DEMONSTRATION. — Pour — é <Rek < ;, on a démontré (corollaire .1)

que
(D—Ek) GBr— 1,

1, application identique de &, dans &,. Mais, par la proposition 5.5, on a,
pour k dans la méme bande, DB,— By, de sorte que

(1-1) Bio=1  si —§<Rek<é-

Comme la fonction k — B3 est méromorphe a valeurs dans £(8,; &,),
de poéles situés aux points — 1, — 2, ..., la relation (7.1) est vraie pour
tout k différent de ces valeurs exceptionnelles.

De méme, la proposition 4.2 et la proposition 5.5 donnent

(1.2) B Bi=1, s _§<Rek<§,

et 'on voit comme précédemment que (7.2) a lieu pour tout kA non excep-
tionnel. Le théoréme en résulte.

-r

ReMaRQUE T7.1. — Le prolongement des opérateurs B; et @3 aux
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A A A . .
espaces 6 Y E, 6, Q E, @,Q E, F étant un espace vectoriel topologique loca-
lement convexe quelconque, se fait comme au chapitre I, en considérant les
opérateurs B;® 1, @ 1.

REMARQUE 7.2. — On a des résultats analogues au théoréme 7.1 pour les

I
opérateurs D™ + ——TD"‘-’, m entier quelconque. Cf. les formules

dans Lions [5].

8. Relations de Darboux-Weinstein. — Introduisons les deux opéra-
teurs suivants : pour tout f€& (x> 0) = &, posons
(8.1) Sif(x) = x* f(x),
(8.2) Sf(x)=z"'f'(x).

On ale

LeMng 8.1. — a. L'opérateur S est dans Uespace £2(8,; &,), et n’est pas
un isomorphisme;

b. Les opérateurs S et S sont des isomorphismes de @, sur lui-méme.

D#MONSTRATION. — . Il est évident que si f estdans &, alors S f est égale- .
ment dans &,, et que l'application f— $f est continue; cette application
n’est pas un isomorphisme, puisque les constantes (qui sont dans &) ont
pour image o. ‘

b. Ona S€L(My; By); si x—'f'(x) =g(x), on a
f(w):f y8(y)dy,
0

ce qui donne f dans ®,, de sorte que S est un isomorphisme de @, sur lui-
méme, d’inverse donné par

(8.3) S f(a) = f yfndy  (fea).

De méme, S est un isomorphisme de ®, sur lui-méme, d’inverse
(8.4) S =8
On vérifie facilement les relations suivantes :

Proposition 8.1. — Pour tout f dans &, on «
(8.5) L_ Sy f=SiLf,
(8.6) L Sf=8Lf.

BULL. SOC. MATH. — T, 84. FASC. L.
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Ces relations sont dues & DArBoux et WEINSTEIN; WEINSTEIN les a systéma-
tiquement utilisées pour la résolution du probléme de Cauchy relativement a
Vopérateur — A + L. Cf. aussi : Diaz, WEINBERGER, E. K. BLuM, dans la biblio-
graphie. '

Les relations (8.5) et (8.6) sont surtout intéressantes sur @,, car alors S;
et S sont des isomorphismes. On en déduit donc

(8 7) L_k:-SkLkS_k, Lk+1: :b‘Lk:S_" (SUI‘ U?g).
On sait (théor. 7.1) que si ReAX o (par exemple), il existe un isomor-
phisme B; de @, sur lui-méme tel que
(Bkl)2 .Bk: L].-.

Supposons maintenant que I'on ait ReA < 0. Alors — & a une partie réelle

positive, de sorte que
L_j—=0_D*B_;,

ce qui en comparant avec la premiére relation (8.7) donne
(8.8) DB, Sy = B_;Si Ly,
donc

THEOREME 8.1. — Quel que soit k complexe, il existe un isomorphisme X'
de @, sur lui-méme, qui transmue L; en D*. Si Rek> o (plus générale-
ment, si k est quelconque, différentde — 1, — 2, ...) on peut prendre X— By.
Si Rek £ o, on peut prendre

(8.9) A= B_;S;.
Utilisons maintenant la deuxiéme relation (8.7), d'ot 'on déduit
Liyn=8"L;$— "
Quel que soit A, on peut choisir n de telle sorte que Rek +n> o0 (par

exemple); alors
Lk+n = OB} D? Bk+m

d’out
D* By 8" = Biin Sn Ly,

donc

THEOREME 8.2, — Avec les notations du théoréme 8.1, on peut également
prendre

(8.10) K= B/H_,l:b‘”,

n étant choisi de facon que Rek + n > o.
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9. Applications aux problémes mixtes. — Les notations sont les mémes
qu’au chapitre I, n° 8. On pose le

ProsLiME 9.1. — On donne f dans #¢(A=<). On cherche u dans
Pespace 6¥® #(A), solution de 'équation

o2k+10

(9.1) Au(t)-—l—ﬁu(t)-{— 7 &u(t):o pour ¢ o,

ot?
avec les conditions initiales
u (t)—f dans #(A) lorsque £ — o,
(9.2) et naturellement :

u'(t)—o dans 8¢(A) lorsque t—>o.
Le probléme 9.1 est résolu par le

TneoriMe 9.1. — On suppose que (M) a liew (cf. Chap. I, n°8). On
suppose que k est un |nombre complexe quelconque, mais différent
de — 1, —2, — 3, .... Dans ces conditions, le probléme 9.1 admet une
solution unique.

DEMONSTRATION. — Soit u, solution de (9.1), c’est-a-dire
(A+Lyu=o [ de facon plus précise : (1 @A+ L@ 1) u=0],

avec (9.2). Pour A non situé dans I’ensemble exceptionnel — 1, — 2, ... on
sait (théor. 5.3, 6.3, 7.1) que

L= d.D? By, donc @i (A + D?*)Byu=o
(on écrit By au lieu de B;® 1) donc,
(A + D*) Byu =o.

Donc si I'on pose

(93) Bku:V,

on a

(9-4) re8,® (M),
(9.5) (A+D?)p=o,
(9.6) ¢(0) =1, ¢'(0) =o.

Réciproquement, si ¢ vérifie (9.4), (9.5), (9.6), alors

9.7) U= @By

est dans &, 3¢(A ), solution de (9.1) et (9.2).
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Or on a vu (théor. 8.4, chap. I) que le probléme (9.4), (9.5) et (9.6)

admet une solution uniqueé, d’ou le théoréme.

ReMarQue 9.1. — Comme pour les problémes mixtes du chapitre I, la

démonstration précédente fournit un procédé de calcul explicite de la solu-
tion.

REMARQUE 9.2. — Soit «, élément de &&) 2¢(A) [et non de 6,@ 2(A)],
solution de (9.1) et de (9.2). On a alors les relations

(9.8) (n+1)Au(0) + (2k + n + 2) u"+(0) = o,
d’ou I'on déduit, si k n’est pas dans Uensemble exceptionnel : — g, — :;), oo
(9.9) ultr+i(0)y=o pour tout p > o,
P — 1.3.5...(2p—1)
(9.10) _”p(o)_( Vet xa) . akrap) VY
Par contre, si k = ky= — ?inT_‘——l-(mé 1), alors, pour n —=2m — 1, (9.8)

est vérifié quel que soit u*+t) (o).
On peut donc préciser le probléme 9.1 et le théoréme 9.1 comme suit :
. on] 3 3 . A
a. Si k n'est pas égal & — 1, — 5? — 2 - loute solution dans &) 3¢(\)

de (9.1) et (9.2) est nécessairement dans G‘QAQ 3 (A), de sorte que le
probléme correspondant admet encore une solution unique.

b. Si k est de la forme k—— 22+ 1

(m entier positif), alors il est indis-

pensable, si 'on veut l'unicité, de chercher « priori les solutions dans

Pespace 6*® 5€(A). Si on cherche les solutions dans & &) 5¢(A), il n'y aura
pas unicité. Voici un contre-exemple assez général. On prend A défini par
une forme sesquilinéaire ((u, ¢)) (comme au chapitre I, n° 12) sur un
ouvert Q borné de R*. On suppose que A est un opérateur différentiel nu/
sur les constantes. On suppose également que les constantes sont dans X (\)
(exemple : A, opérateur différentiel & coefficients constants, sans termes de
degré o, et 'on prend un probléme aux limites du type Neumann). Considé-
rons alors la fonction

u(z, t) =1m+,

cette fonction est dans

A o am d
ERH(A); Au=o et p Tl FUESL

donc « est solution non nulle de (9.1), avec

2m —+1
2

hk=—

et f=o.
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Notons également que la fonction
u(x, t)y=1m"

est dans & & 2€(A ), solution non nulle de

2 am—1 d
Au+@u——t—§iu:o, avec u(z, 0) =u, (x, 0)=o;
ceci correspond a k=— m, ce qui est exclu dans le théoréme 9.1. -

Par ailleurs, toujours avec le méme A, u(x, £) =¢* (A 2) est solution
deux fois continiment différentiable de
\ud?' A—1 9 ’ e
1u+d—tzu——t—(—ﬁu_o, avec u(z,o0)=u,(x,0)=o.
De facon générale si Rek << — 5 il n’y a pas unicité dans le probléme 9.1
st U'on cherche des solutions qui ne sont pas assujetties a étre indéfiniment
différentiables (cf. WEINSTRIN [1], pour le probléme de Cauchy relatif a

1 . . .
— A+ Lg). Pour Rek> — Srona le résultat suivant; considérons le

ProsLiME 9.2. — On cherche u, fonction deux fois continiiment différen-
tiable dans ¢ > o, a valeurs dans 3¢, une fois continiment différentiable dans
t> o a valeurs dans 3€¢(A), solution de (9.1), avec les conditions (9.2).

Onale '

TheoreME 9.2. — On suppose que A vérifie (M) et que k est un nombre

complexe, avec Rek > — 2 Alors Je probléme 9.2 admet au plus une

solution.

DEMONSTRATION. — 11 faut montrer que si «, avec les hypothéses de différen-
tiabilité de I’énoncé du probléme 9.2, vérifie (9.1) et (9.2) avec f=o,
alors « = o. Pour cela, multiplions scalairement les deux membres de (9.1)

par

%u(t): L—id—tu(t) (£> o fixé quelconque).
11 vient :
d d: d
(9.11) (Au(t),zﬁu(t)>+<zt—zu(t),au(l))

+(2k+1)%

d 2
l(—i_t u(t) ”x—- O.
Prenant I’égalité complexe conjuguée et additionnant, il vient

(9.12) C—%[(Au(t), u(t)) +

d d 2
C%u(t)l Eu(t)“ =o,

]--i— 2Re(2k+1)%
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. . 1
d’ou l'on tire, comme Rek>— —,

N

df d 2
pr I-(_/\ w(t), u(e)) + Hﬁiu(t) “ ]é o,
et comme la fonction
t—>(Au(l), u(t))+ ” gu,(t) ”
dt
est nulle & Porigine, on a
(9.13) (A u(e), u(t)) + “ d‘_{t wu(t) “2é0 pour tout > 0.
Mais (M) a lieu, donc il existe £,>> o tel que
(A u(2), w(t)) + &l u(t) [P0,

de sorte que (9.13) entraine

(9.16) |G| = vaneon
Posons

(9.15) e(e)i?=0(¢).

On a

d d
7 0(¢)= 2l{e<u(t), cTtu(t))’
donc
db db -
pT, (t)é’a’z (t)lé'l Vo 0(2)-
SiYon pose _
F()=0(2) exp (— 2vE0),

on a donc

d
EF(t)éo,

et comme /(¢)>o0, F(o)=o0, on a F(¢)=o pour tout £>.0, donc 0(¢)=o,
et donc u —o. C. Q. F. D.

Considérons maintenant des problémes mixtes avec deuxiéme membre :
Prosrime 9.3. — Trouver « dans @, & 3¢(A ), solution de
(9.16) Au—+ Liu =f,

ou f est donné dans @, @ Je.
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Onale

TaroreME 9.3. — On suppose que A\ vérifie (M). Quel que soit le nombre
complexe k, Uopérateur A+ L est un isomorphisme de 0, ® e (A) sur
M, ® . Le probléme 9.3 admet donc une solution unique.

DEMONSTRATION. — a@. Supposons & différent des valeurs — 1, —2, —3, ....
On peut alors utiliser le théoréme 7.1 et écrire
A+ L= BZ1 (A -+ Dzb)_‘ Bk,
d’ou 'on déduit

(A -+ L)~ = Bz* (A + D*)-1 By,

puisque A + D? est un isomorphisme de @, & 2(A) sur @, & €. On a done
le théoréme dans ce cas.
b. k=—(2m+1) (m>o).

On ne peut plus alors utiliser le théoréme 7.1, mais on peut remplacer
dans le raisonnement précédent By par I'un des deux opérateurs X construit
au n° 8, théorémes 8.1, 8.2.

10. Problémes mixtes pour les valeurs singuliéres de k. — On
suppose dans ce numéro que

(10.1) k=—(n—+1), donc 2k+1=—(2n-+1) (n entier >.0).
On considére le probléme particulier suivant :

ProeLiME 10.1. — Trouver « dans & ® 3¢(A), solution de

0? an—+1 d
(10.2) Au—i—(—”—,lu————t——gzu_o,
avec les conditions initiales
u(o)=1u'(0)=...=u?(0) =o,

{(10.3) { w2 (0) = fe 8 (A®), w9 (o) = o.

Montrons le

TreorEME 10.1. — On suppose que (M) a lieu. Le probléme 10.1 admet
une solution unique.

DEMONSTRATION. — Posons

(10.4) Sru =ty =y,
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Si u existe dans 6 & 2 (A), avec (10.2) et (10.3), alors ¢ est dans & () 4¢(A),

et vérifie

02 an+3 0
(10.5) AV—F(F,IV—*‘—'Z—B}

avec les conditions initiales

(10.6) v(o):an_i_;)_!, V(o) =o.

Or, d’aprés la Remarque 9.2, conclusion a, toute solution dans & %) 4¢(A)

de (10.5), (10.6), est nécessairement dans 5,‘@ 3€(A), existe et est unique.
Alors u existe et est unique

(10.7) =ty

Le théoréme est démontré.

11. Exemples. — On considére A =— A, A = laplacien, et 'on se place
sur & = R*; on va donc considérer seulement le probléme de Cauchy. On a
rappelé au chapitre I, n° 12, la définition de I'espace Di:(R") = &i.(R");
cet espace coincide avec I'espace des u € L*(R") tels que Aue L*(R*); on a
@3 (R") =3¢(A). On considére alors le

ProsLiMEg 11.1 — Trouver « dans &,& @} (R"), solution de
(11.1) —Au+ Lyu=o,
avec les conditions initiales
(11.2) u(o)=ff [f donné dans @ (R*), u'(0) =o0].

REMARQUE 11.1. — On a évidemment @ (R")C 3¢(A~); en réalité, 3¢(A~)
est exactement l’espace des fonctions € L?(R") ainsi que foutes leurs dérivées
(espace @ys de ScuwaRTz [2]).

Posons

(11.3) ko=

Pour k =k, la solution du probiéme 11.1 est donné par la formule de
Asgeirsson (cf. ASGEIRSSON [1])

(1.4) u(x,t)::—l— Sflx+ at)dw,(a),
nJ g =1

2(m)?

r(3)

de cette spheére.

ol W, =

est 'aire de la sphére unité dans R*, dw,(a) I'élément d’aire
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Faisons maintenant les remarques évidentes suivantes : soient k et
k' deux nombres complexes, non situés dans I'ensemble exceptionnel
{—1,—2,—3,....}. On a alors

D2: BkLkBZl = Blekl lel 9

donc

‘ (11.5) Ly =B L B}ty
ou
(11.6) By =By} By.

Appliquons ceci au probléme 11.1, avec A'=ko, et k non situé dans
I'ensemble exceptionnel. On a

(—A—+Ly) =B,k (—A~+Ly) Bz,
Si donc I'on pose

(11.7) By ru—=v,

v est dans 6‘® @i (R™), solution de

(11.8) Av+ Ly v =o,
avec

(11.9) vo)=F  v(o)=0,

et réciproquement.
Comme on a donné [en (11.4)] la solution du probléme (11.8), (11.9)

on obtient

(11.10) w(a, t)= By (wi flz+ at)dco,,(d))-
N a=1

Or calculons By ;= (B0 Bp. On a

A+1

x k_é ¥ 2

(LL.11) @kBk,f(x):ﬁkbk,m%kf (@*—?) 'ydyf — v,
0 0 3 N +3
. (‘yl_ 2 2

r)

en SUppOSﬂlll

—1<Rek'<—%, Rek>—é-

On peut dans (11.11) inverser 'ordre des intégrations dans I'intégrable
double ; on obtient pour cette intégrale

x x N N '4'_5
(11.12) f F’f’“f(t)dtf 1&=y") g,
' Copree)TE
Posons : s = %%—)—E—%; - On obtient alors pour l'intégrale en y dans (11.12)

' k_i —_ k’.._g -
;—(x‘*—t‘l)‘—"'—‘f (1—s) *s ( 2) ds,
0
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ce qui donne, en portant dans (11.11), et en tenant compte des expressions
de ﬁk et by

o
11.13) @By f(x) = I‘(/("Z-i(l) ;E/;i/{’) quf (22 — g2)k—k—1 [“A""‘f(t) dt.

Ceci est établi avec — 1 <<Rek'<<— —, Rek>— ~. Mais dans (11.13),
I'intégrale de droite converge pour

(11.14) Rel' > —1, Rek > Rel’;

par ailleurs dans la région (11.14), pour > o fixé quelconque, la fonction

égale au deuxiéme membre de (11.13) dépend analytiquement de & et &'; il
en résulte

ProrosiTioN 11.1. — On suppose que k et k' donnent liew a (11.14).
Pour tout fe&,, (11.13) est vrai.

Prenant &' = k,, on en déduit
2T (k+1) r
(ko +1)T(k— ko), 24

¢
Xf (&2 — Sz)k—l.,~1 s2ko+1 g f(T + as) dw,,(a).
0

Jo | =1

(11.13) u(x, t) =

Posons s = p¢ dans (11.13). On obtient

n—2

Proposition 11.2. — Si l'on suppose que Rek > y la solution du

probleme 11.1 est donnée par
2T (k+1)

r(%)r(k_-ko)m”

1
0 Jai=1

(11.16)  w(x, t)=

On retrouve ainsi la formule (7.1), p. 112 de WEINSTEIN [1] (pour avoir
les notations de Weinstein, remplacer 24 + 1 par k).

Pour Rek >

dente peut se prolonger analytiquement. C’est ce qui a été fait directement
sur cet exemple par Diaz et WEINBERGER (cf. aussi Bureauv [1], qui n’utilise
pas de prolongement analytique).

Donnons pour terminer ce numéro un exemple (trivial) de probléme
mixte. On cherche « dans 2 > 0, £ > 0, solution de

’ 0? 02 2k+1 0
(11.17) —onttoptt T 4=

—2 . s e, . .
» on sait par la théorie générale, que la formule précé-
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avec les conditions initiales
(11.18) u(z, o) = f(x), u,(x, 0) =o,
et la condition aux limites (de Dirichlet)
(11.19) u(o, t)=o.
On a, pour X non situé dans I'ensemble exceptionnel [cf. (9.7) |
(11.20) u = Byv.

ol ¢ est la solution du probléme mixte correspondant pour I'équation des
ondes, donc

Sfl@+t+fla—0) sz
V(.T, t):
S(fler—ft—2) szt

On obtient done, pour x < t,
Be 1 [, ki
(11.21) wu(x, t)= Y ZT‘/O‘ =7 *(flz+17)—fr—x)dr,

lorsque Rek > — E

Pour les autres valeurs de £, non singuliéres, on prolonge analytiquement
la formule (11.21).

De facon générale, & toute formule de résolution explicite de probléme
mixte relativement a ’équation des ondes, correspond une formule de réso-
lution pour Popérateur — A + L;.

12. Probléme non résolu. — Cherchons u« dans @, &) 3¢(A), solution de

I

2 k*— 4
(12.1) Au+dt‘3u—Tu:f'
f étant donnée dans @, ® €.
Si I'on pose
(12.2) u:tk+'1-’v,
alors ¢ est dans @, &) 4€(A), solution de
(12.3) Ao+ (f—;v+ﬂ‘_tt_“’7‘v:t‘("+§)f,

probléme qui admet toujours une solution unique (théoréme 9.3). Donc
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k— 1
dz A A
A+ BT TR 4 est un isomorphisme de @, Q H(A) sur Py & 3, quel
que soit k. -

On est ainsi conduit au probléme suivant :

ProLEME 12.1. — On donne deux fonctions 7 et s sur ¢ > o, indéfiniment
différentiables dans £ > o, devenant infinies a 'origine ainsi que leurs dérivées,
comme des puissances négatives de ¢. L'opérateur

. 92 d
12. = =
(12.4) A+ 55 +r(2) 5 +5(0)
définit-il un isomorphisme de @& #(A) sur @, s? [L’opérateur A
vérifiant (M) ].
Ce probléme n’est pas résolu.
Signalons seulement que si g est une fonction indéfiniment différentiable dans

Rl
t>. 0, on peut, suivant un résultat de VoL [1] transmuer D?— \ g + = &
1
2
3
en [)?— — .
2
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