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Bull. Soc. math. France,
84, i956, p. 207 à 239.

GROUPES DE LIE ET HYPERALGÉBRES DE LIE
SUR UN CORPS DE CARACTÉRISTIQUE/?>0(V);

PAR

M. JEAN DIEUDONNÉ.

1. Dans les articles précédents de cette série ([7], [8j, [9]), consacrés aux
groupes formels abéliens^ la notion d'hyperalgèbre de Lie libre (abélienne) a
joué un rôle prépondérant ; c'est grâce à elle que nous avons pu donner une
description complète des groupes formels abéliens et de leurs homomor-
phismes dans [9J. La structure ^algèbre de cette hyperalgèbre libre est effec-
tivement une structure d'algèbre (abélienne) libre, c'est-à-dire une algèbre
de polynômes. D'autre part, la théorie classique (en caractéristique o) associe
aussi les notions d'algèbre de Lie libre et d'algèbre associative libre (algèbre
des polynômes non commuta tifs ); essentiellement, l'algèbre enveloppante
d'une algèbre de Lie libre est une algèbre de polynômes non commuta tifs. Il y
avait donc lieu de penser qu'il existe une notion analogue d'hyperalgèbre libre
pour les groupes formels non abéliens; c'est à la définition et à la démons-
tration d'existence d'une telle hyperalgèbre et de ses propriétés « universelles »
qu'est consacrée la plus grande partie de ce travail ; comme on pouvait s'y
attendre, on montre que la structure d'algèbre d'une telle hyperalgèbre est
bien celle d'une algèbre de polynômes non commutatifs (ou algèbre tenso-
rielle). Comme dans le cas classique, cette hyperalgèbre libre a « le moins
possible » de générateurs, étant adaptée aux groupes formels à loi canonique'.,
mais en ajoutant des « degrés de liberté » supplémentaires, on obtient une
autre hyperalgèbre libre, d'utilisation plus souple (th. 3), à laquelle on peut
rattacher les propriétés formelles de types variés d'opérateurs (n° 17). Enfin,
il se trouve que c'est des relations entre ces deux types d'hyperalgèbre libre
que Fon peut, par une méthode que nous croyons nouvelle, dériver la plus
importante des formules « universelles » de la théorie de Lie, la formule de
Hdusdorff) dont nous obtenons ainsi l'analogue pour les groupes formels en
caractéristique p > o (n08118-21 ).

2. Commençons par rappeler rapidement les relations entre les notions
d'hyperalgèbre et de groupe formel, sous leur forme la plus générale (cf.
[8], n° 4-) ; comme me l'a fait observer P. CARTIER, la manière la plus sugges-
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tive dont on puisse présenter cette théorie consiste à faire usage du langage
de la dualité en algèbre linéaire.

Soit K un corps commuta tif de caractéristique p>o (1), et soit 1 un ensemble
arbitraire ; par N^ on désignera l'ensemble de toutes les familles a = (a^-çi
d'entiers ^o, nuls sauf un nombre fini d'entre eux; cet ensemble est ordonné
de la façon habituelle, la relation (a;)^((^) signifiant que a^^^ pour tout
ici ; on écrit o pour la famille (o^) dont tous les termes sont nuls, on pose
a + (3== (a,-h ^i)tçi et a — (3 == (a,— (3f),ei si a ̂ (3. La hauteur A ( a ) est
le plus petit entier r tel que a^j?7'4-1 pour tout ici ; le degré â?(a) est la

somme ̂  o^. Une hyperalgèbre sur K correspondant à l'ensemble d'indices 1
i

est une algèbre (associative) <& sur K munie d'une base (dite structurale)
(Za) ayant N^ pour ensemble d'indices, telle que : i° Zo==I est l'élément
unité, et les Za d'indice 7^ o forment la base d'un idéal bilatère de <& ;
2° pour tout r^o, les Za de hauteur A(a )^ r forment la base d'une sous-
algèbre »r de (6 ( 2 ) ; 3° si, dans <&0<fi), on pose, pour tout a,

(I) ZS= ^ Z^(g)Za-p

o^p^a

les Za forment une base d'une sous-algèbre €)° de €)(g)<& (d'ailleurs néces-
sairement isomorphe à (6 par Za-^ZS).

En tant qu'espace vectoriel, <& est isomorphe à K ^ 7 , et a donc pour dual
le produit K^, que nous noterons 0 [ou t f ( K ) ] ; soient ^a (açN^) les
formes coordonnées sur <B, de sorte que <^Za, ^P)>==ôap (indice de Kronecker).
Le dual de (8) (g) (S) est, en tant qu'espace vectoriel, K^'><N(X, et les formes
coordonnées (correspondant à la base formée des Za0Zp) sont les produits
tensorieis ^(g)^?; par abus de langage, on noiera ce dual 0 ( ^ ) 0 (en fait,
si ff' est l'espace vectoriel ayant pour base les ^a, le dual de €) 0 (& est le
complété de jO'0Jor' pour la topologie faible correspondante). Considérons
alors l'application linéaire M de <& dans <&0<& (dite structurale), telle que
^f(Za) ==ZÎ; on vérifie immédiatement que sa transposée W est une appli-
cation linéaire continue (pour la topologie faible) de 0 (g) ff dans xy, telle que
^(^0.2??) r^.z?21"1"?. Soit £^ l'élément de N111 dont la coordonnée d'indice i
est i, les autres o, et posons X{==ix^ ; l'application bilinéaire (/, g) -^^(f^S)
définit sur ff une structure d'algèbre (par rapport à K), et ce qui précède

(1 ) On peut développer une théorie analogue sur un corps de caractéristique 0, en
supprimant, dans ce qui suit, tous les passages où intervient le nombre p (ce qu'on peut
exprimer, en termes plus imagés, en disant qu'on « fait tendre p vers +00 » ) ; l'hyper-
algèbre ® est alors Yalgèbre enveloppante de l'algèbre de Lie libre sur les Xoi=Zc.i{voir
plus loin n° 5 et n° 18).

( 2 ) En fait, on peut montrer que cette condition est conséquence des deux autres
[voir p. 211, note (3)] .
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montre que l'algèbre 0 ainsi définie est l'algèbre des séries formelles à coeffi-
cients dans K, par rapport aux ^(^el); on écrira donc tout élément

f= (a^)çff sous la forme habituelle f= V a^, et l'on a x^ =\\x^.
a ici

Considérons maintenant la multiplication (U, V ) — ^ U V dans l'algèbre €) ;
elle définit une application linéaire C : U <g)V->-UV de <&(g)€) dans <6 ; sa
transposée '•C est une application linéaire de ff dans 6 (g) o ; si la table de multi-
plication dans (& est

(2) ZaZp=^ap^

ï

[û?a^eK, nuls (pour a et (3 donnés) sauf pour un nombre fini d'indices y'],
on a

^(^^^(^(g)^).
a,P

Mais on peut identifier 0 0 o à l'algèbre des séries formelles par rapport aux
.3?, et à un nouveau système d'indéterminées yi (t€Ï), x^ ® x^ étant identifié
à ^jP; pour toute série formelle /€xr, ^(f) est donc une série formelle
en les x^ et j^. On vérifie alors aussitôt que le fait que M soit un homo-
morphisme de l'algèbre €> dans l'algèbre <&0<6 a pour conséquence, par
transposition, la relation tC{fg>)=tC{f)tC^g>)\ autrement dit, si l'on pose

(3) <P.(X, y) =^(^) =^^e.^jP

a, 8

[où x, y désignent les systèmes d'indéterminées (;y<), (./<)], tC(x^') est égal à
la série formelle obtenue en remplaçant chacun des x^ par <P(-(X, y) dans

1 | x^\ Le fait que Zy est élément unité de <& et [que les Za pour a ̂  o
i

forment un idéal entraîne do^=:ô^, dy.^=^ et â?apo::=osaufsi a=:(3==o;
on en conclut que

^(x, y) = ̂ 4-j,— ^-(x, y),

où dans ̂  tous les monômes contiennent au moins un Xj et au moins un yj.
En outre, l'associativité de la multiplication dans <fi> donne, par transposition,
la relation

?(?(x,y), z)==cp(x, cp(y,z))

[où cp ==(<?/) et z==(^), troisième système d'indéterminées]. Les cpf définissent
donc un groupe formel correspondant à l'ensemble d'indices 1.

Comme ^-C est un homorphisme de xx dans ff (g) xx, on a

^(^Y) == ̂ ((^) = (^(^T))^ = /^ d^y9\=^ d^xP^-yP^,

\a,P / a,6
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autrement dit

( dy,^^=o si a ou (3 n'est pas multiple de/?, et
( dpy.^^==d^.

Soit alors ^li} l'hyperalgèbre obtenue en appliquant Fisomorphisme 'c,->^fï

aux constantes <^apy qui définissent la multiplication dans <& ; le groupe
formel correspondant est défini par les séries

^(^y):^^^.
^P

On peut encore exprimer les relations (h) en disant que l'application p/ de <&
dans (B^, semi-linéaire pour £->^~1 et telle que

( p' (Za) ==o si a n'est pas un multiple de/?,
V / \( p'(Z^a) = Za^ (élément d'indice a de la base structurale de (&(1')

est un homomorphisme d'anneaux (« homomorphisme de Frobenius »).

3. Montrons maintenant qu'on peut faire opérer ® dans 0. d'une façon
bien déterminée, de sorte que l'on ait

(6) < U V , / > = < U , V / >

quels que soient U, Y dans (6 et/dans jo. Il suffit, en effet, que cette relation
soit vérifiée pour U = Z^, V= Za et/== x^^ et cela donne l'unique solution

(7) Za^^^^a?^'.

T

II en résulte que l'on peut écrire

(8) ^(/)=^J«Za/
a

et, par suite, la relation ^(fg) =={C(f)tC(^) donne les identités

(9) Za(/^)= ^ (Zp/)(Za-p^).

o^P^a

Soit jor^(r^o) la sous-algèbre de ff formée des séries formelles par rapport
aux x^. Les formules (7) et (4) montrent que l'on a Za/=o pour À(a ) < r
et/çjo,.; on conclut alors de (9) que l'on a, pour A(a)<;r ,ye<x et^çfrj

Za(/^)=^Za(/),

autrement dit, Za est une semi-dérivation spéciale de hauteur r. Inversement,
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soit A=:^CaZa une semi-dérivation spéciale de hauteur r appartenant à (6.
a

On a donc, pour/çff et^'çdDr, â(fg-) =:^-A(/), c'est-à-dire d'après (9),

^Co//Z^+ ^ (Zp/)(Z^)\=0.

« \ o<(3<a /

Montrons que si À(a)^r , on a Cy.=o. En effet, on peut écrire alors

^a==^''^^ï, avec p^o et À(v)<r;

remplaçons / par .yï et ^- par jr^'8 dans la relation précédente. En se
rappelant que le terme constant de 'Ly.x^ est âa8? ou voit que Cy.^=^o en
égalant à zéro le terme constant du premier membre. Ainsi toute semi-
dérivation spéciale de hauteur r appartenant à <& est dans la sous-algèbre (3)
^•-i. Le même raisonnement montre que, si l'on pose X/.^^Z^rgp les X,.̂
sont des semi-dérivations de hauteur r, et que toute semi-dérivation de
hauteur /' appartenant à (& est combinaison linéaire des Xn (î'el) et
d'éléments de ^—i ; ces semi-dérivations forment une p-algèbre de Lie $r»
dans laquelle ?r-i est un p-idéal (4) .

^. Nous dirons que la sous-algèbre e^(/'^o) est le bourgeon de hauteur r
de l'hyperalgèbre €). Il est immédiat que les Za pour açJ^, où Sr est l'inter-
valle o^q^p7^ forment une base pour 9,., saltisfaisant aux conditions i°, 2°
et 3° du n° 2 (à cela près que, dans la condition 2°, il faut remplacer r par t
et la condition /'^:o par o^^^r). De façon générale, nous dirons qu'une
algèbre munie d'une base satisfaisant à ces conditions est un bourgeon
d^ hyper algèbre de hauteur r (sans préjuger de la question d'existence d'une
hyperalgèbre dont l'algèbre donnée est le bourgeon). On peut développer,
pour les bourgeons d'hyperalgèbres, une théorie parallèle à celle des n^ 2 et
3 : l'algèbre 0 des séries formelles par rapport aux xi est alors remplacée par
son quotient jO/Ur, où Ur désigne l'idéal de 0 engendré par les ^^(içî),
autrement dit, on calcule dans cette algèbre comme dans une algèbre de
séries formelles, à cela près qu'on remplace par o tout monôme contenant
un xf.

Dans ce qui suit, nous aurons à nous occuper d'un cas particulier où l'on
suppose attaché à chaque indice ;'el un poids 7r(i), entier >o tel qu'il n'y ait

( 3 ) On notera que dans tout ce qui précède, on ne s'est pas servi du fait que Sr est
une sous-algèbre de <& ; ses éléments étant caractérisés comme les semi-dérivations spé-
ciales de hauteur r -+-1 appartenant à <&, on voit ainsi que la condition 2° du n° 2, intro-
duite dans la définition des hyperalgèbres, est en fait une conséquence des deux autres
conditions i° et 3°.

( 4 ) On aura soigneusement à distinguer, dans ce qui suit, la notion d''algèbre de Lie
de celle de p-algèbre de Lie (« restricted Lie algebra characteristic p » de Jacobson),
où, en plus du crochet, intervient une seconde opération x ->- XP.
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qu'un nombre fini d'indices de poids inférieur à un entier donné ; pour tout

a==(a,)eN^, on pose 7r(a)==:Va<7r(i), de sorte que 7r(a-f-P)=7r(a)+7r(p).
i

Nous supposerons de plus que la loi de composition du bourgeon 9,. soit
isobare^ c'est-à-dire que dy.^=Q sauf lorsque 7r(y) ==îr(a) 4-7r((3). Dans
ces conditions, pour tout entier m^o, les Z^ dont l'indice est de poids
7r(a)>>/7z forment la base d'un idéal bilatère x»r,wî soit tr,m l'algèbre quotient
^r/^/'.wî nous dirons que tr,m est le bourgeon $,. tronqué au poids m. Si Za
désigne la classe modvr,m de Za, les Za tels que h(a)^r et 7r(a)^m
forment une base de ir,mi et cette base (qui est finie) satisfait encore aux
conditions analogues (°) à celles qui définissent un bourgeon de hauteur r,
auxquelles il faut ajouter l'hypothèse que la loi de composition est isobare,
ce qui entraîne ZaZ'3 == o pour 7r(a) 4-7r((3)>» m. Inversement, nous dirons
qu'une algèbre ayant une base satisfaisant à ces conditions est un bourgeon
tronqué de type (r, m) (ici encore, sans préjuger de la possibilité d'obtenir
cette algèbre à partir d'un bourgeon 0,.). Si l'on développe ici la théorie
analogue à celle des n^âet 3, on obtient pour algèbre « duale » l'algèbre ûr,m
quotient de l'algèbre des polynômes par rapport aux x^ par l'idéal des
monômes x^ tels que A (a) >> r ou 7r(a) ">m ; autrement dit, cette algèbre a
pour base les x^ tels que /i(a)^r et 7r(a)^w, et l'on a x^-x^^x^^ si
A(a4-(3)^ret7:(a)-(-7r(j3)^w, X^X^^Q dans le cas contraire. En outre, on a
ici le résultat suivant, dont nous nous servirons ci-dessous : rangeons dans
un ordre arbitraire les éléments X7/̂  tels que h^r et ̂ -^(i):^/^; pour tout

00

a == (a,) tel que A (a) ̂ r et 7r(a)^w, posons a^^a^p71 (développement
h=-Q

^o-adique), et désignons par Xa le produit des puissances X^*, pris dans
l'ordre fixé. Alors, lesXa {h{aL)^r^ 7r(a)^w) forment une base du bourgeon
tronqué considéré ; la démonstration est la même que dans ([5], p. 92-96),
aux changements évidents près qu'entraîne le remplacement de l'algèbre o
par l'algèbre o.r,m'

5. Rappelons maintenant comment on forme V algèbre de Lie libre i*(E)
et la p-algèbre de Lie libre ^(E) engendrées par un ensemble E, sur le
corps K ; on supposera pour la commodité l'ensemble E écrit sous forme de
famille (U/)/eJî ^a représentation paramétrique étant biunivoque. Considérons
l'ensemble des mots significatifs ([3], p. 5i) formés avec les lettres Uy, de
poids o, et un signe c de poids 2, et soit H(E) l'espace vectoriel sur K ayant
pour base cet ensemble. Pour deux mots significatifs X7, Y', cX^ est encore
un mot significatif; muni de la loi de composition (X7, Y^-^cX'Y^, TO(E)

( 5 ) Dans la condition correspondant au 3° des conditions du n° 2, il faut toutefois
remplacer l'algèbre «& ® tf), non par tr,»» 0 tr,n», mais par le quotient de cette dernière
algèbre par Pidéal bilatère engendré par les Z^ ® Zg tels que '?c( a) 4- 'rc( ? ) > m.
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n'est autre que V algèbre non associative libre engendrée par E. Le degré
dj(X1) d'un mot significatif par rapport à Uy est le nombre de fois que Uy
figure dans ce mot; on a donc d^cX'T) ̂ d^X1) 4- d^(T). Considérons
alors dans M(E) l'idéal bilatère ^ engendré par les éléments de la forme

cX'X\ cX'Y^ cTX', cX /cY /Z /+ cY'cZ'X'-}- cZ^X'Y',

où X7, Y', Z' sont des mots significatifs quelconques. Il est immédiat que Jl
est un idéal homogène pour chacun des degrés dj. L'algèbre quotient
M(E)/5l est M algèbre de Lie libre sur E, €(E) ; les images des mots signifi-
catifs dans ^T(E) sont appelés les alternants sur les Uy, et si X, Y sont les
alternants images des mots X7, Y7, l'image de cX'T se note [X, Y]. Pour tout
Â= (^eN1^, soit U\ le sous-espace de W(E) ayant pour base les mots X'
tels que dj(\')=^ pour toutyeJ; C(E) est somme directe des sous-espaces
vectoriels £^ = U\/(ïl\ r\ 3t) puisque Jl est homogène ; on dit que les alternants
appartenant à £\ sont de degré Ày par rapport à Uy; en vertu du théorème
d'échange, il existe une base de chaque £\ formée d'alternants ; en particulier,
on peut identifier la base de £^ (qui est de dimension i) à Uy, et, poury^yl,
la base de Ce^e^ (qui est aussi de dimension i ) à [Uy, Vk] [si l'on a y < Â -
pour un ordre total fixé (arbitrairement) sur J]. Pour toute algèbre de Lie
9 sur K engendrée par une famille de générateurs (Vy)yçj, il existe un homo-
morphisme u et un seul de £(E) sur 9 tel que ^(Uy)==Vy pour toutyçj.

En particulier, considérons Y algèbre associative libre %(E) sur E (ayant
pour base tous les produits U,\U/,.. .U/^) ; c'est une algèbre de Lie pour la
loi [X, Y]==XY—YX. Il existe donc un homomorphisme de ^T(E) sur la
sous-algèbre de Lie ^(E) de %(E) engendrée par les Uy, qui applique
chaque U/ sur lui-même, et l'on montre que cet homomorphisme est un
ùomorphisme, ce qui permet d'identifier €(E) et XT^E). Cela étant,
choisissons une base (Tp.)p.çM de £(E) formée d'alternants, et un bon ordre
sur l'ensemble M. Le théorème de Birkhoff-^Witt affirme que les produits de
la forme

T^iT^ T^mI(AI i^' • • î ,

où ^ i<^2<- - -<^mî et où les ^ sont des entiers > o (m et les ^ et ^
arbitraires sous les conditions précédentes) forment une base de l'algèbre
Ï(E).

Notons maintenant que, puisque K est de caractéristique^, %(E) est aussi
une p-algèbre de Lie pour la loi X-^XP; on a les formules

p fols

[XP, Y] = [X^CT[^1X, Y]... ]]]
et

(X+Y)/'==X/'+Y/'+A(X, Y),

où A(X, Y) est une somme d'alternants bien déterminés par rapport à X et Y
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(formules de Jacobson). Soit ^(E) la /^-sous-algèbre de Lie de %(E)
engendrée par les LJy; c'est la p-algèbre de Lie libre sur E (c). Elle a pour base,
d'après ce qui précède, les puissances T^(^çM, A.eN); posons T^==S^, et
ordonnons le produit R==MxN suivant l'ordre lexicographique ; le théorème
de Birkhoff-Witt s'exprime encore en disant que les produits

( ÏO} Ç^Ç^S Ç^m
\ ± 0 ) ^Pl^ps- • •^Pmî

où pi < p2 <;...<< p,,t, et où cette fois les entiers ^ sont tels que o^Vi^p — i,
forment une base de ®1(E).

6. Nous allons appliquer ce qui précède au cas où E est réunion de
n suites infinies (U^) (ÀeN, ï^i^n). Prenons une base formée d'alter-
nants dans ^*(E), de la façon suivante : considérons d'abord les sous-espaces
iT^ (n° 5) des alternants de degré ^> o par rapport à l'un au moins des
Uoz( i^ î^^ ) , et prenons une base d'alternants dans chacun de ces sous-
espaces. Si maintenant £^ est un sous-espace dont les alternants ne contiennent
aucun Uot, soit r le plus petit entier tel que le degré de ces alternants par
rapport à un \]^(ï^i^n) au moins soit >o; soit ̂  le sous-espace des
alternants .dont le degré en U^i- est égal au degré des alternants de £\ par
rapport à TJ/^r,i(^eN, ï^i^n) ; il est clair qu'on obtient une base de £\
en remplaçant, dans les alternants qui forment une base de £\^ chaque U^-
par \J/i^_r,i î nous désignerons par Tr,ti l'alternant de £\ ainsi obtenu à partir
d'un alternant To,p, de la base de €^. Les éléments T^ de %(E) forment
alors une base de la /^-algèbre de Lie XT^(E), où AçN, Z:eN et p. parcourt
un ensemble d'indices M tel que (To^)p.€M solt une ^ase ^e ^ somme des
sous-espaces ̂ ; on peut supposer que M contient l'intervalle J : i^i'^/i,
et que pour p.=zi dans cet intervalle, T^==:U^. Nous ordonnerons (pour fixer
les idées) l'ensemble NxMxN des triplets (À', JLL, h) en prenant un bon
ordre quelconque sur M et en prenant sur le produit l'ordre lexicographique.

Définissons maintenant un poids T, pour tout monôme de %(E) en prenant
7:(U^) ==7^', et 7:(XY) ==: T:(X) + 7i(Y). Il en résulte immédiatement que
tous les alternants sur les U^ sont isobares ; il en est donc de même de tous
les éléments de la base de ^(E) que nous venons de définir. Nous nous
proposons de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 1. — Dans V algèbre associative libre C(E) sur le corps premier
F ,̂, il existe une base formée d} éléments isobares^ pour laquelle ®.(E) est
une hyperalgèbre correspondant à l } ensemble d'indices R == MxN.

7. Pour tout p == (/JL, A)eR, posons n(^) =:ph7t(To^) =TT:(T^), et

( 6 ) On peut démontrer en effet que ^*p(E) possède, vis-à-vis des j?-algèbres de Lie,
la propriété « universelle » analogue à celle de C(E) vis-à-vis des algèbres de Lie, que
nous avons rappelée plus haut; mais nous Saurons pas à faire usage de ce résultat.



GROUPES DE LIE ET HYPERALGÈBRES DE LIE (V). 215

pour a ̂ (ap)^!^, soit 7r(a) =:::Nap7r(p), que nous appellerons le poids
P

oo

de a ; posons 3^?== S^p^^ T^p,; si a? == 7 ajfcp/?^ est le développement
^=o

^o-adique de a?, nous désignerons par Sa le produit

SViOVs OV^
(Ti^ds* • •^(Tn»»

où (^i)i^i^m est la suite des couples (À-, p) dans NxMxN==MxR tels que
a^p 72^ o, rangés par ordre croissant, et Vi==a^p pour o-f =:(/:, p). D'après le
théorème de Birkhoff-Witt, les Sa forment une base de %(E).

Pour tout entier m^:i, soit im le sous-espace vectoriel de %(E) engendré
par les monômes de poids ^w, et qui a pour base les Sa de poids ^.m.
En tant qu'espace vectoriel, \rn. s'identifie au quotient de %(E) par l'idéal
bilatère engendré par les éléments isobares de poids >> m ; on peut donc
considérer sur tyi la structure d'algèbre quotient de l'algèbre %-(E) par cet
idéal, ce qui revient à prendre pour produit dans ïrn de deux éléments
isobares de poids a et &, leur produit dans %,(E) si a + 6^w, et o dans le
cas contraire. L'application linéaire Qm,m+i de tm+i sur tm qui est l'identité
dans tm et transforme en o tout élément isobare de poids 7^4-1, est un
homomorphisme de tm+i sur \m [la limite projective des algèbres trn pour ces
homomorphismes n'est autre que %(E), complété pour la topologie définie
par la filtra tion du poids].

Pour démontrer le théorème 1, nous allons procéder par récurrence sur m,
en définissant sur chaque tm une structure de bourgeon tronqué ayant une
base structurale (Va), où a parcourt l'ensemble des éléments de N^ de
poids ̂ w, avec les conditions suivantes : i°Va est isobare et de poids 7r(a);
2° si (Va) est la base structurale de t^+i, on a Qm,m+t (Va)==Va pour 7r(a)^77i ;
3° \pk^=\Jki pour ÂT^O, i^i^n etpk^m.

Lorsque la base (Va) sera définie dans t^, on posera W^p:==V/^eo [pour
Pk'K(?)^=.m\%) pour tout am^ap)^!^ de poids ^/n, on désignera parWa
l'élément obtenu à partir des W/&,p comme Sa à partir des S^p ; la remarque
finale du n° h montre que les Wa tels que 7r(a) ̂  m forment une base de im'

8. Pour /n==:i, la solution est immédiate : les ^01(1^1^=^) et l'unité
forment une base de ti ayant toutes les propriétés voulues, de façon triviale.
Supposons donc (Va) obtenue pour w^i, et écrivons la table de multipli-
cation correspondante

V,Vp==^apYV^î

T

^«PT [(ïae nous écrirons aussi û?(a, (3, y) pour raisons typographiques] est
donc défini pour 7r(a)^w, 7r(P)^m, 7r(Y)^w, et nul lorsque
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7r(a) +7r((3) -^ 7r(y). En outre, la condition 1° du n° 2 équivaut à d^ == ô^,
^apo== o, sauf si a = (3 == o, auquel cas dooo= i ; et la condition 3° du n° 2
équivaut aux relations

<n) d(^ (3, ^4-^)== ^ ^(Ç, Y,, ̂ (a-Ç, (3-y,, ^)
o^S^a, o^Yi^jS

lorsque 7:(?i) 4- ^(Â^^/TZ, À > o et À^ o.
Supposons le problème résolu; tm+i doit alors avoir une base

<Va) (Tr (a )^m 4- i ) telle que, si Fon pose

VaVp^^yV^

T

les d'y^ satisfassent aux conditions analogues aux précédentes où l'on a
simplement remplacé m par m 4- i. On doit avoir en outre 6m,m+i(Va)==Va
lorsque 7r(a)^w, ce qui entraîne déjà d^=dy.^ lorsque îr(a)4-7r((3)^m;
tout revient donc à définir les û^pv lorsque 7r(a)^m, 7r((3)^w et
^(a) -+- 7r((3) ==7r(Y) =m -{-1 [puisque l'on doit avoir <^apv==o si
7r(a)4-7r( (3)>w+i] .

Supposons d'abord que y ne soit pas un des éléments minimaux £<;
< 7 r ( p ) ==w-4-i) de N^; on peut alors écrire y m À + À ' , où À et À7 sont
tous deux > o, et par suite de poids ̂ m. D'après l'analogue de la condi-
tion (n ) pour t^+i, on doit donc avoir

^(a, (3, À + V) == ^ d'{^ r,, À) ̂ (a - S, (3 - r?, À7).
o^^a, o^ri^pj

Mais au second membre les seuls termes non nuls corrrespondent à des
éléments Ç, r] tels que

^W-^-^W^m, 7 r ( a — Ç ) + 7 r ( ( 3 - Y 3 ) ^ m ,

et, par suite, on a nécessairement, si le problème est possible

<i2) ^(a,P,À+n==^ û?(Ç,y,,^)^(a-^p-rî,^),

^»1

-où la sommation est étendue aux couples (Ç, n) tels que o^Ç^a, Q^-n^^
Pour voir que le problème est possible, il faut commencer par vérifier

que l'expression du second membre de (12) ne dépend pas de l'expression
de y comme somme À 4- V de deux termes :> o. Or, si Y = ^ 4- \' == v + i/,
il y a quatre éléments ô^' de N^ tels que

À=:ôn4-â,,, v== on 4-â2i, ?/=:â2i4-ô.,,, ^=^,+02,.

On est ramené immédiatement à prouver que les expressions de
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^(a, p, ^+(^+y) ) et de ^(a, (3, (À-h^)-^) obtenues par la
formule (12) sont identiques. Mais en vertu de (n), ces expressions sont
toutes deux égales à

^ d(^ YÎ, À) d(S, y/, V) d^ - Ç - ^, (3 - TÎ - Y/, H
^n»^»ïr

la sommation étant étendue à tous les systèmes (Ç, y?, ^', Y/) tels que

Ç+^a, yî+y/^(3.

Notons ensuite que les â?a3y doivent vérifier les conditions d9 associatif ité

( 13 ) ^û?a?v ̂ 8 ̂ ^^avô ̂ p^-
v v

Notons que si 7r(a) 4- ^(P) -1- TT (y) << w 4- i, les conditions (i3) sont vérifiées
grâce à l'hypothèse de récurrence, et si 7r(a)4-7r((3)4- ^(y) "> m -\-i les
deux membres de (i3) sont nuls. On peut donc se limiter au cas où

7r(a) + T T ( P ) +7r(y)=:7r(ô)=m-4-i ,

et où en outre a ^> o, {3 >>o, v>>o . Considérons en premier lieu le cas
où ô == À + À', avec 7. ̂ > o, ^/ >> o ; on peut, dans les deux membres de ( i3),
se limiter à ne considérer que les termes où 7r(v)^w, les autres étant nuls.
Remplaçons alors d^ et d'y.^, par leurs expressions tirées de (12)

d'(v, y, ô) =^ ̂ (9, Ç, À) 6/(V- 6, y - Ç, ^),
e,ç

^(a, v, ô) =^ ̂ (;, 6, /) û?(a - ̂ , v - 6, ^/)
£,e

et notons, d'autre part, que d'^= <^app d^= d^ ; d'après (i i) on a donc,
pour tout 9 tel que o ̂  9 ̂  v,

^(a, (3, v) =^ o?(Ç, y?, 9) d(a - ̂  p - Y,, ^ - 9),
^•n

^(p,Y, v)==^^(^,Ç,9)^((3- ' / î ,Y-Ç, ^ -9 )
yi ^

et Fon voit alors que les deux membres de ( i3) sont égaux, en raison des
relations d'associativité

2^0, ̂  9) ^(9, Ç, X) =^^(Ç, 9, X) d{^ Ç, 9),
e o

^^(a-^p-^^y^^Y-Ç.À^^^^a-Ç.^^^P-^Y-Ç,^')
6' 9'

vérifiées dans t,n?
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9. Nous n'avons pas encore défini les éléments â?a8e pour 7 r (p )==w4- i ;
mais il est immédiat que si l'on prenait o?apeo= o, toutes les conditions (i3)
seraient vérifiées. Nous allons utiliser cette remarque pour introduire un
bourgeon tronqué auxiliaire î,»+i : il est défini par une base (Va) ayant pour
ensemble d'indices l'ensemble des a ç N^' de poids ̂  m -+- i, et pour table
de multiplication

(l4) VaVp^^V^,
v

où dy^^^=-<%PY est donné par (12) si v == À 4- //, A >- o, ^;> o, et û?ape == o
pour 7r(p) == 7^ d-1. Que l'on ait ainsi une base structurale résulte des
remarques précédetftes; on notera en outre que dy,^= o si 7r(y) 7^ 7r(a) 4-7r((3),
si bien qu'on peut .encore dire que la loi de composition de t^+i est isobare.

Les relations û^s := o pour 7 r ( p ) = = m + i montrent que dans t^_n, les
éléments Va tels que 7r(a)^m-4-i et a 7^ £p si 7 r (p )==7n+ i forment la
base d'une sous-algèbre Wni+i de t^^-i. Pour tout p € R de poids ^TTI-I-I,
posons W^,F==V^e^, et pour tout a ==: (ap^N^ de poids ^w+i ,
soit Wa l'élément de ïm-+-ï défini à partir des Wy^p comme les Sa à partir
des Sy^p (n° 7); ces éléments forment une base de ïm+i avec une table de
multiplication isobare. En outre, les relations dy.^ = o pour 7i(p) ==:/n-4-i
montrent que les Wa tels que r, ( a ) ̂  m + i et a ̂  £p pour 7r (p)==:w+i ,
forment une &a^ de Wm+r

Posons Wk,i,o=z^pt£i=Vkipour p^^m-^-ï (i^^^); ce sont des éléments
de Wfn+i puisque /n^i. On définit donc un homomorphisme F de l'algèbre
libre %(E) dans Wm+i en posant F (U^) == U^ pour p1^^ m -+-1, ï^i^n,
F(U^)==o si /^>w-f-i. L'image par F de tout élément de ^(E), de
poids >> 7n-i-i,est alors nulle ; en passant au quotient, on obtient donc un
homomorphisme f de i,n+\ dans w/n+i, tel que /(U^)==U^ pour jp^^m 4-1,
i^î'^n. L'hypothèse de récurrence implique que la restriction de /à t^
est un isomorphisme (d'espace vectoriel) sur le sous-espace \m ayant pour
base les Va de poids ̂  m, et l'on a /(Va) = Va pour ces indices. Soit iiw-n
le sous-espace de im-^ii supplémentaire de tmi engendré par les éléments de
poids m 4- i dans %(E) ; soient d'autre part sjm+i le sous-espace de Wm+i
ayant pour base les Va correspondant aux indices a de poids m +1 tels
que a ̂ z £p (les Wa correspondant aux mêmes indices formant ainsi une base
de ïw+i)? et îni+i le sous-espace de tm+\ ayant pour base les Vg^==Wo,p
où 7 r (p )==7n-4 - i ; Ww-n est somme directe de tm et de ijw-n ? *w+i somme
directe de Wm+i et de î/n+i? et/applique n,n+i dans îw+r

10. Nous allons montrer que/(n^^i) ===^w+iî autrement dit, que pour
tout indice a de poids w+i , distinct des £s, il existe Wa dans n,n+i tel
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que/(Wa) ==Wa. Supposons d'abord que a ne soit pas de la forme /^£p;
alors, dans a = = ( a p ) , deux aux moins des a<; sont ^ o et par suite tous
les ap£p sont de poids ^m; on peut par suite définir Wa à partir des W^o
(déjà connus, puisque de poids ̂ m) comme Sa à partir des Sy^o (n° 7), le?
produits étant pris dans tm+i- Comme /est un homomorphisme, on a bien
/(Wa) == Wa par définition de Wa.

Supposons maintenant a ==jo^£p, avec Â^^I ; considérons l'image

p'(W,,p)=:W,-,,p

par l'homomorphisme de Frobenius (qui ici applique î,n+i dans lui-même,
puisque le corps des scalaires est Fp). On a/(W^_i,p) ==:W/-i,p par l'hypo-
thèse de récurrence; or, W^-i^ s'exprime d'une seule manière comme
combinaison linéaire de monômes par rapport aux U/^, de poids /^-1 TT ( p );
remplaçons dans chacun de ces monômes U/» par U/^-i^, pour tout couple
d'indices (À, /) ; on obtient un élément Y^p de tw+i, isobare et de
poids /^'^(p) === m -h i, donc appartenant à n^_pi, et il est clair que si l'on
pose Y^p==/(Y^p), on a p'(W.^p—Y^p) = o. Cela signifie que, dans t,^i,
W^,p—Y^p est combinaison linéaire de W)., où ^ n^ est pas divisible par p
et n'est pas de la forme £p (puisque W^p—Yy^p est dans la sous-
algèbre 10^4-1) ; mais, d'après ce qui précède, ces éléments W/, sont images
par/ des W/, correspondants. Il existe donc bien un élément Wy^o de n,n-,-i
(qui n'est pas déterminé de façon unique), tel que /(W^o) ^W^o.
Lorsque £o== £? ( i ̂ î^/i) (ce qui suppose pk==m-{-l)<, on a par défi-
nition W^p== UA;, et l'on prendra W^p== U^.

Les Wa ainsi définis, de poids m 4-1, et correspondant aux a^£p , sont
évidemment linéairement indépendants dans Um+i et forment une base d'un
sous-espace fl/n+i de u/n+iy supplémentaire du noyau Tm+i de /. Il est clair
que r/n+i et Tm+i ont même dimension; on achèvera de définir la base (Wa)
de n/n-i-i en prenant pour les Wo,o [où p parcourt l'ensemble des éléments
de R de poids 7r(p)=:w-i-i] une base arbitraire de fw+r

11. Nous sommes maintenant en état de définir la base structurale (Va)
de tro+r Pour 7r(a)^w, on prendra Va==Va. Pour TT (a) == m -(- i, et a^£p,
on a

(15) Va==^aa).W),
^

où, dans le second membre, À parcourt l'ensemble des indices de
poids 77l-4-1, distincts des £p; comme les Va [avec 7r(a)==:7?i4-i , a^ç?]
forment une base de Um+i-> la matrice carrée (ay.\) est inversible. Nous
poserons alors

(16) Va==^aa).Wy.
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Enfin, pour a :==£?, 7r(p) == /n -4-1, nous prendrons V^==Wo,p; avec ces
choix, il est clair que (Va) est une base de tm+r Reste à voir qu'elle définit
sur tm+i une structure de bourgeon tronqué.

Or, on a par construction /(Va)=Va si 7r(a)^w, ou si 7r(a) = m -+- i
et a ̂  £p, et/(Ve^) = o pour 7r(p) = m+ i. On en déduit que, pour a > o,
(3>o ,7 r ( a )4 -7 r ( (3 )== :m4- i , ona

(17) /(VaVp)=VaV^:=^aprV^
T

et, par suite, le noyau de / étant fw+i, qui a pour base les V^
[où 7 r (p )==w+i] , on peut écrire

(18) VaVp^^apyV7,,

T

avec G^apv^ û?apY== ^apy si y (de poids m + i ) est distinct des £p. Les
conditions analogues à ( 11 ) pour les éléments d"^ sont par suite vérifiées,
ce qui achève la démonstration du théorème 1.

On notera que la méthode suivie fournit sur ®(E) une structure d'hyper-
algèbre dont la loi est canonique (voir [6] e t ( [7 ] , n °4 - ] ) ) . I l y a e n outre
une très large part d'arbitraire dans le choix de la base structurale (Va).
Nous allons préciser un peu le choix de cette base, en vue d'applications aux
numéros suivants.

Pour tout entier r^o, nous désignerons par Wr la sous-algèbre (libre)
de %(E) engendrée par les éléments U^ tels que i ̂ i^n et o^Â-^r. On
a une base de Wr en prenant les monômes Sa qui ne contiennent que les
facteurs S^, p., h == T^ provenant d'alternants T^ ne contenant que les U/o
où l ̂ r\ désignons par Ar l'ensemble des indices o^N11^ correspondants;
on remarquera que les relations a € Ar, (3 ̂  a entraînent (3 € Ar et
que ArCÂ^+i. Nous allons montrer qu'on peut prendre la base struc-
turale (Va) dans SL(E) de sorte que les Va tels que aeAr forment une base
de rvir ( pour tout r ̂  o ).

Observons pour cela que l'algèbre \m est réunion de la suite croissante des
sous-algèbres t,nf\^r (ou d'ailleurs t^nm^==t^ dès que/^^w). Raisonnant
par récurrence sur w, nous supposerons que les Va tel que 7r(a)^w
et açAr forment une base de t^nm^ (pour tout r tel que pr^m)\ les
relations aeA^., (3eAr, 7r(a)-4-7r((3)^w entrai nent alors d^=z osiy^ Ar.
Les formules (12) prouvent alors que l'on a aussi d'o,^=o pour açAr,
(3eA^, 7r(a) +7r (P)=w4- i ety^Ay., T T ( Y ) = = W + I : en effet, si y n'est
pas de la forme/?^£p(Â'^:i), on peut décomposer y en une somme À-+-À',
où À > o, À'> o, et un au moins des deux termes À, ï! n'appartient pas à Ar,
d'après la définition de Ay. et des Sa; si Y==/^£p, la formule (4) montre
que û?apy = o sauf si a et (3 sont multiples de/^; on est alors [en vertu de (4)
et de la définition des T^ lorsque K ̂ i] ramené au cas Z:==o, 7r(p)^m,
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et notre assertion résulte de l'hypothèse de récurrence. Autrement dit, les Va
tels que 7r(a)^w-(-i et aeAr forment la base d'une sous-algèbre tm+\,r
de t/n+i, et ceux pour lesquels a ^ £ p (7r(p):=:w-4-i) forment la base de la
sous-algèbre Wm+i,r=Wm+ir\tm+i,r'-, on désignera par ^m+i,r (resp. 'ïm+i,r) le
sous-espace de xfm+i (resp. r/^-i) engendré par les Va d'indice açA^
dans ^+i(resp. îm+i)' On notera que, par définition, les Wa tels que a e A/-
appartiennent à îm+i,r) et comme ils sont linéairement indépendants, ils
forment une base de cette algèbre, et ceux qui correspondent aux indices
distincts des £p de poids m-\-i forment une base de w,n+i,n de même^
les Wa tels que TT (a) ̂  m et a € Ar forment une base de im n ntr, par le même
raisonnement.

Cela étant, il est clair que /(t^-n n nir) C w,n-n,r par définition de /, et par
suite /(îim+irïWr)CÎm-+-i,r pour tout r. On peut préciser le raisonnement
du n° 10 en prouvant que, pour tout a tel que Wa€j(ïw4-i,n il existe Wa
dans n/n-nnw^ tel que/(Wa) == Wa. C'est immédiat si a n'est pas de la
forme/^£p(Â:^i), en vertu de la remarque, faite plus haut, que açA^
et (3^a entraîne (3eA^. Si ensuite a ==/^Sp, Â::^!, la définition des Sa
(n08 6 et 7) est telle que la relation /^SpCAr entraîne ^^-^pCAr-i, donc
W^-i,pÇWr-i; l'élément Y^p construit au n° 10 appartient donc à m^, donc
les WÂ qui figurent dans l'expression de W^p— Y^p appartiennent à ïm+i,r»
et l'on en conclut comme au n° 10 qu'il existe W^p dans n^+inwr, tel
que /(W^,p) ==W^,p. Considérons ensuite, pour chaque r, l'intersec-
tion r^+i^== ^rn-t-i n ̂ î noyau de la restriction de/à Um+i n m^. Ce qui précède
montre que r/n-n r et ï^_(-i,r ont même dimension; on peut donc achever
de déterminer les Wa en prenant pour les Vo,p une base de r^+i telle que
les Wo,o correspondant aux indices tels que 6p € Ar forment une base de tm-n,/-
(on procède pour cela par récurrence sur r). Enfin, dans (i5), la
relation a eAr entraîne ay.\=o pour À^Ar; on peut donc encore définir
les Va par les relations (16), et la base structurale (Va) ainsi obtenue
pour %(E) satisfait bien aux conditions voulues.

Nous désignerons par SfnCFp) l'hyperalgèbre obtenue en munissant %(E)
d'une base structurale ayant la propriété précédente, par ^(K) l'hyper-
algèbre de même base obtenue en étendant à K le corps des scalaires, et nous
dirons que ^/i(K) est une hyper algèbre libre (sur K) a n « générateurs »
(U^) (l^'^i) et à loi canonique. Il y a encore évidemment un très grand
arbitraire dans le choix des Va, et la notation 4$n(K) est donc abusive.
Nous allons voir toutefois que cette hyperalgèbre possède bien la propriété
« universelle » à laquelle on s'attend.

12. Soient €), <& deux hyperalgèbres sur le même corps K, M et M le&
applications structurales de <6 et <fi> dans ®0(6 et <250® ; un homomor-
phisme cT hyperalgèbre u' de <B dans €) est un homomorphisme d'algèb^
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transformant l'élément unité en élément unité et les semi-dérivations de
hauteur r en semi-dérivations de hauteur r ( 7 ) , et tel que l'on ait en outre

(25) (vif(S)nt)oM=Mo^

ou encore
(26) (U^U^Zâ^WZa))0

pour tout élément de la base structurale (Za) de <& (il suffit d'ailleurs pour
cela que U/0 U' transforme ®° en une sous-algèbre de <&°).

THÉORÈME 2. — Si <ft est une hyperalgèbre de dimension n sur K, il
existe une hyperalgèbre <& isomorphe à (&, et un homomorphisme u/
de ̂ (K) sur <& tel que Von ait

(27) U'(Va)=Za

pour tout a €?5 o^ JcM e^ V intervalle i^î^^ ̂  (Z'a) ^a base struc-
turale de <&.

Avec les notations du n° 11, supposons qu'il existe un homomorphisme u'
de l'algèbre libre Wr sur le bourgeon 9r àe l'hyperalgèbre ® tel que l'on ait

(28) U^VoQ^Za

pour tout a==(a i , a,, .. ., a^), avec oc.i<ipr. Comme w,r+\. est une algèbre
libre, on prolonge u^ en un homomorphisme (encore noté u') de m,.4-i
sur 4̂.1 en posant

(29) u^Ur-n.Q^Xr+i^ pour î^i^n.

En raison de (28), il s'ensuit que l'on a

(30) (u'(g)u /)(U?„,/)=X;„^(u /(U^.<))o

et par suite [les applications structurales dans S)n(K) et <& étant des homo-
morphismesl, (3o) et l'hypothèse de récurrence prouvent que

( 31 ) (u'^u'KV^WVa))0

pour tous les aeAr-+-i. Il résulte de là que, pour tout k^r+i tel que
/^Êp^EAr+i, u'(W^,p) est une semi-dérivation de hauteur k dans €>. C'est
immédiat en vertu de l'hypothèse de récurrence si7?^£p€Ar; et en général
cela résulte de ( 31 ) par récurrence sur /:, car ( 31 ) prouve que

(u/(W,,p))o=:I(g)u'(W,,p)+u/(W,,p)<g)I+ ^ ^(Vp^u'O^p)
0<P<^Sç

( 7 ) En fait, cette seconde condition résulte des deux autres, comme le montre la
remarque faite ci-dessous dans la démonstration du théorème 2, après la formule (3i).
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d'où notre assertion, car en vertu de l'hypothèse de récurrence, les u^Vâ),
pour (3 ^T^SO, sont des semi-dérivations spéciales de hauteur k.

13. Dans ^+1, nous posons (pouraeN-Q Za==Za si A(a)^r, Za^u^Va)
si A (a) = r -h i. Nous allons montrer que /^ Za forment une base de 8,̂ 1.
Il suffira évidemment pour cela de prouver que les Xa pour A(a )^ r+ i
sont combinaisons linéaires des Za; cela étant évident pour A(a)^r en
vertu de l'hypothèse de récurrence, on peut se limiter au cas où h ( a ) = r 4- i ;
on a alors

Y — Yo Y^i YV» YV«A.a—ApA^^A^^,. . .A^^^.

n

où A((3)^r et O^V^JD—I pour i^i^n. Posons û?,,+i(a) ==V ^;
1=1

nous prouverons par récurrence sur w, que les Xa tels que dr+i (a) ̂  m sont
combinaisons linéaires des Z^ tels que ,̂.4.1 (À) ̂ m, et vice-versa.

Plus généralement, pour tout ar^o^eN^, de hauteur^:/:, désignons
par û^(a) la somme des coefficients de/^ dans le développement/?-adique de
chacun des a?. Notre assertion résultera du lemme suivant sur l'hyperalgèbre
libre ^(K) :

LEMME 1. — Si A(a)^Â, et ^(a)=:m, o/i a

(32) Va=Wa+^^W,,a-t-^^aÀ
À

ôi2, dans la somme^ tous les termes de coefficients 7^0 sont tels que
dkW<m.

Supposons, en effet, ce lemme démontré, et rappelons que u'(W^4-i,p) est
une semi-dérivation de hauteur r+i , donc combinaison linéaire des Xr^n
et des Xp tels que A((3)^r; la formule (82) appliquée pour k=r-\-ï et
açl^, montre que Za—Xa est combinaison linéaire des X.\ tels que
û?r+i(^) <; TU, et cela établira notre assertion.

Le lemme 1 est évident pour m == o, puisqu'alors A (a) < A-, et par suite
À ( À ) < k dans les termes du second membre de (3a). Procédons par récur-
rence sur w; on peut écrire, par définition, Wa==WpWÂ,o, où â^((3)== m— i ;
il suffira de montrer que, dans l'expression du produit

VpW,,p=^((3,^£p,y)V,,
T

on a û?((3, /^£p, a) === i et â?((3, /^£p, y) = o pour tout autre indice y tel que
^(ï)^w.

Considérons d'abord le cas où Fon peut écrire ^'=^£^4-7, avec À > o;
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la formule ( 11 ) donne dans ce cas

(33) û?((3, ̂ -£p, ̂ + À) =^0, rî, 7^0) ^(P ~ ̂  /^? - ̂  ̂
Ç.^l

la somme du second membre étant étendue aux indices tels que o^^^(3,
o^Yî^/?^£p. Mais, d'après (4), on a ^(Ç, Y], /^£(y) === o, sauf lorsque ^ et Y)
sont multiples de/?^, ce qui entraîne y} == o ou Y] ==/^'£p. Mais alors, dans le
second membre de (33), il n'y a que deux termes éventuellement non nuls,
savoir û?((3—/^£(T, j^£p, 7) et û?(j3 — À, /^£p, /^'Sa) (en supposant que
|3^:/^£<7î sans quoi le premier de ces termes est remplacé par o). L'hypo-
thèse de récurrence montre que le premier de ces termes est nul si
clk(^)^> m—i, ou si dk(^) == m—i et À est distinct de (3—7^£(T+/^£pî
c'est-à-dire si y^a; et pour y=a, ce premier terme est i par l'hypothèse de
récurrence. Quant au second terme, il ne peut être ̂  o que si ^ — '^=pk8^
avec h ( à) == o, auquel cas il est égal à (<^(ô, £p, £(r)y\ d'après (4). On est
donc ramené à examiner le cas k == o. Mais il est immédiat alors que

Va= —.Waî la loi de ^(K) étant canonique ([7], prop. 3, p. 223) et, par

suite, â?(ô, £p, £(7) == o, sauf si ô =: o et p == o", auquel cas on a encore Y ==: a
et les deux termes considérés ci-dessus se confondent et donnent bien
^((S,^^?, a)==:i . Reste enfin à examiner le cas où l'on aurait ^ = p k ^ y ' ,
mais le raisonnement qui vient d'être fait prouve alors que o?(j3, jo^o, p^'ë(j)==0y
sauf si (3 ==: o et p === o", cas trivial; ce qui achève de démontrer le lemme 1.

U. Il est maintenant facile d'achever la démonstration du théorème 2. Il
est clair, d'après la définition des Za, que ces derniers forment une base
structurale pour une structure de bourgeon sur ^r-i-i î désignons par $^, le
bourgeon ainsi obtenu, par û?a^v ses constantes de structure ; on a d'y.^-=dy.^
lorsque les indices sont de hauteur ^- r [en désignant ici par â?aSv les cons-
tantes de structure de l'hyperalgèbre (&, et non plus de ^(K)]. Appliquons
à 8/'_n et ^'r+\ les isomorphismes « standards » v' et w^, qui transforment ces
bourgeons en des bourgeons 9r^-i et $^ à lois canoniques (cf. [6] et [7, n° 4]).
Notons que les structures d'algèbre de ^r+\ et ^'r+\ sont identiques par défini-
tion, et ont même table de multiplication si l'on prend pour base les
Xa(A(a )^ r - j - i ) . D'autre part, de l'hypothèse Za== Za pour À (a) ̂ r, et
de la définition des isomorphismes standards v' et w', il suit aussitôt que si
l'on a

(34)

v^X^^aA pour À(a)^r ,
\

v^x^.o^x^^+^^x,
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[sommations sur les indices À tels que 7i(/.) ̂ r], on a aussi

(35)

w^Xa^^^a/.XA pour /i(a)^r,
A

w^X^+i^) = X^,^-+- ̂  AfAX^,v^+i^-t- ^Hj\^.^

À

avec les mêmes coefficients aux seconds membres. On en conclut que la table
de multiplication de ?r+i pour la base (Xa) est la même que celle de e^
pour la base (Xa); les lois de ces deux bourgeons étant canoniques, le
théorème d'unicité ([6], th. 2) prouve que les tables de multiplication pour
les bases (Za) et (Za) sont aussi les mêmes. Par suite, si l'on identifie ces
deux bourgeons, on voit que q^1)^ w'-^v' est un isomorphisme de 9/^1
sur 9,^^ pour la structure de bourgeon.

Pour terminer la démonstration, il suffit maintenant de procéder comme
d'ordinaire à un raisonnement de récurrence sur r, suivi d'un « passage à la
limite » : on suppose déjà défini un isomorphisme s^ de <6 sur une hyper-
algèbre (B^ de sorte que l'hypothèse faite au début de la démonstration soit
vérifiée pour le bourgeon ô^ de G^ ; on considère alors Fisomorphisme
gr-M)^q(r4-i)sir) ^ ^ gyp y^ç hyperalgèbre ( 8 ) ^^D et comme q^-^ est
l'identité dans er, l'hypothèse du début de la démonstration est maintenant
vérifiée pour le bourgeon ^^1) (identifiable à ^'r+i) de <&(7'+l). Le « passage à
la limite » sur les s7^ conduit finalement à un isomorphisme s/ de €? sur une
hyperalgèbre <&, pour laquelle les conditions du théorème 2 sont vérifiées.

Nous avons suivi d'assez près, dans cette démonstration, la méthode uti-
lisée dans le théorème 3 de | 9J. On observera que par la méthode du
théorème 1 ci-dessus, il serait facile de démontrer l'existence d'une hyper-
algèbre libre abélienne à n générateurs et à loi canonique, si l'on ne connais-
sait pas déjà cette hyperalgèbre (qui, on le sait, est l'hyperalgèbre du produit
de n groupes hyperexponentiels ([8], prop. 3)).

15. Dans le théorème 2, il faut effectuer au préalable un isomorphisme
de (& sur une autre hyperalgèbre €> pour pouvoir avoir (27) pour tout

( 8 ) Pour que ceci soit tout à fait correct, il faut prolonger q^-i-^ à tout <&. Le plus
simple est sans doute de raisonner par « dualité » sur les groupes formels correspon-
dants. L'isomorphisme q^-i-1) a pour transposé un isomorphisme sur o/Ur-n (notations du
n° 4) d'une algèbre analogue o'/u^^, isomorphisme qui provient d'un « changement de
variables » x[= </*((a'/)) où les seconds membres peuvent être considérés comme des
polynômes de degré <pr+l par rapport à chaque a*/, et où l'on remplace par zéro tous
les monômes par rapport aux Xj contenant un a^^"1"1. Le prolongement de q^-^ corres-
pondra au même « changement de variables », mais faisant passer de l'anneau de séries
formelles o' à l'anneau de séries formelles o.
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indice a dans N7. Nous allons maintenant construire une autre hyperalgèbre
libre pour laquelle ce passage ne sera pas nécessaire.

Désignons par P l'ensemble des suites c«) == (&)i , . . ., co^) ç N'1 qui ne sont
pas multiples de p ; à chacun de ces coçP nous associerons une suite infinie
(UÂ:,O)) (/ceN, coeP) et nous écrirons encore U^; au lieu de U^( ï^i^n).
Soit E la réunion de toutes ces suites (U^co); on forme une base d'alternants
de .€(E) par le même procédé qu'au n° 6, à cela près que les U^- sont rem-
placés par les UÂ-,(,). Désignons encore ces alternants par T^ où p. parcourt
un ensemble M bien ordonné de façon quelconque; on peut encore supposer
que PC M et T^) == LJ^(,) lorsque &)eP. On définit ensuite un poids T. pour
tout monôme de %.(E) en posant

TT(U^) =pkd^) et 7T(XY) = 7T(X) + 7T(Y),

de sorte que les alternants T^p, sont isobares.
Cela étant, nous allons définir une base formée d'éléments isobares de

%(E) pour laquelle %(E) sera encore une hyperalgèbre correspondant à
V ensemble d'indicés R == M x N. La construction étant très analogue à celle
qui a été exposée en détail aux n0'' 7-11, nous en donnerons seulement les
grandes lignes. Les notations étant les mêmes qu'au n° 7, la construction du
bourgeon tronqué tm+i n'est en rien modifiée. On définit ensuite l'homomor-
phisme F de ^(E) dans w,n^ en posant F(LJ^,)) = W^,(,)== U^ pour Â^I
etp^dÇw) ^_ m + i et pour k •==. o et d(w) <; m -+-1, et F(LT^-,(o) == o pour
p^^ d((n)) ^> m 4- i et pour /:==o et <^(co)==/7 î+ i . On passe au quotient et
l'on obtient un homomorphisme f de t/n+i dans w,^-n. On montre comme au
n° 10 que /(n,,^i) == Ww+i, en choisissant les W<x de poids m -+-1 tels que
/(Wa) == Wa; ce choix comporte un certain arbitraire, et si a z=zpk^^^ (ooçP)
on prend W^co^^ U^(,)(Â"^I). Pour choisir les Wo.p tels que 7r (p)=:m4- i ,
il faut prendre une base de ïm-t-i î par construction, si G)€ P et â?(&))==/n4-1,
on a/Ll(o,(ri)===o, donc les UO,ÛD appartiennent à t/n-^-i, et l'on prendra lesWo,p
pour 7 r ( p ) = = = 7 7 z + i tels que Wo,o) == Uo,(i) si (o € P et d((à) =m + î (ce qui
est possible puisque les U^ sont linéairement indépendants par définition).

Resté à définir les Va pour 7r(a) == m 4- î ; les a<x\ étant définis par (i5),
on définit encore Va par la formule (16) (pour a distinct des 6p), sauf si
a==:ûû€P [ e t 7 r ( û û ) == û?((x)) == m 4- î ], auquel cas on prend

(36) ' V^=Wo,o>4-^aa.W/,
À

II est immédiat, par le même raisonnement qu'au n° 11, que la base (Va)
ainsi définie détermine une structure de bourgeon tronqué sur t/n+iï ce qui
achève la démonstration. On notera que, par construction, dans l'expression
des V» comme combinaison linéaire des W\, il ne figure aucune dérivation
Wo,(o si a n'appartient pas à P; si a ==:&)€?, V^.==:l-Jo/ est une dérivation
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(pour i^î^/i), et, pour û?(c»j);>i, Ja seule dérivation figurant dans V^,>
est Wo,(o '==- Ve^ avec le coefficient i.

Pour tout entier r;>o, désignons par Mr la sous-algèbre (libre) de %(E)
engendrée par les U^(Q tels que p^ d((x>) ^_r\ une base de m,, est formée des
Sa qui ne contiennent que les facteurs T^j, provenant d'alternants T^p. qui ne
contiennent que des U/,(Q pour lesquels ^û?(co)^/'; désignons par A,.
l'ensemble des indices açN1115 correspondants; les relations açA,. et p^a
entraînent encore (SçA,- On montre comme au n° 11 qu'on peut prendre la
base structurale (Va) de telle sorte que les Va tels que a€A,. forment une
base de m,, pour tout r;>o, à cela près que ce qui est désigné par r au
n° 11 doit être ici remplacé par/^; il faut simplement noter que, par défini-
tion, si d((ù) == r == m 4- i, Uo,^ appartient à rw-n,r et non à r/n-n.r-i, et par
suite on peut prendre une base d'un supplémentaire de t'w+i,r—i par rapport
a ^--n,/-^ Vm+i qui contient les Uo,(d tels que d{w) == r == m 4- i.

Dans ces conditions, pour tout &)€P, dans l'expression de V(Q comme
combinaison linéaire des W/,, tous les termes sauf ̂ ^appartiennent à va.r-\-,
où r== d(w). En effet, comme P^V^)) == o puisque co n'est pas multiple de/?,
il ne peut figurer dans V^ aucun terme W>, où ^ soit multiple dejo. Les seuls
ternies du premier degré parmi les W>. sont donc de la forme Wo,p avec
7r(p)==:7r(c iû)==:âf(û i ) )==r , et l'on a vu plus haut que le seul terme de cette
forme figurant dans V(Q est Uo.œ* Quant aux termes W>, qui ne sont pas du
premier degré par rapport aux LJéW? ^s appartiennent nécessairement à Wr-i
puisqu'ils sont produits d'au moins deux facteurs de poids ^r— i =zTc(w) — i,
et ne peuvent par suite contenir que des U^/,(o/ tels que p^ d ( w ' ) ^-r — i.

Montrons maintenant de même que, pour tout ^^i, dans l'expression de
V^co comme combinaison linéaire des Wy,, tous les termes saufVk,^ appar-
tiennent cl m,—i, où r==/?^â?(ûù). Il suffit de raisonner par récurrence sur /c,
puisqu'on vient de démontrer la proposition pour Â"==o. Or, les seuls W),
qui soient du premier degré par rapport aux Vk^w'i ^ dont l'image par
l'homomorphisme de Frobenius p7 soit nulle, sont les termes de la forme
Wo,ûî et l'on a vu plus haut qu'il ne figure aucun terme de cette forme dans
V^ro si A:^i. Comme P^V^o) ===V^t-iû)» l'hypothèse de récurrence prouve
que Vpk-t^ est somme de U^co et de termes appartenant à m<-i, où
s^p^1 d((ù). On en conclut que V^co est somme de U^, de termes appar-
tenant à m^—i)Cw/M-i, et de termes W\ dont l'indice n'est pas divisible
par /?. Comme aucun de ces derniers ne peut être du premier degré par rap-
port aux U^to'î on voit comme ci-dessus que tous ces termes sont dans
mps—ii ce qui prouve notre assertion. Avec le même abus de notation qu'au
n° 11, désignons par J^(F^) l'hyperalgèbre définie en prenant dans Î[(E)
une base structurale (Va) satisfaisant aux conditions précédentes, et par
-f^(K) l'hyperalgèbre de même base obtenue en étendant à K le corps des
scalaires; nous dirons que ^(K) est une hyperalgèbre (sur K) à loi de
composition non canonique engendrée par les U^o.
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16. Il est maintenant facile de démontrer la propriété « universelle » de
l'hyperalgèbre i^(K-) :

THÉORÈME 3. — Soient 51 une algèbre associative sur K, (Z^) un système
de générateurs de 51, ayant 'N1 comme ensemble d9 indices. Il existe alors
un homomorphisme et un seul Vk! de i^(K) sur 51 tel que Von ait

(39) U'(Va)=Za

pour tout a e N1.

Comme 4^(K) est l'algèbre libre engendrée par les \Jk,wi il suffit de définir
^(U^co); raisonnons par récurrence sur le poids p ^ ' d ( w )==/ ' . On vient de
voir au n° 15 que l'on peut écrire

UA-,CO == V^o) — ̂  Oo)), W\,

où les W\ appartiennent tous à m,_i. En vertu de l'hypothèse de récurrence,
les u^W/,) sont donc déjà déterminés, et l'on posera

la/ ( U^o ) == Zp^ - ̂  a^,, u' ( W, ),

ce qui détermine donc l'homomorphisme u' de façon à satisfaire (89) pour
tout açN'1.

17. Les cas les plus intéressants sont ceux où il existe un homomor-
phisme N de 51 dans l'algèbre 51 0 51 satisfaisant aux conditions

(40) A^(Za)= ^ Z?®Za-p
o^p^a

pour tout açN^. Le fait que (Va) soit une base structurale pour J^(K)
entraîne alors que l'on a

(4i) (u^u^wv^yvwv))
pour tout V€4^(K), en désignant par M l'application structurale de ^((K)
dans - f^(K) 0 JF^(K). En particulier, si 51 est une hyperalgèbre de base
structurale (Za), u' sera un homomorphisme d^ hyper algèbre.

On a aussi un homomorphisme canonique U' de J^(K) sur ^(K) par
application du théorème 3; en considérant la sous-algèbre (libre) de ^n(K)
engendrée par les L\;( i ̂  i^ n^ k^ o), on voit facilement, par un raisonne-
ment de récurrence analogue à ceux des n08 11 et 15, que l'on peut choisir la
base structurale de j^(K) (une fois celle de i),,(K) déterminée] de sorte que
l'homomorphisme u' soit tel que

U'(UÂ,)=L\, et u '(U^.>)==o

pour les w ç P distincts de g ; ( i^l i^n) .
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Enfin, un autre type assez fréquent d'algèbre ^l à laquelle il semble inté-
ressant d'appliquer le théorème 3 est obtenu de la façon suivante. Soient M
une algèbre sur K ayant un élément unité, (K l'algèbre des endomorphismes
de l'espace vectoriel %. Soit X une sous-algèbre de C, engendrée par un
système de générateurs (Za), où açN^. On peut donc définir un homomor-
phisme u' de ^(K) sur 3{, vérifiant (89). Supposons maintenant, que, pour
tout a e N1, on ait, quels que soient x^ y dans M

<42) Za(^y)= S Zp(^)Z^(j).
o^p^a

Soit alors V un élément quelconque de JT^(K), et soit Z=ï l / (V) ; si

^(V)==^aV,(g)V,,

À.p.

on conclut de (42) et du fait que M est l'application structurale, que l'on a,
en posant Z) rrrU^V^) pour t o u t ' ^ ç ' N ^ ,

(43) Z(^)=^^Z,(^)Z^(j).

De cette remarque, on conclut aussitôt par exemple que les éléments
il'(V^) dans ^l sont des dérivations de l'algèbre M; par récurrence sur A ,
tout X de la forme U/(V^) est une « semi-dérivation de hauteur k » dans M,
c'est-à-dire que l'on a

X(^l:y)=X(^•)y + ̂ -X(j), X(yx-"1) =yX(xPI!) + X(j) ̂ t,

tandis que les Y de la forme U'(Va), où /((a) < k, sontdes « semi-dérivations
spéciales de hauteur k », autrement dit satisfont à

Y^^^^YGy), Y(j^)=Y(j/)^1.

Un exemple d'algèbre ^ du type précédent qui joue un rôle important cii
topologie algébrique est Valgèbre de Steenrod A^,, qui peut être considérée
comme algèbre d'endomorphismes de l'algèbre de cohomologie H*(U; F»),
où U est un espace topologique convenable [^]; on a ici n ==i , et les géné-
rateurs de \p se notent P^ ou simplement P^, A parcourant l'ensemble des
entiers ̂ o (on écrit Sqk pour p •==. 2). J. ADEM [l], [2] et H. CARTAN f^] ont
déterminé explicitement les relations entre ces générateurs; mais ces relations
ne font pas apparaître la structure « hyperalgébrique » de Kp qui résulte des
identités ( 4 2 ) ^ et il faudrait pour cela déterminer explicitement les éléments
u(V^) dans Ap.

18. Les résultats qui précèdent ont naturellement leurs analogues (consi-
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dérablement simplifiés ) sur un corps K de caractéristique zéro ; les Vkt
(resp. U^(o) disparaissent alors pour Â"^:I, ainsi que les TÇ^, et les théo-
rèmes 1 et 2 sont essentiellement bien connus. On peut alors écrire Tp, au
lieu de To,p,, les Tp, formant une base de l'algèbre de Lie libre J(T(E) engendrée
parUi, IL, . . . , U^ (on supprime là aussi l'indice zéro), ^(K) est alors
l'algèbre enveloppante de ^(E), et pour tout a == (a^çN1^, on a ([7]»
prop. 3)

T Wm ^^w,---7^^
où <7i << o"2 -<.. .<; ffm est la suite des indices p. ç M tels que ap.;^ o, rangés par
ordre croissant, et où l'on a posé

vy == a<ry et a ! ==TT ̂ ! •
V-

On obtient une expression analogue pour les éléments V^ de la base structu-
rale de J^(K); bornons-nous au cas / i==i . Alors Ji(K) est l'algèbre enve-
loppante de l'algèbre de Lie libre XT(E) engendrée par Ui et les éléments
V ,̂, où k (qui remplace le co du n° 15) parcourt ici l'ensemble des entiers
^ 2; on peut identifier Ui (resp. V^) à un élément de la base de €(E), qu'on
notera Ti (resp. 1\) (ce qui revient à supposer que l'ensemble d'indices M
de la base (T^) de ^(E) contient Pensemble P des entiers ̂ i). On vérifie
alors facilement ( 9 ) que, pour tout entier A:^i, l'élément Vy^, que nous
écrirons V^, est donné par

(45) ^So?»^'
a

où la somme est étendue aux suites a == (ai, ao, .. , a/i, ... ) € N^ de poids

7r(a) ==^.7ia^== À-, avec
71

Wa == TÎ* T^«. . . T^».. . ( nombre fini de facteurs ).

Il revient au même de dire que \k est la somme des termes de poids k dans
le développement du produit (non commuta tif)

(expTi)(expT.O...(expT,0.

Nous allons utiliser le théorème 3 (pour un corps K de caractéristique
zéro) pour retrouver par une voie nouvelle la formule de Hausdorff\ cela

( f l ) L'exposé qui suit dans ce numéro est très schématique et ne prétend pas à une
parfaite rigueur; pour voir comment on peut faire les démonstrations dans le détail,
voir les n08 19-21, où cela est f?it dans le cas (nettement plus compliqué) de caracté-
ristique p > o.
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nous montrera comment cette formule peut se généraliser aux corps de carac-
téristique >> o.

Dans l'algèbre ^o(K), considérons, pour tout ̂ ^i, Pélément

Z,^Va,a?
a

la somme étant étendue aux a==(a i , a^çN2 tels que 7r(a) ==ai4- 03== k.
L'homomorphisme structural N de ih(K.) dans <Ço(K) (g) 1h(K) est tel alors
que

(46) A'(Z,)= ̂  Z,(g)Z,_,
O^A^Â:

comme il résulte aussitôt de la définition de Zjfe, car des relations

YY(Va)= ^ Vp(g)Va-f3,
o^^a

il résulte que ^V(Z^) ==^ V),(g)Vp., où (X, /ji) parcourt tous les couples
^

d'éléments de N2 tels que TT(^) -4- 7r(/ji) = k. D'après le théorème 3, il existe
un homomorphisme u' de ^i(K) sur la sous-algèbre de ^(K) engendrée par
les ïk et tel que U'(VA) ==Zk pour tout Â:^I ; en outre, en raison de (46),
U' est un homomorphisme d'hyperalgèbre, et en particulier transforme toute
dérivation en dérivation, autrement dit en un élément de l'algèbre de Lie
libre engendrée par Ui et Ua. Cela étant, les formules (44) montrent que Z^.
est la somme des termes de degré k dans le produit (expUi) (expUs). Si l'on
pose Yjfc== u^T^) qui est, comme nous venons de le remarquer, une dérivation^
on voit que l'on peut écrire la formule

.(47) (expTJQ (expU,) = (expYQ (expYo) ... (expY,) . . .

dont on calcule facilement les premiers termes Y<

Y,==U,+U,,

Y,=:^U,,U.],

Y3=i[U,, [U,, U,]]- g[U,, [U,, U,]],

Ceci n'est pas encore la formule de Hausdorff, mais une formule analogue,
pour les groupes de Lie, à la formule de Ph. Hall pour-les groupes quel-
conques ([10],p. 5i). Pour obtenir la formule de Hausdorff, observons qu'on
peut opérer de la même manière que ci-dessus en remplaçante (K) par^)^(K)y
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.où m est un entier > o quelconque. Mais on a même une formule semblable
en remplaçant ^o(K) par^,(K), algèbre libre engendrée par une infinité
dénombrable de générateurs Ui, U,, . .., L\, ... ; il faut alors prendre

Z^V.a
a

ao

la somme (infinie formelle) étant étendue aux a == (a,) € N^ tel que V a^== À';

on obtient la formule ~~

<48) (expU,) (expLL) . . . (expU^). . .= (exp<^) (exp0,)... (exp<^).. . ,

où ^ est une somme (infinie formelle) d'alternants de degré total n par
rapport aux U;

0,=U^+U2+. . .+L^+. . . ,

On peut alors itérer la formule (48) en remplaçant dans chaque alternant
figurant dans 0,,, chacun des U, par 4>,(Ui, . . ., L'„, . . . ) ; le degré de ̂  par
rapport aux L7; augmentant indéfiniment avec n, on obtient ainsi des sommes
avant un sens, car il n'y a qu'un nombre fini d'alternants par rapport aux ̂
qui sont de degré inférieur à un entier donné, par rapport aux L ^ . On
continue ainsi indéfiniment, et après la ^ièmo opération, on obtient

(49) (expU.,) (expIL) ... (expU,,) .. .== (exp^) (exp^) ... (exp^) ...,

avec
^a-)^^a--i)^^-i)_^ ^ ^^k-i}_

^=^\^k'~l^^k~ï1^
1 ̂  i

d'où résulte sans peine que ̂ ), pour /^ 2, est une somme d'alternants par
rapport aux U,, de degré au moins égal à n -+- k — \ ; en outre, pour tout
entier m^>n-\-k—ï, ̂ } ne contient qu'un nombre fini d'alternants de
degré ̂  m par rapport aux L\. Il est clair dans ces conditions que les termes
de ^} de degré ^Â sont les mêmes que dans tous les <I>^" / l), A > o;
désignant par <I>^' la somme dont les termes de degré ^k sont ceux de ̂
pour tout ^'^1, on voit qu'on a aussi

(5o) ( expU, ) (expU,) . . . (explJ^) . . .= exp(<D^),
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ce qui est la formule de Hausdorff générale (la formule usuelle s'obtenant
en remplaçant tous les U^ d'indice ^^3 par o).

19. Voyons maintenant comment on peut procéder de même lorsque K est
de caractéristique p > o. Remarquons tout d'abord que la manière dont on
a bien ordonné l'ensemble N X M x N = N x R au n° 6 est sans aucune
importance pour la démonstration des théorèmes 1, 2 et 3 (mais bien entendu,
l'expression des Sa? des Wa et des Va comme somme de monômes par
rapport aux U^ dépend essentiellement de cet ordre). Soit M; la partie de M
formée des indices p. tels que l'alternant T\-^ (notations du n° 6) ne contienne
que les U/« (0:^/1 <-4-00) ; les éléments T^a où p. parcourt M;, forment
évidemment la base de lajo-algèbre de Lie libre €^(Uon Un, . . . , U^-, . . . )
engendrée par les U^; nous prendrons un bon ordre dans M;, et l'on peut
évidemment supposer établie entre Mi et My ( j ' - ^ i ) une correspondance
biunivoque ^--o^y, de sorte que l'alternant T^. se déduise de T^. en
remplaçant chacun des U/« figurant dans ce dernier par l'élément Lï/(y corres-
pondant; en outre, on peut supposer que cette correspondance biunivoque
conserve l'ordre des indices dans M; et My. Soit R^==M^x N; on prendra
dans chaque R^ l'ordre lexicographique. Cela étant, M est réunion des
Mi (i^i^n) et d'un ensemble JVT; on prendra sur R^M'xN l'ordre
lexicographique, et sur R l'ordre qui en fait la somme ordinale des
ensembles Ri, R,, . . ., R^, R' pris dans cet ordre.

Reprenons les notations du théorème 1, et pour i^i^n^ désignons
par ^-(E) la sous-algèbre (libre) de ^(E) engendrée par les U^(Â^o) .
Supposons que, pour n -===. i, on ait fixé la base structurale dans ^ i (K) ; on
peut alors utiliser l'arbitraire dont on dispose dans le choix de la base
structurale de ^l(E) de façon à satisfaire à la condition suivante : si un indice
a^eN^ correspond à un indice ai eN^ dans la correspondance biunivoque
établie entre Ri et R^, alors Va, s'obtient en remplaçant, dans l'expression
de Va^ comme combinaison linéaire de monômes en Uoi, Un, . ., L^i, . . .,
chacun des LJ^i par l'élément U^ correspondant. Ceci se voit sans peine en
reprenant la construction des Va décrite dans la démonstration du théorème 1
et en raisonnant par récurrence sur le poids m : on montre ainsi d'abord
que si a;, p;, v^ dans N'^ correspondent respectivement à ai, (3i, v, dans N1"11.
on a

J(a^ P,, y,)=J(ai, pi, yi),

et que le sous-espace r/«,.i n< t<(E) se déduit de r^+i nSli (E) en substituant
à chaque L^i l'élément IJ/^ dans les combinaisons linéaires de monômes qui
appartiennent à r / , ^ in%i(E) ; on choisit alors chacun des éléments de
base Wo.p, (î:(p;) == m -h i, p^elY) de r,,,+i n € z ( E ) de sorte qu'il se déduise
de Wo,p, par la correspondance précédente, si pi eRi est l'indice correspon-
dant à p;. Le choix des Wo,^ pour p 'çR^ demeure arbitraire, sous les seules
restrictions fixées au n° 11.
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Cela étant, soit a==((3i, ^2» • • • » Pra) un indice de W^ n'ayant aucune
composante non nulle dans IV, et où j3/ appartient à N111*5; montrons qu'avec
les conventions précédentes, on a la relation

(53) V,=Vp,Vp,...Vp..

Il suffit évidemment, par récurrence sur î, de prouver que

(54) V(p,,;..,p._,Vp.=V(p.,...,p,,

et, une fois i fixé, de démontrer (54) par récurrence sur le poids
w=:7r((3i)+. ..4-7r((3f). Posons Y==((3i, ..., (3<-i); on peut évidemment
se borner au cas où y et (3/ sont tous deux ;> o, sans quoi la formule (54) est
triviale. Notons, en outre, que si ^^y (resp. 73 ̂ (3f), on a nécessaire-
ment^ (Ci, ..., Ç/-i), où H^eN^ et YîeH1^; la formule (12), où Fon
remplace a par y et (3 par (3(, montre que si À :> o, À'>> o, le second membre
est nul sauf si À + ̂ '= ((3i, -..., (3/), cas où il est égal à i. Dans le bourgeon
tronqué t/^i, on a donc bien

V(?,,...,p,==Vp,Vp,...Vp.;

si l'on pose V"p»=Y c(^i ^t) W^, où ̂  appartient à N^ (t^k-^i), on a

i ^donc
V(p,,...,^=2c((3., À,) ... c((3<, ^) W>,W^... W^..

Mais, en raison du choix de Fordre dans R, on a

w^...^=w^w^...w^
et la définition des Va danst^+i donne donc

V(p,,..A)=^([3,, ̂ ) ... c(^ À,) W),W,.... W,,=V^... Vp,

en vertu de l'hypothèse de récurrence, ce qui prouve (54).
Posons

00

(55) E(U,n ,Uu, . . . ,U^ , ...)=^V,^
^==0

série formelle que l'on peut considérer comme un élément de S)i (K.) complété.
Les considérations précédentes et la formule (53) montrent que le produit

(56) E(Ui)E(U,) . . .E(U,) ,

où l'on a posé U,== (Uo<, U^, ..., U^', .. • ) pour abréger, est la somme de
tous les Va, où a parcourt les indices de la forme Â'(£i4-...+ Â^e^, chacun
des ki parcourant M.
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20. Nous allons maintenant préciser de la même manière le choix d'une
base structurale dans Ji(K) (n° 15). Comme ici J est réduit à un seul
élément, P est l'ensemble des entiers m premiers à p ; on écrira \Jkm au lieu
de TJ^co et en particulier UÂ:I au lieu de UA:I. Désignons encore par Mm la
partie de M formée des indices p. tels que l'alternant T^,y ne contienne que
les UAw(o^À<4-oo). Procédant comme au n° 19, prenons un bon ordre
sur chacun des Mm, avec une correspondance biunivoque p.m^>p-q conservant
l'ordre entre Mm et My, telle que T^p. se déduise de T^»^ par substitution
de Vhq à \]hm dans son expression (pour tout A^o). Soit R^==M^x N,
muni de l'ordre lexicographique ; soit M' le complémentaire dans M de la
réunion des Mmi qu'on munit d'un bon ordre arbitraire, etsoit R/ == M' x N,
ordonné lexicographiquement. Enfin, soit [w(i) ==i, w(a), . . . , m(n ) , . . . ]
la suite des entiers m premiers à 7?, rangés par ordre strictement croissant;
on prend sur R l'ordre qui en fait la somme ordinale des ensembles R/^i)»
R,n(2)i . . . , R,n(,i), . . . , R' pris dans cet ordre (de type ordinal ûû-h - i ) .
Comme au n° 19, on voit d'abord, en reprenant la construction de la base
structurale (Va) donnée au n° 15, que l'on peut utiliser l'arbitraire dont on
dispose pour que la condition suivante soit vérifiée [ en utilisant les notations
surlignées pour les éléments de ^ii(K), afin de les distinguer de ceux de -Ç^(K)] :
pour toutm^>i dans P, si un indice aOTeN1"^ correspond à un indice
aiGN^ par*la correspondance biunivoque établie entre R/n et Ri, alors Va,,.
s'obtient en remplaçant, dans l'expression de Va^ [dans ^i(K)] en fonction
des U/n^À^o), chacun des U^i par réiément U^ correspondant (A^o).

Pour ai € N11111, Va^ contient par contre desUA,» où m> i, en vertu de la déter-
mination de la base structurale de Jfi(K), et nous n'essaierons pas d'obtenir la
forme générale de ces éléments ; il nous suffira pour notre objet de déterminer
les V^ pour tout Àr^i. Désignons par V^g, l'élément de ^i(K) obtenu en
substituant à chaque U^i l'élément Vhi dans l'expression de V^ [ dans ̂ i (K)]
à l'aide des U^r Nous allons prouver que l'on a

(58) V^=2V,,^V,.^^...V^e^,,

la somme étant étendue à tous les systèmes d'entiers (Â:i, ..., kn) (n variable)

tels que Fon ait ̂ . kjm(j) = k. Il suffit de raisonner par récurrence sur À,
/

puisque V^== Uor Nous allons montrer tout d'abord que la différence des
deux membres de (58) est une dérivation'^ il revient au même de prouver
que les images des deux membres de (58) par l'application structurale
diffèrent d'une expression de la forme 1 0 Y -j- Y (g) I. Or, on a

k

Vl^==^V^(g)V;,_,)s,
/1=0
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x-i
V^=^V^®V^^

h i=0

et
/ij;

VI!.,,,,, == ̂  V/..̂ ., (g> V(,,_/..,̂ ., (2^ ̂  n),
/^==0

la seconde de ces relations résultant de la définition des V^ et de la relation
analogue dans X)i(K). Tenant compte de l'hypothèse de récurrence, notre
assertion résulte des formules précédentes. Cela étant, on sait (n° 15) que
dans V^, il ne figure que la dérivation Wo,^= W^ (avec le coefficient i) si À'
est premier à p^ et aucune dérivation si À' est multiple de p . D'autre part
(n° 11), il ne figure aucune dérivation dans V/;^ si k > i, ni dans V^ ^
si k^> i et î > i. Mais, en vertu du choix de l'ordre sur R, pour tout
a ==(?,, (3,, . . . . (3,), oup , eN^ ' ) \ona

(^9) Wa=W^W^...W^

D'autre part, V^ est par définition combinaison linéaire des Wa^ où ai e N11111,
et V^s^ ; combinaison linéaire des Wap où a^ € N111^*l ). Utilisant la formule (09),
on voit que les seules dérivations qui puissent figurer au second membre
de (58) correspondent au cas où tous les /i/ sauf un sont nuls, l'unique Â'y
non nul étant égal à i ; cela implique bien entendu que k == ^ ( J ) ' , donc /:€ P,
et lorsqu'il en est ainsi, il n'y a au second membre que la seule dérivation W^.
avec le coefficient i, ce qui achève de prouver (58).
On peut encore exprimer ce résultat de la façon suivante : considérons le
produit infini

(60) E(îî0 E(U^) ... E(U,,^) ...,

où l'on a posé, comme plus haut

U/n== (Uom, TJi,n, . . . , U^,,,, . . . ) pOUr tOUt 771 € P.

On observera que dans E(U,u) tous les termes sauf le terme constant (égal
à i) sont de poids ^/^. Par suite, dans le produit (60) il n'y a qu'un nombre
fini de facteurs qui puissent donner des termes de poids ^w, et dans
chaque facteur, il n'y a évidemment qu'un nombre fini de monômes de
poids ^_m. Le produit a donc un sens dans ^(K) complété pour la topo-
îo^ie définie par la filtration correspondant au poids. La formule (58)
montre, en outre, que la série (60) n'est autre que la somme de tous
ÎGS V/,^ (o ̂  k < 4- 30 ) dans £ y (K) complété.
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21. Après ces préliminaires, nous pouvons développer le raisonnement
esquissé dans le n° 18 pour la caractéristique o. Pour tout n fixé, et tout
entier Â^o, posons, dans <^(K)

z,=^v,,
a

où a parcourt l'ensemble des éléments /ii£i4- k^-\-. . .4- k^n tels que

Â-i+Â-^-h . . . -hÂ^:=7r(a) =zk.

Il est immédiat que les Z^- satisfont aux relations (46), où 7V est l'application
structurale de ^(K) dans iL(K) (g)^(K). Soit u^ l'homomorphisme
de .fi(K) sur la sous-algèbre de ^)n(K) engendrée par les Z^-, telle que
^(^À-O = ZÀ: pour tout entier Â^ o, dont l'existence résulte du théorème 3;
la formule (46) montre alors que l'image par u,^ de toute dérivation (resp.
semi-dérivation de hauteur r, semi-dérivation spéciale de hauteur r )
dans JFi(K), est une dérivation (resp. semi-dérivation de hauteur r, semi-
dérivation spéciale de hauteur r) dans ^(K). D'autre part, les résultats
des n°' 19 et 20 donnent la formule

(61) E (U , )E(U , ) . . .E (U . )=E(Y, )E(Y^) . . .E (Y^) . . . ,

où l'on a posé

Y^== u^(U^) pour mçP et Y^= (Yo^, Yi,,,, .... Y^, ... ).

On notera que l'on a
(62) Yoi=TJ^+Uo2+. . .+Uo. ,

mais, pour Â'^i,
(63) Y^=U^+U^+...+U,.4-Y,,

où Y^T^ 0 est isobare de poids/^ et de hauteur << k\ en général Yow (mçP)
est une dérivation [donc combinaison linéaire des Wg dans ^^(K)], 'Ykmr
pour /r^i, une semi-dérivation de hauteur Z:, et l'on a bien entendu
P^Yyfc^) ==:Y^_i,^; en outre, Y^^ est isobare et de poids p^m. Cette dernière
remarque montre que dans E(Y^) tous les termes sauf le terme constant
sont de poids ^>m.

Écrivons maintenant l'identité analogue à (61 ) pour tout q > n

(64) E(U,) ... E(U,) =E(Y^)E(Y^) ... E(Y^) ....

L'élément Y^ est combinaison linéaire de monômes en les U^y (h^k^
I ^y^^) î substituons à chaque UA/ l^élément YA,,,I(/), ce qui donne un
élément Y ,̂,'̂  de ^(K) qui est encore une semi-dérivation de hauteur k\
cet élément n'est plus isobare, mais, sim^> i, tous ses termes sont de
poids ^pkm 4- i. En effet, le seul LJ/,y pour lequel Y/^(;) soit de même
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poids p^ correspond à j=z i ; pour qu'il y ait dans Yj^ des termes de
poids p^m^ il faudrait donc qu'ils proviennent de monômes ne contenant
que les V^Ço^h^k). Or, s'il existait de tels monômes dans l'expression
^e ^Knî ce terme ne se réduirait pas à o lorsqu'on remplace par o tous
les Vhi tels que i^i^q^ mais cela est absurde, car pour/i==i, l'homo-
morphisme u^ est l'homomorphisme canonique de ^i(K) dans ^i(K)
(n° 17), qui transforme tous les LJ^ en o pour m > i.

Notons d'autre part que, comme w(y)^y,les termes de poids ̂ q sont
les mêmes dans Y^ et Y^ pour q < r, car les termes substitués à U/,;
pour y > q sont tous de poids > q, et les termes ne contenant que les U/,,
tels que j ̂ q sont les mêmes dans Y^ et Y^, comme il résulte de la défini-
tion de l'homomorhisme Uy de Ji(K) dans 4?y(K). Or, l'identité (64) donne

(65) E(Y,) E(Y^) ... E(Y^) =(Y^) E(Y%ij) ... E(Y^) ....

Désignons alors par Y^ la série formelle [élément de ^(K) complété]
définie par la condition que ses termes de poids ^q sont ceux de Yjft^, ce
qui a un sens en vertu de la remarque précédente; Y^ est encore une
« semi-dérivation de hauteur k » en un sens convenablement généralisé,
c'est-à-dire est combinaison linéaire injinie, dans ^(K) complété, d'élé-
ments W^,p et d'éléments Wa tels que h (a) < k\ on a alors à partir de (65),
par un passage à la limite évident [ et tenant compte de (61)]

(66) E(UO.. .E(U.)=E(Y<,^)E(Y^,) . . .E(Y^). . . .

En outre, pour m > I, tous les termes de Y^ sont de poids au moins égal
à pkm 4- i.

On procède maintenant par récurrence ; supposons que l'on ait
(67) E(UO.. .E(U.)=E(Y^))E(Y^). . .E(Y^). . . ,
où ^Vm (^€P) est une combinaison linéaire infinie de termes W^p et de
termes Wa de hauteur h (a)</- et de poids ̂ p^m-^-s— i si /n> i, de poids ̂ /^
si m== i. Pour tout q>n, on substitue à chaque UA/(Â^<-, i^y^ç)
l'élément Y^}^) dans l'expression de l'élément Yj^ de la formule (64); cela
donne un élément Y^-^ du complété de ^n(K), combinaison linéaire
infinie de termes Wyfc,p et de termes Wa de hauteur h (<x) < k et de
poids p ^ s i m == i, de poids ̂ p^m -4- s si m > i, comme on le voit aussitôt
par récurrence. On passe ensuite à la limite comme ci-dessus, et l'on voit
ainsi que la récurrence peut se poursuivre

Cela étant, dans (67), les facteurs du second membre contribuent tous des
termes de poids ̂ , sauf le premier. Reste à comparer Y^ etY1/4-^. Or,
comme le second membre de (63) se réduit à U^i lorsqu'on y annule tous
les UA/ tels que j > i, en vertu du même raisonnement que plus haut, on
voit que Y^'^ est somme de Y^ et de monômes dont chacun contient au
moins un Y^ avec m > i ; les termes de poids < s de Yjft^^ sont donc les
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mêmes que ceux de Y^, quel que soit q> n\ par définition, on voit donc
que Y^15 a les mêmes termes de poids <s que Y^. On peut donc définir
l'élément Y^ comme combinaison linéaire infinie de termes W^,p et de
termes Wa de hauteur < k dans ^n(K) complété, dont tous les termes de
poids < s sont ceux de Y^. On peut alors faire tendrez vers l'infini dans (67)
et l'on obtient finalement la formule de Hausdorjf pour les corps de
caractéristique p"> Q
(68) E(Ui)E(U2) . . .E(U,0=E(Y^) ,

où l'on observera que les coefficients des Wa dans l'expression de chacun
des Y(^, sont des éléments du corps premier Tp, indépendants du corps K.
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