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PLONGEMENT DES VARIETES ANALYTIQUES-REELLES;

PAR

BerNARD MALGRANGE.

Introduction. — En 1937, S. BochnEr [1 ]| a démontré le théoréme suivant :

Toute variété analytique-réelle compacte, munie d’un ds® analytique peut
étre plongée, par une application analytique biunivoque et partout régu-
liére, dans un espace euclidien.

Nous nous proposons ici d’étendre ce théoréme aux variétés non compactes,
et, plus précisément, de démontrer le théoréme suivant :

THtOREME. — Soit V une variété analytique-réelle, de dimension n,
compacte ou dénombrable a Uinfini, munie d’un ds* riemannien ana-
lytique. Il existe une application analytique de V dans un espace RV, qui
soit .

1° Propre (i. e. l'image réciproque de tout compact de RY est compacte).

2° Biunivoque.

3° Réguliére en tout point de V (i. e. pour tout point a€V, on peut

extraire, des N fonctions définissant le plongement, n fonctions qui soient
des coordonnées locales en a sur V).

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de démontrer successivement qu’il
existe des applications analytiques de V' dans un espace euclidien vérifiant
1°, 3°, 3°. Ce sera I'objet des propositions 1, 2, 3. Ces trois propositions
seront déduites d’'un lemme d’approximation des fonctions analytiques que
nous allons commencer par établir.

ReMARQUE. — Pour simplifier, nous supposerons V' connexe.
1. Approximation des fonctions analytiques. — Commencons par

rappeler quelques résultats relatifs aux fonctions harmonicques.
Soit W une variété analytique-réelle, de dimension m, non compacte
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munie d'un ds? riemannien analytique; toutes les fonctions considérées sur

W seront supposées a valeurs réelles. Nous appellerons, suivant I'habitude,
« harmoniques » les fonctions sur W qui vérifient

(notations d, 9, A habituelles, voir par exemple [9]).

a. Toute distribution (i. e. lout courant de degré o) sur W qui vérifie
Af = o est une fonction analytique.

De nombreuses démonstrations de ce résultat ont été données (par exemple
[5], [8], [9]- Elles entrainent le résultat suivant, un peu plus fort, que nous
utiliserons.

Soient a un point de W, et x, ..., x, des coordonnées locales en a
[avec xi(a) =o0]; il existe un voisinage © de a tel que toute fonction harmo-
nigue sur W ait, en a, un développement suivant les puissances des x;
convergeant dans O.

b. Appelons :

&jy l'espace des fonctions continues sur W, muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les parties compactes de W

&y 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur W, muni de la
topologie de la convergence uniforme des fonctions et de leurs dérivées sur
les parties compactes de W;

Hy Vespace des fonctions harmoniques sur W;

D’aprés a, Hj est fermé dans & et dans &j;-; le théoréme du graphe
fermé montre alors que :

&y et &jp induisent la méme topologie sur Hy,-.

c. Généralisation du théoréme de Runge. — Soit © un ouvert C W, dont
le complémentaire n’ait pas de composantes connexes compactes; toute
JSonction harmonique sur O est limite (dans &o ou 8, cela revient au méme

d’aprés b) de fonctions harmoniques sur W.

Pour les grandes lignes de la démonstration, voir [6]; le cas plus général
ot A est remplacé par un opérateur elliptique est traité en détails dans
[7] ().

Reprenons maintenant la variété J° considérée dans l'introduction ; soit R
la droite numeérique, dont le point courant sera désigné par y; nous appel-
lerons W la variété ¥V < R, munie de la métrique ds?+ dy?, ds? désignant la
métrique de V, et nous identifierons V & la sous-variété V< {o} de W.

(') Suivant P'usage, nous appellcrons ici « elliptiques » les opérateurs appelés « de
Petrovsky » dans [7], chap. 3, § 3.



PLONGEMENT DES VARIETES ANALYTIQUES. 103

Cela posé, nous pouvons démontrer le lemme d’approximation que nous
avons en vue :

LEMME FONDAMENTAL. — Soit ; une suite (finie ou dénombrable;
U entier 1) d’ouverts disjoints de V. On suppose en outre que les Q;
tendent vers l'infini, ¢’est-a-dire que tout compact C V ne rencontre qu'un
nombre fini d’entre euz. Soit, pour tout i, f; une fonction analytique
sur ;, et u; un voisinage de zéro dans &g,.

1l existe une fonction g analytique sur V telle que, pour tout i, on
ait g — fi€u,. v

De plus, on peut supposer que g est la restriction ¢ V d’une fonction
harmonique sur W.

DEMONSTRATION. — Posons Q — ‘ ’Q; , et définissons une fonction analy-
tique f sur Q par la condition : pour-tout i, f= f; sur Q.

Nous dirons qu'une suite (£;, f7, «;), vérifiant les hypothéses du lemme
fondamental, minore la suite (£;, f;, 1;) donnée si les conditions suivantes
sont vérifiées :

a. Pour tout i, ;CQ (mais non nécessairement C £;).

b. Pour tout i, f; est la restriction de fa ;.

c. Si g est une fonction € &/, la condition « pour tout {, on a g — f; €u;»
entraine « pour tout i, on a g — fi€u; ».

Il suffit évidemment de démontrer le lemme fondamental pour une suite
minorant la suite donnée. Ceci dit, commencons par démontrer quelques
résultats préliminaires.

1° Il existe une suite (L, f, ¢;) minorant la suite (£;, f;, ;) donnée, et
telle que les £; soient relativement compacts dans .

En effet, d’aprés la définition des voisinages de zéro dans 8q,, la condition
«g— fi€u;» est entrainée par des inégalités portant sur les valeurs, sur un
compact K;CL;, de g — f; et (d’un nombre fini) de ses dérivées.

2¢ Il existe une suite (L;, f;, u;), minorant la suite (L, fi, u;), et une
suite ©; d’ouverts relativement compacts dans V, telles qu’on ait

0;CO4s; \ ’@i:l'r; 2 CO— Oy
Lorsque -V est compacte, il suffit en effet de prendre la suite ©; réduite a
@, =V, etla suite Q] réduite a ‘ ’9,
Supposons maintenant } non compacte; soit (¢;) une suite d’ouverts
relativement compacts C V vérifiant O;C O, et‘ ’O, = V; modifions cette

suite, de la maniére suivante :

Posons 0] = O;u (I'ensemble des L', dont l'intersection avec O; n’est pas
vide).
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O] est encore relativement compact, et posséde la propriété suivante :
— ou bien Q) c0};
— ou bien Q,n 0] =, donc ;N0 =M.

Les O; forment une suite croissante d’ouverts relativement compacts telle
quel ’O}': V; pour tout i, il existe donc (Borel-Lebesgue) un j tel qu'on

ait @] C O;; par suite, on peut extraire de la suite (O}) une suite (O,) telle
qu’on ait 0,COu 4.

Posons alors szy:(ol— 5,-_,)n( ‘ ’SZ’,-); Q] est réunion d’'un nombre

"

fini d’ouverts &;; il est alors immédiat qu'il existe une suite (7, f/, «;),
qui minore la suite (L;, f/, u;), ce qui démontre 2°.

3° Démontrons maintenant le lemme fondamental pour la suite (X}, f;', «;
que nous appellerons désormais (£2;, fi, u;) pour simplifier les notations.

Identifions V & la sous-variété V' x{o} de W. D’aprés le théoréme de
Cauchy-Kovalevska, il existe, pour tout ¢, un voisinage &, de @, dans W et
une fonction f; harmonigque dans &,, tels que la restriction de f} a ; soit
égale & f; [il suffit, par exemple, de résoudre, au voisinage de chaque point

de Q;, le probléme aux limites : Aﬁ: o, ﬁ(x, o)=/, %ﬁ(af, 0)=o,0ou x

désigne un point de V; les fonctions obtenues se « recollent » dans un voisi-
nage de 9,] .

En remplacant au besoin &, par un ouvert plus petit, nous pouvons
supposer que $; est réunion de segments ouverts @ X | — Y, Ya[, avec a€R;
eto<v.<r.

Soit &; I'image réciproque de w; par l'application f(z, y)— f(z, o) de
&g, dans 8q,; le lemme sera démontré si nous prouvons qu'il existe une fonc-
tion harmonique & sur W qui vérifie, pour tout i : F— fi€&; comme, sur
Hp, la topologie induite par &g et la topologie induite par 6’3; coincident,
il suffit finalement de démontrer le résultat suivant :

Etant donné, pour chaque i, un compact K,c 8, et un nombre a;> o, il
existe une fonction harmonique sur W, soit &, qui pour tout i vérifie
| — fi| < a sur K.

D’abord, si V est compacte, les $, sont en nombre fini; dans W, I’ensemble

G( U Qi> n’a pas de composantes connexes compactes (d’aprés 'hypo-

thése faite plus haut sur les $;); le résultat est alors un cas particulier du
théoréme d’approximation des fonctions harmoniques rappelé en (c).
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Supposons maintenant }* non compacte; nous pouvons supposer que la
suite @, est décroissante ; posons

5;: O; X] — 2‘, 2i[,
Li-_:éi_.ul(i (i:;,:z,...;on posera 50:90:Q).
Nous nous trouvons dans la situation suivante : pour tout i,
— 6,c8,1; B,y
— Oy nféi: g;
_ G (5,_, uQ,—) n’a pas de composantes connexes compactes (et est
méme connexe);
— Kicféi, et L; (compact) Cc?,'.

D’aprés le théoréme d’approximation des fonctions harmoniques appliqué

a0, UQ“ nous pouvons trouver par récurrence, une suite ($;) de fonctions
harmoniques sur W, avec §,=o0, qui vérifient :

~ ~ a

. |F—Fi| L Ssur Loy
~ a -,

D. |g,~j~}lé—2—' sur K.

Je dis : «. Que les F; convergent, uniformément sur tout compact de W,
vers une fonction harmonique . En effet, il suffit de démontrer ce résultat
pour L; (puisque tout compact de IV est contenu dans un O,_, donc un L);
orsur L;, on a

| &rokek — Bk | L' ivkant — Grekatr—r | oo o | Qiakir — Gk |
Qi fer [£78% ¥W) 4]
=Z Tt T = 3
2 ol+k+1 oi+k

(puisque la suite «; est décroissante).

Les g; forment donc une suite de Cauchy pour la convergence uniforme sur
tout compact de W, leur limite est une fonction harmonique F, ce qui
démontre a.

b. Que g posséde les propriétés voulues :

Puisque la suite «; est décroissante, et puisque A;CL;, on a, sur K, pour
tout ix1:

| Bror—Ji | < (1Brar— Branes |+ o -+ | B — i) + | i— fi]

27393 (7] a;
é(;m+---+' = >+;éa.=,

o1

d’ou, en passant & la limite : |§ — fi| <@,  sur K. €. Q. F.D.
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RemarQuE 1. — Dans I'énoncé du lemme fondamental, on peut remplacer
« fi analytique sur £; » par « f; indéfiniment différentiable sur ; » (i. e.
fi€éq,).

Il suffit de se ramener au cas « f; analytique » en démontrant que, quel que
soit i, f; € 8q, est limite, dans 8q,, de fonctions analytiques sur &;; nous allons
directement montrer un peu plus :

Soit & un ouvert C V; les restrictions a & de fonctions harmoniques sur
W sont denses dans &q.

Supposons V orientable, pour simplifier (sinon, le raisonnement serait le
méme, a condition de remplacer « courant » par « courant d’espéce impaire »
cf. [9]). Le dual &g de 8q est I'espace des courants de degré n, a support
compact dans Q. L’image de &q par I'application & — W, envoie &Q sur un
sous-espace de &), espace des courants de degré n -1 & support compact
dans W; nous appellerons cette application &g -> &), « extension a W des
“courants €8g ». Rappelons que tout courant (€ 8-, 1 & support gompact

dont £ se décompose d’une maniére et d’une seule en une somme H:’Z (;L‘;[ ety
i=1

k—o et fini, p; extensions & W de courants €8 (cf. [10], tome 1, p. 102;

la démonstration, donnée dans un cas légérement différent, se transpose ici

sans difficulté). Nous appellerons « ordre transversal de ;2 » le plus grand

entier k tel que |4 2 0.

Cela rappelé, démontrons le résultat annoncé par I'absurde; si les restric-
tions a4  de fonctions harmoniques sur W n’étaient pas denses dans 8, il
existerait un courant c € 8Q, o 7 o, dont l'extension & & W serait orthogo-
nale a toutes les formes harmoniques sur W; dans &), (muni, par exemple de
sa topologie faible de dual), & serait adhérente & A&), (puisque l'orthogonal
de A&)y est précisément H,, ). Mais on sait que A&, est fermé g[ﬁ] ou[T);
il existe donc € &) tel qu'on ait & = Ar.

Soit alors K le support de o; le complémentaire de. K dans W est un
ouvert connexe, sur lequel T est harmonique, et nul pour |y | assez grand,
donc identiquement nul ; le support de t est donc contenu dans K.

Soit alors k I'ordre transversal de 7; de la formule & = Az, résulte que &
est d’ordre transversal = & + 2, ce qui contredit le fait que & est extension
i W d’une distribution €8q. C.Q.F.D.

(Notons en passant que le résultat précédent aurait pu étre utilisé dans la
démonstration du lemme fondamental, au lieu du théoréme de Cauchy-
Kovalevska.)

REMARQUE 2. — Soit V une variété analytique-réelle, compacte ou dénom-
brable a l'infini, connexe; supposons qu’il existe sur V un opérateur diffé-
rentiel D d’ordre p; &p— &, elliptique et & coefficients analytiques (2). Sur

(%) Cf. note (1); dans [7], un tel opérateur serait appelé (¥ < C, V < C)-opérateur
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, R X 02/)
W=V x R, l'opérateur D = 9

+ DD est elliptique (et a coefficients

réels).

Si, dans tout ce qui précéde, nous remplacons « harmonique » par « solution
de ’équation Df = o0 », les résultats rappelés en a, b et ¢ subsistent, et aussi
le fait que [V’ &), est fermé (I’ désignant le transposé de D) cf. [7].

Par suite, le lemme fondamental et la remarque 1 subsistent, avec la méme
démonstration.

2. Plongement des variétés analytiques-réelles. — Dans tout ce para-
graphe, V' désignera une variété analytique-réelle, possédant les propriétés
énoncées dans l'introduction, et W la variété V' < R munie de la métrique
déja introduite. Nous nous bornerons & étudier le cas ou V n’est pas
compacte (le cas ou V est compacte s’y raméne trivialement, par exemple en

remplacant V par W).

ProrosiTioN 1. — Il existe une application analytique V—> R propre
(1. e. U'image réciproque de tout compact est compacte).

Soit, en effet, ©; une suite d’ouverts relativement compacts C V, tels
qu’on ait

O,CcOL. et Uo,:V (i==1, 2, ...).

Posons K, = 0, et K;= Oy — Oy (> 1). D’aprés le lemme fondamental, il
existe une fonction analytique g sur V, qui, pour tout , vérifie | g — 2t+! | < 5
sur K;, d’ott g > 2! sur K,.

Posons ensuite L;= Oy;— 0,;.,; il existe de méme une fonction analytique
h sur V qui, pour tout i, vérifie &> 2! sur L;. L’ensemble des points a€ V
qui vérifient g%(a) + A?(a) £ 2% est contenu dans O,;_, ; par suite I'applica-
tion @ — g*(a) + h*(a) est propre. C.Q.F.D.

ReMARQUE 1. — L’application de V' dans R*: a - (g(a), h(a)) est évidem-
ment propre, elle aussi. Par ailleurs, on peut supposer (lemme fondamental)
que g et h sont restrictions & V de fonctions harmoniques sur W; ce fait
nous servira dans la proposition 2.

Pour les démonstrations qui vont suivre, nous aurons besoin de consi-
dérer des sous-ensembles analytiques de V' (i. e. des sous-ensembles de V'
définis, au voisinage de chaque point de V, par 'annulation d’'un nombre fini
de fonctions analytiques); nous opérerons de la maniére suivante :

D’aprés a, les fonctions harmoniques sur W possédent la propriété

différentiel du type (P); nous excluons donc ici le cas des (W, W,)-opérateurs diffé-
rentiels, W,, W, .étant des fibrés de base ¥V, de fibre C, non analytiquement triviaux.
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suivante : tout point a€ V posséde un voisinage © qu'on peut supposer
relativement compact, isomorphe 4 un ouvert ' C R”, tel que les restrictions
a V de fonctions harmoniques sur W aient, au point @’ (image de a dans ©)
un développement convergeant dans O'; choisissons, une fois pour toutes,
parmi les ouverts O, une suite (O;) qui soit un recouvrement localement fini
de V, et désignons par , les points correspondants.

Soit f; une fonction analytique sur ©;; si son image f; sur ©; admet, en a;
un développement convergeant dans O, f’ se prolonge en une fonction
analytique-complexe f dans un voisinage &, de @; dans C*, indépendant de
f; choisissons un tel systéme d’ouverts &;c C~.

Tout sous-ensemble analytique (noté FE, par exemple) de ¥V que nous
considérerons possédera la propriété suivante que nous supposerons implici-
tement vérifiée : au-dessus de chaque O;, E est défini par I'annulation d’un
nombre fini de fonctions analytiques f;1;...; fix (kK dépendant éventuelle-
ment de ) possédant les propriétés ci-dessus; appelons alors M I'ensemble
pour tout Z, des équations f;;=...= fx= o0; et appelons /7, le sous-ensemble
analytique-complexe de &; défini par les équations ﬁ,, =...= ﬁ’ r=o.

Choisissons, pour tout Z, un compact K;CO,, de maniére qu'on ait

UK;: 12

DeriviTioN. — Nous appellerons dimension de M (et nous noterons dim M)
le maximum, pour tout i, de la plus grande des dimensions complexes des

composantes irréductibles de M| qui rencontrent K,.

[1l s’agit manifestement d'un abus de langage, puisque cette dimension
dépend du systéme (O,, 5;, K,) choisi; cela n’entrainera cependant aucune
confusion.

Suivant ’habitude, la dimension complexe de I’ensemble vide sera prise
égale & —1.

‘Rappelons les résultats classiques suivants, les seuls dont nous aurons
besoin :

1° Pour ¢ fixé, les composantes irréductibles de M qui rencontrent X
sont en nombre fini.

2° Si un ensemble analytique-complexe E est strictement contenu dans un
autre E’, ce dernier étant irréductible, la dimension complexe de E est stric-
tement inférieure a celle de £

Telle quelle, Ja définition précédente ne nous servira qu’a la proposition 3 ;
dans la proposition 2, nous aurons a considérer la variété V< V=19, sur
laquelle nous opérerons d’une maniére analogue, avec le systéme (< O;,
@;x@'j, K,><K',~); si M est un ensemble d’équations sur les ©; < O, possé-
dant les propriétés ci-dessus, nous lui ferons encore correspondre des sous-
ensembles analytiques complexes M,-” ; des 8, x @f,-; cependant, nous modi-
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fierons ici un peu la définition de dim M, en notant ainsi le maximum, pour
tout (7, j) de la plus grande des dimensions complexes des composantes
irréductibles de fli’, ; qui rencontrent K; < K; en dehors de la diagonale D
de®.

Nous pouvons maintenant démontrer la

ProrosiTioN 2. — Pour un entier N assez grand il existe une application
analytique biunivoque V— RV.

DEMONSTRATION. — A toute application analytique de V dans RY défini par
les fonctions fi, ..., fiv (vérifiant les propriétés énoncées plus haut), faisons
correspondre I'application (g, ..., gy) de ¥ dans RY, ou g;(b, c)=1:(b)— fi(c)-
Soit M, .. sy Vensemble des équations g,=...=gn=o0. Tout revient a
montrer que, si /V est assez grand, il existe fi, ..., fx tels qu'on ait
dim My, . ;.——1 (car alors, 'ensemble des points de ¥ qui vérifieront
&1, -+ +y &v= o0 sera réduit a la diagonale D).

Par récurrence, compte tenu de la proposition 1 et de la remarque 3, cela
résulte du lemme suivant :

LemMe 2. — Si Dapplication (fy, ..., fn) est propre, il existe une fonc-
tion analytique fn., sur V telle qu'on ait

dim Mfl'-"'[’\l+l < max(O, dim an--an)‘

Supposons en effet qu’on ait dim M, . .=k o0 (sinon le résultat est
trivial ); (K; < K;)n [}D rencontre un nombre fini de composantes irrré-
ductibles de M.;h---’f}\';i’j; choisissons, sur chacune de ces composantes, un

point de (K; < K;)n [}.D; lorsque (i, j) varie de toutes les maniéres possi-

bles, I’ensemble de ces points est dénombrable, et nous pouvons 'ordonner
en une suite (b;, ¢;), b€V, eV, (=1, 2,...).
Sur ¥, la suite (&, ¢;) tend évidemment vers Vinfini. Montrons que la

suite (b)) tend vers Uinfini sur V; supposons en effet le contraire; on
pourrait alors extraire de cette suite une suite (b;,) qui serait contenu dans
un compact; les f;(b,,) seraient bornés, donc aussi les fi(c,) = fi(b1,);
comme l'application (fi, ..., fn) est propre, les ¢, seraient aussi contenus
dans un compact, €t la suite (b, ¢;,) ne tendrait pas vers l'infini, ce qui est
absurde.

De méme, la suite (¢;) tend vers l'infini; comme pour tout /, on a b; 2 ¢;
le lemme fondamental montre alors qu'il existe une fonction analytique sur
V qu'on peut supposer étre restrictive d’une fonction harmonique sur W)

Jnia telle que, pour tout /, on ait f.,4 (b)) 7 faia(cr) [il suffit, par exemple,
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. | G
de prendre fy.4 vérifiant | fy,, (b)) — 2!| < ;S biZ by, ey by Cly ey Coyy

. S
et | fyu(e) + 20| < 39 e by ooy by €y ey 01—1]'
1 ., . , .
Considérons alors les composantes irréductibles de A7, ... Snaribr QUi
rencontrent (Kiij)nGD; elles sont contenues dans les composantes

de ﬂf’, ...fx: ,j qui rencontrent, cet ensemble, et, comme elles ne contiennent

aucun point (b;, ¢;), cette inclusion est stricte; on a donc bien, d’aprés un
résultat rappelé ci-dessus :

dim ./,{f”_ oS Nt < dime:,---JN)

d’ou le lemme et la proposition.
Pour achever la démonstration du théoréme annoncé dans 'introduction,
il nous reste &4 démontrer :

PRroPOSITION 3. — Pour un entier N assez grand, il existe une application
analytique V -> RN qui soit réguliére en tout point de V.
La démonstration est analogue a la précédente, mais un peu plus simple :

Soient f, ..., fn, /V fonctions analytiques sur V; d’aprés le théoréme des
fonctions implicites, pour que, en un point a € V, elles définissent une appli-
cation réguliére, il faut et il suffit que, sur une carte locale de a, de coor-

données zy, . . ., x,, le rang de la matrice (az—i’— soit égal & n au point image
k

de a.
Considérons alors, dans O}, les équations exprimant que la matrice
(—(;%i-)(jzl, .oy Ny k=1, ..., n) est de rang < n, et appelons My, . .
k

I'ensemble de ces équations pour tous les . La proposition résultera, par
récurrence, du lemme suivant :

Leume 3. — 8¢ dim M, .. Iy 0, il existe n fonctions analytiques

Sty oo oy [ven telles qidon ait

dim ‘/][ﬁ ..... SNn < dimMﬁ,_;_,fN.

Choisissons, en eflet, sur chaque composante irréductible de lﬁ’;‘,_,,fl\,;i rencon-
trant K; un point « € K;; ’ensemble de tous ces points est dénombrable, et
tout compact de V ne contient qu’'un nombre fini d’entre eux; d'aprés le
lemme fondamental, il existe alors n fonctioms analytiques (qu’on peut
supposer é&tre des restrictions & F de fonctions harmoniques sur W) défi-
nissant une application ¥V — R* réguliére en chacun des points a. Les a€ K,
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n’appartiennent donc pas aux composantes irréductibles de *’f[/'.,..uf/v.r i qui
rencontrent ‘K;, et 'on a bien

dimMy, o< dim My, g

d’ou le résultat.

3. Conséquences et remarques diverses. — Pour simplifier, nous appel-
lerons « plongeables » les variétés qui vérifient les hypothéses (et donc aussi
les conclusions) du théoréme énoncé dans l'introduction.

1° Voici tout d’abord quelques conséquences triviales de ce théoréme :

a. Tout revétement connexe d’une variété plongeable est plongeable (caril
est trivialement muni d'un ds® analytique, et il est dénombrable a P'infini
d’apreés le théoréme de Poincaré-Volterra).

Plus généralement : toute variété analytique réelle connexe munie d’une
application réguliére en tout point dans une variété plongeable est elle-méme
plongeable (le fait qu’une telle variété est dénombrable a l'infini résulte d’un
lemme de GRAUERT [4]); comme cas trés particulier, les ouverts € R” seront

donc plongeables (ce qui n’est pas absolument évident « priori).

b. Soit W un espace fibré principal analytique-réel plongeable; de fibre
un groupe de Lie compact G et de base une variété V; par « moyenne », on
obtient un ds? analytique sur ¥ invariant de G, d’ou un ds* analytique sur
V/; la variété V est donc aussi plongeable..

2° D'aprés la remarque 2, une variété analytique-réelle, compacte ou
dénombrable a l'infini, munie -d’'une équation elliptique a coefficients
analytiques est plongeable.

30 Soit V une variété plongeable, de dimension 7 ; un procédé classique
de Wmitney [12] montre qu'on peut trouver une application analytique
biunivoque et réguliére en tout point de V dans R***+! (et par conséquent,
d’aprés la proposition 1, une application analytique propre, biunivoque, et
réguliére en tout point de V dans R®***+?, si V n’est pas compacte; il serait
intéressant, d’ailleurs, de savoir si I'on peut ici remplacer 2n+ 2 par 2n+1,
comme pour les plongements différentiables [12]).

Rappelons rapidement ce procédé : donnons-nous une application V— RV
(V> 2n + 2) analytique, propre, biunivoque, et réguliére en tout point; soit
W Pensemble des directions des droites de RM qui joignent deux points de
Pimage de V, et soit W' l'ensemble des directions de droites tangentes a
cette image; dans l'espace projectif PM—!, Wy W’ est de mesure nulle; en
projetant alors 'image de ¥ sur un hyperplan convenable de RV, parallélement
4 une direction ¢ WU W', on obtiendra une application de V" dans R qui
possédera les propriétés voulues; d’ou, par récurrence, le résultat.

4° D’aprés un théoréme de H. Cartan [3%%], les « théorémes A et B »
de la théorie "des faisceaux analytiques cohérents sont valables pour des
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sous-variétés analytiques-réelles de R”; par suite ces théorémes seront encore
valables pour une variété dénombrable & l'infini munie d’un ds* analy-
tique.

Nous ne reviendrons pas sur les importantes conséquences des théoréme.
A et B, qui sont développées dans [2], [3] et [11]. Notons seulement, &
titre d’exemple, le résultat suivant (établi par une autre méthode dans [7]):

la cohomologie & coefficients réels peut étre calculée avec les formes diffé-
rentielles a coefficients analytiques.

ProsLEMES. — 1. Soit £ un espace fibré analytique-réel, dont la base et la
fibre sont plongeables. L'’espace L est-il plongeable ?

2. Plus généralement : Toute variété analytique-réelle, compacte ou

dénombrable a l'infini, est-elle plongeable ? (Je ne connais pas de contre-
exemple).
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