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COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ET ESPACES FIBRES;

PAR

JEAN FRENKEL.

INTRODUCTION.

Considérons les énoncés suivants :

(A) Soient E et E' deux espaces fibrés analytiques principauz de base X
et de groupe structural G. S'il existe un X-isomorphisme continu entre I/
et E', alors il existe aussi entre eux un X-isomorphisme analytique. ‘
(B) Soit E un espace fibré principal dont le base est une variété analy-
tique X et dont le groupe structural est un groupe de Lie G. En ce cas I¥
posséde une structure analytique compatible avec sa fibration.

En 1950, M. H. CaRTAN [ 2] montrait que les résultats de M. K. Oka [21«|
concernant les problémes de Cousin étaient impliqués par I'énoncé (A)
[ prendre pour X un domaine d’holomorphie, et pour & le groupe additif
(resp. multiplicatif) des nombres complexes]. En 1952, M. J.-P. SERRE
conjecturait la validité du « principe d'Oka » : « Sur les variétés de Stein, on
peut faire avec les fonctions holomorphes tout ce qu’'on peut faire avec les
fonctions continues » [23]; par conséquent, selon J.-P. Serre, les énoncés
(A) et (B) doivent étre vérifiés sous la seule réserve que X" soit une variété
de Stein, et J.-P. Serre les vérifiait effectivement lorsque G est abélien
connexe.

Notre objectif primitif était 'examen de la suggestion de Serre. Nous
n’avons pas réussi a atteindre cet objectif, et récemment, M. H. GRrauEerT [16],
(voir aussi [5]) a établi la validité des énoncés ( *.} =t (B) lorsque X est une
variété de Stein (et méme un espace « holomorphiquement complet ») et G
quelconque.

En revanche, la méthode que nous avons adoptée, si elle conduit a faire
d’importantes restrictions sur le groupe structural G' (nous sommes amenés
en fait & le supposer résoluble), permet d’analyser aisément les hypothéses
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souhaitables & faire sur la base I, et de ne pas se borner aux variétés de
Stein.

D’autre part, le principe d’Oka suggére I’examen d'autres énoncés. Citons
en particulier les suivants :

(C) Soit E un espace fibré analytique de buse X. Alors, toute section
continue de E est homotope a une section analytique.

(D) Soient E un espace fibré analytique de base X, et s et s' deux sections
analytiques de E. Supposons que s et s' sotent homotopes dans I'ensemble
des sections continues de E; alors elles sont homotopes dans I'ensemble des
sections analytiques de E, et I'on peut méme définir une homotopie entre
s et s' qui dépende analytiquement du parameétre de déformation.

Ces énoncés — particuliérement (C) — sont d'ailleurs, comme nous le
montrons, étroitement liés & (A). L’exposé fait en aolit 1956 des travaux de
Gravert par M. H. Cartan [5] met lui aussi ce lien en évidence.

- Signalons enfin I’énoncé suivant (probléme de « l'extension » du groupe
structural) :

(E) Soient M un groupe de Lie, L un sous-groupe fermé abélien distingué,
N = M/[L le groupe-quotient, et soit F un espace fibré analytique principal
de base X et de groupe N. Supposons que « l'extension » du groupe struc-
tural de F soit topologiquement posssible (i. e., il existe un espace [ibré
principal topologique E, de groupe M, dont l'image par la projection
canonique de M sur N soit topologiquement X -isomorphe ¢ F); alors cette
« extension » est possible analytiquement.

Si Pon fait I’hypothése que (A) [resp. (B)] est vérifié lorsque G =N
(resp. G=M), I'énoncé (E) est évidemment vérifié; nous montrerons qu'’il
peut étre vérifié indépendamment de cette hypothése (prop. 20.2).

Les résultats principaux de ce travail figurent au chapitre III (§ C). Voici
leur contenu essentiel.

1° Supposons que X soit une variété analytique réelle plongée sans singu-
larité dans un R". Alors I'énoncé (E) est vérifié; les énoncés (A) et (B) le
sont si G est un groupe de Lie résoluble (réel); I'énoncé (C) est vérifié si £
est un espace fibré dont chaque fibre a une structure de groupe de Lie réso-
luble (réel); il en est de méme de I'énoncé (D) si de plus le groupe structural
de £ est connexe.

2° Supposons que .1 soit une variété analytique complexe satisfaisant aux
conditions du théoréme I11.8 : en gros, & est un produit de variétés de Stein,
d’espaces projectifs complexes de dimensions « pas trop petites », et de
complémentaires de polycylindres compacts par rapport a des domaines
d’holomorphie convenables plongés dans des espaces numériques complexes
de dimensions « pas trop petites ». Alors les énoncés (A) et (B) sont vérifiés
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si G est un groupe de Lie (complexe) résoluble connexe; les énoncés (C) et
(D) le sont si la fibre de £ est un groupe résoluble connexe et le groupe
structural de E un groupe résoliible connexe d’automorphismes de la fibre.

3> Le dernier numéro du chapitre III (n° 35) donne la classification
compléte des espaces fibrés analytiques dont la base est un produit d’espaces
projectifs complexes (de dimensions arbitraires) et dont le groupe structural
est le groupe des similitudes planes ; cette classification montre que :

«. 1l existe des variétés .1 telles que (A) soit vérifié chaque fois que G est
abélien (et par suite chaque tois que G est nilpotent, th. III.5) sans Pétre
chaque fois que G est résoluble;

b. 1l se peut qu'il existe sur A" a la fois des espaces fibrés analytiques de
groupe structural G caractérisés (du point de vue de leur fibration analy-
tique) par leurs seuls invariants topologiques, et des espaces fibrés analytiques
de groupe structural G analytiquement distincts, mais topologiquement
équivalents.

On trouvera de plus au chapitre II quelques résultats concernant les
espaces fibrés non nécessairement munis d’'une structure analytique. Le
probléme de la restriction du groupe structural est traité aux n® 16 et 17 :
les résultats de M. C. EHRESMANN [ 12 ] sont retrouvés el précisés, une classifi-
cation compléte des solutions étant donnée; on en trouvera des applications
au chapitre IIT [ restriction du groupe linéaire complexe au groupe unimodu-
laire (n" 22) et au groupe orthogonal complexe ou au groupe symplectique
(n® 23) ). Le probléme de « 'extension » du groupe structural [au sens des
extensions de groupe, c¢f. énoncé (E)|, posé par M. C. EnresMany [12a],
el qui avait conduit ce dernier & définir une infinité d’obstructions, est traité
au n° 18 dans le cas ou l'extension est & noyaw abélien : on définit un seul
invariant, dont la nullité est la condition nécessaire et suflisante de possibi-
lité de I'extension.

Le chapitre I est de caractére exclusivement technique : il est destiné a
étendre, dans la mesure du possible, la notion de cohomologie d'un espace a
valeurs dans un faisceau au cas ol ce faisceau n’est pas abélien. On obtient
ainsi une suite exacte a cin(, six ou sept termes selon les hypothéses faites
sur les faisceaux; cette suite exacte est I'outil & peu prés unique utilisé pour
établir les résultats figurant dans ce travail. Elle est commodément utilisable
grice ala proposition k.2 qui permet en quelque sorte de doter d'un élément
neutre arbitraire le premier ensemble de cohomologie d'un espace. Cette
technique, qui nous a été indispensable pour établir en 1952 les résultats
résumés dans [13] a été retrouvée indépendamment par M. P. DepEcker [8]
et M. A. GroTHENDIECK [ 18].

Les principaux résultats de ce travail ont été annoncés dans trois Notes
aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences (|13, [1% ], [15]).

Je tiens i exprimer toute ma reconnaissance &t MM. I1. CArtaN et J.-P. SERRE
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sans (ui ce travail n’aurait jamais vu le jour; les conseils de M. H. CARTAN ne
m’ont jamais fait défaut, et je lui suis redevable de nombreuses améliorations
de rédaction (en particulier les n® 30 et 31). Que M. Leray, dont les encou-
ragements m’ont été si utiles, et qui a bien voulu me faire 'honneur de prc-
sider mon jury, veuille bien trouver ici 'expression de toute ma gratitude.
Je remercie également M. DixMigr qui a accepté de me proposer un sujet de
seconde thése et de faire partie du jury.

CHAPITRE 1.

SUITE EXACTE DE COHOMOLOGIE.

1. Groupe d’opérateurs. — Dans tout ce travail, nous dirons qu’'un groupe
G opére (par exemple d gauche) dans un ensemble E s'il existe une applica-
tion (g, ) > g.x de G < E dans E telle que

(1) g g.x)y=(8g) x quels que soient g, g'€ G et x€.1’;

(2) e.x=x pour tout & € E, si e est I'élément neutre de G.

Si 'ensemble E' est muni d’une structure algébrique ( par exemple une
structure de groupe), Pexpression « G opére sur le groupe I¥ » signifiera, de
facon plus précise, que pour chajue g€ G l'application partielle = —g..»
est un homomorphisme de £ dans E; ¢’est donc un automorphisme de E.

Si G est un groupe topologique, /5 un espace topologique, I'expression
« G opére sur l'espace E » signifiera, de facon plus précise, que I'application
(8, x)—>g.x de espace-produit G < F dans E est continue; I'application
partielle . — g..x est donc, pour chaque g€ (G un homéomorphisme de F.

Si G et F sont des groupes de Lie, 'expression « G opére dans le groupe
de Lie IV » signifiera que G opére sur le groupe I de maniére que g.x soit
une fonction analytique des deux variables g et .z [ou, ce (ui revient au
méme, de maniére que (g, x)—> &..x soit une application analytique]. Nous
emploierons aussi, avec le méme sens, 'expression « G opére analytiquement
dans le groupe E ». L’application partielle x — 2.z est donc, pour chaque
& € G, un automorphisme de la structure de groupe de Lie de F.

Le lecteur précisera de facon analogue les hypothéses sous-entendues par
I'expression « G opére sur le groupe topologique E », ou « G opére conti-
niiment sur le groupe E », et le sens qu'il convient d’y attacher.

ExempLe. — Soient B un groupe, 4 un sous-groupe abélien distingué de B,
et C=B/A4 le groupe-quotient. Il est classique que, B opérant dans le
groupe A par les automorphismes intérieurs de sorte que les éléments de A
opeérent trivialement, C opére sur le groupe 1. Si B est un groupe topolo-
gique (resp. de Lie) et A fermé, C opére continiiment (vesp. analytique-
ment) sur le groupe 4.
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2. Faisceaux. — Soit .I" un espace topologique. Un faisceau d’ensemblcs
sur I est constitué par:

1 Une fonction . - F, qui fait corréspondre & tout x €% un ensemble
non vide F,.

2° Une topologie sur I'’ensemble F, somme des ensembles F, satisfaisant
a l'axiome (I) ci-dessous.

Si f est un élément de F,, nous poserons m(f)=x; l'application 7 est
appelée la projection de F sur .X. Avec cette notation, 'axiome (I) s’énonce :

(I) Pour tout fe F, il existe un voisinage V de f et un voisinage U de
n([f) tel que la restriction de m a V soit un homéomorphisme de V sur U.
(Autrement dit, © doit étre un homéomorphisme local.)

On notera que le sous-espace F,, de F' a donc la topologie discréte. 1l sera
parfois utile de mettre sur F une topologie moins fine que sa topologie de

faisceau; on prendra soin de ne pas confondre le faisceau F' avec ce nouvel
espace topologique.

Sections. — On appelle section d’un faisceau F' au-dessus d’une partie ¥
de X une application continue s: ¥ — F telle que mos—=1.

Nous renvoyons a la littérature ([2 2], [19], [22]) pour I'étude des sections.
Notons seulement :

Prorosition 2.1. — 8¢ deux sections de F au-dessus d’un voisinage de
x € X coincident au point &, elles coincident en tout point assez voisin de x.

Préfaisceau ([19], [22]). — On appelle préfaisceau sur I'espace topolo-
gique .Y la donnée, pour tout ouvert U de X', d’'un ensemble Fy;, associée a
la donnée, pour tout couple d'ouverts (U, V) de .1 tels que UD V, d’une
application ¢py de Fy dans Fj- de sorte que soit satisfaite la condition de
transitivité

Oupo Qru=9n-u (siUd VDO W).

Un préfaisceau définit classiquement un faisceau F': F, est la limite induc-
tive des Fy suivant 'ordonné filtrant des voisinages ouverts de z, la topo-
logie de F étant engendrée par les ensembles ouverts U(f), ou U(f) est la
réunion, pour tout x dans un ouvert arbitraire U de X, des images canoni-
ques f, dans F, d'un élément arbitraire fde F.

ExempLe. — Soit £ un espace fibré (en un sens parfaitement arbitraire) de
base .1"; on prend pour Fy l'ensemble des sections (continues) de £ au-
dessus de I'ouvert U de .1". Le faisceau associé F est le faisceau des germes
de sections (continues) de F (¢py est défini par la restriction & V d'une
section au-dessus de U).

Si /7 est un espace fibré analytique (!), et si 'on prend au lieu des sections

(') Voir une détinition, chap. III, n° [9.
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continues au-dessus de U seulement les sections analytiques, on obtient le
faisceau des germes de sections analytiques de E.

Si E est un espace fibré trivial, isomorphe au produit I ¥, le faisceau
F s’identifie au faisceau des germes d’applications (continues) de ¥ dans ¥.

Produit diagonal. — Soient F et F' deux faisceaux sur le méme espace X"
Le sous-espace F\,F' de F < F' formé des couples (f, f') tels que w( f)=n(f")
est trivialement muni d’une structure de faisceau [on pose (F\/F'),—=F. =< F,]:
c'est le produit diagonal, ou produit fibré (*) des faisceaux F et F'. On
définit de méme le produit diagonal de plusieurs faisceaux; il est associatif.

Fuaisceau de groupes. — Soit F un faisceau sur I'espace topologique .I.

DerviTioN. — On dit que F est un faisceau de groupes si tous les F, sont
des groupes, et si, outre I'axiome (I), est vérifié I'axiome suivant :

(II) L'application f— f~! est une application continue de F dans F, et
Uapplication (f, g) — fg est une application continue de F\,F dans F.

Plus généralement, considérons un faisceau d’ensembles F’ et des faisceaux
d’ensembles 4, A', ..., sur le méme espace I, tels que tous les F; aient des
structures algébriques de méme espéce, définies par une ou plusieurs lois de
composition internes, et une ou plusieurs lois de composition externes, les
domaines d’opérateurs pour les lois externes de F, étant A,, A, .... Nous
dirons que F est un faisceau ayant la structure algébrique de 'espéce envi-
sagée si axiome suivant est vérifié :

(I') Les applications de F\,F, A,A\,F, et, éventuellement, F dansF
définies par les lois internes et externes de F., et, éventuellement, la symé-
trisation de certaines lois internes de F,, sont continues.

Dans ce cas, I'ensemble des sections de F' au-dessus d’une partie ¥ de A
est muni d'une structure de méme espéce que F, les domaines d’opérateurs
étant les ensembles de sections de 4, 4, ..., au-dessus de ¥. Inversement,
donnons-nous pour tout ouvert U de 1" des ensembles Fy, Ay, ..., les Fy
étant munis de structures algébriques de méme espéce, les domaines d’opé-
rateurs pour les lois externes de Fy étant les Ay, etc., et pour chaque ouvert
V' c U un homomorphisme (au sens des lois internes) ¢,y de Fy dans Fj et
une application ¢py de Ay dans A, satisfaisant, outre les conditions de
transitivité évidentes, a la relation

orv(af) =ru(a) ere(f) (a€dy, feFy).

(?) La notion de produit diagonal vaut évidemment pour d’autres structures que celles
de faisceaux; nous l'utiliserons sans autre définition au chapitre II (cf. en particulier
n° 10.2).
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Alors les Fy (resp. les Ay) définissent, par passage a la limite inductive un
faisceau F (resp. A,...), qui est muni d’une structure algébrique de I'espéce
envisagée.

ExempLes. — On a ainsi les notions de faisceau de groupes abéliens,
d’anneaux, de modules sur un faisceau, d’espaces vectoriels sur un faisceau
de corps; de faisceau de groupes opérant sur un faisceau d’ensembles ou sur
un faisceau de groupe (cf. n° 1).

Homomorphismes. — Soient F et G deux faisceaux sur le méme espace 1.
Un homomorphisme de F dans G est la donnée, pour tout z€.X, d’une
application o, : F-> G, de telle sorte que l'application ¢ de F dans G
définie par les ¢ soit continue. Cette condition revient a dire que ¢ trans-
forme toute section s : £ - s(x) de F au-dessus d’un ouvert U de ¥ en une
application & — @, (s(z)) qui est une section de G au-dessus de U.

On notera que l'axiome (Il') revient 4 dire que les applications de
F,F, AyA{,F, et éventuellement F, dans F définies par les lois de compo-
sition de chaque F, constituent des homomorphismes de faisceaux.

Si F et G ont des structures algébriques homologues (les faisceaux d’opé-
rateurs étant donc les mémes pour F et G), on dira que ¢ est un homomor-
phisme (au sens de la structure algébrique considérée) si de plus ¢, est, pour
tout z €.1, une représentation de F, dans G,.

Ici encore nous renvoyons le lecteur a la littérature pour de plus amples
détails (homomorphismes de deux faisceaux définis par des systémes
d’ensembles : la théorie classique des faisceaux de groupes abéliens s’étend
d’elle-méme).

Sous-faisceaux. — Soient F un faisceau d’ensembles, G un sous-espace
de F, G.= GnF,.; pour que les G, et la topologie induite par F sur G
fassent de F un faisceau sur X, il faut et il suffit que G soit ouvert dans F.
Si cette condition est réalisée, nous dirons que G est un sous-faisceau de F.
Si F est muni d’une structure algébrique, nous dirons que G est un sous-
faisceau du faisceau ¥ muni de sa structure si de plus chaque G, est stable
pour toutes les lois (externes et internes) définissant cette structure, et si la

structure induite sur chaque G, est homologue a celle de F.. L'injection de
G dans F est un homomorphisme de faisceaux.

Faisceau-quotient. — Soit F un faisceau d’ensembles sur .I'. Pour chaque
z € X, donnons-nous une relation d’équivalence R, dans F, de telle sorte
que la relation d’équivalence R définie dans F par I'ensemble des R, soit
ouverte [ ceci revient a dire que si deux sections s et s’ de F au-dessus d'un
voisinage U de x sont telles que s(z) et s'(x) sont congrus mod R,, alors
s(y) et s'(y) sont congrus mod R, pour tout y assez voisin de x]. Alors
Pespace-quotient G = F/R a une structure de faisceau, et l'application
canonique de F sur G est un homomorphisme.

7
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ExeMpLES. — Soit G un sous-faisceau du faisceau de groupes F. La relation
S f € G, est une relation d’équivalence R, dans F,, et la relation R définie
dans F par les R, est ouverte. Le faisceau-quotient, noté F/G, est un faisceau
d’espaces homogénes sur lequel F opére par les translations & gauche; F/G a
une section privilégiée : celle qui 4 tout x€.X fait correspondre la classe
&€ (F/G),. Inversement, un faisceau 4, muni d’une section e au-dessus de
_Y tout entier, sur lequel opére transitivement un faisceau de groupes F est
canoniquement isomorphe & un faisceau d’espaces homogénes.

Plus généralement, soit F un faisceau d’ensembles, G un faisceau de
groupes opérant a droite dans F'; la relation : « f et f’ sont transformés 1'un
de I'autre par un élément de G » est une relation d’équivalence dans F' qui
permet de définir le faisceau-quotient F/G des classes d’intransitivité du
faisceau G opérant dans F.

3. Ensembles de cohomolog'ié ([19], [22]). —.1. Soit F un faisceau
d’ensembles sur un espace topologique .¥". Soit U ={ U, };e; un recouvrement

ouvert de .Y. Nous noterons comme d’habitude Us 'intersection n U,. Par

i€y
analogie avec le cas des faisceaux abéliens, nous appellerons p-cochaine de Ul
a valeurs dans F une fonction qui a tout élément S de I7+! tel que Us ne soit
pas vide fait correspondre une section fs de F' au-dessus de Us. Nous note-
rons CP(U, F) I'ensemble des p-cochaines de U & valeurs dans F. 11 se peut,
si U n’est pas suffisamment fin, que C? (U, F) soit vide; mais, I et F étant
donnés, il résulte de I'axiome (I) qu’on peut choisir un recouvrement U tel
que CrP (U, F)=@.

Soit ¥ ={ V4 }xeQ un recouvrement plus fin que L. Il existe donc par
définition une application ¢ : Q — I telle que V,C Uy, pour tout x. Cette
application définit une application ¢* de C?(U, F) dans CP(%, F) pour tout
entier p > o comme suit : notons encore ¢, par abus de langage, I'application
de Qr+t dans Ir+* définie par ¢, et soit f: S —fs une p-cochaine de U a
valeurs dans F'; alors ¢* f associe & £€Q*! tel que V2 @ la restriction &
Vs de fus).

2. Cohomologie de dimension o. — Soit F un faisceau d’ensembles sur ¥,
et AU un recouvrement ouvert de X". Nous dirons qu’une o-cochaine f:{— f;
de U a valeurs dans F est un o-cocycle si les restrictions & Uy; des seclions f;
et fj sont identiques. On note H°(U, F) I'ensemble des o-cocycles de U a
valeurs dans F. Si ¥ est plus fin que U, la restriction & H°(U, F) de I'appli-
cation ¢* définie ci-dessus est une bijection de H°(U, F) sur H*(V, F) (du
reste indépendante du choix de ¢) compatible avec I'identification naturelle
entre un élément de H°(U, F) et une section de F au-dessus de .I" tout
entier.

Ces considérations nous conduisent 4 adopter la définition :



COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ET ESPACES FIBRES. 143

DervitioN 3.1. — On appelle oé"c-ensemble de cohomologie de X
a valeurs dans F, et I'on note H'(X, F), l'ensemble des sections de F
au-dessus de X . Plus généralement, pour tout ouvert U de X, on notera
H (U, F) l’ensemble des sections de F au-dessus de U.

Il est clair que H°(U, F) a une structure algébrique de méme espéce que
celle de F.

Si le faisceau de groupes (x opére dans le faisceau d’ensembles F), alors le
groupe ' (X, G) opére dans le faiscean F :’élément s de H° (X', G) définit
un automorphisme de F par la formule f—s(x).f(f€ Fy). De la résulte en
particulier que le groupe H°(.Y, () opére dans I'ensemble H°(.I", F). De
méme, si G opére dans le faisceau de groupes F, H* (X, G) opére dans le
groupe H' (A", F') (au sens du n° 1).

Un homomorphisme ¢ d’un faisceau F' dans un faisceau G définit une
application ¢* de H#°(.I', F') dans H°(.1, (), qui est une représentation si F
et G sont des faisceaux thunis de structures algébriques -homologues.

3. Cohomologie de dimension 1. — Soit F' un faisceau de groupes sur X,
U =L ;e; un recouvrement ouvert de .1. Nous dirons qu’une 1-cochaine
S (i, J)—> fij de U & valeurs dans F est un 1-cocycle si 'on a

(3.1) Jii(x) fir(x) = fu(r) pour tout . de Uy;.

Deux cochaines {f;!, {g,| seront dites cohomologues s'il existe une
o-cochaine A =1{A;! de U & valeurs dans F telle que

(3.2) Ji(x)=h7"(r)gij(x) h;(.x) pour tout .x de U;;.

La cohomologie est une relation d’équivalence dans C'(U, F) respectant
I'ensemble des cocycles. L’ensemble H' (U, F) des classes de cocycles de U a
valeurs dans F qui sont cohomologues s’appelle le premier ensemble de coho-
mologie du recouvrement U a valeurs dans F. Cet ensemble n’a de structure
de groupe naturelle que si F est un faisceau de groupes abéliens, auquel cas
c’est le premier groupe de cohomologie classique de U a valeurs dans le
faisceau abélien F. Il a cependant un élément privilégié, que nous convien-
drons d'appeler 1'élément neutre de H'(U, F), savoir la classe du cocycle

fii(z)=ex  pour tout x de Uy,
ou e, est 'élément neutre de F [l'application & — e, d’un ouvert U de X

dans F est bien continue en vertu de I'axiome (II)].

RevMarQuE. — On notera qu'un 1-cocycle est automatiquement alterné|i. e.,
ona f;;(x)f;(x) = e, pour tout x de U] : il suffit pour le voir de faire
dans la relation (3.1) i =/ =&, ce qui entraine f;(x) = e, dans U,, puis de
faire & == /.

Soit ¥ = { V4 lxe0 un recouvrement plus fin que U, et ¢ une application
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de Q dans [ telle que V', C Uyy, pour tout a € Q. L'image par ¢* d'un cocycle
est un cocycle, et les images de deux cochaines cohomologues sont deux
cochaines cohomologues. ¢* définit donc une application £ de H' (U, F) dans

H' (¥, F), qui respecte I'é1ément neutre. En fait # ne dépend pas de ¢, mais
seulement des recouvrements U et 2. En effet, supposons qu’il existe une
autre application ¢ de & dans I telle que V,CUsy. A toute 1-cochaine
S=1{/fi;} de U sont ainsi associées les 1-cochaines £*f et ¢*f de ¥V et la
o-cochaine A ={ h, | de ¥ définie par

h, = restriction & V, de fyzvq)-
Si maintenant f est un 1-cocycle, comme il est alterné, on a vu (3.1) :
(l"f)zp: hz' (£ f)ag 3

de sorte que ¢ f et t"* f sont cohomologues.

En résumé, si ¥ est un recouvrement ouvert plus fin que U, il existe une
application (%, U) de H'(U, F) dans H'(V, F) respectant 1'élément
neutre. Si ¢ est un recouvrement plus fin que V, il est clair que

g (W, V)oa(V, U)=0 (W, U);

enfin o (U, U) est'identité; si donc U et 2V sont des recouvrements ouverts
équivalents (i. e., si chacun d’eux est plus fin que l'autre), o(U, V) et
(%, U) sont des isomorphismes réciproques, de sorte que H'(1l, F) ne
dépend que de la classe d’équivalence du recouvrement L.

ReMarQuE ([18], [19]). — Il sera utile de noter le :
Lemne 3.1. — L’application o (0, U) est injective.

En effet, soient f et g deux cocycles de U. Supposons qu'il existe une
o-cochaine & de ?V telle que

(3.3) (£ f)ag=ka' (£'g)ashs.
Pour tout x € U;, choisissons un a tel que x € V', et posons
hi(x) = i () ka(2) frrai(2)-

Vu (3.1) et (3.3), A;(x) ne dépend pas de a, donc est une section de F'

au-dessus de U;; vu (3.1), la o-cochaine A = { &;} satisfait & (3.2).
C. Q. F. D.
DirviTioN 3.2. — On appelle premier ensemble de cohomologie de

Uespace X a valeurs dans le faisceau de groupes F, et U'on note H' (.Y, F),
la limite inductive des ensembles H'(WU, F) définie suivant I'ordonné
JSiltrant des classes d’équivalence de recouvrements ouverts de X au moyen
des applications o (), U ).



COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ET ESPACES FIBRES. 145

Cet ensemble n’a de structure de groupe naturelle que si F est un
faisceau de groupes abéliens (auquel cas c’est le classique premier groupe de
cohomologie de X" a valeurs dans F), mais il est pourvua d'un élément
neutre e.

Si ¢ est un homomorphisme du faisceau de groupes F dans le faisceau de
groupes G, ’homomorphisme de H°(U, F) dans H°(U, G) induit par défini-
tion une application de C'(U, F) dans C'(%, F), qui transforme un
cocycle en un cocycle et respecte la cohomologie; comme elle commute
évidemment avec les (¥, U), ¢ définit ainsi une application ¢* de H' (I, F)
dans H' (.Y, G) respectant les éléments neutres.

Par suite, si le faisceau de groupe G opére sur le faisceau de groupe F,
chaque section de G définit une application de H' (.Y, F) en lui-méme :
H' (X, G) opére dans H' (X, F).

4. Recollement de faisceaux (3). — 1. Soit F un faisceau de groupes
opérant (par exemple & gauche) sur un faisceau d’ensembles A. Soit 5 = { z;;}
un 1-cocycle d’un recouvrement ouvert U — {U, },e; de A" & valeurs dans F.
5 et les opérations de F dans A permettent de définir un nouveau faisceau
As, isomorphe 4 A sur les ensembles de U, de la facon suivante.

Soit A;= 7' (U};) le faisceau induit par A sur U;. Dans I'espace-somme A
des A; introduisons la relation d’équivalence (R) suivante :

Ryu=a;=[n(w) =n(a;)=x et a;==z;;(x).«u;] (x€Uy, a,€Ay).

On vérifie sans peine que (/?) est bien une relation d’équivalence, puisque
s est un 1-cocycle alterné et que F opére a gauche dans 4. La restriction ®; a
A, de la projection canonique de A sur son quotient A/(R) = A* étant biuni-
voque et bicontinue, il est clair que 4% est muni d’une structure de faisceau
sur A" telle que ®; soit un isomorphisme de A; sur le faisceau (A®); induit
par A* sur U;, et ®;—=®; 05,

On notera cependant que si A est un faisceau de groupes, A° n’est un
faisceau de groupes que si l'on postule que F opére sur le faisceau de groupes
A (et non seulement sur le faisceau d’ensembles sous-jacent); alors ®; est un
isomorphisme au sens des faisceaux de groupes :

O, (ab) =D;(a) ®;(b) (aetbed,).

2. Soit z' un autre cocycle du méme recouvrement il de ¥, a valeurs dans
F. Supposons que z’ et z soient cohomologues, et soit k& une telle cohomo-
logie : k consiste en la donnée d’une o-cochaine {z;} de 1L & valeurs dans F
telle que s,,=z;"z;;z,. Cette cohomologie détermine un isomorphisme
w (3, 5’5 k) du faisceau A¢ sur le faisceau 4% comme suit : soit ®; I'isomor-

(*) Cette notion est due a J.-P. SERRE ([3], exposé 20, et [22]).
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phisme canonique de A; dans A°'; si « € A* est la classe modulo R de «; € A;
et si x = m(a;) € U;, on pose

(h.1) w(z, 35 k)a =@, (5,(r). 07" (a)).

«'=w (3, 5'; k)« ne dépend de I'indice { qu'en apparence, car d’aprés les
définitions de R et R’ :

D, (3;. 07" (a)) = P, (5750 @@ ()
=@ (3;;5;5;- D7 (1)) = @] (5:(r). D7 (1))

w (s, z'; k) est un homomorphisme de faisceaux, car 5;(.').«;(x) est une
section de A; en méme temps que «;(z), et lorsque A est un faisceau de
groupes, c’est que par hypothése F, opére sur le groupe A,. De plus si A" est
une cohomologie entre le cocycle 2z’ et un cocycle 3" du méme recouvrement.
on a évidemment la relation de transitivité

wi(z, 35K yow (s, 55 k) =w (s, 35"; Kol
ce qui, puisque w(z, 3; e) est I'identité lorsque e est associé ¢ la o-cochaine-
unité de F, implique en particulier que w (3, 5'; &) est un isomorphisme du
faisceau A° sur le faisceau A<,
De facon analogue, si ¥ = { V', }4gQ est un recouvrement plus fin que U,
a toute application ¢ : Q — I telle que ¥V, C Uy, est associé un isomorphisme
t de A" * sur A%, dont la restriction & (4! #)), est défini par

(!l'.Q) t:q}[(m@;l’

formule ol « ne figure qu’en apparence, puisque en notant encore 3;; l'auto-
morphisme de A;nA; que définit en opérant sur A la section z;; de F
au-dessus de U;; :

—1 —1
‘Dt(p) o®,, = S8 s ‘I’{i oy = (1*5){51:—' Su8 e

Ces isomorphismes t satisfont naturellement & des formules de transitivité
évidentes; en particulier, si ¢ est une autre application de &2 dans / telle que
V2 C Uy et k la cohomologie faisant passer de #(s) a £*(3) telle qu'elle a
été décrite aun® 5.3, ona

(4.3) t— ot = w(&(3), "(3); k).

Ainsi, 3 deux cocycles quelconques z, 3’ de deux recouvrements ouverts
arbitraires, et qui ont méme image dans H' (X, F), est associée une collec-
tion W (z, z') d’isomorphismes de A% sur A%'; et si 3, 3/, =" ont méme image
dans H' (X, F), pour tout c€ W (s, 3') et tout t€ H' (3, 3"), To7 est un
¢lément de W (=, 3").

3. Soit F' (resp. F') un faisceau de groupes opérant sur le faisceau
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d’ensembles -1 (resp. A’) et ¢ (resp. }) un homomorphisme du faisceau 4
dans le faisceau A’ (resp. du faiscean de groupes F dans F’). Supposons que
¢ et 'y soient compatibles avec lés opérations de F sur A et de F' sur A’
[i. e.,ona ¢(f.) =d(f).9(«) quels que soient «€ A et feF ). Alors ¢
définit un homomorphisme ¢, de A° dans 4%, compatible avec les isomor-
phismes de I/ " (=, z’) définis ci-dessus : avec des notations évidentes, ¢, coin-
cide au-dessus de (4°); avec @;¢®;', homomorphisme qui ne dépend de ¢
qu’en apparence, comme le lecteur le vérifiera aisément.

h. Faisceauzx principauz. — Un exemple important est fourni par la
notion de faisceau F-principal.

DerixiTioN. — F étant un faisceau de groupes sur U'espuce X', on dit que
le faisceau A sur X est F-principal si A est localement isomorphe au
Jaisceau d’ensembles d opérateurs F, F opérant sur lui-méme par les
translutions a droite. ‘

Conformément aux définitions générales, A est donc un faisceau d’ensembles
sur lequel le faisceau de groupes F opére a droite, et il existe un recouvre-
ment ouvert U ={U;},e; de X tel que pour tout { on ait un isomor-
phisme ®; du faisceau F; sur le faisceau A;, cet isomorphisme n’étant pas
multiplicatif, mais vérifiant

(h.4) O =B(f)f  (ferf €. rell).
Posons, en désignant par e, I'élément neutre de F, :
(4.5) Ji(2) =07 (®;(ex)) (x€Uy).

La collection des applications f;; : U;;— F constitue un 1-cocycle f de U
a valeurs dans F, car d’aprés (4.4) :

®;((fij () (fi1(x))) = ®i( fij () [ ()
=0, (e.) fir(x) = @, (ex fix (x)) = @, (fix(x)) = Bi(€z)-

De plus, si .z € U,;, pour que s et 3’ de F, vérifient ®;(3) = ®;(s'), il faut
et il suffit que

=07 (B (end')) =fij (),

de sorte que A s'identifie uu faisceau F/ défini au n® b .1.

Inversement, soit F un faisceau de groupes sur X, f un 1-cocycle d’un
recouvrement U de 1" a valeurs dans F. Faisons opérer F sur lui-méme par
les translations @ gauche, et formons le faisceau F/ : F opére encore d droite
sur F/, et fait de ce dernier un faisceau F-principal; et si f et f' sont deux
cocycles ayant méme image dans H'(.X, F), (k.1) et (&.2) joints & (k.4)
montrent que F/ et F/' sont F-isomorphes.
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Réciproquement, soient A et B deux faisceaux F-principaux, F-isomorphes:
ils sont de la forme F/ et F/', et, d’aprés ce qui vient d’étre dit, on peut
supposer (quitte & remplacer ces faisceaux par des faisceaux F-isomorphes)
que f et f' sont des cocycles du méme recouvrement L. Soit § l'isomor-
phisme A — B; soit a € 4;; posons

b=0(a), z=mn(a)=mr(b), a;=®;! (a), b;=®7' (b)

et
(4.6) hi(z)=a;b;' € F,.

1l résulte du fait que F opére transitivement sur chaque A et de (4.4)
que h;(x) ne dépend pas du choix de a dans A, et définit par suite une
section de F au-dessus de U;; de plus, si x € U;;, le méme choix de @ montre
que

hj(z)=a;b3' = fji(z)a;b7" fi(z),
soit
Ji=H Sk

Nous avons donc établi :

ProrositioN &.1. — Soit F un faisceau de groupes sur X . Les clusses de
faisceaux F-principaux qui sont F-isomorphes correspondent biunivo-
quement aux éléments de H' (X, F).

5. Les uutomorphismes intérieurs.

Lorsque le faisceau de groupes 4 opére sur lui-méme par les automor-
phismes intérieurs, on a le résultat suivant :

ProrositioN &.2. — Soit A un faisceau de groupes sur l'espace X', opé-
rant sur lui-méme par les automorphismes intérieurs. Tout 1-cocycle a
valeurs dans A définit sans ambiguité une bijection i, de H'(.X, 4) sur
H'(X, A) envoyant U'élément neutre de H' (X, A%) sur la classe de coho-
mologie de a; a deux cocycles quelconques a et a' est donc associée une
bijection i(a, a') = (iy) ' i.de H' (X, A%) sur H' (X, A%), et ces bijections
satisfont a une condition de transitivité évidente. De plus, pour que i(a, a')
respecte les éléments neutres, il faut et il suffit que a et o' aient la méme
image dans H* (X, A) : i(a, a') est alors 'isomorphisme induit par U'un
quelconque des éléments de W (a, a').

«. Soit a={a;;} un 1-cocycle a valeurs dans A4 d'un recouvrement
ouvert U = { U, };s. Désignons par a;'automorphisme de 4;n A; que déter-
mine la section @;; opérant (a gauche) sur 4;; par les automorphismes inté-
rieurs. Soit @; 'isomorphisme de A4; sur (4¢);. On a donc

(h.7) O, =d0a;.
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Nous allons d’abord définir une bijection i(‘U, @) de H' (U, A%) sur H' (U, 4).
Soit b un élément de H' (U, A%), et soit b= { b;;} un cocycle de sa classe.
Posons

=Pt .. o(l]..
(II'.S) { C,]._d)l (btl)eH (Ul/afl)7

| dij=cija;; € H*(Uyj, A).
De (3.1) et (k.7) résulte que la 1-cochaine ¢ ={ d;; } est un cocycle

(b.9) {dijdikZ(‘l’F‘(bij)ai/)(aﬁ-(‘bf'(b/k)))(a/k) dans Uz,
(l;/(ljk:d);"(bti)aija/i((l)i_i(bjk))(éi,‘ajk-_‘d)l——j(b;,‘bik)(lik:d[k.

La classe d de d dans A' (U, A) ne dépend que de b. En effet, si b'={ b};}
est un cocycle cohomologue & b, il existe une o-cochaine {b;} telle que
b,;=10b;"b;;bj, et en posant c;—=®;* (b;), on a
(b.10) dy= @71 (b7 ) OF (b)) O ;05 (b)) a

— ! * —_— 1
=c'cja).(c;) ayy=cr' dijc;.

Nous poserons donc
(U, a)b=4d.

Il est clair que si b est le cocycle-unité, d est la classe de cohomologie de a.
Sid={d;;} est un cocycle de U a valeurs dans A, on vérifie de suite que
la 1-cochaine b ={b,;;} de U & valeurs dans .{¢ définie par

bij=®;(dija;;')

est un cocycle dont la classe de cohomologie a évidemment pour image par
{(U, a) la classe de d.

Enfin, si b et &’ sont deux cocycles de L a valeurs dans 44 tels qu’il existe
une o-cochaine { ¢;} & valeurs dans A vérifiant

d)i_l (b,‘/‘)(tij: ci_ltl)l._' (b}j)[t[/'(.‘/,
on a, en posant ®;(¢;) = b;:

d)l-—l (bi/')[l,'/': (I):l (b[_l b;-jb/‘)a[/.
Donc
biy= b7 byb;.

On a bien vérifié que {(U, a) est une bijection.

b. Soit @' ={ aj;} un 1-cocycle de U a valeurs dans A, cohomologue a a;
soit k la donnée d’une o-cochaine { @, | telle que a;;= a;' @;a;, et soit w*la
bijection de H! (U, A%) sur H'(U, A%) induite par I'isomorphisme w (a, a'; k)
de A% sur A¢. Montrons que (U, a) =i(U, @')o w".

Sib={b;} est un cocycle d'une classe b donnée de H*(U, A%), w*(b)
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est, d’aprés (4.1), la classe du cocycle @) (e, ®;' (b;;)¢;'), et par suite
(U, a’) (w*(b)) celle du cocycle

dj= a;®7" (bij) a7 " ;= «;(B7" (byy) wij) ;' = i dij i
C. Q. F. b.
¢. Soit toujours « un cocycle de U a valeurs dans 4. Pour définir Z, il
suffit de définir des applications convenables i/(¥, «) de H' (¥, A*) dans
H'(?, A) pour tous les recouvrements ouverts ¥ plus fins que U.
Avec les notations du n° 4.2, #*(«) étant un cocycle de ¥, (¥, #*(«)) est
défini; on posera

(b.11) 0(V, «) =i(V, t"(a))e (t ')~
D’aprés (4.3) et le b ci-dessus, i (%, «) ne dépend pas du choix de ¢.

d. 11 est clair que {(?%, «) est une bijection, envoyant I’élément neutre
de H'(%, A2) sur la classe de ¢*(«); enfin sile cocycle @ de U et le cocycle «’
de U'induisent sur un recouvrement ¥ plus fin que U et que U’ des cocycles
cohomologues, soit w le composé des trois isomorphismes 42— A4,
w(t(a), t'(a); k), A" @) — A« (ou ¢, ¢ et k sont arbitraires) : il résulte
de (&.11) et de & que

UV, a) =1(V, d')ow™.

Par suite, la proposition 4.2 sera visiblement entiérement démontrée si, le_
cocycle a du recouvrement ouvert U étant donné, on établit que, pour tout
recouvrement 2 plus fin qu’un recouvrement ¥ lui-méme plus fin que U, on
a la relation de commutativité

(&.12) (W, a) o (W, V) =0a(W, V) oi(V, ),

et, vu (&.11), il suffit méme de le démontrer lorsque ¥ —= U, comme le
montre le diagramme

HU(V, A%) ——> I[/(V, A"@), — H'(V; A)
} ¥ "

H! (R0, A%) —— H' (30, A®0) —— H'(30, A)
N v A
AN (0“7’ A(H')*mi)/

ou seul le carré (I) n’est peut-étre pas commutatif, et ou ¢ (resp. ¢') désigne
une application satisfaisant aux conditions habituelles de I'ensemble d’indices
de V (resp. de ) dans celui de U (resp. de ).

11 reste donc a établir que

(5.13) (0, () o (£1) 0 (D, U) = o (R, U)o i(U, a).

Soit b= { b;; } un cocycle de U & valeurs dans 4¢; soitd (resp. d’) 'image
dans H' (%, A) de la classe de b par I'application figurant au second membre
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(resp. au premier membre) de (%.13); ulilisons pour calculer ¢(¥, U)
I'application ¢ qui figure déja dans (%.13). Alors 'd (resp. d') est 1a classe du
cocycle { d,g} (resp. { dy3 ) donné par

de =04 (bz(auz(B») Qy)1(3),
dx3=@3' (P (P43 (br21(3)))) Briayi®)-

La proposition .2 est donc entiérement démontrée.

6. Nous allons donner une interprétation en termes de faisceaux (et non de
cohomologie) de la proposition %.2 (*).

Soit G un faisceau de groupes opérant a droite dans le faisceau d’en-
sembles P, et & gauche dans le faisceau d’ensembles . On notera P, F
le faisceau-quotient du produit diagonal P, F par la relation

(1b) (P N)=(pg, 8'f) (PEPs [€Fug€CryzeX).

Plus particuliérement, si P est G-principal (les opérations de G sur P
étant celles définies au n° b.4) le faisceau P\, F est dit P-associé a F, de
Sfaisceau structural G : si g(P) est un cocycle & valeur dans le faisceau G tel
que P soit isomorphe a G#7), alors P\, F est isomorphe a F¥P),

Dans tout ce numéro, P désignera un faisceau G-principal.

Faisons opérer G « gauche dans P par (g, p) > pg~, et G, G a gauche
sur le faisceau d'ensembles sous-jacent & G par ((g, &'), z)—>gzg' . Alors,
si Q est G-principal, Q P est (G, G)-principal et QP est défini et
(Qy P)-associé a G. En particulier, P, P = Gp est le faisceau P-associé a G
quand on fait opérer G sur lui-méme par les automorphismes intérieurs
(considérer I'application diagonale de G dans G < G).

Le fait que Gp est un faisceau de groupes est conséquence des considéra-
tions plus générales suivantes : '

Faisons opérer G & gauche et i droite dans P, P en le faisant opérer a
gauche dans le premier facteur P et & droite dans le second; il existe un
homomorphisme ¢ de P, P dans G, compatible avec les structures de
« bimodule » sur G de P, P et de G: on pose ¢ (®;! (z), B! (y)) =21y,
relation qui ne dépend pas du choix de l'indice i. Grice 4 ¢, on définit
lorsque P, Q, R sont des fibrés G-principaux un homomorphisme

(QveP W (PveR)—> Qu R,
qui est composé de l'isomorphisme « d'associativité »

(QVGP)V(PVGR):;(QV(;(PVP))\/GR

(*) Cette interprétation (liée & la notion de faisceau F-principal) m’a été communiquée
par H. CARTAN.
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[ défini car G opére encore & droite dans Q,/; (P P) grice aux opérations a
droite de G dans P, P, de Tapplication ¢, et de 'isomorphisme

(Que G R QR

Faisant_P — Q = R, on retrouve la loi de groupes du faisceau Gp; fai-
sant R =P, on voit que Gp opére & droite dans Q\,, P qui devient de ce fait
un faisceau Gp-principal; faisant Q =P, R= G (resp. Q=G, R=P) on
voit que Gp opére 4 gauche (resp. 4 droite) dans P; l'associativité dans les
trois cas provient de ce que, si P, Q, R, S sont G-principaux les deux homo-
morphismes de (Q\P ) (PygR)(Ry;S) dans QS déduits des deux
maniéres d’associer les trois facteurs du produit sont identiques.

On vérifie de plus que les opérations de G et de Gp dans P commutent; il
en résulte que si le faisceau Q' est Gp-principal, le faisceau Q{/GPP est G-prin-
cipal. Enfin ¢ passe au quotient dans PVGPP, et définit ainsi un isomor-
p hisme de ce faisceau sur G.

Cela étant, pour tout faisceau de groupes F désignons par I I'ensemble
des classes de faisceaux F-principaux qui sont F-isomorphes. Soit donné le
faisceau G-principal P. Si Q (resp. Q") est G-principal (resp. Gp-principal),
la correspondance Q — QP (resp. Q'— Q'VGPP> définit une application
de G dans ap(resp. de G, dans é) Or, ces deux applications sont réci-
proques 'une de l'autre, car, en les composant il vient

(QV&P)VGI,P~ Q‘VG(PVGPP) ~ Q\/GG X Q?
((X/GPP>\/GP ~ Q{/GP(PVGP> ~ Q{/GPG,.N 0.

Comme P, P = Gp, la proposition 4.2 résulte alors de la proposition &.1.

REMARQUE. — Les considérations précédentes valent dans un cadre beau-
. . | .
coup plus général que celui des faisceaux : par exemple celui des « espaces
fibrés généraux » (*).

7. Caractére fonctoriel. — Les conditions de compatibilité du n° 4.3 sont
évidemment satisfaites lorsque F (resp. F') est le faisceau A lui-méme
(resp. A') opérant sur lui-méme par les automorphismes intérieurs, en pre-
nant ¢ — . On vérifie alors sans peinc que le diagramme suivant est com-
mutatif :

(o)
o (i A4y —— H (X, A

la iz*a;

x4y S5 mix, a).

(®) Au sens de A. GROTHENDIECK [18].
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5. Suite exacte de cohomologie. Cas général :

1° DeFiNiTioN 3.1, — Une suite d’ensembles A; dont chacun, sauf peut-
étre les deux premiers, a un élément privilégié e (élément « neutre »), et
d’applications fi: A;— Ai,y sera dite exacte si f;' (e) = fiy(Ai—) (i e. :
le « noyau » de f; est identique 4 I'image de f;_,).

Soit B un faisceau d’ensembles sur I'espace X. Soit A un faisceau de
groupes opérant dans B, par exemple & droite, sans point fixe (i. e.,
br@r= b= axr= ey, quels que soient z€ X, a, € 4,, b.€ B,); désignons
par B/A le faisceau-quotient (cf. n° 2, dernier exemple).

ProrosiTION 5. 1. — Si le faisceau de groupes A opére sans point fixe sur
le faisceau d’ensembles B, il existe une suite exacte

(5.1) (X, B) S 0¥, BiA) > (X, A).

L’application pj est celle induite, comme il a été dit au n° 3, par ’homo-
morphisme canonique p : B— B/A.

DEFINITION DE L’'APPLICATION 0 : H°(X, B/A) — H' (X, A). — Cette définition
est calquée sur celle du classique opérateur cobord de la suite exacte de
cohomologie au sens ordinaire (°).

Soit ¢ une section du faisceau B/A — C; pour tout x de X, c(x) est 'image
par p d’un élément b, de B.; il existe au voisinage de = une section b de B
telle que b () = b.[axiome (I)]; la fonction p o b est, dans ce voisinage, une
section de C coincidant avec ¢ au point z, donc dans tout un voisinage

ouvert U(.r) de & (prop. 2.1).

1° Soit U = { U, };eun recouvrement ouvert de X tel que la restriction ¢;
de ¢ a U, soit, pour tout Z, 'image par p* d’une section b; de B au-dessus
de U, : nous venons de montrer 'existence d'un tel recouvrement. Comme
¢;= c; dans 07, il existe, pour tout & de Uj;, un élément unique a;;(z) € A,
tel que &;(x)="b,(x)a;;(x); lunicité de a;;(x) et la proposition 2.1
entrainent que 'application z —> a;; (x) est une section a;; de A au-dessus
de U;;, de sorte que
(52) b,-:b,-ai,-,

(3.2) entraine que la 1-cochaine { a;; } est un cocycle. La classe de cohomo-
logie de ce cocycle ne dépend pas du choix des b;, car si b; vérifie p*(b;) = c;,
le méme raisonnement prouve l'existence et l'unicité d’une section a; de A
au-dessus de U telle que b; = b;a;; or si aux b; est associée la cochaine { a;;},

on a
Y N VN VAN AN !
biajja;=>bja;=0b= b, a;= b;a;aj,

(%) Voir par exemple SERRE [22] ou Hirzesrucu [19].



154 JEAN FRENKEL.

ce qui, en raison de P'unicité, assure (ue les cocycles | «;; {, { «;;; sont cohc-
mologues : & ¢ est donc associé un élément bien déterminé dq; (c) de /' (U, 1).
2° Pour définir 9, il reste & vérifier que 'image dans //1(.1. 1) de 34 (¢)
est indépendante du recouvrement U choisi, et pour cela il suffit de voir (ue
si V=1 Va]xgq est un recouvrement ouvert de .I" plus fin que . 3, () est
défini et égal & ¢ (%, W) 8y (¢). Or comme ¢, n'est autre que la restriction
a ¥V, de ¢/, on peut prendre pour b, la restriction de b,y). et par suite
pour a,3 la restriction de (3,3, C. Q. F. D.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.1. — La premiére moitié de la propo-
sition est évidente; il suffit de vérifier que 0(¢) = e entraine que ¢ est dans
Pimage de p.

Or o (¥, U) étant injectif, il résulte de I'’hypothése qu'il existe une
o-cochaine { @; | de U &a valeurs dans .1 telle que dans (5.2) on ait

;= {Ii_'/l/'.

I1 en résulte que les b,/ constituent une section de B au-dessus de -1 tout
entier, dont I'image par p; est précisément c.

COMPLEMENT A LA PROPOSITION 5. 1. — Pour que dewrx éléments de H (|, B)
aient méme image dans (X, BJA) il fuut et il suffit qu’ils soient trans-
formés U'un de Uautre par un élément de H'( T, A).

La démonstration a été essentiellement faite, mais en écrivant L;; au licu
de '

REMARQUE. — Si {1 opérait @ guuche, il y aurait lieu de remplacer (5.2)
par
(5.2’) /)i:Ili/'b/'.

2. La situation qui se présentera le plus fréquemment dans ce travail est
moins générale que celle dont la proposition 5.1 est 'objet.

Soient B un faisceau de groupes, .4 un sous-faisceau du faisceau /e zrou-
pes B, i Uinjection de { dans B, p la projection canonique de /5 sur le
faisceau d’espaces homogénes quotient B/A (lequel a une section ncutre).
Nous conviendrons de dire que la suite de faisceaux et d’homomorphismes

(5.3) e>A—>B>B1—>¢

est une « suite exacte » (bien que B/ ne soit pas un faisceau de groupes
si A n’est pas un sous-faiseeau distingué).

ThneoreME 1. 1. — A toute suite exricte (5.3) est associée une suite exicte

(5.4) e HCY, A) > IPCV, BY S 100 (Y, Bid) > 10 (U, ) 2 10 (V. 1),
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Compte tenu de la proposition 5.1, il suffit de montrer que le noyau de 7,
est dans I'image de 0, les autres affirmations contenues dans I’énoncé de ce
théoréme étant immédiates.

Soit @ un élément du noyau #,. D’aprés le lemme 3.1, si «;; est un cocycle
du recouvrement U dont la classe est «, il existe une o-cochaine { b;} de U,
A valeurs dans B, vérifiant a;;—= b7' b; dans U;;. Les p; (b;) définissent alors
une section de B/A au-dessus de ¥, dont I'image par J est «.

COMPLEMENT DU THEOREME I.1. — Pour que deur sections de B/ A au-dessus
de X aient méme image par 9, il faut et il suffit qu’elles uppartiennent o
Il méme clusse d’intransitivité de H' (X . B).

En effet, soient ¢ et ¢’ deux sections de B/A4 telles que d(¢)=27(c).
Soit U = { U;} un recouvrement ouvert de 1" assez fin pour que les restric-
tions ¢; (resp. c;) de ¢ (resp. ¢') a chaque U, soient 'image par p; de sec-
tions b; (resp. b;) de B au-dessus de U;. Par hypothése, on peut supposer,
quitte a multiplier 4 droite &, par une section convenable de 4 au-dessus
de U;, que b;'b;=b;7'b; dans U,;. Alors la collection des b;6,~' définit une
section b de B au-dessus de X, et 'on a ¢ = b.c'. Inversement, soient ¢ et ¢’
deux sections de B/A telles qu’il existe une section b de B avec c==b.c.
Al étant un recouvrement de I suffisamment fin, on a, avec les notations
habituelles

c=py(bi); & =py(bh); bi=D;b;.
Alors b; == b; montre que c et ¢’ ont méme image par d.

2. Curactére fonctoriel. — Soit f un homomorphisme du faisceau de
zroupes B dans un faisceau de groupes B'. Soient A un sous-faisceau de B
et .4’ un sous-faisceau de B’ contenant f(A) : fdéfinit donc par passage aux
quotients un homomorphisme (noté encore f) de B/A dans B'/A'; nous
avons vu (n° 3) qu'a f sont associées des applications (respectant éventuel-
lement les lois de composition) f* des ensembles de cohomologie correspon-
dants. Ces applications f* ont évidemment un caractére fonctoriel. De plus
elles commutent aux applications * (évident), p* (par définition) et d (car f
est par définition une représentation de B dans B'). En résumé, au dia-
gramme commutatif de suites exactes

e—~+>A4A >B —>B/4A —»e
(3.5) R \ v

e>A'">B > Bl —>e
est associé le diagramme commautatif de suites exactes

¢ I (1, ) > P (X, B) -> HO(X, B/A) - H'(X, 1) — H'(X. B)
' \ \ \: e

Y
eI (Y, () II'(X, By~ H' (X, B|A")~ H' (X, Ay H\ (T, B)
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Enfin, il est clair que si b (resp. ¢) est une section de B (resp. B/A) au-
dessus de X, alors .

S (b.c) =f"(b).f*(¢).

6. Le cas o -4 est un sous-faisceau distingué de B. — Alors B/A est
aussi un faisceau de groupes et p est un homomorphisme de faisceaux de
groupes. Le théoréme I et son complément se précisent en le :

TuioriME [.2. — Si A est un sous-faisceau distingué de B, la suite

(6.1) e—> HO(X, A)-> H( X, B)
I 0 it H
S HVY, BjA) > H\ (X, A) > H' (X, B) > H'\ (X, B/A),

ou iy et p; sont des homomorphismes, est exacte; de plus deux sections c
et ¢ de B/A ont méme image par 0 si et seulement si cc—' est l'image
par p; d’une section de B.

Les démonstrations immédiates sont laissées au lecteur.

B/A n’opére pas en général sur 4. Toutefois, le groupe H°(.X, B/4)
opére sur H'(.X, A). Soit en effet ¢ (resp. a) un élément de H°(.Y, B/A)
[resp. de H' (.Y, A)]. Choisissons un recouvrement ouvert U = { U;} de A"
assez fin pour satisfaire aux conditions du n° 5, dont nous conservons les
notations, et pour que @ soit I'image d'un cocycle {a;;} de U i valeurs
dans A. Posons
(6.2) a;;=ba;;b3'.

Comme p(b;)=p(b;j)=c, et que p est un homomorphisme, a;; est a
valeurs dans A, et la collection des a;; vérifie visiblement (3.1), donc cons-
titue un r1-cocycle. La classe de ce cocycle ne dépend pas :

a. du choix des b; carsi les b; vérifient p(b;) = ¢;, on a, A étant distingué,
b;=a;b;, ou a; est une section de A au-dessus de U,, de sorte que le
cocycle @;; correspondant aux b; vérifie

"

e roo—1.
;= aia;az

b. de la classe du cocycle a;; dans H*(U, A), car si

—— —1
a;;— a,-a,-,-uj

au cocycle {a;;} est associé un cocycle {a;;} cohomologue, car, 4 étant
distingué, il existe des sections «; de A au dessus de U, telles que

=wa;;ai";

R I "o
b,-a,»._a,-b,», d’out ai/-—bia,‘/'b i

-1
J

¢. du choix du recouvrement U : il suffit de le vérifier si 2’ est un recou-
vrement plus fin que U, et cette vérification est triviale.
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En résumé, nous venons de définir une application
(6.3) (c,a)—>o(c)ade H' (X, B[A) < H' (X, A) dans H'(1, A)

dont on vérifie aisément qu’elle fait de H* (X', B/A) un groupe d’opérateurs
de H' (X, A) ( a gauche). De plus si e est la classe neutre de " :

(6.4) g(c)e=2d(c1).

CoMPLEMENT AU THEOREME 1.2. — Pour que deux éléments de H' (1, A)
aient méme image par iy, il faut et il suffit qu'ils appartiennent a la méme
classe d’intransitivité de H° (X', B/ 4).

Il est clair, d’aprés la définition, que a et o(c)a ont méme image
dans H!'(.X, B). La réciproque est immédiate, car (6.2) (écrit pour un

recouvrement suffisamment fin) entraine que les p (b;) définissent une section
de C au-dessus de X

ReuarQuE. — Dans les applications nous utiliserons une forme de ce com-
plément beaucoup plus maniable (cf. chap. II).

7. Le cas o A est un sous-faisceau abélien distingué de 5. — Alors les
ensembles de cohomologie de A existent en toutes dimensions, et sont des
groupes abéliens. De plus B/A opére sur le faisceau de groupes A, B /A..
opérant sur A, par les automorphismes intérieurs de B, comme il a été dit
au n° 1 (exemple). Par suite, H°(.X", B/A) opére dans le groupe H' (X, A);
nous noterons (¢, a) — c¢.a ces opérations. Il est intéressant de comparer c.a
eta(e)a.

ProrosiTiON 7.1. — On a la relation

(7.1) c(c)a=c.a+3d(c"),

la loi de composition de H' (X, A) étant notée additivement.
La relation (7.1) provient de ce que (6.2) s'écrit

(7.2) a;; = b;a;b7"' = by ; b7 + b b7

COROLLAIRE. — Lorsque A est abélien, o ne réalise pus H'(A, B/A)
comme un groupe d’opérateurs du groupe H' (X, A); et 6 n'est pas en
général un homomorphisme, mais un homomorphisme semi-croisé (*).

La seconde partie du corollaire vient de ce que

d(ec) =a(cV)a(ce=0a(c—")d(c).

(*) Cependant, dans lintcrprétation cn termes de groupoides de M. Dedecker [10]
¢ devient un homomorphisme de groupoides.
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soit
(7.3) d(ec’)y=¢c—".9(c) +a(c)

et que 11°(.X, B/A) n’opére pas en général trivialement sur 'image 5.

Nous allons maintenant profiter de l'existence de H*(X, F) lorsque F est
un faisceau de groupes abéliens pour définir une application A de /7' (.1, B/1)
dans un ensemble convenable, permettant dans une certaine mesure de pro-
longer d’un élément la suite exacte de cohomologie. Cependant, comme dans
le cas des faisceaux de groupes abéliens, A n’est pas en général défini sur
tout 'ensemble H' (X, B/A4) (7) si I'on ne fait pas d’hypothéses restrictives
sur X Bien que dans nos applications ces hypothéses restrictives seront
remplies, nous allons donner quelques définitions permettant de ne les faire
intervenir que le plus tard possible. Ces hypothéses sont naturellement indé-
pendantes du caractére non abélien des faisceaux envisagés.

DeriNiTioN. — Nous dirons qu’une section de B/A au-dessus d’un ouvert L
de X est ascensionnelle si elle est I'image par p* d’une section de B au-dessus
de U. Une i-cochaine ({ = o0,1) d’un recouvrement ouvert U de .I", a valeurs
dans B/A sera dite ascensionnelle si toutes les sections qui la constituent
sont ascensionnelles. Deux cochaines {c;; }, {c;; | seront dites ascensionnel-
lement cohomologues si elles sont ascensionnelles et s’il existe des o-cochaines
ascensionnelles c; telles que

(7.4) ¢;=c;'cjc; dans Uy,

Nous appellerons M}, (1L, B/A) I'ensémble des classes de cocycles ascen-
sionnels de U (& valeurs dans B/4) ascensionnellement cohomologues. Si
? est un recouvrement ouvert plus fin que ‘U, 'application ¢* définie au n° 3
transforme toute cochaine ascensionnelle de Al en une cochaine ascension-
nelle de 0, et la classe ascensionnelle du transformé par ¢* d'un cocycle
ascensionnel ne dépend pas du choix de l'application £. On peut donc, comme
au n° 3, définir I'ensemble H: (X, B/A), limite inductive des /7. (U, B/4).
De plus, il existe des applications canoniques

H(U, B/A)—> H' (U, B/A)

qui, lorsque le recouvrement ¥ est plus fin que U, satisfont au diagramme
commutatif
H) (AU, B/A)—> H' (U, B/A)
¥ ¥
I, (v, B/4) - H'(V, B/A)

11 existe donc une application canonique A : H) (.Y, B/A)— H'(.1, B/1).

(') Cf. [22] ou [18).
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‘Lenye. — Quel que soit X, k est biunivoque.

Soient ¢ et ¢’ deux éléments de /{) ayant méme image par 4 : on peut donc
supposer qu'il existe un recouvrement ouvert U — { U, } de 1" assez fin pour
qu’il existe des 1-cocycles ascensionnels {c¢;;}, {c;; | de U, dont les classes
soient € et €', et pour tout  une section ¢; (pas nécessairement ascensionnelle)
de /A au-dessus de U, tels que (3.2) soit vérifié : or il existe (n°5) un
recouvrement ouvert ; de chaque U tel que la restriction de ¢; & chaque
ensemble de ?; soit une section ascensionnelle; les ?); définissent un recou-
vrement X de _I" plus fin que U, et tout cocycle de ? induit par le cocycle
i ¢ij | est évidemment ascensionnellement cohomologue a tout cocycle de ¥
induit par ¢;;. Nous identifierons désormais H.\ (X', B/A) d l'image de k.

L’ensemble de définition de A étant I/ (.1, B/A), nous dirons, jusqu’a la
fin de ce numéro, classe pour « classe ascensionnelle »; nous supposerons
donc toujours les recouvrements assez fins pour que les cochaines de ces
recouvrements (réalisant une cohomologie ascensionnelle) ou les 1-cocycles
(dont I'image est une classe ascensionnelle) soient ascensionnels. Cela étant
nous sommes en mesure de donner la définition de A..

DerimioN bE A. — Soit z€ /), (A, B/A). Alors z est 'image d’un cocycle
ascensionnel 5 = { 5;; ] d’un recouvrement ouvert U — {U;} suffisamment fin
de .17; par hypothése, chaque 3;; est 'image par p* d’une section b;; de BB
au-dessus de Uy, et, vu (3.1), on peut supposer que b;;b;;—e. Posons pour
tout .z de U7 :

(75) ll,/'k(.z')::b”'(.'l;) bjk("') b“(_.’l.').

En vertu de (3.1) a;ji est une section du sous-faisceau .1 au-dessus de Ujj.
Soit A4, 1a restriction du faisceau 4 & U;. Par recollement de faisceaux (n® ),
le cocycle = définit un faisceau de groupes abéliens 4%, et si 'on considére
ik () comme un élément de A;, les a;;; définissent une 2-cochaine a;j; du
recouvrement ‘U a valeurs dans A=,

a. Cette cochaine est alternée. 11 suffit de vérifier que dans A= :
Apjk =+ Xipj = Xjjk —+ i == O,
c’est-a-dire que, dans A; :
aijk 4+ @iy = (bijbjxbr) (bunbijbji) = e,
Wik =+ 5 = (bij b b)) bij (bjibubrj) b7} = e,
ce qui résulte des relations du type &;,;6,;; — c.
b. Cette cochaine est un cocycle. 1l faut vérifier que dans A= :

X jpl = Akt — Xjj1 —+ Ajjke
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€’est-a-dire que dans A, :

Sij e Qjkl = Wikl — ;] == Ujjky
soit
(birbis) (bjxbibiy) (bubi;) ' = bubrbiy (bijbj1biu) = bijb s b,

puisque p (b bi;) = p (bu) p(bi;) = su5r; = %ij, en vertu de (3.1).

c. La classe de cohomologie dans H2 (U, A7) de ce cocycle ne dépend que
de z. En effet, choisissons les b;; autrement : on a donc des sections b;; de
B (resp. des sections «;; de .4) au-dessus de U;; telles que

bi/‘: (é,-,'[}ij.

€Considérons «;; () comme un élément de A; : il définit un élément z;; (r
J i . j
de A=. D’autre part, les b;; définissent un nouveau cocycle :

%, = image dans 4° de a;; ;= a;;b;; ;1 b1z by; élément de A,.

Or par définition o 4, classe de I'élément «;; de A, est la classe de (3;;.@ ),
élément de 4;. Comme

,
”i/‘l.': II;/(I),‘/‘IIMAI),‘,‘) (b,-/'b/kllkil)kjbl'i) ([)ijb/kbl.'i>
et que b;; b, = e entraine a;; + 5;;.¢/;; =0, on a

W= ij = 50— Sk Qg = s
301t
a}/k: Qjjk —+ Apj — Ljfp —+ A jfe
C. Q. F. n.
En résumé, a un cocycle ascensionnel s d’un recouvrement ‘U de .1, a
valeurs dans B/A, est associé un élément bien déterminé A, (z) de H*(U, A7)
donc un élément A(z) de 2T, A7),

d. Soit V={ V4 laeq un recouvrement plus fin que ;& toute application
t: Q- I telle que V,C Uy, sont associés un cocycle ¢'z de ¥, un isomor-
phisme te W (s, s) de A sur 4% donc un isomorphisme t* de
(.1, 17%) sur H* (X, A%). 1l est immédiat que t*(A(#'z)) = A(=).

e. Soient z et 3’ deux cocycles ascensionnels d’'un méme recouvrement U
de .Y, dont I'image dans H) (.Y, B/4) soit z. Supposons-les d’abord ascen-
sionnellement cohomologues, et soit

s oz —alz s
k . v-l‘l——~'i ~'l'/'ol

une telle cohomologie. & définit un isomorphisme w de 4* sur A%, donc des
isomorphismes «* des groupes de cohomologie de L et de .Y correspondants.
Or, par hypothése. il existe des sections b;, b;; de B dont les images par p”
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soient 3; ¢t 5;; respectivement : on peut donc choisir
—

by =0b7'b;; b,
de sorte que

Uijp = b:j “:'/k b;,
soit

’ - I i
Oy jj == Si+ Qg jk== ¥ (%ijk)-

L’image par w* de A(s) est donc A(3).

En particulier, si z;;=135;; (w est donc un automorphisme, non nécessai-
rement trivial), on peut choisir pour « remonter » z;; soit &;;, soit b;; : on
obtiendra des cocycles de AL a valeurs dans 4 cohomologues (¢f. ¢), et
transformés l'un de l'autre par « : donc w* laisse invariant A, (z), et,
a fortiori, A(z).

Soit maintenant w € W (5; 5) un automorphisme quelconque de A= (i. e.
défini- & partir d’une cohomologie non nécessairement ascensionnelle).
D’aprés le lemme, il existe un recouvrement 2 plus fin que U tel que la
cohomologie w' induite par la cohomologie w dans U soit ascensionnelle.
d et les propriétés de transitivité des isomorphismes des W (s, z’') montre
alors qu’on a encore w*(A(z)) = A(3).

J- Nous sommes maintenant ¢n mesure de définir A (z). Soit 5 un cocycle
ascensionnel de la classe de z fixe, et 5’/ un cocycle ascensionnel arbitraire,
d’un recouvrement arbitraire, ayant pour image Z : tout isomorphisme
we W (s, 5) envoie A(s') en A(z) : cela résulte de la transitivité de ces
isomorphismes, et de ce que tout automorphisme de W (z, z) laisse A(z)
invariant. Nous poserons donc

A (z) =A (%)
quel que soit du reste le choix du représentant z.

TriorEME 1.3. — Pour gu’un élément z de H' (X', B/A) soit dans U'image
de H (X, B), il faut et il suffit qu'il appartienne a H. (X, B/A) et que
A(z)=o.

La nécessité est évidente, car si 2= p; (b), il existe un recouvrement ‘U
de X assez fin pour que & soit I'image d'un cocycle {b;;} de AU & valeurs
dans B. Alors z est I'image du cocycle { z;;—= p(b;;) }, et 'on peut prendre

Uijk— b(jbjkbki: 0.

Réciproquement, supposons que A(Z)=o0 [ce qui implique que
ze H, (X, B/A)]. Soit 3= { z;;} un cocycle ascensionnel d’un recouvrement
L de X', a valeurs dans B/A4, dont I'image soit 2 : il existe donc par hypo-
thése des sections b;; (resp. a;;) de B (resp. de 4) au-dessus de U;; vérifiant
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les relations
Pp(bi) =3, bijbjubp=—=— wy;— 5ij .t + ay; 1),-',[),»,-:0.
Posons
[):-/: u,jbi,-.
Alors
[);ib'l-k: ;b arbi—=a;; (5. a;) by bjx = aubuy=>0j,

ce qui montre que les b;; définissent un cocycle de U, donc un élément b de
(X, B) tel que p] (b) —=.

ReMaRQuE. — Avec des hypothéses convenables, de nature purement topo-
logique, portant sur 'espace .Y, on peut affirmer que H'(.X, B/4) est égal
a H,(X, B/A), quels que soient les faisceaux B et A4 : il suffit de montrer
que toute classe de H' (X, B/A) est I'image d’un cocycle ascensionnel d'un
recouvrement assez fin de X. C'est par exemple le cas si X est para-
compact (cf. SErre [22]) : le théoréme 1.3 est alors d’une application plus
aisée.

ReMArQuUE. — Les applications p] et ¢ (définies au n° 6), I'application A
ont un caractére fonctoriel : elles commutent avec les applications induites
par les homomorphismes de suite exacte du type (5.5). Par exemple, si dans
(5.5) A et A’ sont abéliens distingués, soit z un 1-cocycle a valeurs dans B/.A,
ét soit & son image dans H'(.X, B/4). D’aprés le n° 4.3, f définit un homo-
morphisme £ de 4 dans AY*z); d’autre part si z est un cocycle ascensionnel,
il en est de méme de f*(z). On vérifie alors que

(£)"(A(2)) =A(S"(=2)).

8. Le cas ou A4 est central. — Nous dirons que le sous-faiscean .4 du
faisceau de groupes B est central, si A, est, pour tout z, contenu dans le
centre de B,. Nous sommes dans la situation du n® 7, avec la circonstance
simplificatrice que B/A opére trivialement sur A. D’ou le :

Tutorkne 1.4. — Si ¥ est paracompact, a toute suite exucte (5.3) ot A
est central est associée une suite exacte

B.1) e (M X, A) S H (X, B) L Ho (X, B/A)
2 H(X, A)—> I (X, By~ H' (X, Bj.A) > T4, L.

ou #, p., o sont des homomorphismes de groupes.

En effet, tous les 47 sont canoniquement isomorphes a 1.

11 est facile d’autre part de vérifier que le groupe H'(.1, 4) opére dans
I'ensemble H' (X, B) : en effet, si des sections a;; (resp. b;;) de A (resp. de f3)
au-dessus de U, vérifient (3.1), il en est de méme de a;;0;;; le produit d'un
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cocycle de B et d’un cocycle de A est donc un cocycle de B dont I'image
dans //' (.1, B) ne dépend que des images de ces cocycles dans H' (.1, B) et
H'(A, A) respectivement. Nous noterons (a, &) —a.b l'application de
X, 4y < ' (X, By H' (X, B) ainsi définie.

Il est évident que, pour tout a€ H' (.1, A), b et «.b ont méme image par
pi dans H' (X', B/A); inversement, si deux éléments b et b’ de I'([X, B)
ont méme image par p;, soient { b;; }, {b;;} des cocycles d’'un méme recou-
vrement ouvert Al de 1" représentatifs de b et de &'. Posons

ci=pby),  cy=pby).

Par hypothése, on peut supposer qu’il existe (quitte & remplacer U par un
recouvrement plus fin), pour tout 7, une section ascensionnelle ¢, de B/A
au-dessus de L telle que

¢j= ¢t ¢j¢5, pb)=c.
Il existe donc une cochaine { a;; } de U a valeur dans A telle que
’)lj: bl_’ ll;/'b/'(l[/-
Un élément de A4, permutant avec tout élément de B, |« } est, comme
tbij } et { ;) un cocycle, dont I'image « dans ' (X', A) vérifie
b=a.l.

Enfin (7.1) s’écrit ici
(8.2) g(c)a=a+ d(c').

Prorosimioy 8.1. — Si- A est un sous-faisceau central de B, pour que
deux éléments a et a' de H' (X, A) aient méme image par i3, il faut et il
suffit que a — a' soit dans l'image de &; pour que deux éléments de

H' (X, B) aient méme image par p}, il fuut et il suffit qu'ils appartiennent
a la méme classe d’intransitivité de H' (X', A).

9. Le cas ol B est un produit direct croisé. — Soit C un faisceau de
&Zroupes opérant sur le faisceau de groupes A.

DeriviTioN. — On appelle faisceau-produit direct croisé du faisceau A
par le faisceau C d’opérateurs sur A l'ensemble P(A, C)= B, somme des
ensembles A, < Cp= By, muni :

1° de la topologie induite par la topologie-produit de A < C:

2° de la loi de la composition définie dans chaque B, par

(9.1)  (4,¢) (e, )= "(a(c.d'), cc) (a, @ € Ay; ¢, ' € Cy).

Il est bien connu que (9.1) définit sur chaque B, une loi de groupe (celle
du produit direct croisé de A, par C.). On vérifie aisément alors que les
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axiomes (I) et (11) des faisceaux de groupes sont vérifiés, grace a l'axiome
(Ir').
Notons e, I'élément neutre de A, (resp. C.). Pour ve 1., ¢ et F€C,:

(9.2) (ew ) (ay ') (xy ¢) '=(C.tty ' 1),

(9.2) montre que l'application «-> («, ¢,) identifie 4 & un sous-faisceau
distingué de P(A, (');leé quotient (P(A, C))/A est canoniquement
isomorphe a €. Si p est la projection canonique de P (A, €) sur C, Pappli-
cation j:c—>(ey, ) de C dans P(A, C) est un homomorphisme vérifiant
Pej=1. ,

Nous sommes donc dans la situation du n° 6, avec P (A, €)= 8. Llexis-
tence de j montre que toute section de B/4 au-dessus d’un ouvert de 1" est

image d'une section de B : en particulier, 0 applique H°(.Y, B/.1) sur
I’élément neutre de H' (I, 4); dans (6.2), on peut prendre

bi(w) == (eq, c(x)) (rel)
ce qui, joint 4 (9.2) montre que
(9.3) c(eya=c.a [ce H (.Y, B/d), ce H' (.1, A)]

oui, comme d’habitude, le . indique qu'il s’agit de I'opération de /°(.1, C)
dans H'(.X’, 4) induite par les opérations C dans A.

Notons enfin que toute 1-classe de cohomologie de .I" 4 valeurs dans C est
image par p} d'une 1-classe de X" & valeurs dans 5.

ProposiTION 9. 1. — Si le fuisceau de groupes C opére sur le faisceau de
groupes A, les classes d'intransitivité de H'(.Y', C) opérant sur HI'(.1', A)
correspondent biunivoquement aux 1-clusses de cohomologie de X a valeurs
dans le faisceau-produit direct croisé P (A, C), qui par projection donnent
la 1-classe neutre de .1 a valeurs dans C.

REMARQUE. — Dans la situation des n°* 7 et 9, il est possible de caractériser
les ensembles p7' (¢) [c€ H' (X', B/A]. Nous ne le ferons que dans un cas
particulier (voir chap. II), pour éviter les complications techniques analogues
a celles des n> & et 8.

CHAPITRE II.
LES ESPACES FIBRES.

Dans tout ce chapitre, « espace fibré » signifiera « espace fibré localement
trivial » (8).

(%) Soit au sens classique (¢/. par excmple STEENROD [8]), soit au sens qui sera
expliqué au ne 10.2.
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10. Espaces fibrés localement triviaux et espaces fibrés localement
E-triviaux. — 1. Soit £ un espace fibré localement trivial, de groupe struc-
tural G, de fibre F, et de base .1". Par définition, il existe un recouvrement
ouvert U = { U;} de .Y et des homéomorphismes ®; de U; < F dans E’; nous
noterons @ la projection canonique de E sur .I'; ®; . 'homéomorphisme de
F sur Fy=5""'(x) (x€U,) défini par la restriction de ®; & {z | < F; =,
'application de £;—=w—!(U;) dans F défini par la composition de @;! et de
la projection canonique de U; x F sur F. Rappelons enfin les formules

(10.1) w(P;(x, f)) = (zely, feF),

(10.2) (I’;;'JAod)i,I:g,,(w') est une application continue : U;;— G.
La formule (10.2) est équivalente &

(103) (I)i,,,_.: (I)j,x"gj[s Xij oW ;— W;.

Si V={ V4 }aeq est un recouvrement ouvert plus fin que ‘U, et si £:2—>7
est une application telle que V', C Uya), £ est a fortiori trivial sur les ouverts
de ¥V, @, éiant la restriction de @y & Vy < F.

Soit ® un X-isomorphisme de £ sur un espace fibré £’ de méme fibre F,
méme groupe structural G, et méme base .. Soit U un recouvrement
ouvert de X assez fin pour que E et E’ soient triviaux au-dessus des
ensembles de U. A E’ sont associés des homéomorphismes ®; des U, < F
dans £, et dire que O est un I-isomorphisme revient a dire que 'automor-
phisme @; 7' 0o @ o ®, . de F est un élément g7’ () (dépendant contindment
de'x, xz € U;). On a donc ' :

(10.4) g1 (x) =g (¢) &j(x) gj(#) dans Uj;.

Cette méme formule (10.4), interprétée autrement, est celle qui relie les
systémes de fonctions g;;, g/, que deux systétmes d’homéomorphismes diffé-
rents @;, @;, de U, < F dans F associent au méme espace fibré E.

2. Espaces fibrés localement E-triviauz (°). — En fait, il pourra étre
utile de considérer une classe d’espaces fibrés plus générale que celle faisant
Pobjet du n° 10.1.

Soit £ un espace fibré en groupes de base X : cela implique en particulier
qu'il existe une application continue ouverte m de & sur X et que les fibres
sont des groupes topologiques tous isomorphes (mais sans qu’il existe néces-
sairement un isomorphisme canonique entre eux). On peut faire jouer & £ le
réle que jouait dans le n 10.1 I'espace fibré trivial X < G.

On appelle espace E-principal 1a donnée d’un espace topologique P, d’une
application @ de P sur _¥', d'un recouvrement ouvert U = {U; };es de X, et,

(?) Cette notion est due a H. CARTAN.
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pour chaque #, d'un homéomorphisme ®, de =~ (U;) = E; dans P tels que
(10.1") wd;(s5)=7(z) (s€kE).

(10.2’) 1l existe une section f;; de E au-dessus de Uj; telle que ’homéo-
morphisme @7' o ®; soit I'application z— f;;(7(5))5 (le produit étant pris
au sens de la multiplication dans les fibres de ).

E opére a droite dans P ('°) (i. e. il existe une application continue,
associative en un sens évident, compatible avec les projections sur .1, de
P E dans E') de maniére simplement transitive sur chaque fibre de P. On a
une notion évidente de E-isomorphisme pour deux espaces fibrés E-princi-
paux : c’est un homéomorphisme, qui induit I'application identique sur la
base T, et est compatible avec les opérations (4 droite) de F.

Soit & le faisceau des germes de sections (continues) de E. Une section de
& sur un ouvert de X s’identifie & une section de l'espace fibré E sur cet
ouvert; (10.2') associe donc A tout espace E-principal £ une cochaine — et
méme un cocycle — f={ f;; } d’un recouvrement U de ¥, & valeurs dans &.
[nversement, au cocycle f, associons I'espace £/ défini comme suit : dans
I'espace somme des E), on identifie le point s de E; au point f;;(n(2))3 de
E; [ce qui est une relation d’équivalence, vu (3.1)]; L/ est visiblement un
espace L-principal, E-isomorphe & P.

Comme au n° b, il existe une application de /,P (') dans E, qui fait
correspondre a deux points « et v d’'une méme fibre de P un point de & noté
11y (pour rappeler son expression en « coordonnées locales »).

Si F est un espace fibré de méme base X que [’ dans lequel E opére
a gauche (i. e. il existe une application continue E\,F — F, compatible avec
les projections sur I, et associalive en un sens évident), pour tout
espace E-principal P on définit un espace fibré P-associé a F : c’est
'espace P, . F, quotient du fibré produit diagonal P, F par la relation
d’équivalence

(10.5) (p, f)=(ps5"'f) (PE€Pxr, fE€F: €L, x€).
Si F et E sont des espaces fibrés triviaux, on retrouve la notion d’espace

fibré localement trivial & groupe structural rappelée au n° 10.1.

11. Interprétation géométrique de H'!(.1', &). — Soit £ un espace fibré

. . . . (]
en groupes, & le faisceau des germes de sections continues de £, /' I'ensemble
des classes d’espaces E-principaux, E-isomorphes.

ProrositioN 11.1. — L’ensemble H' (.Y, ) s'identifie canoniquement « E.

(1*) Qui est naturellement un ¢space fibré dont les fibres sont des espaces homdéo-
morphes entre eux (et aux fibres 'de E), mais n’ont plus en général de stracture de
groupe.

(1) Voir la note (), p. 150.
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En effet, soit P—=ZL7 un espace fibré E-principal. Avec les notations du
n° 4, le faisceau ‘¢ des sections continues de P s’identifie au faisceau
&-principal &/, et un E-isomorphisme de P sur un espace E-principal /'
induit un &-isomorphisme du faisceau 2 sur le faisceau 2'. Si P et P’ sont
I"-principaux, un &-isomorphisme de leurs faisceaux de germes de sections
induit un Etisomorphisme de l'un sur P'autre. Inversement, puisque tout
faisceau &-principal est de la forme &/, il peut s’interpréter comme faisceau
des germes de sections continues d’un espace /[i-principal, savoir E/. Nous
avons donc démontré :

Lenme 11.1. — [l existe une correspondance biunivoque canonique entre
les classes de fibrés E-principaux et les classes de faisceaux &-principaux.

La proposition 11.1 résulte alors de la proposition 4. I.

ReMarQuE. — 1l est facile d’expliciter les applications réciproques
K:E>H (X, 8)el L: H (X, 6)——»17 : K associe a la classe de l'espace
E-principal EV I'image dans, H' (T, &) du cocycle f du recouvrement U; L
associe & 'élément £€ H' (LY, &) la classe de 'espace £, ou £ est un cocycle
(uelconque ayant £ pour 'image.

En particulier, a I'élément neutre de H' (.1, &) est associée la classe des
espaces E-isomorphes a F.

12. Caractére fonctoriel. — Soient ' et &’ deux espaces fibrés en groupes,
sur le méme espace .I', et soit f un homomorphisme de I dans £’ : on
entend par 1a une application continue de £ dans £, induisant I'application
identique de 1, et respectant les lois de groupe [i. e., si x et ) sont deux
points d’'une méme fibre de £, f(x)) = f(x) f())]- Faisons opérer (a gauche)
Vespace fibré E dans £’ par .2’ = f(2)z' (o0 z€FE et '€ E' ont méme
projection sur .I'). A tout espace fibré E-principal P on peut ainsi faire
correspondre 'espace fibré P\, E' P-associé a E', dans lequel £’ opére
encore A droite grace aux translations a droite de £’ : on vérifie ainsi que
P, E' est canoniquement isomorphe a un espace fibré E'-principal; f définit

donc une application f de £ dans £'. D’autre part, f définit un homomor-
phisme du faisceau de groupes & dans le faisceau de groupes &', donc une
application f* des ensembles de cohomologie correspondants. On vérifie sans
peine que

(12.1) JroK=Kof.

13. Une identification. — Soient £ un espace fibré en groupes, de base .1,
P un espace E-principal, et F un espace fibré sur lequel E opére i gauche.
Les sections d’un espace fibré (en un sens trés général) s’identifiant aux
sections de son faiseeau de germes de sections, les opérations de Z dans F
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induisent des opérations de & dans F, de sorte qu’avec les notations du n® 4,
le faisceau des germes de sections de P\, F s'identifie au faisceau Py F.
Pour tout cocycle z d’un recouvrement ouvert Ul de ¥, a valeurs dans &,
dont I'image dans /7' (.I', &) est identique & 'image K (P) par K de la classe
de P dans £, il existe donc une collection d’isomorphismes' du faisceau des
germes de sections P, F sur le faisceau F°, deux tels isomorphismes diffé-
rant par un automorphisme de F> appartenant & W (s, z) : un tel isomor-
phisme est entiérement déterminé par le choix d’un E-isomorphisme de P
sur I'espace E* (défini par passage aux quolients dans un espace-somme); en
effet, cet E-isomorphisme induit un isomorphisme de %\, 5 sur &%, F, lequel
est canoniquement isomorphe a F=.

‘Conventions de notations. — Dans toute la suite de ce travail, ou l'objet
de notre étude sera non les espaces fibrés, mais les classes d’espaces
E-isomorphes (E étant fixé), nous noterons souvent l'espace P/, F par F”,
et le faisceau de ses germes de sections (continues) par P, ou méme par 57,
cette derniére notation impliquant qu'on a fait un choix (arbitraire, mais fixé)
d’un E-isomorphisme de P sur E*. ’

14. Une bijection. — Si £ est un espace fibré en groupes opérant (a gauche)
sur I'espace fibré en groupes F' de maniére a respecter la structure de groupe
des fibres de F (i.e. 'homéomorphisme de F, défini par un point £
au-dessus de x est un automorphisme de la structure de F,), et si P est
E-principal, I'espace F*—=P,, F est aussi fibré en groupes. Ce sera le cas si
l’'on prend F=E, F opérant sur lui-méme par les automorphismes intérieurs.
Dans ce cas la proposition 4.2 se traduit en ces termes :

ProrosiTiON 14.1. — Supposons que l'espace fibré en groupes E, de base
X, opére sur lui-méme par les automorphismes intérieurs de chaque fibre.
Pour tout espace E-principal P, il existe une bijection ip de H' (X, &%) sur
H\(X, &); ip(e) =K (P); si 0 est un E-isomorphisme de P sur 0 (P), et 6*
la bijection de H' (X, &P) dans H' (X, &%P) induite par 9, on a la relation
de compatibilité ip= iyp o 9*.

Caractére fonctoriel. — Soit f un homomorphisme (cf. n° 12) de 'espace
fibré en groupes E dans l’espace fibré en groupes E' : f fait correspondre &
tout espace E-principal P un espace E’-principal £(P) (cf. n° 12), et définit
une application f* de H'(.X, &) dans H'(X, &). On constate que si
P —F* §(P)=E'/%, Faisons opérer F et I’ sur eux-mémes par les auto-
morphismes intérieurs : d’aprés le n° 4.3, f induit alors un homomorphisme
du faisceau &7 sur le faisceau &7, d’oit un homomorphisme £ des groupes
de cohomologie correspondants. On vérifie alors que

(1!1‘.1) f*ol'p':ff‘p,of*.
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15. Classification des espaces fibrés dont le groupe structural est un
produit direct croisé. — Nous nous bornerons désormais & employer le
langage des espaces fibrés localement triviaux a groupe structural [i. e.,
I'espace désigné par E (resp. F) au n° 10.2 est le produit direct de ¥ parle
groupe structural (resp. de A par la fibre sur laquelle le groupe structural
opeére a gauche]. Cette restriction n’aura naturellement rien d’essentiel.

Supposons que le groupe topologique G opére (voir définition n° 1) dans
le groupe topologique M. Soit P(M, G) le produit direct croisé de M par G
(¢f- n®9), muni de la topologie-produit; faisons opérer G sur lui-méme par
les automorphismes intérieurs; alors G opére dans le groupe P (M, G) grice
aux opérations définies dans chaque composant, et la formule (9.2) montre
que 'automorphisme défini par z€ G n’est autre que 'automorphisme inté-
rieur de P (M, G) défini par I'élément (e, z) de P (M, G).

Cela étant, considérons un espace fibré principal de groupe G et de
base X, que nous pouvons supposer défini par un 1-cocycle g 4 valeurs dans
le faisceau de groupes G ; soit g I'image de g dans H' (X, G).

G opérant dans M, G, P (M, G) comme il a été dit, les espaces fibrés M+,
(P (M, G))* et G¢ sont définis ('?), et les faisceaux de germes de sections
continues N, g#, (Z (M, G))7 sont des faisceaux de groupes, et ce qui a été
dit sur les automorphismes intérieurs définis par les éléments de {e} x G
montre que (2 (M, G))# s'identifie au produit direct croisé¢ P (IMN#, G#) des
faisceaux M et §#. D'aprés le n° 1%, on a donc le diagramme commutatif

H' (X, 00%) > I (X, (2 (M, G))) > H' (X, GF)
g i
ma.em, G) —>Ir.r.g).
L'identification ci-dessus et la proposition 9.1 permettent alors de
conclure :

TutorkmE 11.1. — Les classes d’espaces fibrés principaux de base X et de
groupe P(M, G) qui ont pour image L(g) dans la projection canonique
de P(M, G) sur G correspondent biunivoquement aux classes d’intransi-
tivité de H' (X, G#)y opérant sur ' (LY, <),

ReMARQUES. — 1° Le théoréme II.1, raméne la classification des espaces
fibrés dont le groupe structural est un produit direct croisé 4 deux invariants,
dont le premier ne dépend (la base mise a part) que de G, et dont le second
varie dans un ensemble ne dépendant que de M et du premier. Nous avons
donné ce théoréme dans le cadre restreint des classes d’espaces fibrés
(i. e. : nos faisceaux sont des germes de sections d’espaces fibrés); on
pourrait P'étendre au cas général, au prix de quelques complications
techniques (¢f. remarque du n° 9).

(12) Voir no 10.2.
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2° La proposition 14.1 (que nous avons utilisée pour la démonstration du
théoréme II.1) est contenue dans ce théoréme. En effet, si I'on prend
pour G le groupe M opérant sur lui-méme par les automorphismes inté-
rieurs, /° (X, G¥) opére trivialement sur II' (X', O0s) : soit me /I' (X, s),
{m;;} un cocycle, a valeurs dans ONs, d’un recouvrement ouvert U de .1
dont la classe ait m pour image, et soit n une section de G#; n; étant la

restriction de n & U, la classe n.m est 'image du cocycle

! — — - -1 -1
M= Ny My = ymyng = ngmy;ngl.

Le théoréme 11.1 exprime donc que JI!'(.X, ON#) est un sous-ensemble
de H' (X, € (M, M)). Mais I'application & : (m, n) = (mn, n) estun isomor-
phisme du groupe P (M, M) sur le produit direct M < M [cela provient par
exemple de ce que I'ensemble des éléments de la forme (m ', m) constitue
un sous-groupe distingué de P (M, M), et qu'on peut écrire d’une facon et
d’une seule (m, n) = (mn, e) (n ', n)]. Cet isomorphisme induit une
bijection k* : H' (X, € (M, M)) - H' (X, I x AN); ce dernier ensemble est
évidemment en correspondance biunivoque avec le produit

mx, om) < H' (X, ),

et en composant iy, Iy, et A*, on voit que H' (L, Jli¥) s’'interpréte comme le
sous-ensemble A' (., M) < { g ! de ce dernier produit direct.

3o 11 est facile, dans le cas général, d'interpréter directement une classe
de H'(.X, ¥) en terme d’espace fibré (non principal) de groupe struc-
tural P(M, GG) ('%). Soit w.ell'(.Y, Mx). Choisissons un recouvrement
ouvert U de .1" assez fin pour que M5 soit trivial au-dessus de chaque
ensemble de ‘UL, et pour que 1 soit I'image d'un élément e de J1' (U, ONs).
Soit { my;; : Uj;—> M%)} un cocycle de la classe m. Soit m;; (.x) ) le transformé
d’un point y € M% par multiplication & gauche (au sens de la fibre M%) parle
point m;; (x)€ Ms. Posons M§=w—"'(U;), et faisons avec les notations du
n° 10.1, choix d'un systéme d’homéomorphismes ®; de U; x M sur M§ (ce
qui est possible d’aprés le choix de ). Dans l'espace-somme E, des Mf
introduisons la relation d’équivalence

(18.1) mi=m ;= | m,€ M¥, m; € M§, w(m)=mwm;)=x;m;=m;(x)m,.
L’espace-quotient £ est localement homéomorphe & M#. De facon précise,

si I'on pose, quels que soient les indices i, J, &,

() =my,  wi(my;) =m;, d’ou (M) == gji-M},

(13) Il faut se garder de confondre les classes d’espaces fibrés Ms-principaux, et les
classes d’espaces fibrés (.X' < P (M, G))-principaux ( le théoréme II.1 et la proposition 11.1
montrent précisément qu'une telle identification n’est cn général pas possible) : cepen-
dant un espace Mes-principal peut étre regardé comme un espace fihré de hase .Y, de
groupe structural P( M, G), et de fibre M.
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la relation (15.1) devient, en identifiant, grace aux ®;, Ey &-1'espace-somme
des Uyx M :

(15.2) (z;, m) = (zj, M) | 2i=z;€U,;, netm' € M, m' = m};(g;.m)}.

On voit ainsi que E est un espace fibré de fibre M, et dont le groupe est
I'espace-produit M < G opérant sur I'espace M par la formule

(m, g).m'=m(g.m') (metm'eM, g€ G).

Ce groupe est bien P(M, G). On peut vérifier que E est (a un _I-isomor-
phisme prés) indépendant des choix faits (recouvrement U, m, m,;;, ®;);
nous ne le ferons pas ici, car il est clair que l'espace fibré principal de
groupe P (M, G) associé a E appartient a la classe L (i (i (}-))), ce qui
assure le caractére intrinséque de la correspondance. Nous noterons { 'appli-
cation ainsi définie de H'(.X, ONs) dans 'ensemble des classes d’espaces
fibrés de base _¥, de fibre M, et de groupe P (M, G).

4° L'image par { de I’élément neutre de H' (X, J1s) est (la classe de)
Pespace M lui-méme [considéré par « accroissement du groupe structural » (*)
comme ayant P (M, G) comme groupe structural ].

5° Soit ne€ H' (X, M3). Pour que () posséde une section, il faut et il
suffit qu'il existe une collection de sections m; de M¥ telle que m;=m;m,
d’aprés (15.1), donc que p soit I'élément neutre de H'(.X, ons); I'image
par ¢ de H!' (X, On#) ne contient donc qu'un espace dont les fibres aient une
structure de groupe, savoir M5. De plus, I'existence d’une section entraine la :

ProrosiTioN 15.1. — Supposons X localement compact et paracompact;
alors st M est homotopiquement rétractile, ou si X est contractile, H' (X, #)
est réduit a son élément neutre.

6° Caractére fonctoriel. — Supposons (ue G opére sur les groupes topo-
logiques M et /N, et soit f une G-représentation continue de ¥ dans /¥
[i. e. une représentation continue de M dans /V telle que f(g.m)=g.f(m),
meM,neN,geG); finduit d'une part un homomorphisme du faisceau In#
dans le faisceau 918, donc une application f* de H' (X, ons) dans H' (X, 98),
d’autre part une représentation de P(M, G) dans P(N, G), d’ou une appli-

cation _7 de ?Xx P(M,G)) dans (X x P(N, CT)), et de l'ensemble dés

(**) N. B. — Nous emploierons I'cxpression « accroissement du groupe structural »
12 ou le Séminaire Cartan 1949-1950 dit extension du groupe. Nous préférons en effet
garder ce dernier terme pour le cas ou I’espace fibré de groupe N est l'image (par
projection canonique) d’un espace fibré de groupe A/, NV étant un quotient du groupe M :
le groupe Af étant une extension du groupe N, nous dirons aussi que le second espace
fibré est une extension du premier.
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/

classes d'espaces fibrés de fibre M, groupe P (M, G) dans 'ensemble des
classes d’espaces fibrés de fibre /¥, groupe P (X, G). Il résulte immédiate-
ment du n° 14 que

(15.3) Fob=vos
16. Restriction du groupe structural. — Soit L un sous-groupe de M.

Hypotukse (LT). — Nous dirons que le sous-groupe L du groupe topo-
logique. M satisfait a I'hypothése (LT) si la Jibration de M sur M|L est
localement triviale.

Il revient au méme de dire qu'il existe au voisinage de la classe L de M/L
une application continue M/L — M «remontant » la projectionp : M — M/L
par translation, il existe alors des sections de M au voisinage de chaque point
de M/L. Si M est séparé, L est alors nécessairement fermé. Sauf mention
explicite du contraire, nous supposerons toujours désormais qu’un sous-
groupe d’un groupe topologique satisfait a I'hypothése (LT), et nous pose-
rons N=M/L.

Cette hypothése entraine que le faisceau—qu?pient /£ du faisceau O des
germes d’applications continues de X" dans M par le-sous-faisceau de celles
qui sont a valeurs dans L s'identific au faisceau 9 des germes d’applications
continues de 1" dans I'espace homogéne NV =M]/L : en effet, I'application
canonique de O dans 9T est un homomorphisme de faisceaux, qui par passage
au quotient définit une application de J11/£ dans IL qui est injective sans
aucune hypothése sur L, vu la proposition 2.1; or si x—>n(x) est une
section de IT au voisinage de x, et s une section locale de M au voisinage
de n (.r), application  —s(n (x)) est une section de O au voisinage de =
dont 'image dans 9U est précisément n; IMN/£ — I est donc un isomorphisme
de faisccauzx.

Plus généralement, soit &G un groupe topologique opérant sur le groupe
topologique M en respectant L. Tout espace fibré principal E de base X et
de groupe G (localement trivial) définit alors les espaces associés ME, LP,
(M/L)E; le faisceau des germes de sections continues £ est un sous-faisceau
de ONE, et le faisceau-quotient ME/LF s’identifie au faisceau IF des germes
de sections continues de (M/L)¥ : en effet, la question étant purement locale,
on se rameéne au cas particulier ci-dessus en supposant E trivial.

On a donc la suite exacte de faisceaux

(16.1) e>LE 5> MES INF 5 e,

Cela étant, posons & = L; nous ferons opérer le groupe structural L sur
le groupe (resp. 'espace) M par les automorphismes intérieurs (resp. les
translations & gauche), et noterons M-£ (resp. M¥) I'espace fibré associé a E,
de fibre M.
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L'—= ME est un espace fibré principal de groupe M, obtenu par « accrois-
sement » 3 M du groupe structural de E'; réciproquement, E est un sous-
espace de E', obtenu par « restriction » du groupe structural de E'.

E' étant donné, nous nous proposons de chercher tous les sous-espaces £
donnant E’ par accroissement du groupe structural, et de les classer.

1° Supposons que le probléme admette une solution E. Considérons les
espaces L'2, M'E, NE. Les opérations de L sur /V déduites des automor-
phismes intérieurs de M par des éléments de L n’étant autres que les trans-
lations a gauche de I'espace homogéne /V par des éléments de L, /V'F est
isomorphe & V% ; de plus, M opérant sur /¥ par les translations & gauche et
sur lui-méme par les automorphismes intérieurs, il est classique (et trivial!)
que NE'= N¥ et que M'E' = M'E.

D’autre part 9UF posséde au moins une section (faisceau-quotient d’un
faisceau de groupes), et I'on a le diagramme commutatif

(X, WE) S (X, 9UE) S 1 (X, £B) S an (X, o)
y = ¥

iy iy

(16.2)
HO(X, ORE') > HY(X, 9UF ) H'V (X, £) — H\(X, n)

ou les trois premiers ensembles de la deuxiéme ligne constituent la suite
exacte (5.1) (M¥ =FE', V¥ est isomorphe & I'espace-quotient £'/L, quotient
de E’ par la relation d’équivalence qu'y définit L opérant par translations ¢
droite sur les fibres de £’, en sorte que £ opére sans point fixe sur le faisceau
d’ensembles IMNF', le faisceau-quotient s'identifiant & ILE'). Le reste du
diagramme résulte de I'application du théoréme I et de la proposition 14.1.
Il reste a vérifier que ce diagramme est bien commutatif, c’est-2-dire a
calculer &' et igod. Soit n€ H° (X, 9UF). Un choix d’homéomorphismes ¥,
de U;x L dans E (U étant un recouvrement ouvert suffisamment fin de 1)
réalise canoniquement la trivialité locale des autres espaces intervenant
dans (16.2), et détermine les applications 1;; de U;; dans L permettant
d’effectuer les changements de cartes locales. La section n s’exprime alors par
une collection d’applications n; de U; dans /N, et U, est supposé assez petit
pour que n; soit composé d’une application m, de U; dans M et de la projec-
tion p : M — M/L. Dans ces conditions, la vérification est immédiate, car

ig(0(n)) =classe de { m;* (2;m;2;1) Aij },

o'(n) = classe de {/; |, ou  my==2;m;lj.

2° Réciproquement, soit { m;; | : U;;— M les changements de cartes locales
associés 4 des systémes d’homéomorphismes de U; < M — E’, et n une section
de NF supposée exister; la classe

¢'(n)=classe de { /;;}, ou my=my;m;ly
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permet de définir un espace fibré principal £ et de groupe L, et les
cocycles {/; 1, {m;;} de AU & valeurs dans O étant cohomologues, M% est
isomorphe & E’. On peut donc reconstituer avec £ le diagramme (16.2).
Remarquons enfin que les opérations de H° (X, OWE) sur H°(X, 9UF) ne
dépendent pas de £, mais seulement de £’, et appliquons le complément du

théoréme 1.1 : on retrouve ainsi et l'on compléte un théoréme de
C. Enresman~ [12].

ProrosiTiON 16 .1. — Pour qu’on puisse restreindre le groupe structural M
d’un espace fibré principal E' ¢ un sous-groupe L vérifiant !’ hypothése (LT),
il faut et Ul suffit que Uespace E'|L ait une section; a toute section de E'|L
est associée une classe d’espaces fibrés principauzx de groupe L qui, par
accroissement du groupe structural, appartiennent a la classe de E'; deux
sections de E'|L sont associées «i la méme clusse de groupe L si et seulement
st elles sont transformées I'une de l’uutre par une section de M'E (espace
fibré de fibre M, groupe structural M opérant sur lui-méme par les automor-
phismes intérieurs, espace principal associé E”).

COROLLAIRE. — Pour que la solution (si elle existe) soit unique, il fuut et
il suffit que H*(X, OWE') opére transitivement sur H° (Y, 9LE") (¥3).

REMARQUES. — 1° Si L est un sous-groupe distingué de M, on retrouve plus
rapidement la premiére partie (classique) de la proposition 16.1 en considé-
rant la suite exacte

H (X, £) 5> H (T, ) 5> H (X, 9v),

qui montre que les espaces I’ tels que le probléme soit possible sont ceux
tels que I'espace associé /VZ' (qui, L étant distingué, est fibré principal de
groupe V) soit trivial [ élément neutre de H' (X, a)], c’est-a-dire «it une
section.

2° On vérifie aisément que si ¢ désigne l’apphcauon canonique de F

sur E'/L — N¥, n une section de E'/L, et P Pespace cp (n(X)), P (qm est
classiquement un espace fibré principal de groupe L) vérifie K(P)=14'(n),
relation de compatibilité rassurante !

3° SiI'on veut abandonner la partie classique de la proposition 16.1, les
démonstrations sont beaucoup plus courtes, caril n’y a pas lieu de faire inter-
venir les deux premiers ensembles de la deuxiéme ligne du diagramme, ni de
démontrer de relation de commutativité.

17. Les classes d’homotopie de sections. — Soit 4 un espace fibré de
base localement compacte X, @ le faisceau des germes de sections (continues)

(1) C’est évidemment le cas lorsque E' est trivial, et que A est le groupe P(L, N).
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de 4. Munissons 1'ensemble des applications de X" dans A de la topologie de
la convergence compacte : 'ensemble H(.I', &) des sections de A devient
de ce fait un espace topologique; nous dirons que deux sections s, s’ de A
sont homotopes s'il existe une application continue f du segment / ={o, 1}
dans I'espace H° (X', Q) avec f(o) =s, f(1) =5

RemarQue. — Toute application f: I — H°(.X, Q) définit une application
continue f' : X > I— A, et pour que f soit continue, il faut et il suffit que /"
le soit (%) : autrement dit, deux sections sont homotopes si elles le sont dans
I'ensemble des applications continues de .X" dans 4, ’homotopie déplacant
en outre chaque point dans s« fibre.

Nous noterons (X, @) I'ensemble des classes d’homotopie des sections
de A au-dessus de Y.

Si chaque fibre de I'espace est munie (canoniquement) d’une structure de
groupe, (L est un faisceau de groupes, H° (1", @) est un groupe topologique
et son quotient ﬁo(./l', @) n’est autre que le quotient de H°(L, Q) ‘par le
sous-groupe distingué des sections homotopes a la section-unité : en effet,
’homotopie respecte évidemment la loi de composition des sections. Dans ce
cas, /° (X, @) est donc aussi un groupe.

Supposons que le groupe topologique G opére sur le groupe topologique M,
en respectant le sous-groupe L [qui satisfait & 'hypothése (LT)]. Avec les
notations du n° 16, £ étant un espace fibré principal de groupe G, on définit’
trivialement la suite d’applications

(17.1) (X, £8y > HoO (X, ONE) > [0 (X, IE).

Nous supposerons désormais Uespace X localement compact et para-
compact. Le théoréme de relévement des homotopies d’applications de X
dans la base d’un espace fibré localement trivial est donc applicable. Or M¥
est un espace fibré localement trivial sur /V¥ parce que la fibration de M
sur /V est localement triviale.

10 La suite (17.1) est exacte. Il suffit de montrer que si une section de M ¥
a une projection homotope a la section-unité ey de /VF, cette section m est
homotope & une section de LZ. L’homotopie i : & < I— V¥, telle que
h(z,0)=en, h(x, 1) = p o m se remonte en une homotopie h : I x I > M*
telle que h(z, 1)=m, ph(z, 0) =ey. Comme h(z, t) est automatique-
ment, pour tout ¢, une section de ME, h(z, o) est une section de L%.

C. Q. F. D.

2¢ Nous allons montrer que l'application 0 passe aux quotients dans deux

cas particuliers :

(1) Voir par exemple BourBakl, Topologie générale, chap. X, § 2, corollaire de la
proposition 9.
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a. L est un sous-groupe distingué de M : il suffit alors de .voir que si une
section n de /VF est homotope a ey, elle est I'image par p .d’une section
de ME (th. 1.2). Or cela résulte du théoréme de relévement des homotopies.
puisque I'application ey de .I" dans &F se reléve (par exemple en la section-
unité de ME).

b. L est quelconque, mais G opére dans L soit par les automorphismes
intérieurs de L, soit trivialement.

Soit alors n (., ¢) une homotopie entre les deux sections 7.° et 7' de NE.
Soit U = { U;} un recouvrement ouvert de .I" assez fin pour que la restric-
tion n) de n® 4 U; se remonte en une section de .ME au-dessus de U,; U; étant
paracompact, la restriction n; de n(x, t) 4 U; < I se reléve en une applica-
tion m;(x, t) & valeurs dans ME; D'application /;;—=m;'m; est a valeurs
dans L%, et, pour chaque valeur de ¢, 'application partielle { £ } : & — l;; (, ¢)
est une section de £°% au-dessus de U;;, variant contintiment avec ¢; il s’agit
de montrer que les cocycles 7}, //; de U sont cohomologues. Or soit | &{; | le
cocycle de L dans & que (k.8) associe au cocycle { & | : { kij(z, t) =4A{; (x):
est un cocycle du recouvrement U x I de X" x I a valeurs dans £, et définit
donc un espace fibré K de base .X" < I, groupe L, isomorphe, puisque X" est
paracompact, a un produit direct K’ < I, on K’ est fibré de base _1'; ceci est
une autre facon de dire (ue tous les cocycles Aj; sont cohomologues, donc¢
puisque Iy (n° 1%) est biunivoque, que tous les cocycles /;; le sont (lemme 3.1) :
en définitive o (n°) =4 (n').

Prorosition 17.1. — Soient X un espace localement compact et pura-
compuct, E un espace fibré principal de buse .Y dont le groupe G opére
sur le groupe topologique M en respectant un sous-groupe L satisfuisant «
Uhypothése (LT). Soit N =M/L. Alors, si L est distingué, ou si G opére
sur L par les automorphismes intérieurs de L, on « le divgramme contmu-
tatif de suites exuctes

e> HO (Y, £F) > HO (LT, ME) > HO L, OVE) S /11 (X, €E) > 1 (1, 0F)
(17.1) ¥ v vy
I (X, 28y > [0 (X, NE) > o (X, 9LE)

Ce diagramme a un caractére fonctoriel évident, que nous laissons au
lecteur le soin d’énoncer et de vérifier. 1l en résulte :

ProrosiTion 17.2. — Supposons X localement compact et paracompuct.
Alors Uénoncé obtenu en remplugant dans la proposition 16.1 « section »
par « classe de sections homotopes » est vérifié.

COROLLAIRE. — 8¢ .Y « le type d’homotopie d’un point, tout espuce fibré
de groupe M détermine, de fucon unique, un espace fibré de groupe L dont
il se déduit par accroissement du groupe structural.
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18. Extension 4 noyau abélien du groupe structural. — Soit W un
groupe topologique extension d'un groupe topologique /V (autrement dit, V
est un quotient de M). Un espace fibré principal E de groupe M est une
extension de Pespace fibré principal F de groupe NV si F est isomorphe a
I'espace /VE (M opérant dans I'espace /V de facon évidente). On dit aussi que E
se déduit de F par extension du groupe structural (17).

Supposons que X soit paracompact, et que le noyau L de I'extension .M
de IV soit abélien et satisfasse & 'hypothése (LT). Soit F un espace fibré
principal de base X et de groupe V. Soit n == K (F) I'image canonique (n° 11)
de F dans H'(X, 9U). D’aprés '’hypothése faite sur X', A(n) est défini, et
d’aprés le n° 13, on peut.supposer que A(n) est un élément de I7* (.1, £F),
ou £F, faisceau des germes de sections continues de I’espace fibré L¥ associé
a F et aux opérations de /V dans L (n° T), est canoniquement associ¢ a F.
D’aprés les n° T et 11, pour qu’il existe une extension E de F, il
faut et il suffit que A(n) soit nul. Si cette condition est remplie, faisons
opérer M sur lui-méme par les automorphismes intérieurs, et utilisons les
notations du n° 16. Alors les espaces fibrés V%, L'E sont canoniquement
isomorphes aux espaces V'F et L¥,

D’aprés (16.1) et le n° 1%, on a donc le diagramme

(18.1) H° (X, 01 F)y > HO (X, 9UF) > HU(X, £F)» H' (X, NF) > H' (.1, 9U°F)
i J
H X,y > H(.1,9)

Appliquons maintenant le complément au théoréme 1.2 (n° 6) :

Prorosition 18.1. — Si X est paracompact et si L, saus-groupe ubélien
distingué de M, satisfait a U'hypothése (LT), pour qu'un espace fibré
principal F de base X et de groupe M/L admette une extension de
groupe M, il faut et il suffit que AK(F)e H:(.X, £F) soit nul. Une telle
extension E définit des opérations du groupe H*( X', UY) dans U'ensemble
H' (X, £F) : toutes les extensions correspondent biunivoguement au.x classes
d’intransitivité de H° (X, 9UF), E correspondant a la classe de I'élément
nul de H' (X, £F).

ReMARQUE. — On notera que les opérations de H° (X, 9U'¥) dans H' (.1, £F)
ne sont pas celles déduites des opérations de /V dans L (c¢f. prop. 7.1),
et dépendent, sauf si L est central, du choix de E. De méme, la correspon-
dance qui & un élément de H!(X, €F) associe une extension de F n’est
définie que lorsqu’on a choisi E. Si L est central, les classes d’extension
correspondent biunivoquement & un quotient Qg de H' (_I", £) par un sous-
groupe isomorphe a H°(X, 9UF)/image de H'(.X, 'F) car M opérant
trivialement dans L, /¥ opére dans .M (par les automorphismes intérieurs

('7) Cette terminologie est celle de C. EnresMany (12a].
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de M) et M'E est isomorphe a M°F. Cependant I'application
H(X, r)y—>H (X, on)

dépend encore du choix de £, et non pas seulement de F, méme si M est
abélien : cette application est en effet I'application A - A. K (F) [Ae H' (X, £)]
déduite des opérations de H' (X, £) dans H' (X, i) telles qu’elles ont été
définies au n° 8. Elle est donc en général distincte de /7.

CHAPITRE I1I.

LEs ESPACES FIBRES ANALYTIQUES.

A. — Généralités.

19. Transcription des résultats du chapitre II dans le cas analytique. —
Dans ce chapitre les espaces seront des variétés analytiques (paracompactes),
et dans le paragraphe A les résultats vaudront aussi bien, sauf mention
expresse du contraire, pour I'analytique réel que pour I'analytique complexe.
Il sera cependant entendu que dans le cas complexe « groupe de Lie »
signifiera groupe de Lie complexe.

Soit E un espace fibré analytique de base .I', de groupe G, et de fibre F.
Cela signilie que, le groupe de Lie G opérant analytiquement sur F, on s'est
donné un systéme de cartes locales représentant localement £ comme un
produit direct (chap. II, n° 10.1) de maniére que Ies applications x — g, ()
de U;; dans G correspondantes soient analytiques : alors les homéomor-
phismes ®@7' o ®@;: (., f) — (x, g;i(x).[) de U, < F sur lui-méme sont des
isomorphismes de sa structure analytique (U;; étant naturellement muni de
la structure induite par celle de .X'), de sorte que les @, déterminent sur £
une structure analytique : c’est toujours cette structure analytique qui sera
considérée sur . Deux systémes d’homéomorphismes différents { ®;} et { ®; |}
(que, pour simplifier les notations nous supposons attachés au méme recou-
vrement ouvert de .I") définiront sur £ la méme structure d’espace fibré
analytique si et seulement si’application .r — g;(x) = ®7} o ®@; . de U, dans &
est, pour tout I, analytique ('*).

La structure d’espace fibré analytique de E' fait de £ un espace fibré
ordinaire (nous dirons « topologique »). Inversement, étant donné un espace
fibré topologique sur .Y, de groupe G et de fibre F sur laquelle G opére

analytiquement, on ne peut pas en général doter cet espace d’une structure

(18) La notion de X-isomorphisme analytique se définit comme dans le cas topologique,
mais en spécifiant que les homéomorphismes sont aralytiques; elle conduit & des for-
mules analogues a celles du n° 10.1, Phoméomorphisme © étant analytique & la condition
nécessaire et suffisante que les applications g; des U, dans G soient analytiques.
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analytique compatible avec sa fibration ('*); lorsqu’on le peut, ce n’est pas
nécessairement de facon unique (2°).

Si I est analytique, @ est une application analytique de £ sur X, F est
un sous-ensemble analytique de E, et ®; une application analytique. Le
faisceau “S des germes de sections analytiques de E est un sous-faisceau du
faisceau “$ des germes de sections continues de £ au sens du n°2, et
H (X, «8) est I'ensemble (peut-étre vide) des sections analytiques de E
au-dessus de X", Plus particuliérement, le faisceau “F des germes d’applica-
tions analytiques de .I" dans F s’identifie au faisceau des germes de sections
analytiques de I'espace fibré analytique trivial .¥' < F et H*(U, %) est pour
tout ouvert U de X', 'ensemble des applications analytiques de U dans F.

Les résultats du chapitre II se transposent pour la plupart sans difficulté en
remplacant partout continu par analytique. En particulier :

Prorosition 19.1. — L’eénsemble H' (X, °G) s'identifie cunoniquement a
l'ensemble des classes d’équivalence des espaces fibrés analytiques, de groupe
structural G et de base X, qui sont analytiquement X-isomorphes. Nous
noterons “K, “L les applications réalisant cette identification (2!).

ProrosiTion 19.2. — Soit L un sous-groupe fermé du groupe de Lie M;
pour qu’il existe un espace [fibré analytique prmczpal E de groupe L tel
que M¥ soit analytiquement X- -tsomorphe @ un espace fibré principal
analytique E' de groupe M donné a Uavance, il faut et il suffit que Uespace
Jibré analytique E'JL (de fibre M/L) ait une section analytique; les solu-
tions du probléme correspondent biunivoquement (4 un ¥-isomorphisme
analytique prés) aux classes d’intransitivité du groupe des sections analy-
tiques de l'espace fibré analytique M'E opérant dans I'ensemble des sections
analytiques de E'[L.

(19) Il est facile de construire des espaces fibrés principauxz de groupe C* qui ne
possédent aucune structure analytique compatible avec leur structure fibrée. En effet,
d’aprés un théoréme de Dolbeault ([11], th. II.3), pour qu’un tel espace, de base .X,
posséde une telle structure analytique, il faut et il suffit que sa classe de Chern [élément
arbitraire de H*(.X, Z)] ait pour image dans la cohomologie réelle de .X une classe-défi-
nissable par une forme différentielle fermée de type (1, 1). Or le quotient de H*(.X, Z)
par son groupe de torsion engendrant (par extension des scalaires) la cohomologie de X'
A coefficients dans un corps, il suffit de prendre pour .I' une variété kihlérienne
compacte ayant des classes de cohomologie de type (2, o) pour &tre assuré de I'existence
de classes de Chern dont les images ne sont pas définissables par des formes de
type (1, 1). De telles variétés existent : par exemple, les tores complexes.

(2*) Des exemples sont donnés par la derniére remarque du n° 31, ou par la proposi-
tion 35.1.

(?!) Plus généralement, si E est un espace fibré ahalytique dont les fibres sont des
groupes de Lie, on définit comme au n° 10.2 des espaces fibrés analytiques localement
E-triviaux [5]. La proposition 19.1 s’étend alors, et interpréte H!'(.X, 26) comme
I’ensemble des classes d’cspaces fibrés analytiques E-principaux qui sont analytiquement
E-isomorphes.
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Le lecteur se reportera, pour les notations et la démonstration, au cha-
pitre II (n® 16) : L étant fermé, la fibration de M sur M/L =N est non
seulement localement triviale, mais encore analytique : il en résulte que les
faisceaux (%01)/(2£7) et 2(IT) sont isomorphes, d'our I'on déduit facilement,
pour tout espace fibré analytique principal £ dont le groupe G opére analy-
tiquement sur le groupe M en respectant L, la suite exacte des faisceaux

(19.1) e—LE 5 aNE 5 e E 5 e,

La suite de la démonstration est identique & celle du n° 16.
De méme, la suite exacte (19.1) et les considérations du n° 18 permettent
d’énoncer :

ProrosiTioN 19.3. — Soit L un sous-groupe fermé, abélien, distingué du
groupe de Lie M. Pour qu'un espace fibré analytique principal F de
base X et de groupe N—=M/|L admette une extension analytique, il
Saut et il suffit que A°K(F)e H*( X, “£F) soit nulle. Une telle extension
analytique E définit des opérations du groupe H°(X, 29UF) dans Uen-
semble H' (X, 2£F) : toutes les extensions correspondent biunivoquement,
@ un X-isomorphisme analytique pres, aux classes d’intransitivité de
H (X, 29UF), E correspondant d la classe de Uélément nul de H' (X, *cF).

20. Comparaison des cas analytique et topologique. — Il existe une
application canonique évidente de la suite exacte (19.1) dans la suite
exacte (16.1), d’ou I'on déduit le diagramme commutatif

e HO(Y,aE) > Ho (X, aanﬂ)ﬁﬂ"(/r "~nl=)_>11-(1 “CE) I ORE) - I 40
¥ ¥ ¥

e (X,¢ *B)_+11°(,r«9115)->110(,r ) I (Y, ) > H' (X, IR ,—>11-(1';~m£)

ou cependant les derniers ensembles et applications de chaque ligne ne sont
définis que si L est distingué.
On en déduit en particulier :

ProrosiTioN 20.1. — Soient L un sous-groupe fermé du groupe de Lie M,
E un espace fibré analytique principal dont le groupe opére analyti-
quement sur M en respectant L. Soit N l'espace homogéne M/L. Suppo-
sons que Uapplication H' (X, “C€) — H' (X, <£E) ait un noyau nul. Alors,
pour qilune section analytique de N® se remonte analytiquement en une
section analytique de MF il suffit qu’elle se remonte en une section continue
de ME.

De méme, si L est abélien distingué, on a, pour tout espace fibré analy-
tique principal F de groupe .V le diagramme
“K A
F-~ (X, 9y — H (.1, i)

K A .
F— I (V. 90— I (Y. i)
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On en déduit en particulier :

ProrosiTion 20.2. — Si lapplication H*(X, “£F) > H*(X, “XF) est
biunivoque, pour que Uespace fibré analytique F de groupe IV admette une
extension analytique de groupe M, il faut et il suffit qu'il admette une
extension topologique.

L’hypothése de la proposition 20.1 (resp. 20.2) est remplie notamment
si M est un revétement de N, quelle que soit la variété X : L est alors un
sous-groupe discret de M, et les deux faisceaux 2£F, <£F sont isomorphes
(et localement constants).

Nous verrons dans la suite des cas ou, pour des variétés 1™ particuliéres,
les hypothéses de la proposition 20.1 (resp. 20.2) sont remplies pour des
groupes L non discrets.

21. Les classes d’homotopie analytique des sections analytiques. —
Soit G un groupe de Lie opérant (n° 1) sur le.groupe de Lie M, E un espace
fibré analytique principal sur X" de groupe G, M P'espace fibré associé de
fibre M : la fibre au-dessus de chaque point est donc munie canoniquement
d’une structure de groupe de Lie isomorphe a M.

DeriNiTION. — Soit [ le segment [0, 1] (considéré comme plongé dans le
plan complexe si .I"est analytique complexe). Nous dirons que deux sections
analytiques p, p' de ME sont analytiquement homotopes s’il existe une
application analytique F(x, t) de X x I dans M telle que :

(i) pour chaque ¢'de /, F,(x)= F(=z, t) est une section de M*;
(1) F(zx,0)=p; F(a, 1) =

Pour que ¢ et (' soient analytiquement homotopes, il faut et il suffit que
la section p—!p’ soit analytiquement homotope 4 la section-unité; I'ensemble
des sections analytiques analytiquement homotopes a la section-unité constitue
un sous-groupe distingué de H° (.Y, 201LF). L’homotopie analytique constitue
donc une relation d’équivalence compatible avec la loi de muitiplication des
sections. Nous noterons H°(X, @ONE) le groupe-quotient des classes de
sections analytiques analytiquement homotopes (*2).

Si L est un sous-groupe fermé distingué de M, stable par les opérations

(*2) On peut délinir aussi une notion d’homotopie analytique entre les sections analy-
tiques d’un espace fibré principal de groupe G (resp. un espace fibré analytique E-prin-
cipal) définies au-dessus d’un ouvert de la base; en effet la définition s'étend et est
encore une relation d’équivalence 'y’ désignant alors une application de cet ouvert
dans G (resp. une section de E au-dessus de cet ouvert), d’apres le ne 10,2,
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de G, et si N=M/L, on a un diagramme commutatif
S oo HO, “25) > HO(X, %) > HO (X, 29L%) —3: H (X, oc5)
a§ : m ({, “.@5)—>Ii°(il;’, 2N E) —» 17’0(11’, uszE)/“/

§ : M0 (X, <£E) > HO (X, <ONE)— HO (X, cotE) i
) ) 0 Ny
cS 1 e~ HY (X, °£E) > HO(X, ONE) > HO (X, <IE) — H'( X, °£F)

dans lequel seule la suite «§ n'est peut-étre pas exacte; cependant dans cette
suite il est évident que I'image de i est contenue ‘dans le noyau de p. De
plus, désignons par £’ I'espace fibré analytique principal /7 =< I de base X x 1.
Alors :

Prorosition 2L.1. — 8i H' (X, “£E) > H' (X, <£F) est & noyau nul,
43 passe aux quotients; si H' (X x< I, °£%) - H' (X x 1, ¢£F') est a noyau
nul, la suite <8 est exacte.

En effet, dans le premier cas, pour vérifier que deux sections analytiques
de NVE, n et n', ont méme image par 0 si elles sont homotopes, il suffit, vu le
théoréme 1.2 (n°® 6), de montrer qu’une section n analytiquement homotope
a4 la section neutre de /VZ est projection d’une section analytique de M% :
c’est ce qui résulte de la proposition 20.1, puisque n, étant a fortiori conti-
niment homotope a la projection de la section neutre de M¥, se remonte
déja contindment d’aprés le théoréme de relévement des homotopies.

Dans le second cas, soit m une section de M¥ dont la projection est analy-
tiquement homotope a la section neutre de NE, et soit F(z, t) la fonction
réalisant cette homotopie. F est une section analytique de /VZ'; comme F(x, o)
se remonte analytiquement en m, F(x, t) se remonte contintiment (relé-
vement des homotopies), donc analytiquement d’aprés Uhypothése faite et la
proposition 20.1 ; soit G(z, ¢) 'homotopie analytique de sections de M* ainsi
obtenue : G(z, o)m—" est une section analytique de L, et en multipliant &
gauche G(x, t) par l'inverse de cette section, on réalise une homotopie
analytique entre m et urne section analytique de L¥, ce qui achéve la démons-
tration.

REeMARQUE. — Lorsque %0 passe aux quotients, la suite
Ao (X, ©ONE) > o (X, <OLE) > H' (X, °£E)

est visiblement exacte. Cela permet (cf. propos. 17.2) de remplacer dans la
proposition 19.2 les groupes de sections analytiques par les groupes de classe
d’homotopie analytique des sections analytiques.

Prorosition 21.2. — Soient L un sous-groupe fermé distingué du groupe
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de Lie M, et E' un espace fibré analytique principal de groupe M et de
base X. Supposons qu’il existe un espace fibré analytique principal E de
groupe L tel que M® soit analytiquement X-isomorphe da E' et que Uappli-
cation 0. H'(X, *9UF) > H' (X, “£'F) passe aux quotients. Alors les
classes d’espaces fibrés principaux analytiques analytiquement X-isomor-
phes de groupe L, qui par accroissement du groupe structural deviennent
analytiquement X-isomorphes « E', correspondent biunivoquement aux
classes d’intransitivité du groupe des classes de sections analytiques analy-
tiguement homotopes de M'E', ce groupe opérant dans le groupe des sections
analytiques analytiquement homotopes de E'|L.

ReMARQUE. — Nous verrons au paragraphe B des exemples de variétés ou
I'on sera assuré (grace a la proposition 21.1) que ?d passe aux quotients quel
que soit I'espace fibré principal de groupe L (L étant résoluble) : dans ce
cas, il suffira de savoir que E’/L a une section analytique pour étre assuré
que les hypothéses de la proposition 21.2 sont remplies.

Dans les deux numéros suivants, nous allons donner des applications aux
problémes de la restriction du groupe structural.

22. Restriction du groupe structural au groupe unimodulaire. —
Soient G= GL(n, C) le groupe linéaire complexe géuéral 4 n variables,
8§ =SL (n, C) le sous-groupe des matrices complexes de déterminant —+ 1.
L’application z — det(z) de G dans C* est un homomorphisme { de noyau S.
D’autre part, le centre de G s’identifie & C* (multiples scalaires de la matrice-
unité) et celui de S & Z, (multiples de la matrice-unité par une racine n'éme
de l'unité). On a donc le diagramme commutatif de suites exactes de groupes

0 o o
¥ v oe ¥
o~>Z, —>C —>C—=>o
¥ oy v 4
(22.1) 0o>S —->G —>C—>o
¥ } \
o—>S8/Z,~ G/C*—>o
¥ \
o o

ou ¢ est I'endomorphisme 5 — z" de C* et ou I'on vérifie que 7 est 'identité

Faisons opérer S sur G par les automorphismes intérieurs, ce qui induit
des opérations de S dans tous les groupes du diagramme (22.1), d’ailleurs
triviales sur Z, et les différents exemplaires de C*. 1" étant un espace topolo-
gique (resp. une variété analytique), soit s un 1-cocycle d’'un recouvrement
ouvert de 1" a valeurs dans 8, faisceau des germes d’applications continues
(resp. analytiques) de X" dans S; g, ..., etc., désignant les faisceaux ana-
logues, on déduit de (22.1) un diagramme commutatif de suites exactes de
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faisceaux d’ou le diagramme commutatif

0 o o
v ¥ s ¥
o—>H'(X, Z,) —>H(X,c) ->IP.Y,c,
¥ V v oV w)
o>H'(X,s) —H'(X,g) —>H(X,¢)
\Z F \
(22.2) o> H(X,8%Z,) > H'(X,g%/C") —> o
@ € ~L A u 4’
HWX,ey—»H (1,¢e~>~H\(X,Z,) —>H @A, ¢)
‘1‘ Y oG A ¢

H(X,g5—>1II'(X,¢) —>H'(1I’, $) —>H (11’, G*)
H'\(X,s) —>H(@UX,8)

11 en résulte que les éléments de 7' (I, S) ayant méme image dans H' (X, g )
que la classe de s s’identifient aux éléments de I'image de ko9;, c’est-a-dire a
I'image par kA du noyau Keru de «. Soit H, 'image de A.

ProrosiTioN 22.1. — Les espaces fibrés principaux de groiupe SL(n, C)
qui sont GL (n, C)-équivalents a celui que définit le cocycle s sont en corres-
pondance biunivoque avec les éléments de Keru/(Kerun H.,).

COROLLAIRE. — Supposons que I’homomorphisme vw: H' (X, Z,) - H'(.Y', ¢*)
induit par Uinjection Z,— C* soit injectif; alors si deux espaces [ibrés
sur X de groupe SL(n, C) sont GL (n, C)-équivalents, ils sont isomorphes.

RemarQues. — 1° L'hypothése du corollaire est en particulier remplie
si /' (.Y, Z,) = o, dans le cas topologique comme dans le cas analytique;
elle est aussi remplie (et ¢ est méme surjectif) dans le cas analytique complexe
si .1 est une variété compacte : en effet toute application analytique de .I°
dans C* étant constante, elle posséde une racine n'éme,

2° Lorsque Keru = o, KerunH, dépend effectivement de la classe de
cohomologie de s. Le diagramme (22.2) permet d’en donner diverses inter-

prétations : considéré comme image de Ap' @, il est isomorphe A
HO(X, g5/ H (X, $)H (X, ¢),

donc i (Image ¢)/(lmage ¢). En particulier, il est isomorphe a Ker« lorsque s
est un cobord : G¢ est alors isomorphe a g, donc au produit direct
croisé (8, "), car la fibration de G sur C* posséde un sous-groupe section,
savoir le sous-groupe des matrices diagonales inversibles dont tous les
éléments non nuls sont égaux 2 1, sauf celui de la premiére ligne qui reste
arbitraire; il en résulte que { est surjective, ce qui entraine notre assertion.
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23. Restriction du groupe structural au groupe orthogonal. — Soient
0,= O(n. C) le groupe orthogonal complexe & n variables, ¥ I'espace des
matrices inversibles d’ordre n, complexes, symétriques. Si g’ désigne la trans-
posée d’une matrice g€ G, G opére sur ¥ par p(g)y =gyg’. Le groupe
d’isotropie de la matrice-unité est O,. Pour montrer que G opére transiti-
vement sur ¥, nous utiliserons le lemme suivant, dd & WEITZENBROECK (A kad.
Wetensch. Amsterdum, Proc., vol. 33, 1932, p. 328-330) :

LemMe. — Le polynome caractéristique f(1) d’une matrice complexe non
dégénérée g permet le calcul d’une racine carrée de g.

En effet, il suffit de déterminer un polynome 4 (2) tel que A% — . soit divi-
sible par f:y=~h(g) vérifiera bien y*—=g. Or, cette détermination est

+ .. . .
possible : 7% étant holomorphe au voisinage de chacune des racines de f (qui
sont toutes différentes de zéro par hypothése), il suffit de déterminer % par
la condition qu'il ait en chacune de ces racines méme développement de

1
Taylor que I'une des déterminations de A* en ce point, du moins jusqu’a un
ordre au moins égal 4 la multiplicité de cette racine : les racines de f seront
alors racines de 42— 2 avec un ordre de multiplicité au plus égal.

On notera que si g est symétrique, il en est de méme de £(g). 1l en résulte
que, quel que soit & symétrique, p[ /h(2)]e =4, ce qui montre que ¥ s'iden-
tifie (comme variété analytique) a G/O,.

Cela étant, nous nous proposons d’établir la :

ProrosimioN 23.1. — Si .1 est une variété analytique complexe compaucte,
deux espaces fibrés analytiques principaux sur X de groupe O(n, C) qui
sont GL (n, C)-équivalents analytiquement,sont analytiquement isornorphes.

Nous devons donc montrer, vu la proposition 19.2, que toute section
analytique = de U'espace fibré ¥” est image d'une section analytique de GZ: E
est fibré analytique principal sur 1" de groupe O,, et O, opére sur lui-méme
par les automorphismes intérieurs, d’ou les opérations de O, sur G et G/O,;
I'identification de G/O, a ¥ définit alors des opérations de O, sur ¥, et I'on
vérifie immédiatement que ce sont aussi les automorphismes intérieurs
induits par les éléments de O, (de méme que la stabilité de ¥ par ces auto-
morphismes, cela résulte de ce que g—'=g’ pour g€ O,). Il en résulte
que ¥* s'identifie 4 un sous-espace de G%; a tout point de G¥, donc de ¥%,
est associé canoniquement un « polynome caractéristique » (puisque deux
matrices congrues modulo un automorphisme intérieur ont méme polynome
caractéristique); tout polvnome & une variable /() associe & un point y
de I'%un point 2(y) de ¥F situé sur la méme fibre.

Cela étant, a une section 5 de F” est associé un polynome caractéris-
tique f(2), dont les coefficients sont des fonctions holomorphes sur .Y, donc
constantes sur chaque composante connexe de .. On peut se borner, pour
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faire la démonstration, a supposer 1" connexe. Soit 2(2) le polynome que le
lemme associe a f. L’application x> (3(z))(x€X") définit une section
analytique de ¥, donc de G¥; comme p(4(s)) e =13, on a bien relevé = en
une section analytique de GE, ce qui achéve la démonstration.

ReMARQUE. — On démontrerait de fagon analogue la

ProrosiTioN 23.2. — Si X est une variété analytique complexe compacte,
deux espaces fibrés analytiques principaux sur X dont le groupe est le
groupe symplectique complexe, qui sont équivalents dans le groupe linéaire
complexe général, sont analytiquement isomorphes.

B. — Les espaces fibrés dont la fibre est un groupe résoluble.

‘2%, Trois lemmes. — Soient L un groupe de Lie abélien, L, sa compo-
sante connexe. de I'élément neutre, L le revétement universel de L.,
N=L|L., K le groupe de Poincaré de L.. Si un groupe de Lie G opére
analytiquement sur le groupe L, il respecte L. et opére donc sur V. D’autre
part L est le groupe additif d’un espace vectoriel, et les opérations de G
sur L proviennent, par passage aux quotients, d’automorphismes de I'espace
vectoriel L respectant KC L. Soit £ un espace fibré analytique principal
sur X" de groupe G. Dans ce numéro (et dans la suite, dans la mesure o

aucun risque de confusion ne sera A craindre), nous désignerons souvent,
" pour simplifier les notations, par L (resp. M, etc.) I’espace fibré de fibre L
(resp. M, etc.) que définissent E et les opérations de G sur le groupe L
(resp. M, etc.) : 28, °£, etc., désigneront donc des faisceaux de germes de
sections d’un espace fibré non nécessairement trivial. Le faisceau 2X (resp. “9t)
est localement constant et isomorphe & <X (resp. “9L) puisque K (resp. /V)
est discret : nous le noterons simplement JC (resp: It).

. Leume 2.1, — L’homomorphisme canonique Bo(X, ey Ho(X, <)
‘est injectif.

Si une section analytique de L” est continiment homotope a la section
neutre, elle est & valeurs dans LZ, de sorte qu’il suffit de démontrer le lemme

pour LE. Cette section est 'image d’une section s de L?, a priori seulement
continue (relévement des homotopies), mais en fait analytique (puisque L est
un revétement). Or les opérations de G sur L, automorphismes du groupe
additif, sont linéaires, donc commutent avec les homothéties : ces homo-
théties rétractent donc analytiquement s sur la section neutre LF; il existe

donc a fortiori une homotopie de la section donnée sur la section neutre
de LE,
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Lemue 26.2. — Pour chaque i> 2 (resp. i=1) les conditions suivantes
sont équivalentes :
(a) Hi<./1’, a2)=o;
(b) HU(JX, L.)—> H! (X, <L) est injectif et H-1 (X, 22,) — H—' (X, °£,)
[resp. (X, eg,)— Ho (X, °£2,)] est surjectif;
(¢) HY{(JX,e£)—Hi(X, <£) est injectif et H—1 (X, 2£) > H—1 (X, °r)
[resp. (X, 22y~ B (X, cﬁ)] est surjectif.

DEMONSTRATION. — 1° (@) <> (b). A la suite exacte de faisceaux 0-> K—>L£>L.>0
est associé, pour i 2, le diagramme commutatif de suites exactes :

H=(X,98) > H(X,58,) > H(X, K) > H(X 22) > H! (X ,2£,) > H+ (X, X)
v ¥ ¥ v ¥ ¥
H(X, B> H (X, L) > H(X, K)-> H(X < 2) > H (X, ) H+ (X, X)

Pour =1, on remplacera les groupes H° par les groupes A : les suites
restent encore définies et exactes en vertu des propositions 21.1 et 17.1.

D’autre part, pour k> 1, H¥( X, &) [resp. A°(¥, <£)] est nul car le fais-
ceau £ est fin (resp. la fibre L est homotopiquement rétractile). HY X, <2,)
[ resp. x, "f’e)] est donc isomorphe a4 H*' (X, K) [resp. H' (X, K)].

11 est donc clair que (@) entraine (b). Réciproquement si (b) est vérifié, le

lemme des 5 montre que Hi(/I’, “E) —>H’(/I’, CE‘) est injective, donc que (a)
est vérifié.

2° (b) < (c). La démonstration est analogue pour {>x 2 : & la suite exacte
de faisceaux o — £,—> £ — IL—> o on associe les diagrammes

HA (X, 52,) — H-1 (X, a2) — H—1(X, 9U) — HI(X, °£,)
¥ ¥ ¥ ¥

(0
H= (X, ) > H-(X, L) -~ H(X, ) - H (X, L)
H-(X, a) —H(X,*2,) —>H(X, ) —>H(X, )
(IT) + ¥
H=(X, o) - H(X,£,) —>H (X, <L) —>H(X,9N)
H=(X, ) - H (X, N) -H(X, £,) —>H (X, 28)
(1I) ¥ ¥ ¥
H- (X, <2) -»H~ (X, 9) - H (X, £,) >HX,R)
H=>(X, o) — H— (X, a8,) - H— (X, oe) — I~ (X, L)
(IV) ¥ ¥ ¥ oy

H2 (X, 9) > H= (X, 28)  H (X, 28) - H1 (X, 9v)

Le lemme des 5 appliqué & (I) et (II) montre que (&) entraine (c); appliqué
a (1II) et (IV), il montre que (c) entraine ().
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Pour i =1, le fait que H° (¥, 91) = H°(X, ) et qu'une section continue
.de LE homotope a la section nulle est a valeurs dans L¥, I'homotopie ne
faisant du reste pas sortir d’'une composante connexe, montre que le dia-
gramme commutatif

HO (X, a) > Ho (X, a2) > HO (X, ) > H' (X, 282,)
. ¥
o> H (X, @)~ Ho (X, c2)y > HV (X, M) > H' (X, °£,)

(dont la définition est claire) est constitué de suites exactes. On peut alors
former, 4 partir de ce diagramme, des diagrammes analogues aux dia-
grammes (I) & (IV), auxquels on applique le lemme des 5 pour achever la
démonstration lorsque i =1.

Dans la suite nous désignerons par ¥V, un espace fibré analytique complexe
de fibre vectorielle de dimension (complexe) » : la fibre type F est donc
I'espace numérique complexe Cj, et les opérations du groupe structural sont
compalibles avec la structure d’espace vectoriel complexe de C,.

Lenne 26.3. — Soit i 1; supposons que H'(X, *V,)=o0 pour tout
espace fibré analytique V, de base X et de fibre vectorielle de dimension 1;
alors H'( X, *V,) = o pour tout espace fibré analytique V, de base X, de
Sibres vectorielles de dimension finie, et dont le groupe structural est réso-
luble connezxe.

En effet, le groupe structural opérant sur la fibre type C, de ¥V, laisse
invariant d’aprés le théoréme de Lie un espace vectoriel C; de dimension 1,
et opére donc sur C,/C,; V, définit donc deux espaces fibrés Vet V,_, a
fibres vectorielles de dimension 1 et n — 1 respectivement, et I’on a une suite
exacte de faisceaux

0 —> 4V — V= 2V —> 0,

d’oui une suite exacte de cohomologie
Hi((l’, u.vl) — Hi(,fl’, u.p") _>Hi(/l” nn\,n_‘).

On obtient donc le résultat en faisant une récurrence sur n.
Dans la suite, l'utilisation du lemme 2%.3 impliquera qu’il s’agit d’analy-
tique-complexe.

25. Classes d’homotopie continue et classes d’homotopie analytique
des sections. — Le but de ce numéro et des suivants est d’établir les résul-
tats principaux de ce chapitre. Ils seront valables pour des'variétés X" véri-
fiant les conditions du lemme 2%.2 pour i=1 ou 2. Nous donnerons au
paragraphe C des exemples de telles variétés. Quitte cependant a introduire
des restrictions de connexion accessoires, nous croyons préférable d’énoncer
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ici les résultats dans le cadre des hypothéses du lemme 24.3 plutét que dans
celles du lemme 24.2.

Comme au n° 2k, nous désignerons simplement par 2 (resp. <ON) les
faisceaux de germes de sections analytiques (resp. continues) d'un espace
fibré analytique de fibre M [au lieu de “ONF, <ONF] lorsque aucune confusion
ne sera a craindre; G désignera toujours un groupe de Lie opérant (au sens
du n° 1) sur le groupe de Lie M, E un espace fibré analytique principal de
groupe G.

Tntoreme I11.1. — Supposons que H' (X, *V,) = o pour tout espace fibré
analytique V, a fibres vectorielles de dimension 1. Alors si G est connexe
résoluble et M résoluble, U application canonique H (X, 20 E)— [0 (X, <ONF)
est surjective.

La démonstration procéde par récurrence sur la longueur de M. Le
lemme 24.3 entraine que les conditions du lemme 24.2 sont remplies
pour i =1 chaque fois que M est abélien, ce qui montre en particulier que le
théoréme est vrai si M est de longueur o.

Soit alors L I'adhérence d’un groupe dérivé de M d’ordre assez grand
pour étre abélien; la longueur de V= M/L est inférieure & celle de M, et L
étant caractéristique, est stable pour les opérations de G qui opére donc
dans /V. En vertu de la condition (c) du lemme 24.2 et de la proposition 21.1
on a le diagramme commutatif

Ho( X, ) > HO (X, «on) — Ho (X, 29L)—> H' (X, of)
\ R ¥ ¥
(o (X, )= Ho (X, on)— Ho (K, o) > H' (X, <)

Utilisant encore la double condition (¢), on déduit alors le résultat de
I'hypothése de récurrence grice au raisonnement du lemme des 5 [raison-
nement applicable bien que les opérateurs cobords ne soient pas des homo-
morphismes &t que la suite supérieure ne soit que partiellement exacte

(cf- n° 21)].

ReMARQUE. — On notera que les restrictions « connexe et résoluble » faites
sur G ne sont intervenues que pour déduire de I'hypothése du théoréme que
la condition (c) du lemme 24 .2 était vérifiée.

Dans le théoréme suivant, I désigne un voisinage ouvert dans C, arbitrai-
rement petit, du segment [0, 1] (cf. n° 21).

TaroreMe I11.2. — Supposons que H' (X < I, *V,) = o pour tout espace
Jibré analytique V, (i fibres vectorielles de dimension 1) de base X x /.
Alors si G est connexe résoluble et M résoluble, !’application cano-

nique H° (X, «ONE) > [0 (X, <ONE) est injective.
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La démonstration procéde encore par récurrence sur la longueur de M.
Avec les notations ci-dessus, le lemme des 5 montre qu’elle sera achevée, vu
le lemme 2.1, si I'on établit qu'on a le diagramme commutatif de suites
exactes, du moins lorsque M est connexe :

o> B0 (X, o) Ho (X, som) — o (X, aaL)
s e \
o> H (X, <) > B (X, con) > [ (X, <o)

Or d’aprés le n° 17 et la proposition 21.1 (applicable dans sa seconde
partie en vertu de 'hypothése et des lemmes 24.3 et 24.2), il ne reste a
justifier que la présence du o & gauche de chacune de ces suites, et, vu le
lemme 2%.1, il suffit méme d’établir que (X, ce)—> A0 (X, €M) est un
monomorphisme pour justifier la présence du o & gauche de la premiére
suite. Cela va résulter du :

LemME 25.1. — Soit I un espace fibré (topologique) principal de base X
dont le groupe G opére (continiment) comme groupes d’automorphismes
d’un groupe de Lie M. Supposons que G soit connexe et laisse stable un
. sous-groupe fermé résoluble connexe distingué L de M. Alors U'application

canonique H° (X, <£F) — Ho (X, <NE) est un monomorphisme.

Montrons d’abord comment ce lemme entraine le théoréme II1.2 : il I'en-
traine évidemment si M est connexe, car alors L est aussi connexe, ainsi
que /V; on peut donc faire la récurrence. Mais si le théoréme est vrai pour la-
composante connexe M, de M, il est vrai pour M, puisque une section analy-
tique de MF contindiment homotope i la section nulle est & valeurs dans M%,
et est homotope contintiment a la section nulle dans M¥; donc elle est analy-
tiquement homotope & o non seulement dans M¥, mais méme dans M¥ d’aprés
ce qui vient d’étre démontré.

11 reste donc a établir le lemme. D’aprés la proposition 17.1, si M est
connexe, on a le diagramme commutatif de suites exactes, M étant le revé-
tement universel de M et L la composante connexe de l'image réciproque
de L dans 2 :

(X, <2B) - o(X, By —~ H'(X, (m:(L))F)
‘ ¥
Ho (X, <ONE) - Ho (X, ONE) — H' (X, (7, (M))E)

puisque, V=ML étant de Lie (donc ayant un second groupe d’homotopie
nul) L s’identifie au revétement universel de L et 7y (L) & un sous-groupe
de m,(M). Or L, revétement universel d’un groupe de Lie résoluble est
homéomorphe & R*, donc H*( X, <£E) =o et H°(X, <£F) - H' (X, 7 (L))
est injectif (c’est méme une bijection, vu la proposition 15.1). Il suffit donc
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de voir que le dernier homomorphisme vertical est un monomorphisme. Or,
G étant connexe, le systtme de coefficients locaux sur I intervenant en
coefficients des H' est simple sur I, et la suite exacte de cohomologie
associée A la suite exacte de coefficients

Ty (V) =0->m (L) > (M) > 7 (N)—>0=m,(L)

montre que le noyau de cet homomorphisme vertical s’identifie au quotient
de H°(X, m(/V)) par I'image de H°(X, 7, (M)) : le systéme de coefficients
étant simple, la nullité vient de ce que 7, (M) — m (V) est surjectif.

Enfin le cas M non connexe se raméne aisément comme on l'a déja vu an
cas M connexe.

Le théoréme III.2 est donc entiérement démontré ; combiné avec le lemme
25.1, il entraine la :

ProrosiTioN 25.1. — Supposons que X vérifie les hypothéses du théo-
réme I11.2. Alors si G est connexe résoluble de Lie et opére sur le groupe.
de Lie M en respectant un sous-groupe fermé résoluble connexe distingué L
de M, I'application canonique

Ho (X, 220y Ho (X, aome)
est un monomorphisme.

REMARQUE. — On notera que la restriction résoluble faite sur G n’est inter-
venue, commec dans le théoréme III.1 que pour pouvoir appliquer la condi-
tion (c) du lemme 24.2. Par contre la restriction connexe semble cette fois
liée a des difficultés se présentant déja au stade topologique.

26. La classification topologique et la classification analytique.

TutorkMe II1.3. — Supposons que H'(X, *V,)=o pour tout espace
fibré analytique V, (de base [X') a fibres vectorielles de dimensions 1.
Alors si G et M sont résolubles connexes, I'application canonique r :
H (X, 2ONE) > H' (X, <ONE) est injective.

Nous énoncerons d’abord un lemme :

Lemme. — Supposons que les faisceaux de groupes G et IN opérent sur
le faisceau d’ensembles 2, et que G opére sur le faisceau de groupes M de
maniére a satisfaire a la relation de compatibilité

g.(m.l)y=g(m).g(l) (leL,med, g€g).

Soit g un 1-cocycle de recouvrement de X, a valeurs dans G. Avec les
notations du n° b, le faisceau de groupes ME opére sur le faisceau
d'ensembles £8; soit alors m un 1-cocycle du méme recouvrement a
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valeurs dans 8. Alors le faisceau (£8)® s'identifie canoniquement o

un faisceau £P ou p est un 1-cocycle du méme recouvrement, a valeurs
dans le faisceau 2 (O, G) produit direct croisé de O par G.

La démonstration du lemme ne présente aucune difficulté et est calquée
sur le n° 15, 3° remarque : elle est laissée au lecteur.

Cela étant, montrons d’abord que le noyau de r est nul. La démonstration
proceéde par récurrence sur la longueur de M, et reste valable méme si M
n’est pas connexe. Les notations étant les mémes qu’au n° 25, on a le dia-
gramme commutatif

Ho(x, eot) > H' (X, 22) > H' (11’, a‘m)—>H1(,¢I’, agy)
N \
Ho (X, cot) > H (X, <) - H! (X, con) — H' (X, <9t)

En vertu des hypothéses, il résulte des lemmes 24.3 et 26.2 et du
théoréme III.1 que la premiére application verticale est surjective et la
seconde injective; la premiére suite est donc exacte; on peut supposer la
quatriéme application verticale de noyau nul par hypothése de récurrence.
Alors le classique raisonnement du lemme des 5 montre que r est de noyau
nul (le lemme des 5 lui-méme n’est pas applicable, en particulier parce que
le diagramme n’est pas constitué de suites exactes de groupes; aussi a-t-on
une conclusion moins forte que dans le lemme des 5 : on ne peut conclure
de la nullité du noyau de r & son caractére injectif).

Pour passer au cas général, faisons opérer M sur lui-méme par les auto-
morphismes intérieurs : ces opérations respectent L, et induisent sur /V les
automorphismes intérieurs de /¥; G et Ol opérent ainsi sur £, JN, JT en
satisfaisant a4 la condition de compatibilit¢é du lemme. Les faisceaux
£, 0/, 9 obtenus a partir de £F, INF, ILE par recollement défini par un
cocycle p a valeurs dans le faisceau d’opérateurs ON s’identifient donc a des
faisceaux de germes de sections d’espaces fibrés sur X de fibres respectives
L, M, N et de groupe structural P(M, G) : ce groupe est résoluble, et
connexe si M est connexe. Supposons que g soit un cocycle analytique : on
peut alors distinguer les faisceaux 2£’, etc., et les faisceaux °£', etc., qui
s'identifient respectivement  des faisceaux de germes de sections analytiques
ou continues d'un espace fibré analytique. Or on vient d’établir que
H' (X, *ON') — H' (X, €9 ) était a noyau nul : vu la proposition 4.2 cela
signifie précisément que si deux cocycles de 2J1F sont cohomologues
dans ‘ONME, ils le sont déja dans 2N, ce qui achéve la démonstration du
théoréme.

Tutoreme 11.4. — Supposons que H*(X, *V;) =o0 pour tout espace
Jibré analytique V,, de base X, et de fibres vectorielles dimension 1.
Alors si G et M sont résolubles connexes, Uapplication canonique r :
M (X, ONE) - Hi (X, <ONF) est surjective.
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L, N ayant toujours la méme signification, nous désignerons d’une
maniére générale par i (resp. p) les applications induites par l'injection
L — M (resp. la projection M — V). /V étant connexe, nous supposerons,
par récurrence sur la longueur de M, le théoréme vrai pour /V (il I'est si M
est de longueur o d’aprés les lemmes 24.3 et 24.2).

Soit m un élément de H! (X, ©ONF); par hypothése, p(m) = n est 'image
d’une classe analytique n. Soit v un cocycle de la classe n : /V opérant sur
lui-méme par les automorphismes intérieurs et sur L (qui est abélien) par
I'intermédiaire de ceux de M, on est dans la situation du lemme : le faisceau
ag'(resp. °£') localement isomorphe & 22 (resp. £F) que définit par recol-
lement le cocycle v est isomorphe au faisceau des germes de sections analy-
tiques (resp. continues) d’'un espace fibré analytique de fibre L et de groupe
résoluble connexe. D’apreés les lemmes 24.3 et 24.2, H* (X, 20"y > H* (X, <£")
est biunivoque et d’aprés la proposition 20.2 il existe un m e H! (X, 2on¥)
tel que n = p(m).

Faisons maintenant opérer M sur lui-méme (donc sur L et /V) par les
automorphismes intérieurs, et considérons les faisceaux £, v£', N, ..., <9
localement isomorphes a “£%, ..., 9F que définit par recollement un
cocycle p de la classe m (il n’y a pas de confusion de notation, 2£' et £’
étant isomorphes & ceux que nous avions ainsi désignés il y a un instant), et
considérons le diagramme ‘

Hi (X, 28"y > H' (X, 2O0') — H' (X, 29U')
¥ v ¥
HU(X, £y > H' (X, ON') > H (X, <a')

D’aprés la propositior 4.2 les ensembles de cohomologie de dimension un
a valeurs dans les faisceaux O et JU' sont respectivement isomorphes a
ceux & valeurs dans les faisceaux JNF et ILE; nous désignerons par la méme
lettre k tous ces isomorphismes. Enfin, en vertu du n° 24, la premiére appli-
cation verticale est surjective.

Soit m'=k(m); puisque p(m') = kp(m) =, il existe / dans H' (X, °£')
[resp. le H' (X, «£')], tels que

m' =1i(l), I=r(l),
Alors
ir(l)y =m'=ri(1).

Donc k-1 (i(l))e H' (X, ®Of) a m pour image par r, ce qui achéve la
démonstration.

REMARQUE. — Dans les deux théorémes ci-dessus la restriction connexe
imposée & M, les restrictions connexe et résoluble imposées a G ne sont
intervenues que pour appliquer le théoréme de Lie & P(M, () opérant sur
un revétement de L (lemme 2%.3). Or il peut arriver que le quotient de
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P (M, G) opérant effectivement sur L soit connexe résoluble sans que 2 (M, G)
lui-méme le soit. C’est en particulier le cas si M est nilpotent, car on peut
dans la récurrence des théorémes III.1, II1.3 et III.4 supposer que L est
central, de sorte que le quotient de P (M, G) opérant effectivement sur L
s’'identifie & un quotient de G et est résoluble connexe. Il en résulte d’abord
que. H° (X, 9y > B (X, cI') (démonstration du théoréme III.3) est
surjective (quoique le groupe structural ne soit pas connexe); le reste de la
démonstration est alors sans changement.

TutoreME II1.5. — Les théorémes 111.3 et 111.4 restent valables si I'on
remplace U'hypothése « M résoluble connexe » par I'hypothése « M nilpo-
tent » les autres conditions restant inchangées. '

27. La classification des espaces fibrés (suite). — D’aprés les proposi-
tions 11.1 et 19.1, les théorémes du n° 26 prennent une signification géomé-
trique particuliére lorsqu’on les interpréte avec le langage des classes d’espaces
fibrés analytiques MF-principaux.

A cause de leur importance, nous allons les transcrire lorsque E est trivial
daus le langage des espaces fibrés. Remarquons alors que dans le cas parti-
culier ou M est nilpotent, les faisceaux £’ intervenant dans les démonstrations
sont des faisceaux de sections d’un espace ¢rivial; il en est donc de méme du
faisceau 2L (lemme 24.2), et des faisceaux 2%, (lemme 24.3). On obtient
en définitive :

Turorewe I11.3'. — Supposons que H' (X, 2¥;) = o pour tout espace
JSibré analytique V,, de base X et de fibres vectorielles de dimension 1.
Alors si deux espaces fibrés analytiques sur X, de groupe structural réso-
luble connexe, sont topologiquement X-isomorphes ils le sont analytique-
ment.

TuroreMe 1.4, — Supposons que H? (X, *V,) = o pour tout espace fibré
analytique V, de base X et de fibres vectorielles de dimension 1. Alors tout
espace fibré principal sur X, de groupe structural résoluble connexe, peut
étre muni d’une structure analytique compatible avec sa structure fibrée.

TueoriMe III.5'. — Supposons que H!' (X, °€)=o0. Alors tout espace
Sibré analytique sur X, de groupe structural résoluble, topologiquement
trivial, Uest analytiquement; si deux espaces fibrés analytiques sur X de
groupe structural nilpotent, sont topologiquement X-isomorphes, ils le sont
analytiquement.

TutoreMe III.5". — Supposons que H*( X, °C) =o. Alors tout espace
Jibré principal sur X, de groupe structural nilpotent, peut étre muni d’une
structure analytique compatible avec sa structure fibrée.
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CompLEMENT AUX THEOREMES II1.3" Er III.4. — Soit X une variété analy- |
tique connexe et simplement connexe. Supposons que H' (X, *¥,)=o
[resp. H* (X, 2V,) = o] pour tout espace fibré analytique V, de base X et
de fibres vectorielles de dimension 1. Alors la conclusion du théoréme 111.3’
(resp. IIL.4') reste valable méme si le groupe structural r’est pas connexe.

En effet, soit M, la composante connexe du groupe structural M, et soit
N = M|M.. Comme NV est discret, H' (X, ?91) et H' (X, <9T) sont isomorphes,
et du reste nuls puisque tout espace fibré de groupe structural discret sur un
espace connexe et simplement connexe est trivial. De 1 suit que les applica-
tions H' (X, a0.) — H' (X, 20n) et H' (X, ©ON,) — H' (X, cOn) sont surjec-
tives. On en déduit immédiatement que si H' (X, 2on,) — H' (X, <In.) est
surjectif, il en est de méme de H' (X, 2ON) — H' (X, <On).

Supposons que H'(X, On,) - H! (X, <O1,) soit injectif. Soient E et E’
deux espaces fibrés analytiques principaux de groupe M topologiquement
A-isomorphes & un espace fibré topologique F. Faisons opérer M, sur lui-
méme par les automorphismes intérieurs : on en déduit des opérations de M,
dans M et dans /V. La restriction a M, du groupe structural de £ (resp. de E')
définit un espace fibré analytique F,(resp. E,). Soit = I'image par i de la
classe £, . Vu (1%4.1), I'image de « dans H'(.I, <O%.Fe) a une image nulle
dans H! (X, ©On'F), donc est de la forme <3 (s), ou s est une section de I"Fe.
D’aprés (14.1) et Phypothése, 'application H' (X, 20N, Ee) —~ H' (X, <L Fe)
est injective; par suite %0(s) =z, ce qui entraine que E, et E,, donc
a fortiori E et E' sont analytiquement X-isomorphes.

ReMARQUE 27.1. — Dans le cas analytique réel, il n’y a pas d’analogue au
lemme 24.3. Les conclusions du théoréme IIT.1 & III.% subsistent si I'on
convient de désigner par ¥V, un espace fibré analytique réel a fibres vecto-
rielles de dimension finie quelconque. On pourra alors prendre pour £ un
espace fibré de groupe structural G quelconque, sauf dans le théoréme III.2
ou G doit étre supposé connexe; il ne sera plus nécessaire de supposer M
connexe dans les théorémes III.3 et III.%. Toutefois, si G est supposé
résoluble, on pourra se borner a vérifier 'hypothése pour la classe.des espaces
fibrés vectoriels de groupe structural résoluble.

Enfin les théorémes III.5 et II1.5” restent valables en désignant par € le
faisceau des germes de fonctions analytiques réelles sur X"

C. — Une classe de variétés satisfaisant a la condition du lemme 24.3.

28. Les variétés de Stein. — Soit X" une variété de Stein (23). On sait (2*)
que pour tout faisceau F analytique cohérent sur X', (X, #) — o pour i > o,

(?*) Voir une définition des variétés de Stein dans [4] (§ 6, p. 49) ou dans [3],
exposé 9.
(%) Voir [3], exposé 19.
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Orsi V est un espace fibré analytique a fibre vectorielle sur ¥, le faisceau 23
des germes de sections analytiques de ¥ est analytique cohérent. Il en résulte
que non seulement I satisfait pour tout i aux conditions du lemme 2.3,
mais que la condition (@) du lemme 24.2 est remplie, que le groupe struc-
tural soit connexe ou non. Par suite :

~ Prorosition 28.1. — Soient X une variété de Stein, G un groupe de Lie
complexe, M un espace fibré analytique de groupe structural G, de base X
et dont les fibres sont des groupes résolubles. L’application cano-
nique He(.X, ) — Ho (X, o) est surjective, et Uapplication cano-
nique H' (X *oN) — H' (X, ON) est bijective; de plus si G est connexe,
Papplication Ho (X, son) - B (X, M) est en outre injective (*%).

En effet, tout domaine du plan complexe étant une variété de Stein, X" x
est aussi une variété de Stein.

D’autre part on sait (2*) que si ¥ est un sous-ensemble fermé d’une variété
analytique complexe Z et posséde un, systtme fondamental de voisinages
ouverts dont chacun est une variété de Stein, alors pour tout faisceau # (sur ¥)
analytique cohérent on a H!(¥Y, ) —o si {> o. D’aprés une remarque de
H. Camtan (%%), on peut prendre pour ¥ toute variété analytique réelle
plongée sans singularité dans R (considérer cet R* comme plongé dans
P’espace numérique complexe).

On en déduit donc :

ProrosiTioN 28.2. — 8¢ X est une variété analytique réelle plongée sans
singularité dans un R*, la proposition 28.1 reste valable, en entendant
« analytique réel » partout ou il était question d’ « analytique complexe (*").

Nous laissons au lecteur dans ces deux cas le soin d’étendre les
théorémes II1.3' et III.4' (les théorémes III.5' et III.5" devenant sans
objet).

29. Les faisceaux de. Fréchet. — Nous aurons besoin pour donner
d’autres exemples de variétés satisfaisant 4 la condition du lemme 24.3
(¢f- n°3k) d’'un résultat d’ailleurs pourvu par lui-méme d’intérét. II sera
commode-de donner d’abord quelques définitions (2*).

(?*) Voir FRENKEL [13]. Ce résultat a été considérablement généralisé par H. GRAUERT
(cf. [16]; voir aussi [5]) qui a montré qu’il était valable sans aucune restriction sur les
fibres et sur le groupe structural. Nous laissons au lecteur le soin de traduire ce résultat
en termes de classes d’espaces fibrés.

(%) Voir{4], § 9, p. 54.

(?7) Ce résultat n’est pas, a ’heure actuelle, contenu dans ceux de H. GRAUERT.

(%) Voir FRENKEL [15].
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DerinitioN 29.1. — Soit X un espace topologique localement compact et
paracompact. Nous conviendrons d’appeler faisceau de Fréchet sur X la
donnée d’un faisceau CU d’espaces vectoriels réels, et, pour tout ouvert U
de X, d’une topologie d’espace de Fréchet sur 'espace vectoriel H*(U, Q)
des sections de A au-dessus de U, de telle sorte que st U c U I'application
canonique H' (U, &) - H°(U', Q) soit continue pour cette topologie.

Soit U = { U, };er un recouvrement ouvert de X, Cv(U, @) I'espace des
g-cochaines de U a valeurs dans &, muni de son opérateur cobord ¢ habituel.
Soient V7 (U, &), B7(U, &), H1(U, @) =/N7/B7 les espaces vectoriels des
g-cocycles, des g-cobords, et de cohomologie de dimension ¢ du recouvre-
ment U & valeurs dans &, que définit I'opérateur é.

Q désignant une partie finie de ¢ + 1 éléments de 7, munissons C7 (U, @)
de la topologie-produit des H°( Uy, @) [on convient naturellement de poser
H(Uy, Q) =0 si Up=¢].

A étant paracompact, on peut supposer / dénombrable : Cv(U, A) est
donc un espace de Fréchet; ¢ étant visiblement continue, /V7 est fermé, donc,
muni de la topologie induite est aussi un espace de Fréchet. Nous muni-
rons B7 de la topologie induite, et H7 de la topologie-quotient : si HY est
séparé c’est donc un espace de Fréchet. A ce sujet on a le résultat suivant :

ProrosiTioN 29.1. — Soit A un faisceau de Fréchet sur l'espace X locale-
ment compact et paracompact. Soit W un recouvrement ouvert dénom-
brable de X tel que H7(U, A) soit de dimension finie. Alors H7 (U, A) est
séparé.

Cela résultera évidemment du lemme (cf. SErRre, Com. Math. Help., 1. 29,
1953, fasc. 1, p. 21, lemme 2) :

LemMe 29.1. — Soit u une application linéaire continue d’un espace de
Fréchet L dans un espace de Fréchet M. Si u(L) est un sous-espace de
codimension finie de M, u(L) est fermé dans M.

En effet, le lemme de Serre prouve que u est un homomorphisme : il

résulte alors du théoréme de Banach que u (L) est fermé.
‘ C. Q. F. D.

Rappelons pourquoi « est un homomorphisme : soit £ un supplémentaire
algébrique de « (L) dans M; muni de la topologie induite, P est séparé, et,
étant par hypothése de dimension finie, est un espace de Fréchet; I'applica-
tion linéaire continue (&, y) - u(«) + y del'espace de Fréchet L < P dans
I’espace de Fréchet M étant surjective est un homomorphisme; il en est donc
de méme de u.

DerNiTioN 29.2. — Nous dirons qu’une résolution

d d d
(D) 0>F >A>...>AP—. ..
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d’un faisceau F est une résolution de Fréchet (resp. une résolution fine de
Fréchet) si les faisceauz & (i o) sont des faisceaux (resp. des faisceaux
fins) de Fréchet, et les applications d : H* (U, @) — H° (U, Q*') continues.

On rappelle que le terme « résolution » signifie que la suite (I) est exacte.
Il en résulte que Pinclusion d:F — @° définit sur & une structure de
faisceau de Fréchet; plus généralement, soit 5’ le noyau de d: @i @i+t :
muni de’ la topologie induite, %' est aussi un faisceau de- Fréchet;
F=d (A1) (ix1) et 30=47.

Le théoréme suivant est étroitement lié au théoréme de de Rham et & un
théoréme de Leray [21] sur les recouvrements acycliques. Nous allons donc
donner un énoncé englobant ces résultats classiques. La partie classique
[conclusion (A) de I’énoncé ci-dessous] est purement algébrique, et reste
valable sans hypothése d’ordre topologique concernant les faisceaux envisagés.

Trtoremg II1.6. — Soit (1) une résolution fine de Fréchet d’un faisceau &.
Supposons qu’il existe un recouvrement ouvert localement fini U de X tel
que :

(1) Pour toute intersection V d’ensemblesde W, HI (V, F)=o0 si ¢ > o;

(i) H7(U, F) est séparé pour q = p.

Dans ces conditions,

(A) Il existe un diagramme commutatif ou toutes les applications sont
bijectives .
H (X, 3P)[d(H (X, ar—)) > HP (X, F)
) ?

Ho(, 39)/d (Ho (U, @) > HP (U, F)

(B) L’application linéaire continue d : H* (X, ar—1) — H° (X, A7) est un
homomorphisme. Il en résulte que la topologie-quotient munit HP (X, F)
d’une structure d’espace de Fréchet ~ HP (U ; 7).

DEMONSTRATION DE (A). — C’est la partie classique : nous n’utiliserons ni le
fait que (I) est une résolution de Fréchet, ni I'hypothése (ii); le résultat est
donc valable pour tout p.

Comme les @' sont fins, on a pour tout sous-espace |} de .1, pour tout
recouvrement ouvert localement fini 2 de ', et pour tout ¢ >o :

(29.1) Hi(Y, &) = H1(W, @)= o.
1l résulte alors des suites exactes de cohomologie associées aux suites
exactes de faisceaux
(29.2) 0—>5’—>aiif5i+’—>o (i>o0)
que I'on a les suites exactes

(29.3) H(V, @) > H'(V, 3+) > H (¥, %) >0  (i>o0),
(29.3") o—> Ht(Y, 3ty > H1 (Y, B) —o0 (i>o0, k)
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donc la suite exacte
d
(29.4) H(Y,ar')—>H'(Y,%")—>Hr(Y,F)—>o0 (p> o).

Prenant en particulier ¥'—=_, on voit que la premiére application
horizontale de (A) est bijective : c’est le théoréme de de Rham (démontré par
une méthode due & A. WEIL et J.-P.- SERRE) (2?).

Prenant ensuite ¥ — V et tenant compte de (i), on voit que

29.5) { L’application d : C7 (U, @P~1) — C7(U, %P) est surjective
. (>0, p>0)

On a donc la suite exacte de groupes

(29.2) { o—Ci(U, Fr—1) > C7(U, ('lp“)—f)Cq(‘lL. %P) —>o0
) (g>o0, p>o0)

d’out I'on déduit par passage a la cohomologie, de méme que (29.4) se déduit
de (29.2), en prenant dans (29.1), W = U, la suite exacte

(29.4) HO(U, @) 5 o (U, %P) > HP (U, F) >0

qui montre que la deuxiéme application horizontale de (A) est bijective. La
premiére application verticale étant une bijection [puisque pour tout
faisceau & sur X, H°(U, A) - H° (X, @) estbijectif], le diagramme définit
une bijection H?7 (U, F) -3 HP (X, F); on vérifie sans peine que cette appli-
cation n’est autre que l'application canonique H? (U, F) — Hr (X, F) définie
par passage a la limite inductive; cette derniére application est donc, dans
I'hypothése (i), bijective : c’est le théoréme de Leray.

DEMONSTRATION DE (B). — Enongons d’abord un lemme :

LemMe. — Soient M et P deux groupes topologiques abéliens munis d’un
opérateur de dérivation contine o, p une représentation continue de M
sur P, commutant avec 0, L le noyau, stable pour 9, de p. Munissons L et
les groupes de cycles N(P), N(L) des topologies induites, les groupes
d’homologie H(P) et H(L) des topologies quotient. Soit A l'application
linéaire classique H(P) - H(L). Alors, si p est un homomorphisme, A est
continue. :

La démonstration est triviale : I'image réciproque dans /V(P) d’un ouvert
de H(L) est la trace sur /V(P) d’un ouvert de P.

() Voir [26] et [22].
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Il reste & montrer comment ce lemme, vu les hypothéses « espaces de
Fréchet » et (ii), entraine (B) (3°).

Les Cv étant des espaces de Fréchet, et d continue, le théoréme de Banach
montre d’aprés (29.5) que d:C7(U, A»—1) — C7(U, %P) est un homomor-
phisme; on peut donc appliquer le lemme & (29.2') (g0, p>o0); il en
résulte que P'application composée

H (X, %) — H (U, 3P) > H' (U, 1) —>...—> H—1 (U, ') - HP (UL, F)

est continue, puisque H°(X, $?)—> H°(U,H») lest par définition de la
topologie-produit. C’est dire que I'application, biunivoque d’aprés (A),
He (X, 37)d(H (X, @r—1)) - HP(U, F) est continue : comme l'espace-
image est séparé [hypothése (ii)], elle est définie sur un espace séparé, de
sorte que d(H' (X, @P—1)) est fermé dans H°(.X, 3P), et donc aussi dans
Ho(X, @) : (B) résulte alors du théoréme de Banach.

ReMARQUE 29.1. — D’aprés la proposition 29.1, le théoréme III.6 (B),
s'applique en particulier 4 toute résolution fine de Fréchet d’un faisceau
analytique cohérent & sur une variété analytique complexe compacte X. En
effet, on sait (3!) que H7(X, ¥) est de dimension finie, et il suffit de prendre
pour ‘U un recouvrement par des ouverts de Stein.

30. Un lemme. — Nous allons maintenant établir un lemme de nature
purement combinatoire. Fixons d’abord quelques notations.

Soit 7 un complexe simplicial abstrait. Nous noterons |o | ’ensemble des
sommets du simplexe ordonné ¢ de 7 : c’est un simplexe de 7.

Soit F un préfaisceau abélien sur 7. Par définition, F consiste en la
donnée :

1° Pour tout simplexe s de 7, d’'un groupe abélien F'(s);

2¢ Pour tout couple (s, s’) de simplexes de I tel que sCs’, d’'un homo-
morphisme r(s', s): F(sy— F(s'), ces homomorphismes satisfaisant a la
condition de transitivité habituelle r(s", s) =r(s", s')or(s';s) lorsque
sCs' Cs"; on spécifie en outre que r (s, s) est 'identité de F(s).

Une cochaine est une application f qui a tout simplexe ordonné ¢ de 1/
associe un élément de F (| |). On définit & la maniére habituelle (3?) un

(3°) On'remarquera qu’en fait la locale-convexité est étrangére a la question : il suffit
de supposer les espaces métrisables et complets. Dans les applications, ce seront cepen-
dant des espaces de Fréchet.

(%) Voir [6]. On remarquera du reste que, dans leur démonstration, H. CARTAN et
J.-P. SERRE dotent précisément ¥ d’une topologie qui en fait un faisceau de Fréchet, et
choisissent un recouvrement U de X par des ouverts de Stein suffisamment fins; ils
s’appuient alors sur la constatation directe de la séparation des espaces H9(4, &) pour
en déduire que Hi(.X, 7) est de dimension finie.

(32) Voir par exemple [19], p. 28.
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opérateur cobord dans les groupes de cochaines, d’ou des groupes de cohomo-
logie Hr(I, F), qu'on peut du reste calculer avec les seules cochaines
alternées.

Lemme 30.1. — Soient I un complexe simplicial abstrait et F un
préfaisceau sur I. Supposons qu'il existe un p-simplexe t de I tel que, pour
tout g-simplexe s de I (avec q £ p) et pour tout sommet a de t, I’ensemble
{a}Us soit encore un simplexe de I; supposons en outre que d tout
couple (a, s) ou a est un sommet de t et s un q-simplexe de I ne contenant
pas a(qp) soit assocté un homomorphisme o(a,s): F(aus)—>F(s)
satisfaisant aux conditions :

(i) ¢(a, s)or(aus, s) = identité de F(s);
(ii) Sis'cs:r(s,s)oo(a,s)=¢(a,s)or(aus, aus’) (ads').

Désignons par G le sous-groupe de F(t) formé des éléments a. € F (t) tels
que pour tout sommet b&t:r(but, t)a =o (**). Dans ces conditions :

(1) Hi(I, Fy=o0 pour 1ZLqZLp—1;

(2) Hr(I, F) est isomorphe a un facteur direct du sous-groupe G; en
outre si les F(s) sont des groupes topologiques, les applications r et ¢ étant
continues, cet isomorphisme est topologique lorsqu’on munit Hr (I, F) de la
topologie-quotient; en particulier HP(I, F') est alolrs séparé.

CoOROLLAIRE 30.1. — Sl existe un sommet bet tel que r(but, t) soit un
monomorphisme, alors Hp (I, F)) = o.

DimonsTRATION. — Nous conviendrons d’écrire r(¢’, o) au lien de
r(]d'|,|e]); si o est un ¢-simplexe ordonné (¢ < p); nous noterons ag le
(q + 1)-simplexe ordonné dont le premier sommet est « et les suivants ceux
de ¢; si ¢ est un g-simplexe ordonné (gZp) et si a€¢, ag |o|, on écrira
9 (o, ag) pour désigner ¢ («, |c|), alorsquesiaetn|c|, ¢(o, ad) désignera
I'application identique de F(|o|). Nous noterons enfin o; le simplexe
ordonné déduit de ¢ en supprimant le sommet situé a la (j—+ 1)-¥me place
(J> o) (i. e., la j-'tme face de 7).

Choisissons un sommet a€t; a chaque g-cochaine f(1ZL¢gZp—+1),
associons la (¢ — 1)-cochaine &, f définie par

(30.1) kof(c) =09 (0, ao) f(aa).

Si f est alternée, A.f est alternée. Soit alors f une g-cochaine alternée,
avec 1 £ q < p; le cobord df est une (g + 1) cochaine alternée, de sorte que

(%) but est bien d’apres les hypothéses un (p + 1)-simplexe de I, quel que soitdel.
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les cochaines k,df et 0k, f sont définies et alternées. Si ag|o|, on a

(Bkaf) (@) =2Z(—1) 1 (o, 0)) (kof) (6)) = 2(— 1)1 (0, 0)) 9 (0}, as)) fla o)),
(kadf) (o) =9 (o, ac)[r(as, o) f(6) — Z(—1)/r(ao, ac;) f(as;)].

Si au contraire a€ |7 |, on peut supposer que le premier sommet de o est a
(ce qui ne restreint pas la généralité, puisque les cochaines sont alternées) et
poser 0 = ac’. Pour toute cochaine alternée g, k,g est nul sur les simplexes
ordonnés contenant a; par suite

(0kof) (ad’) =r(ad’, &) (kof) (¢') =r(ad’, &) 9(d, o) f(o),
(kadf) (ad') = o.

Par suite, d’aprés (i) et (ii),

30.2)  f(0) — (3kaf) (@) — kadf) (0) =0  si ad]|s],
(30.3) f(0)— (Okaf)(0) — (kadf) (@) =[1—r (5, 0) 9 (e, )] f(e) si o=ad.

Soit m, 'application qui & chaque g-cochaine alternée fassocie la g-cochaine
alternée f— 0k, f — k,0f : elle commute avec J, et vu (30.2) et (30.3) c’est
un projecteur [ car il résulte de (7) que r(e, ¢’) ¢ (¢', o) est idempotent]; si f
est un cocycle, m,f est un cocycle homologue; enfin m,f ne peut étre
différent de o que sur des simplexes ordonnés contenant a sur lesquels f ne
s'annule pas.

Soient alors ay, ..., @, les sommets (distincts) du simplexe ¢. Considérons
Papplication composée m—=m,,0...0om,,. Elle commute avec g, transforme
tout cocycle alterné en un cocycle alterné homologue; pour toute g-cochaine
alternée f(1 < q < p), 7 f est une cochaine alternée qui ne peut étre diffé-
rente de o que sur des simplexes ordonnés contenant tous les sommets de ¢,
et sur lesquels f ne s’annule pas.

En particulier, pour toute g-cochaine alternée f, avec ¢ <p, mf=o, ce
‘qui prouve l'assertion (1).

Considérons maintenant le cas ou ¢ = p. Choisissons désormais I'un des
p-simplexes ordonnés dont '’ensemble des sommets est ¢; soit o ce p-simplexe
ordonné. Une p-cochaine alternée f qui s’annule sur tout simplexe ordonné
qui ne contient pas tous les sommets de ¢ est déterminée par sa valeur f(o),
qui est un élément arbitraire du groupe F'(¢). Pour qu'une telle f soit un
cocycle, il faut et il suffit que f(o) appartienne 4 G. En effet, écrivons que
pour tout (p + 1)-simplexe ordonné 7 on a '

2(—1)r(r, ) f(r;) =o0;

comme f(7;) = o, sauf peut-étre si tous les sommets de 7 sont distincts et
égaux aux sommets de ¢ sauf le j'*m® (qui peut étre pris arbitrairement hors
de t), auquel cas f(7;) = == f(c), on a le résultat : il y a donc un isomor-
phisme u de G sur le groupe Z), des p-cocycles alternés nuls sur tout simplexe
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distinct de o (a 'ordre prés), et Z), (qui contient 'image de 7) contient des
cocycles de chaque classe de cohomologie.

Soit g ’homomorphisme : G — HP (I, F) qui fait correspondre & touta € G
la classe de u(a), et soit /V le noyau de . : on vient de démontrer qu'il y a
un isomorphisme canonique de G/N sur Hr (I, F).

Il reste & voir que /V est un facteur direct dans G. Or soit % I'’endomor-
phisme u—tnu de G : il est immédiat que p% — p., donc que I'image de G .
par 1 — % est contenue dans /V; la démonstration sera donc terminée si I’on
montre que % est un projecteur s’annulant sur /V : or ces deux propriétés
résultent, puisque mf— f[resp. u(a)] est un cobord pour tout p-cocycle
alterné f (resp. tout a € V), de ce que 7 s'annule sur tout p-cobord alterné
[en effet, T commute avec ¢ et s’annule sur toute (p —1)-cochaine alternée,
comme nous I’avons vu]. Ainsi la restriction de p & ®(G) est un isomor-
phisme.

Dans le cas topologique, cet isomorphisme est bicontinu parce que 7 est
continu.

31. Sur certains domaines de C*. — Nous allons appliquer le lemme 30.1
au calcul des groupes de cohomologie de certains domaines de 1'espace numé-
rique complexe, A coefficients dans le faisceau %C des germes de fonctions .
holomorphes. '

Nous désignerons par 5 =(3y,..., 3,) un point de I'espace Cr+ et nous
appellerons polycylindre compact le produit K d’ensembles compacts arbi-
traires K| situés dans les plans des variables complexes. '

ProposiTiON 31.1. — Soit D un domaine d’holomorphie de Cr+t contenant
un polycylindre compact K. Supposons que soit vérifiée la condition :.

(A) Pour tout i€[o, n] et pour tout (3, ..., 3iy ..., 3,) €D, on a
(Boy e cvy bty e ey z,.)fD qdel que soit t;€ K.

Alors Hr (D —K, *C)=0 pour p différent de o et de n, et H*(D—K, %C)
est canoniquement isomorphe d l'espace des fonctions holomorphes dans le
produit des C — K; et nulles a U'infini, muni de la topologie de la conver-
gence compacte.

DEMONSTRATION. — Soit U; le domaine D'n {24 K, }. Les U constituent un
recouvrement ouvert de X' = D — K, dont le nerf I est un n-simplexe, et
sont des variétés de Stein; d’aprés le théoréme III.6 (A), la cohomologie de
X & valeurs dans le faisceau °C s'identifie 2 la cohomologie du préfaisceau
que définissent les fonctions holomorphes dans les intersections des Up; la
proposition résultera donc du lemme 30.1 si pour tout j€[o, n] et tout
g-simplexe s ne contenant pas j on définit une application linéaire continue
¢¢ de l'espace F(jus) des fonctions holomorphes dans Uy, dans I'espace
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F (s) des fonctions holomorphes dans U, ces espaces étant munis de la topo-
logie de la convergence compacte, et ces applications satisfaisant aux condi-
tions (1), (ii) du lemme 30.1.

Soit donc f une fonction holomorphe dans Uy, : on veut lui faire
correspondre une fonction f; holomorphe « méme pour z;€K; ». Soit
2=(%0)..., 22)ED avec z:¢K; pour k€suj. Considérons I'ensemble
Dj(Boyerey Bjty Bjstyeery 3n) des £, € C tel que (zgye.y iy by Bjatyerey 20) €D
il est ouvert, et contient K; d’aprés (A). Soient Q; et R; deux ouverts relati-
vement compacts de C tels que leurs frontiéres Q} et R} se composent d’un
nombre fini d’arcs rectifiables, et que

KjCQI', al'th E/'CD/(ZO,...,Zj_“ z,-+1,...,z,,).

Laissant 2q, ..., 5j—1, %j41, . . ., %, fixes, définissons

_fj(z):(zni)—‘fn.f(zo,..., ey ) 2

si z;€R;,
ti—3; /€8
dt/
ti—3%;

+f(z) si z;€0Q;,

fj(z)::(mri)—‘ f(zo,...,t,«,...,z,,)
i

les frontiéres étant parcourues dans le sens tel qu'on ait R; (resp. Q;) « & sa
gauche ». Si z;€ R;— Q;, ces deux définitions de f;(z) coincident bien,
d’aprés le théoréme de Cauchy, parce que f est holomorphe en z; pour
z;€ K;; ceci montre en outre que f;(z) ne dépend pas du choix de R; et Q;
satisfaisant aux conditions ci-dessus. Alors il est clair que si z,,..., 3,4,
Zji1y - -+ B varient de facon que z = (3, ..., 3,) soit dans D, les z; restant
hors de K pour k€s, f;(z) est holomorphe, méme pour z; € K : f; est donc
holomorphe dans U.

On vérifie aussitdt que les ¢} vérifient les conditions du lemme 30.1 et
sont continues; il ne reste plus qu’a interpréter H*(.X, °C), et pour cela
qu’a expliciter le projecteur % défini sur G = F(¢) qui est ici l'espace des
fonctions holomorphes dans l'intersection de D et du produit des complémen-
taires des K. Ce projecteur associe a toute telle fonction f la fonction

(ﬁf)(zo,...,zn):(zni)—<n+a)f...f Lo os t) dbs. . . dtn
Yo Yn

(30— to). .. (3n—tp)

les contours d’intégration Y,,..., 7, étant choisis en fonction du point
(Boy + + +» 2n) (tel que, pour tout j, z;¢ K;) de la facon suivante : y; est la
frontiére d’un Q; choisi comme ci-dessus de maniére que z;¢ Q. Par suite,
H»(X, oC), isomorphe a I'image de G par ce projecteur, est isomorphe a
Pespace vectoriel des fonctions holomorphes dans U, .. , vérifiant en outre la
relation intégrale

31.1) f(Zo,...,Zn):2(1rt')—(n+1)f...ff(t"‘""t")dt°"'dl".
Yn

. (Bo—to). .. (2n— tn)

.0
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Or il est clair qu’une telle fonction se prolonge dans tout le produit des
complémentaires des K, et qu’elle est nulle 4 I'infini. Réciproquement, une

fonction holomorphe dans le produit des CK ; et nulle & Pinfini est holo-

morphe dans U, ., et satisfait & (31.1) : en faisant une récurrence sur le
nombre des variables, on voit en effet qu’il suffit de montrer que si la fonc-
tion d’une variable f(z) est holomorphe en dehors d’un compact X et nulle
a linfini, on a

(31.2) f(z):(z,ni)—‘ff(t)zcﬁt

(I'intégrale est prise dans le sens direct),

v étant une courbe fermée rectifiable telle que K soit contenu dans son
domaine intérieur, et z dans son domaine extérieur : or il suffit d’appliquer
Vintégrale de Cauchy 4 une couronne contenant z et ayant y pour frontiére
intérieure : la valeur de I'intégrale sur la frontiére extérieure de la couronne
ne dépend pas de cette frontiére, et tend vers zéro lorsque cette frontiére
s’éloigne indéfiniment, puisque f tend vers zéro & 'infini.

La proposition 31.1 est entiérement démontrée.

Cororrairg 31.1. — D — K vérifie le théoréme II1.5 si n Z1 et le
théoréme N1.5" si n= 2.

RemarQUE. — 1l résulte aussi de la proposition 31.1 que pour n =1 il existe
une infinité d’espaces fibrés analytiques sur ¥ de groupe structural C qui sont
analytiquement distincts, alors que topologiquement ils sont évidemment
tous triviaux.

32. Les complémentaires de polycylindres compacts de C*. — Nous
allons expliciter un corollaire de la proposition 31.1 :

ProrosiTioN 32.1.— Soit X le complémentaire d’un polycylindre compact
K de Uespace C™+'. Alors, tout espace fibré analytique sur X de groupe
structural résoluble est analytiquement trivial si n 3.

D’aprés le numéro précédent, il suffit de vérifier que pour n>. 3 tout espace
fibré topologique sur .¥" de groupe structural résoluble est trivial. Or le groupe
structural M étant résoluble, ses groupes d’homotopie sont nuls en dimensions
supérieures -1, et la théorie des espaces classifiants montre que les obstruc-
tions topologiques du probléme sont des éléments de H' (X, mo(M)) ou de
H> (X, n,(M)). La proposition 32.1 va donc résulter de la :

Proeosition 32.2. — Soit X le complémentaire d’un polycylindre compact
K de Uespace C+'- Alors pour tout faisceau simple (abélien) de coeffi-
cients G, on a H? (X, G) = o0 pour o < p<n.
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Cette derniére proposition va résulter du

Lemye 32.1. — Soit K un produit direct de n + 1 compacts plongés cha-
cuns dans un espace euclidien a deux dimensions réelles. Pour tout faisceau
simple de coefficients G, H?(K, G) = o pour p > n + 2.

Montrons d’abord comment la proposition se déduit du lemme. La coho-
mologie dont il est question estla cohomologie de Ciech, qui sur ¥ s'identifie
a la cohomologie singuliére puisque X est une variété paracompacte; nous
désignerons par H les groupes de cohomologie de dimension p a supports
compacts. Cela étant, la suite exacte

Hp (Crt, Z) > Himwior (K, Z) > HiMP (X, Z)  HE27r (O, Z)

jointe & la dualité de Poincaré, qui exprime que si V' est une variété orien-
table de dimension réelle 2n + 2, H****7(V, Z)=H,.(V, Z), montre que

Hy(X, Z)=H"+*7?P(X, Z)=H"+—? (K, Z) pour p>o
donc vu le lemme
H,(X,.Z)=o0 pour o< p<n.

Le théoréme des coefficients universels (applicable paisqu’on peut identifier

les cohomologie et homologie de Cech avec les cohomologie et homologie
singuliéres sur .X") donne

o —Ext(Hp—(X), G) > Hr (X, G) >Hom(H,(X), G)—>o,

ce qui montre, puisque H, () est libre, la validité de notre assertion.

Il reste & établir le lemme, ce que nous ferons par récurrence sur n. Pour
n =o, il suffit de montrer, la dimension K étant au plus 2, que H*(K, G)
est nul, ce qui résulte classiqueme‘nt de la dualité d’Alexander-Pontrjagin :
H*(K, G) = H,(Cmod X, G), qui est nul puisque tout point de C peut étre
joint par un arc A un point de X

Supposons donc le lemme établi pour un polycylindre compact de C*, et
soit K = K’ X k un polycylindre de C**! (K'c €, kc C). La suite spectrale
[21] attachée & la cohomologie de ce produit a pour terme E, :

EpT7=Hr(K', H1(k, G)).

Or K étant un produit direct, les faisceaux H9(k, G) sont des faisceaux
simples sur X', du reste nuls pour g 2 d’aprés ce qui vient d’étre dit.
D’aprés I’hypothése de récurrence, Ef°—=o0 pour p>n +1, et EZ~"'=o0
pour p n + 2, ce qui achéve la démonstration.

ReMARQUE. — La démonstration ci-dessus montre que si X a au moins une
composante plane £ telle que H, (K, Z) soit nul, on a aussi H*+(K, Z)=o,
et par suxte H»(X, Z)=o0. Donc :
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Prorosition 32.1'. — 87 le polycylindre compact K a au moins une com-
posante dont le premier groupe d’homologie est nul, la conclusion de la
proposition 32.1 subsiste méme pour n = 2.

33. Les espaces projectifs complexes. — Nous allons déduire des consi-
dérations précédentes le calcul de certains des groupes H!(P,(C), *V), ou
P, (C) est I'espace projectif complexe de dimension r, et 2% le faisceau des
germes de sections analytiques d'un espace fibré ¥ analytique de base P,(C),
de fibre vectorielle, et de groupe structural résoluble. Bien que ce calcul
puisse se ramener & des résultats maintenant classiques de SERRE [22] ou de
Kobaira [20], nous préférons donner ici une méthode directe, qui a I'avan-
tage d’étre plus élémentaire.

Nous considérerons P,(C) comme la base de l'espace fibré principal
Cr+t— {0} (de groupe structural C*), et désignerons par ¢ la projection de
Pespace sur sa base :

Appliquons & C"+'—{ o} les considérations des n° 31 et 32 : U; désignera
le domaine {z;2 0} de Cr*+1; H»(C"'—{o}, 2C) s'identifie & I'espace des
séries de Laurent & n —+ 1 variables & exposants tous strictement négatifs,
convergentes lorsque aucune des variables n’est nulle. U; = {/(U;) est heméo-
morphe & un C?, et les U] constituent un recouvrement ouvert U’ de P,(C).
D’aprés le n° 28, V, qui est topologiquement trivial au-dessus des U;, l'est
analytiquement. Si G est le groupe structural de V, ce recouvrement nous
met dans la situation du n° 10.1 dont nous adopterons les notations, toutes
les applications étant analytiques. Etant donnée une section de % au-dessus
de U, ...,i,, nous désignerons par f;, son image par @,; f;,...,;, est donc
une fonction holomorphe & valeurs vectorielles. Enfin, le faisceau 2% étant
analytique cohérent, notre recouvrement est adapté au calcul de la cohomo-
logie & coefficients dans ce faisceau (th. III.6).

vensdp

Prorosition 33.1. — HP(P,(C), V)= o0 pour p différent de o et n.

Le nerf du recouvrement U’ étant de dimension n, la proposition est évi-
dente pour p >n. On peut donc se borner a supposer n différent de o et
de 1 et p<Zn—1. Soit W l'image réciproque de ¥ par l'application ¢ :
d’aprés la proposition 32.1', W est trivial : cela signifie qu’il existe des fonc-
tions g;, holomorphes dans Uj, et a valeurs dans G telles que

grilgi=g8io¢ dans Uy.

Or un p-cocycle est défini par une collection de fonctions holomorphes

. !
f,o,.__,(P vérifiant dans Ui.,,...,i,,+,7

2;2’”—‘ (_l)ifl'm-«-yli\j,--uip+:+gloi1‘fi1,...,ip+1: 0.
Posons .
hi,,,...,ingi°~(ﬁo,...,ip oy) dans l]z‘o,...,i’,'
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Les fonctions (vectorielles) & constituent un p-cocycle du recouvrement de
Stein U de C"+'—{o0}; comme p %0 et n, ce cocycle est un cobord, et il

existe des fonctions vectorielles 4;, ... ;. holomorphes dans U, .. ., telle-
que
‘i i
bi iy =228 (= 1) Ry 5 e
Posons ’
" 1 ’

hi.»--‘yip+n_gio .hiot'-‘:ip_l.

I1 vient

Ji. iy © Y= (8uuo¥)- i, ...,t,,+2’f(— 1)/ 'z’,,'z‘,:,,

Or une fonction holomorphe dans U,-m“_,,-,, y étant développable en série de
Laurent s’écrit d'une maniére et d'une seule comme somme de ses compo-
santes homogénes de degré entier rationnel donné; pour qu’elle soit de la
forme fo il faut et il suffit qu'elle soit homogéne de degré o. Soit donc
Ji....iy— 0 ¥ la composante homogéne de degré o de A On a donc

n
S S
0= (fi.,...,i,,—‘é’i.,i,-ﬂ,....,i,,—zf(— 1)’_]":’0':‘,:,,) og.

Ce qui, puisque ¢ applique U, ..., sur U,:.,__,ip montre bien que notre

p-cocycle est un cobord. C. Q. F. D.

H~ et naturellement H° ne sont pas nuls en général (cf. SERRE ou Kobaira,
loc. cit.). Nous allons montrer comment la méme méthode permet de calculer
leurs dimensions dans le cas ou la fibre est de dimension (complexe) 1, le
groupe structural étant par suite C* : d’aprés le théoréme de Lie, ce cas
particulier suffit & éclaircir le cas général, du moins lorsque le groupe struc-
tural est connexe. _

Remarquons d’abord que H"(P,(C), *C)=o0 : cela résulte, soit du
théoréme de Dolbeault [11], soit du fait que la composante homogéne de
degré o du n-cocycle représentant canoniquement un élément de
Hr(Cr+t—{o}, °C) est nulle comme il résulte de ce qui a été rappelé au
début de ce numéro.

Par suite, les espaces fibrés analytiques de groupe structural C* et de base
P, (C) se classent du point de vue analytique comme du point de vue topo-
logique, méme pour n =1 ou 2 (th. III.5 et III.5") : ils sont donc carac-
térisés par leur classe de Chern, élément de H?(P,(C), n,(C*)) = Z.

H\(P,(C), *c)=H*(P,(C), Z) étant un groupe, il suffit, pour déterminer
ces espaces fibrés d’en connaitre un qui corresponde a un générateur de
H2(P,(C), Z).Or, P,(C) étant connexe et simplement connexe, H*(P,(C), Z)
s’identifie & Hom (7, (P,(C), 7, (C*)), et cette identification fait précisément
correspondre a la classe de Chern d’'un espace fibré I’homomorphisme de
bord de la suite exacte d’homotopie des espaces fibrés : un générateur du
groupe Hom (Z, Z) étant un isomorphisme, il suffit donc d’avoir un espace
fibré tel que '’homomorphisme bord m,(P,(C)) - (C*) soit un isomor-
phisme; il suffit donc que l'espace fibré ait ses deux premiers groupes
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d’homotopie nuls : or c’est le cas pour C*+'— o fibré sur P,(C) (n £ o).
Avec le recouvrement U’ de P, (C), C"+'—{o; est défini par les fonctions
de changement de coordonnées
—_ =1 7!
gl’/‘——*‘i*’/’ dans Di/"

Pour nous conformer a l'usage ([19], [22]), nous conviendrons que cet
espace a la classe caractéristique — 1 (**). En résumé, un cocycle g;; de U’
a valeurs dans 2C* correspond a 'espace fibré analytique de classe caracté-
ristique s si

&= (z;57")* dans Uj;.

ProrosiTion 33.2. — Soit °C; le faisceau des germes de sections ana-
lytiques de U'espace fibré de base P,(C) et de groupe structural C* dont
la classe caractéristique est s. Alors la dimension d, de l'espace vectoriel

complexe H*(P,(C), “C;) est (S _: n> s et la dimension d, de H*(P,,(C), °C,)

est .
n
1° Calcul de d,. — Un n-cocycle est une fonction f holomorphe dans
U, .. . etles raisonnements ci-dessus montrent que la classe de fo{ dans
Hr(Cr+'—{ o}, 2C;) contient une fonction et une seule de la forme z5°k, ou
k est une série entiére par rapport aux z;', divisible par (z,...3,)"?
La composante homogéne de degré o de z3°4 est de la forme

S Az%— 5%, gk avec a;<< 0 e ;=5 (oLiLn).
En posant aj —=— (a;+ 1), on a ¢; >0 ¢t Za;=—=—s—n —1. Comme deux

cocycles cohomologues de H!(P,(C), °C,) donnent évidemment deux cocycles
cohomologues. de H!(C"+'—{o}, °€), on voit ainsi que d, s’identifie a la
dimension de I'espace vectoriel des polynomes homogénes de degré

. . —s—1 —s—1
— (s 4+ n+1) a (n + 1) variables, sont( )—_—< )
—s—n—1 n

2° Calcul de dy. — Pour qu’une fonction f, holomorphe dans U; puisse
correspondre par @, a une section compléte de C;, il faut et il suffit que,
pour tout 7, ~;= (2,27")* fo o Y soit holomorphe dans U;. Développons f;o ¢
en série de Laurent dans U, :

Joo g =A% dnzdo. . g

la sommation étant étendue a toutes les valeurs entiéres de signe quelconque
des a;, mais les constantes A4 étant nulles si la somme des a; n’est pas nulle,
ou si 'un des a; est << o0 avec { > o.

(**) Nous avions pris la convention opposée dans [15].
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Il en résulte que 4; sera holomorphe dans U; pour tout ¢ & la condition
nécessaire et suffisante que les constantes A soient de plus nulles chaque fois
que a, est inférieur & —s.

Posons

aj=a; (i#£o0) et oy = ag—+ s.

11 y a donc autant de coefficients non nuls que de systémes d’entiers ;> o
dont la somme soit égale & s; autrement dit d, -est égal A la dimension de
I'espace vectoriel des polynomes homogénes de degré s a (7 + 1) variables,

L fn+s . . .
soit s - La proposition est démontrée

ReMARQUES. — 1° La proposition 33.1 donne naturellement les valeurs des
autres groupes de cohomologie de P,(C) & coefficients dans %C,.

2° Le résultat trouvé contient le fait que H*(P,(C), “C) est nul, fait qui
nous a servi non a établir la proposition 33.2, mais seulement a décrire tous
les faisceaux de germes de sections analytiques attachés aux espaces fibrés
analytiques sur P,(C) a fibre vectorielle de dimension 1.

3° Traduisons les théorémes généraux du paragraphe B, en remarquant que
la proposition 33.1 montre que la condition () du lemme 24.2 est remplie,
sans qu'il soit besoin d’utiliser le lemme 2%.3 pour I'établir :

ProrosiTion 33.3. — Soit M un espace fibré analytique de base P,(C),
dont les fibres et le groupe structural sont résolubles. Alors si n1
Dapplication canonique II° (X, “On) — Ho( X, con) est surjective, et elle est
injective si le groupe structural est de plus supposé connexe; I’application
canonique H' (X, “OW) — H' (X, <ON) est injective. Si n Z 2, I'application
canonique H'(AX, o) — H' (X, <ON) est surjective. En particulier deux
espaces fibrés analytiques M-principaux topologiquement M-isomorphes le
sont analytiquement lorsque n Z 1, et tout espace fibré topologique M-prin-
cipal peut étre muni d’une structure analytique compatible avec sa struc-
ture d’espace M-principal lorsque n = 2.

La proposition 33.2 permet, dans des cas particuliers, de lever les restric-
tions faites sur n.

ProrositioN 33.4. — Tout espace fibré analytique de base P,(C) et de
groupe structural résoluble qui est topologiquement trivial est analytique-
ment trivial. Les classes d’espaces fibrés analytiques analytiquement
P, (C)-isomorphes correspondent biunivoquement lorsque leur groupe
structural est nilpotent aux classes d’espaces [fibrés topologiques topologi-
quement P,(C)-isomorphes ayant méme groupe structural.

34. Une classe de variétés satisfaisant a la condition du lemme 24.3. —
Nous allons construire de nouvelles variétés satisfaisant a la condition du
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lemme 2.3 en formant le produit de variétés déja obtenues. Cela mettra en
évidence que ce lemme est vérifié par des variétés qui ne sont ni compactes,
ni de Stein.

Pour cela, nous aurons besoin, outre le théoréme III.6, d’un résultat de
A. GrornEspIECK [17].

THEOREME DE GROTHENDIECK. — Soient E et F deux espaces vectoriels de
Fréchet, dont I'un est nucléaire, munis respectivement des opérateurs de

dérivation d, et d,. Munissons leur produit tensoriel complété E ® F de la
dérivation totale d —= dl'® T+ (—1)P1 ® d,. Alors, si d, et d, sont des
homomorphismes topologiques, H(E & F)=H(E)Q H(F).

Nous renvoyons pour les définitions et la démonstration & [17].

ProrositioNn 3k.1. — Désignons par U une variété de Stein (éventuel-
lement réduite a un point); par D; un domaine d’holomorphie de 'espace
numérique C40+ et par K!' un polycylindre compact contenu dans D, tel
que le couple (D;, K') satisfasse a la condition (A) de la proposition 31.1;
par X; le complémentaire D;— K! de K! dans D;; désignons enfin par ¥,
un espace projectif complexe de dimension (complexe) d(}). Soit I (resp. A)
un ensemble d’indices fini, éventuellement vide. Posons

X =UxIg; XixMheal.

Alors si p est nul ou de la forme p = Z;e;c1d (i), HP (X, “C) est un espace
de Fréchet de dimension infinie; dans tous les autres cas H? (X, °€) = o.

REMARQUE. — On peut supposer sans diminuer la généralité d (i) et d(})Zo.

Lorsque nous aurons besoin de préciser qu'un faisceau & est un faisceau
sur l'espace X, nous le noterons plus spécialement Fx; nous noterons ici Fy
I'ensemble des sections de & x au-dessus de X. Soit A% le faisceau de germes
de formes différentielles & coefficients indéfiniment différentiables et de
type (o, p) sur la variété analytique complexe .X'. Munissons les A% de la
topologie de la convergence uniforme de chaque dérivée sur tout compact (33),
et soit d’ le classique homomorphisme d" : A% — axt. Soit @y la somme
directe des @%, qui forment une résolution fine de Fréchet de *Cx (¢). Pour
toute variété analytique complexe, H7(.X, C) est donc [11] isomorphe
au g'*me groupe de cohomologie de I'espace vectoriel Ay des sections de lx.

Or il est facile de voir que Ay est le produit tensoriel complété des
espaces Ay, Ay, Ay,, lesquels sont de plus nucléaires. Il reste donc & voir,
pour démontrer la proposition par récurrence sur le nombre des composants

(3%) Voir [24], n° 8, p. 16-17.
(3%) Voir [11] et [1Ta].
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de X, que les opérateurs d” relatifs & chacun de ces espaces sont des homo-
morphismes (il est clair, en effet, que la dérivation totale déduite de deux
homomorphismes est un homomorphisme, et I'on sait que le produit tensoriel
complété de deux espaces nucléaires est un espace nucléaire). Or ce fait
résulte du théoréme III.6 (puisque A° induit sur “C la topologie de la conver-
gence compacte) compte tenu des propositions 31.1 et 33.2. Le théoréme de
Grothendieck est donc applicable, et la conclusion immédiate.

II reste a étudier le cas du faisceau ¥x des germes de sections holomorphes
d’un espace fibré V de base X et de fibre C. Nous ferons alors des hypo-
théses plus restrictives.

Tout d’abord, si tous les d(¢) sont 71, il résulte du théoréme III.5 que
deux espaces fibrés analytiques différents de base .1 et de groupe structural C*
ont des classes de Chern différentes; mais il n’est pas sir qu’a toute classe de
Chern corresponde un espace fibré analytique. Nous supposerons de plus
que pour tout {€ I, D; est connexe et que H,(D;) = o (il s’agit d’homologie
a coefficients entiers et & supports compacts).’ Il en résulte par des raison-
nements calqués sur ceux du n° 32 que, puisque tous les d(Z) sonl sup-
posés > 2, & est connexe et H,(X;) =o. Or:

Lemme 3k.1. — Soient X et ¥ deux espaces connexes. Supposons
que H\(X, Z)=o0 ou H,(Y, Z)=o0. Alors H*(X x ¥, Z) est somme
directe de H*( X, Z) et de H* (Y, Z).

En effet, si H,(.X, Z) = o, il suffit d’appliquer la formule des coefficients
universels [6] :

0>t g=n1 Ext(H,(X), HI(Y))>H" X < ¥)>Z, g Hom (H,(X), H/(¥))>o0
€en remarQuant que

Hom[H,(X), H (Y)|=Hom[H,(X), Z|~ H*(X, Z)
puisque H,(X)=o0 par hypothése.

Supposons alors la variété de Stein U connexe : il résulte de nos hypothéses
sur les D; que V est topologiquement X-isomorphe & un produit tensoriel
d’espaces fibrés (topologiques) de fibres C ayant chacun pour base l'une des
composantes du produit direct .X'; ceux ayant pour base U ou les }; sont,
&’aprés le théoréme III.5”, susceptibles d’étre munis d’une structure analy-
tique complexe; admettons qu’il en soit de méme pour ceux ayant pour base
les X; [dans la suite nous serons amené & supposer encore H*(X;, Z)=o
pour tout 7, de sorte que notre hypothése sera automatiquement vérifiée, ces
espaces étant des produits directs]: ¥ sera donc topologiquement équivalent
4 un produit tensoriel d’espaces fibrés analytiques ayant pour base chacune
des composantes de .X'; il sera donc d’aprés ce qui vient-d’étre dit analyti-
quement équivalent & ce produit tensoriel. Nous avons démontré :
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Lewme 3b.2. — X étant défini comme dans la proposition 3%.1, suppo-
sons la variété de Stein U connexe, et, pour tout i, d(i) %1, X; connexe,
H (X)) =H*(X;)=o0 (%). Alors tout espace fibré analytique sur X, de
Jibre C, est un produit tensoriel d’espaces fibrés analytiques de fibres C
ayant respectivement pour base U, les X, et les Y>. Ils sont caractérisés
analytiquement par leur classe de Chern qui est un élément arbitraire du
produit H*(U, Z) < IhheA Z) ou Z est un groupe isomorphe a Z.

ReMARQUE. — On notera que toutes les conditions concernant les X, sont
remplies lorsque D; est connexe, H,(D;) = H,(D;) = o, le polycylindre K!
ayant en outre, lorsque d(¢) = 2, au moins une composante dont le premier
groupe d’homologie est nul.

Nous sommes en mesure d’énoncer le *

Tutorkme III.7. — Supposons que X satisfasse aux hypothéses du
lemme 34.2, et soit °C, le faisceau des germes de sections analytiques de
Uespace fibré sur X de fibre C et de classe de Chern s = (u, (c\)reA)-
A tout sous-ensemble J < T de I < A associons U'entier (3%)

r(J,T) = Zie, d(i) + Zrer d(}).

Dans ces conditions :
1° (X, °C;) est de dimension n—= HAGA<CA._;(‘;§;\)), sauf si n

étant > o, on n'a pas simultanément I vide et U réduit a un point, auquel
cas H° (X, °C;) est de dimension infinie;

20 Hr (X, °C;) = o si_p > o n'est pas égal a l'un des r(J, T);
3° Supposons qu'il existe Jy, ..., Jret Ly, ..., Ly tels que
p=r({J, T)=...=r(Jx I).

Alors Hp( X, °C,) est somme directe de k espaces vectoriels H,, ..., Hy.

Soit
. o +d(d) — ) —1
= (% g mer iy )

H; est de dimension n;, sauf dans le cas ou :

(1) n;est >o;
(ii) on n’a pas I vide et U réduit & un point, auquel cas H; est de
dimension infinie.

(37) Compte tenu de I'hypothése H,(.X;)= o, 'hypothése H*(X;, Z)= o équivaut,
d’aprés le théoréme des coefficients universels, & H,(.X;) sans torsion.
(%) On n’exclut pas J =@, ou I' = @.
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La démonstration est analogue a celle de la proposition 34.1. Au lieu des
faisceaux de germes de formes différentielles &?, nous considérerons leurs
produits tensoriels A7 (s) par le faisceau “C; [ faisceau des germes de formes
différentielles de type (o, p) & coefficients dans 'espace fibré considéré (3?)]
le produit tensoriel étant pris sur le faisceau des germes de fonctions holo-
morphes sur la variété. Or le fait que I’espace fibré V" est produit tensoriel
d’espaces fibrés sur chacun des facteurs de la base entraine que 'espace A x(s)
est produit tensoriel complété des espaces Ay(u), Ax, Ay(c;) (tenir compte
de ce que tout espace fibré de fibre C sur X est trivial !). D’autre part, pour
toute variété analytique complexe, H7 (X, %C,) est le g'*me groupe de coho-
mologie de l'espace vectoriel des sections de 4x(s); enfin le théoréme de
Grothendieck est encore applicable, d’ou le résultat.

Résumons les principales conséquences des résultats obtenus dans ce
NUMEro :

. Tutoremg 1I1I.8. — Dans les hypothéses de la proposition 3%.1, si tous
les d(i) sont différents de 1, X vérifie les conclusions du théoréme 111.5';
st tous les d(i) sont différents de 2, l'un au plus étant égal a 1, X vérifie
les conclusions du théoréme I11.5".

Dans les hypothéses du lemme 3.2, si tous les d(i)et tous les d(1) sont
différents de 1, X vérifie les conclusions des théorémes 111.1, 111.2, I11.3
et I11.3'; si tous les d(i) sont > 2 et tous les d (1) différents de 2, 'un au

plus étant égal a 1, X vérifie les conclusions des théorémes II1.%
et IIL. 4/ ().

ReMARQUE. — Si X est connexe et simplement connexe; la restriction
concernant la connexion du groupe structural figurant dans les conclusions
des théorémes III.3" et III.4' est superflue, d’aprés le complément a ces
théorémes.

35. Un contre-exemple. — Il est facile de voir que I'hypothése du
théoréme III.3’ est la moins restrictive qu’on puisse faire, si I'on veut que la
conclusion subsiste, quelle que soit la nature topologique de V'espace fibré
envisagé (en ce qui concerne le théoréme III.5', la condition donnée est visi-
blement nécessaire et suffisante). Mais ¥ étant choisie de facon & ne pas satis-
faire & ’hypothése du théoréme III.3’, et le groupe structural M résoluble
connexe étant fixé, il se peut qu'il existe sur X" i la fois :

1° Des espaces fibrés analytiques caractérisés (du point de vue de leur
fibration analytique) par leur seul invariant topologique : ces espaces seront
donc analytiquement isomorphes dés qu'ils le seront topologiquement.

(%) Voir [24], § 2.
(%) Voir [15].
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2° Des espaces fibrés analytiques, analytiquement distincts et topologi-
quement X-isomorphes.

Prenons comme groupe structural le groupe S des similitudes planes. Le
sous-groupe des translations est un sous-groupe distingué isomorphe a C, et
le quotient S/C est isomorphe au sous-groupe des similitudes laissant fixe
un point donné, qui est un sous-groupe-section isomorphe a C*. On a
donc S = P(C, C*), les opérations d'un élément y de C*sur C étant naturel-
lement la multiplication par y.

Prenons pour base 1" une variété satisfaisant aux hypothéses du lemme 34.2,
et supposons tous les d(7) Z 1. Il résulte du théoréme II.1 (n° 15) que :

1° Au point de vue topologique, un tel espace fibré est entiérement déter-
miné par la classe s€ H' (X, <¢*) de I'espace fibré de groupe C* qu'il déter-
mine au moyen de la projection canonique S —> C*. Soit s =(«, (crea)) la
classe de Chern de cet espace.

2° Au point de vue analytique, du fait que H'(X, °C*) = H' (X, <¢*), a
toute classe de Chern s correspond .au moins un espace fibré analytique
ayant cette classe de Chern, et tous ceux qui 'admettent correspondent
biunivoquement aux classes d’intransitivité de H°(X, %C*) opérant. (avec les
notations du théoréme III.T) sur H'(X, ?C*). Pour que ce dernier espace
vectoriel ait une dimension 32 o il faut et il suffit qu'il existe A =2, €A tel
que d(A) =1, e, — 2 et que pour tout A 22X, €A on ait cy> o. Détail-
lons complétement le résultat en se bornant pour plus de simplicité au cas
ou U est réduit & un point et 7 est vide.

ProrosiTioN 35.1 (*1). — 1° Soit X = P4(L) un espace projectif complexe
de dimension d. Si d> 2, les espaces fibrés analytiques sur X de groupe
structural S sont entiérement déterminés par leur invariant topologique,
qui est un entier arbitraire. Si d—=1, soit c€ Z : si c>x—1, il n'y a qu'un
espace [ibré analytique sur X, de groupe S, et de classe de Chern c;
st c=— 2, il en existe deux; si c < — 2 il en existe une infinité, et leur
invariant analytique est un point de l’ensemble P, réunion d’un point et
d’un espace projectif complexe de dimension complexe — ¢ — 2.

2° Soit X = Pyy)(C) xX...x Pgpn(C) un produit d’espaces projectifs
complexes, dont les dimensions sont indiquées par les d(i). L'invariant
topologique d’un espace fibré sur X de groupe S est une suite (cy, ..., cz)
de n entiers, ¢; étant attaché a Pgy. A cet invariant topologique corres-

(#1) Pour le 1° voir [1]. Pour Pensemble, voir [15], § 4. Nous profitons de cette occa-
sion pour signaler que I’énoncé de ce paragraphe (phrase en “italique) est erroné :
comme on I'a vu ci-dessus, la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe plusieurs
espaces fibrés analytiques distincts topologiquement X-isomorphes A E, est (avec les
conventions de signe de [15]) la suivante: il existe un A €A tel que d(}) =1, c(A)>2,
c(A) <o pour A A, :
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pond toujours au moins un espace fibré analytique admettant cet inva-
riant. Cet espace est unique, sauf s'il existe un entier q(1 L q < n) tel que:

(1) d(g)=1;
(i) CqgL— 23
(1i1) >0 pour i2gq.

Dans ce dernier cas, Uinvariant analytique permettant de caractériser
tous les espaces topologiquement isomorphes a Uespace fibré topologique
de classe de Chern (ci, ..., c,) est un point de l’ensemble P, réunion d’un
point et d’un espace projectif de dimension complexe

E= [-— (c,,—f—l)ll’,;,g,,(cl_;(?)(l))]— 1 (i=1,...c,qg—1,9+1,...,n).

Ils sont donc en nombre infini, sauf si

Cg=—2, CL==.. .= Cgy=Cgy1==...=Cp=0,

augquel cas il en existe deux.
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